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Séninaire CHOQUET 5=01
(Initiation & 1'Analyse)
6e année, 1966/67, n° 5 8 décembre 1966

CONES ADAPTES DE FONCTIONS CONTINUES
BT THEORIE DU POTENTIEL

par Gabriel MOKOBODZKI et Daniel SIBONY

1. Introduction.

Soient 2 un espace localement compact, C(Q)) 1'espace vectoriel des fonctions

numériques continues sur Q.

On dit qu'un espace vectoriel V < C(Q) est adapté (cf. CHOQUET [3]), s'il véri-
fie les conditions suivantes s

10 V=Vt -vt, on v =vn Q) ;

2° Pour tout x e Q , il existe ve V, tel que v(x) >0

39 Pour tout v e V' , 11 existe w € v* y W2V, tel que, pour tout ¢ >0,

il existe un compact K < Q tel que

(x € (K) => (v(x) gewlx)) .
On a alors le théordme suivant (cf. aussi ARENS [1]) :

THEOREME (CHOQUET). - Soit V < C(Q) un espace vectoriel adapté.

Pour toute forme linéaire f sur V , positive sur vt , 11 existe une mesure
B >0 sur Q, telle que :

(a) Tout v € V est p-intégrable ;

(b) (&£, v) = f vip, YveV.,

On se propose, dans le présent travail, d'étudier divers procédés de construction
d'espaces adaptés, d'étudier des topologies "naturelles" (fortes et faibles) qu'on
peut définir sur les espaces adaptés. Enfin, on donnera quelques applications a la

théorie du potentiel et 2 la théorie des frontiéres.

Les résultats obtenus sont utilisés dans un autre travail des m8mes auteurs, sur
la théorie globale du potentiel (1).

(1) Un index des notations et définitions figure & la fin du présent mémoire.
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2. Généralitéds sur les espaces adagtés.
Soit €@ un espace localement compact dénombrable & 1l'infini.
A. Définitions. Notations.

DEFINITION 1.

(a) Soient u et v deux fonctions numériques > 0 sur Q.

Nous dirons que " u domine v & 1l'infini", ce qu'on notera u > v , si, pour

tout € >0, il existe un compact K < Q tel que

(x € (k) == (v(x) geulx)) .

(b) Pour toute fonction numérique g > 0 sur Q, on désigne par o(g) 1'ensem-

ble des fonctions numériques f sur Q telles que g >t If

De m8me, pour une famille P de fonctions numériques > O ,
o(P) = U olg) .
g€P
On a immédiatement les conséquences suivantes

(i) o(g) est un espace vectoriel qui contient toutes les fonctions numériques &
support compact ;

(ii) Si P est filtrant croissant, o(P) est un espace vectoriel.

THéORﬁME 2. = Pour toute fonction numérique g > 0 sur Q , o(g) et o(gﬂ n C(Q)

gont des espaces vectoriels adaptés.

Démonstration. - Soit f € o(g) , f >0 . Par hypothdse, il existe une suite

croissante Kn de compacts de Q ,

o

c =
Kp S Eprr @ = g Ky o

telle que

(xe ) = () <5 ex) .

Soit alors (@n) une suite d'éléments de CT(Q) , telle que :
(a) Ogo 13
(b) wn(x) =0 si xek , @n(x) =1 si xe(X . .

Posons alors f' =2 @ f . On voit immédiatement que f! € o(g) sy et que, si f
n
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est continue, f' est aussi continue j; enfin, par construction,

f i< .

COROLLAIRE 3, - Soit P wune famille filtrante croissante de fonctions > 0 sur

——

Q. Mors, o(P) et oP) n C(Q) sont des espaces vectoriels adaptés.

DEFINITION 4.

1° Soit g une fonction numérique >0 sur Q.
On dit qu'une fonction numérique f sur 2 est g-majorable, s'il existe A >0
tel que
It] < re

2° On désigne par Hg l'espace vectoriel des fonctions g-majorables, qu'on mu-~

nit de la g-norme suivante : si f € Hg ’
{\f“g:{infx; A>0, |f] g ) .

L'espace H_ , muni de la norme || || , est un espace de Banach ; il en est de
3

méme pour Hg nc(Q) , si g est localement bornée.

30 Si P est une famille filtrante croissante de fonctions numériques > O sur
Q , on dira qutune fonction numérique f sur Q est P-majorable, s'il existe
g €P , telle que f € Hg . De méme, on posera

HP=€;JPHg ,

et HP est un espace vectoriel.

Désignons par CK(Q) 1'espace vectoriel des fonctions numériques & support com-
pact sur Q , par M(Q) 1tespace des mesures de Radon sur Q . On munira TQ) de
la topologie faible o(MW(Q) , GK(Q)) .

PROPOSITION 5. - Soit (Ka) une famille de parties de ' (Q) .

10 I1 existe un pl-s grand espace adapté F < G(Q) , tel que, pour tout f € F

et tout Kd s llapilication de Ka dans R,

ur-»fIfldu,

soit continue ;

2° Si la famille (Ka) est une suite (Kn) de parties compactes de (Q) ,

alors F est identique i 1'ensemble des fonctions f € ¢(Q) , telles que, sur cha~-

que Kn , l'application u t—=> f |£] dy soit continue.
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Démonstration. = Remarquons que si deux espaces vectoriels adaptés F1 ’ F2 ccl)

ont la propriété indiquée dens 1°, l'espace vectoriel F1 + F2 la posséde aussi.

D*autre part, C’K(Q) est adapté et posséde la propriété 1°, d'ou le résultat.

Démontrons la deuxiéme partie de la proposition.

Soit f e C+(Q) telle que, sur chaque Kn s llapplication y b If dy soit

continue.

Soit (An) une suite croissante de parties compactes de Q, A < Kn+1 ,

Q=uU A , et soit (cpn) une suite d'éléments de C(Q) , 0 g @, § 1, telle que
n

cpn(x)=0, si xe4h |,

il
[o

o, (x) , si xe(A . .

Pour chaque compact Km , On a

inf (sup r fo, du) =0 .
n p.GKm

Par conséquent, on peut trouver une suite dlentiers s(m , p) telle que :

(a) s(m, p) <slm, p+1);

1
(b) = [ 20,0, 55 -

Posons alors

n(p) = sup s(m , p) ,
m<p

et considérons la fonction

£ =2 f(pn(P) ’

on a évidemment f' >t £ , et, pour tout Km s l'application p P> »rf'dp, est

continue.

COROLLATRE 6. - Soit (P ) une femille d'opérsteurs >0 de G () dans c@).

Il existe un plus grand espace adapté F tel que

PQ(F) c ¢(Q) pour tout o .

Démonstration. — Pour tout x € Q@ et tout Pcv , S0it €y Po: la mesure > 0 sur

Q définie par
(pl-*-)Pa(p(x), Voet .
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On peut prendre pour Ka 1'ensemble (ex Pa) y x € Q, et appliquer la proposi-

tion précédente.

COROLLAIRE 7. - Soit (Pn) une suite d'opérateurs >0 de CK(Q) dans G(Q) .

Le sous=—espace vectoriel F C C(Q) y Aéfini par la propriété :

(£ eF) = (p(I£]) ec(Q) ,

est un espace vectoriel adapté.

Démonstration. ~ Soit (Ah) une suite croissante de parties compactes de Q ,

Ah c Kh+1 y Q=U Ah « On applique la proposition précédente & la famille
n

Kn,m = (ex Pn)xeA.m .

DEFINITION 8. - Un opérateur lindaire >0 , U, de € (Q) dens €(Q) ,.est dit

itérable, si on peut définir par récurrence la suite
Un ® = U(Un-l CP) ’

et si U™ ©® € c(Q) pour tout ¢ € CE(Q) .

(4
THEOREME 9. - Soit U un opérateur lindaire 3 O , itérable, de C () dans
¢(Q) . I1 existe un plus grand espace vectoriel adapté E < C(Q) , tel que U(E)<E.

Démonstration. - Si 1'on applique le corollaire précédent & la suite (Un) , ON

en conclut 1'existence d'un plus grand espace vectoriel adapté E c C(Q) , tel que
U'(E) < cl) ,
c'est l'espace vectoriel des fonctions f € G(Q) telles que Un(lfl) € C(Q) .
Soit alors f e E' $ on a
v¥(2) = v(u(e)) € e(0)

par suite U(f) € E .
On est alors conduit & la définition suivante.

DEFINITION 10. - Soit (p,) une famille dtopérateurs 30 , de G (%) dens
c(Q) .
On appelle domaine naturel de la famille (Pa) s le plus grand espace vectoriel
adapté F < C(Q) tel que
P&(F) c ¢(Q) pour tout o .
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LEME 11, - Soient A < M'(Q) , g une fonction mesurable >0 sur Q, telle

que, sur A, l'application u k=> f g du soit localement bornée. Alors, si
f e d+(Q) no(g) , 1'application W k=> f f du est continue sur 4 .

Démonstration. = Soient w € A, X >0 majorant g au voisinage de (g

considérée comme application de A dans R ).

Pour tout e > 0 , il existe un compact K © Q tel que
(xe® = (£(x) <gsx) .

Soit ¢ € q; , 0g¥<1, ¥x)=1, ¥VxeK.On aalors

f - 4f g-% g sur Q et sur A ,
et
lf - Wfl < g dans un voisinage de u

comme ¢f est continue sur A, f est aussi continue sur A .

COROLLAIRE 12. — Soit P un opérateur linéaire positif de GK(Q) dans C(Q) .
Soit E un espace vectoriel adapté tel que, pour tout f € E' , P(f) soit loca-

lement bornée. Alors,

P(f) e c(Q) pour tout f € B .

Démonstration. — I1 suffit d'appliquer le lemme précédent & l'ensemble

A = (GX P)

xel

B. Propriété de densité pour les espaces adaptés.
Soit V=V - V7" cc(Q) un espace vectoriel adapté, od V' =V n C(Q) . La

propriété essentielle de V est que toute forme T , linéaire sur V, >0 sur

v+

s peut se représenter par une mesure u >0 sur Q , telle que
T(v) = I v du , TVvev .
Le cas ou la mesure |y ost unique, est caractérisé par la condition @

(1) sup T(f) = inf T(g) (o8 £,geV) ,
<y 82y

pour toute fonetion € CK(Q) .

[ 4
DEFINITION 13. - On dira que l'espace adapté V a la propriété d'unicité, si

pour toute forme linéaire >0, T, sur V , la condition (1) est vérifide.
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Dans les applications & la théorie du potentiel, il en sera le plus souvent ainsi.

PROPOSITION 14. - Soit V wun espace vectoriel adapté. V a la propriété d'uni-

cité si, et seulement si, pour toute o € Gk(CD et toute mesure u 3> 0 sur Q

V-intégrable, on a

[oau=inft [ vau .
v
vev

Démonstration. — Si T est une forme lindaire >0 sur V , et si V a la pro-

priété dtunicité, la forme sous-linéaire sur CK(Q) définie par

o => plo) = inf T(f)
20
fev

est en fait lindaire, car elle est égale & sup T(g) (cas d'unicité dans le théo-

g8
geV

réme de Hshn-Banach).

COROLLAIRE 15. = Pour toute fonction o sur Q , continue et V+-majorable, et

toute mesure u > 0 V-intégrable, on a

[©dp=1inf [vay .
V0
vev

Démonstration. — Soit w une fonction de vt qui majore I@ « On a

ur@du=.fwdu+f(co-W)du=fwdu+ inf [ ¢ du
yZo-w
¢e¢K(Q)
~[wap+ inf [vau=int [vau .
veV vEV
V20w V20

Remarque. - L'espace adapté V , s'il a la propriété d'unicité, est dense dans
Ll(u) s pour toute mesure > O , u , représentant une forme lindaire T >0 sur
V . Nous allons voir que cette propriété est, en fait, caractéristique des espaces
adaptés ayant la propriété d'unicité (ce qui répondra 3 une question de G. CHOQUET

(3.

e A
THEOREME 16. - Soient V wun espace adapté, M" 1le céne des mesures >0 V-

intégrables ( M" est 1'ensemble des mesures représentant les formes lindaires > O

sur V' ). Si, pour toute p eM' , V est dense dans Ll(u) , alors V ala
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propriété d'unicité.

Démonstration. - Soit M 1'ensemble des mesures V-intégrables, M = R .

Soit HV 1l'espace vectoriel des fonctions continues sur Q Vﬁqnajorables. On a

H, o QK(Q) .

I1 suffit, pour démontrer le théoréme, de prouver que V est dense dans HV
pour la topologie c(HV s M) , autrement dit, d'aprés le théordme de Hahn-Banach,
que

(weMm; wv)=0, vve?V) => (W=0) .

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Il existerait Vo € V , qu'on peut supposer
>0, tel que
+ -
fvodp =_Irvodu =A>0 .

Soit 0 € Ll(lul) telle que
830, Jo-0) =0 e [oa =0 .
V &tant dense dans L(|u|) , 11 existe v e V tel que
Jlv-olalul <% .
Donc,

.f(be-v) dp.<-2— .

Donc,
A

Iedp,<-§ 9

ce qui est absurde, puisque I 8 du=Xi.
Co Qo F. Do

Dans la démonstration, on a utilisé la remarque suivante qui est évidente :
8i, pour tout v e vt , On a f v d’ul =0, alors u =0,

Signalons qu'un théoréme analogue au précédent peut 8tre énoncé pour les espaces
vectoriels
V=v -v'ce@ |,

tels que toute forme linéaire positive sur V se représente par une mesure au
moins. Si V est un tel espace, on a donc ¢
Jody=inf [vau, "oeC(? e Vw30 Veintégrsble .

V20
vev
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3. Topologies sur les espaces ordonnés et les espaces adaEtés.

Nous aurons besoin de quelques extensions du théoréme de Hahn-Banach pour intro-

duire ces topologies.
A. Espaces ordonnés abstraits.

PROPOSITION 1., - Soient E un espace vectoriel sur R, E' un sous-espace vec-

toriel de E, P un cfne convexe de E . Si E' + P = E , toute forme linéaire

f' sur E', positive sur E' nP , se prolonge &3 E en une forme linéaire f

qui est >0 sur P .

Pour que ce prolongement soit unique, il faut et il suffit que, pour tout x € E,

on ait
sup f'(a) = inf £(b)
a€R! beE?
agx x<b

(oh 1a relation de préordre < est celle définie dans E par le céne wmnvexe P ;
cf. CHOQUET [3]).

DEFINITION 2. - Soient E un espace vectoriel sur R, P un cbne convexe de
E , E!' un sous—espace vectoriel de E , f wune application linéaire de E' dans

R, < 1la relation de préordre associée & P .

On dira que f est relativement bornée sur E' , si, pour tout xe€P , f est

bornde sur 1l'ensemble

x,x)={yeB'; -xg<ysx} .

Soit E un espace vectoriel ordonné par un cbne convexe E'cE. on peut suppo-
ser, sans restreindre la généralité de 1'étude, que :

+

1° E=E +

- B 3

. . I - .
2° Les formes linéaires sur E , positives sur E , séparent E .

Soient L 1'espace des formes lindaires relativement bornées, Lt 1e cBne des
NP R + + . fps p
formes lindaires positives ; on a alors L =L -L , si E est réticulé pour
1'ordre défini par E' .

DEFINITION 3.

19 On appelle topologie de l'ordre sur E , la topologie localement convexe 60

la plus fine pour laguelle les ensembles bornés pour 1'ordre sont bornés (c'est

donc une topologie bornologique).
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20 Pour tout a € EY , soit E, 1'espace vectoriel de E défini par
(XEEa) <= (IA>0, tel que -agixga) ,
et normé par la norme-jauge de 1l'ensemble convexe Ba =(-a, + a) .

THEOREME 4. - L'espace E , muni de la topologie de 1l'ordre Z;o , est limite des
espaces normés E s, et G est séparée.

Démonstration immédiate.

COROLLAIRE 5. - Sur 1l'espace E , la topologie GO est identique a la topologie
de Mackey T(E, L) .

Démonstration. -~ En effet, pour qu'une forme lindaire f sur E soit continue

pour 60 s 11 faut et il suffit qu'elle soit relativement bornée.

COROLLAIRE 6, — Si E est réticuld, 1l'application x —» |x| est uniformément

continue dans E muni de GO .

Démonstration. = Comme E est réticulé, L = 1t -1t . soit AcL s compacte

pour oL , E) . Comme (0O ’ a) est borné dans E y pour tout a e gt , On a

py(a) = sup G, b)<+= .
O<hga
WEA
bEE
Ltapplication x —> PA( |x]) est une semi-norme sur E , et l'ensemble B C L dé-
fini par
(b eB) <= (ubs0p,)

est convexe compact pour oL , E) , et si wEA, p,+ €B,

On obtient ainsi une famille fondementale de semi-normes sur E qui définit la
topologie ?50 , et 1'application x -» pA( le) est uniformément continue sur B
en raison des inégalités

x| < ly| + [ -5 ,
d'oll 1'on tire

lp (=) = 2,(lyD | s 2,(1x - v]) .

COROLLAIRE 7.

1° Le complété £ de E , muni de % » est un espace vectoriel réticulé (dont

le céne positif est 1'adhérence de E' dans B ).
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A
2° La topologie de l'ordre sur £ est identique & la topologie sur E obtenue

par complétion de E , si &, est métrisable.

Démonstration., - Soit § un filtre de Cauchy pour 80 sur B , D'aprés le co-

rollaire 6, lim |x| et 1im (|x| - x) existent, dans £ , de sorte que
S

A A, &
=8 -8 .

D'autre part, pour tout y e B , désignons par |y| 1'élément 1lim |x| , ou &
5

est le filtre des voisinages de y dans B s pour EO .

Pour tout £ € Lt , le segment (- ¢ , L) est compact pour o(L ’ E) s, et la
semi~-norme P, H
X F"'Pz(x) = , IX|> = sup (', x) ,
~-4<L <L
est continue pour Gb . Par suife,

sup (', y)=1lim [ sup {(4', x)]= lim pz(x) = pz(y) ’
A S AFS) 5 SRR 5

ou encore

@, lyl>= s @',y ,
S AAR)
ﬁ
ce qui montre que E est réticuld pour l'ordre défini par B .

A

Si g, est nétrisable, toute forme lindaire sur & s positive sur B s est con-

tinue, donc la topologie de 1l'ordre sur B ’ GO s est identique a T(ﬁ , L) o
Enfin, on utilisera le résultat classique suivant :

si (E, E), (F, F') sont deux espaces vectoriels ordomnés munis de la topo-

logie de 1l'ordre, tout opérateur linéaire positif P de E dans F est continu.

B. Espaces ordonnés de fonctions continues.
L e e T A Y S e e e e e e e aaea’ete s al

Soient Q localement compact dénombrable & 1'infini, C wun cBne convexe,

Ccc G+(Q) sy H, 1'espace vectoriel des fonctions continues C-majorables.

C

L'espace H, est réticulé ; pour tout geC , Hg est un espace de Banach pour

C
la g-norme, par suite HC , muni de la topologie de l'ordre, est tonnelé (et méme

ultrabornologique) comme limite inductive d'espaces tonnelés.
On suppose toujours que QK(Q) = HC s Ce qui équivaut 3 dire :

vxeQ, 1ifec, f(x)#0 .

On désignera par () 1'ensemble des fonctions numériques sur O .
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THEOREME 8.

1° Le complété de Hc , muni de la topologie de 1l'ordre 60 , est tonnelé.

20 ﬁC s'identifie & un sous-espace de C(Q) .

Démonstration. ~ La topologie &. est plus fine que la topologie de la conver-
0

gence uniforme sur tout compact, ce qui démontre 2°. D'autre part, HC est tonnelé,

donc aussi son complété.

[4
DEFINITION 9. - On dit qu'une mesure p sur Q est C-intégrable, si, pour tout
rec (ccch),
Fealul<+w

Remarque. = Il est immédiat que les mesures C-intégrables sont les mesures o(C)-

intégrables.

LEMME 10. - Pour que p € I (Q) soit C-intégrable, il famt et il suffit que

soit o(Ct)-intégravie.

Démonstration. — Soient f e C(Q) , we M(Q) , tels que,

¥ g e olf) , f lg] du <+ .
Montrons que
Ifdp,<+oo .
Sinon, il existerait une suite ¢ € C;((& » 05o <f, telle que f 0, du > 2",
Soit alors
g=z'§ﬁ'cpn 9
on devrait avoir
.Jrgdl-b=§'i'ﬁ'f®ndu=+oo ’

ce qui est contradictoire, puisque g € o(f) .

PROPOSITION 11. - Soient C € G'(Q) un clne convexe adapté, M 1'espace des

formes lindaires relativement bornées sur H

C .

1° Pour tout T €M , il existe une mesure p € Q) s et une seule, telle que

I udw = (T, u), VueH, .

2° En identifiant M 3 un sous-—espace de M(Q) , On a la caractérisation :

(wem) <=> ([valpl<+eo, vvec) .
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Démonstration.

1° Le cbne C étant adapté, la mesure p représentant T € M , s'obtient comme

la restriction de T a C°K(Q) , elle est donc unique.
2081 TemM s W lamesure >0 représentant T , on a
vrvdp.<+oo, yvelC .

Inversement, si w e M (Q) , et Iv du <+, YveC, alors p définit un

é1ément de Mt .

LEMME 12. - Soient g e G (Q) , Hg 1'espace des fonctions continues g-majora-

bles.

Toute forme linéaire T , >0 sur Hg y est limite faible de mesures >0 &

support compact contenu dans l'ouvert {g > 0} .

A
Démonstration. — On peut se ramener au cas o g = 1 . Soit Q 1le compactifié de

v A
Cech de ., La forme linéaire T s'identifie & une mesure >0 sur Q , et comme

Q est un ouvert partout dense dans o) , on en déduit le résultat.

Le théortme qui suit peut &tre considéré comme le théoréme fondamental qui justi-

fie 1'emploi des espaces adaptés.

& .
THEOREME 13. - Spient C < C+(Q) un clne convexe adapté, H, et M , comme dans

C

la proposition précédente.

Pour toute partie A ©M , simplement bornée sur HC s, et tout ultrafiltre U

sur A, il existe une mesure y C-intégrable, donc w €M , telle que

VveHC, J“vdp.=lé1lm‘rvdv.

Démonstration. — L'espace HC est tonnelé, donc A est faiblement relativement
compacte dans M muni de o(M ’ HC) et McmQ) .

PROPOSITION 14, - Soit C < C‘3+(Q) un cdne convexe. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1° Toute forme linéaire > 0 sur HC se représente par une mesure > 0 sur Q;
2° M n m+(Q) est complet pour o(M ’ HC) .

Démonstration. — D'apres le lemme 12, M n JTL+(Q) est dense damns M pour

oM , HC) , donc 2° ==> 1° , La réciproque est immédiate.
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C. Applications aux familles d'opérateurs C-bornés.

Dans ce qui suit, C < C+(Q) est un cbne convexe adapté.

,
DEFINITION 15.

1° Soit U un opérateur linéaire positif de CK(Q) dans 5(Q) .

On dira que U est C-borné si, pour tout w € C , il existe w' € C tel que
Uw < w!

(Oﬁ Uw = sup+ U ).
©eCy

PpswW
2° Une famille (Uot) d'opérateurs linéaires positifs de CK(Q). dans 3(Q) est

dite uniformément C-bornée si, pour tout we C , il existe w' € C tel que

U wgwt Vo .
o N ?

Dans les applications & la théorie du potentiel, si 1l'on prend pour C 1le céne .
des potentiels continus, les opérateurs de la résolvante ou du semi-groupe associé
4 un noyau de Hunt, fournissent des familles naturelles d'opérateurs C-bornés ou

uniformément C-bornés.

PROPOSITION 16. - Soit U un opérateur lindaire positif de H, dans 3(Q) . On

suppose que U est C-borné et qu'il existe un espace vectoriel E © HC , dense

dens H, pour c(HC , M) , tel que U(E) < C(Q) . Dans ces conditions,

U(HC) CH, .

Démonstration. — Pour tout x € Q, soit T, € M la forme linéaire >0 sur H,
définie par
(r, , £) = ur(x) .

Pour un compact K © Q, soit A= {Tx}xé{ . Coome U est C-borné, A est sim-—
plement borné dans M , donc faiblement relativement compact, puisque HC est ton-
nelé. Sur 1'adhérence faible A de A , les topologies o(M , HC) et oM , B)
sont identiques, on en conclut que 1l'application x -> Tx de K dans A est con-
tinue lorsqu'on munit A de o(M , Hy) . Par suite, pour tout f € H, , Uf est

continue et dans H, , car U est C-borné.

COROLLAIRE 17. = Soient C wun c8ne adapté, U un opérateur linéaire >0 , C-
borné de (‘.’K(Q) dans C(Q) . Alors, U(HC) < Hy -
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Démonstration. — Puisque C est adapté, @K(Q) est dense dans HC pour

G(HC b
qui est C-bormé.

M) , et U se prolonge en un opérateur lindaire >0 de Hy, dans 5(Q) ,

COROLLAIRE 18. - Soit (U ) cp wme famille uniformément C-bornée d'opérateurs

oo
lindaires > 0 de CK(Q) dans C(Q) . (Les opérateurs Ua se prolongent en opé-

rateurs lindaires » 0 de H, dens %(Q) .) Soit E ©H, , dense dans H, pour
o(H

o M) , et soit U un filtre sur A tel oue :

1° 1im Ua o = Up existe pour tout o € E ;
U
2° lim Ua © = Up est continue pour tout ¢ €E .

Dans ces conditions, pour tout f € HC ’

Uf = 1im Ua f
U

existe, est continue, et Uf € HC .

Démonstration. ~ Soit Tg la forme linéaire sur HC définie par

o
(17, £ =10, £(x) , i feH, .

L'ensemble A = {Ti}a est simplement borné, donc relativement compact pour
oM , HC) , et sur A, les topologies o(M , HC) , oM , B) sont identiques. On

en déduit que, pour tout f € H, , lim U f(x) existe, et on conclut & 1'aide de

c U

la proposition 16.
La définition suivante sera utile dans la suite.

¢
DEFINITION 19. - Soit € < ¢ (Q) un cbne convexe. On pose

C, = fuect(@) ; 1 (un) cC, u =‘§ un} .

On dira que C est stable par sommes continues, si C = CG .

PROPOSITION 20. - Soit (Ka) une famille de parties de M'(Q) , compactes pour
la topologie vague.

Soit

V={feclQ ; u -> I Ifl dyw continue sur Kd y Yo} ,

alors V = HV+ est complet pour la topologie de l'ordre.

Démonstration. - Comme HV est bornologique, Ka est une partie équicontinue de
(HV)' . La proposition résulte alors d'un résultat classique de GROTHENDIECK [4 ]
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sur le complété d'un espace localement convexe.

(On a déja montré que ﬁV+ s'identifie & un sous—espace de C(Q) .)

COROLLAIRE 21. - Soit (Hi)iel une famille d'ensembles convexes compacts de
mf(Q) (muni de o(m(Q) , GK(Q)) ), et soit V< c(Q) défini par

(f eV) <=> (p +H=> I |f| du continue sur chague Hi) .

Alors V = HV+ , e6 V est complet pour la topologie de 1l'ordre.

COROLLAIRE 22. -~ Supposons la famille précédente (Hi)ieI dénombrable.

Alors, V est un espace de Fréchet pour la topologie de 1'ordre (et V est
adagté).

Démonstration. = Supposons I =N . S8i Q=U Kn s OU (Kn) est une suite forte-
n
mant croissante, on peut supposer, sans restreindre la généralité, que m}(Kn)CZHn,

et que la suite Hn est croissante.
Définissons alors la suite de semi-normes p, Sur V:

p (£) = sup [ |t] au .
o el
b n

I1 est clair que V muni de la topologie G définie par la famille P, o est un

1 ’
espace de Fréchet, et que 61 est moins fine que la topologie de l'ordre Gb sur
V . D'autre part, V = vt vt , donc toute forme linéaire positive (ou relative-

ment bornée) sur V est continue pour 5, (WAMIOKA [9]).

M le dval de V muni de G

Soient alors V! 1le dual de V muni de G 0 *

l 1
( M est 1l'espace des formes linéaires relativement bornées.)

On a alors M < V' , donc

G, = (Vv , V') est plus fine que (V , M) = Gy -

En application immédiate du corollaire précédent, le domaine naturel d'une suite
(Pn) d'opérateurs positifs de CK(Q) dans C(Q) apparatt comme un espace adapté,

qui est un espace de Fréchet lorsqu'on le munit de la topologie de 1l'ordre.

PROPOSITION 23. - Soit S < G (Q) un céne convexe, stable par sommes continues,
tel que CK(Q) < Hy .

L'espace vectoriel o(S) n C(Q) est alors un espace adapté complet, métrisable

pour la topologie de 1'ordre.
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Démonstration. — Rappelons que S est dit stable par sommes continues si, pour

toute suite (vn) d'éléments de S , on a

(v =2 v, contimue) => (ves) .

Soit (Kn) une suite fortement croissante de compacts de Q , Q=U Kn .
n
Pour toute o € CK(Q) s On pose
pn(m) = inf (sup f(x)) .
20 =x<K
fes
Soit M_ < 1*(@Q) aéfini par
(het) <> (bsp) -

 L'ensenmble Mn est convexe compact, et 1'on a la formule classique, pour toute
(P € CK(Q) b
sup [ odp=p (o) .
weM
1° Pour toute f € o(S) , 1'application u F—> I f dy est continue sur M_,
Vn.

2° On va montrer que o(S) est identique & l'ensemble des fonctions f e c(Q)

telles que pour tout n , 1l'application
b Jlf| au
soit continue sur Mn .
Soit (Qn) une suite d'éléments de C%(fﬁ telle que
Zcon=l et So, < (K

et posons

r =

n “n

- m
mzn

Par application du lemme de Dini, la suite (f.rn) s considérée comme fonction
continue sur le compact Mp , tend uniformément vers O . Par suite, pour tout en-

tier p , il existe np tel que

1
sup ([ fr dw) § = .
peM P 2P
Posons alors ¢P =T, -r . Comme wp € QK(Q) , on a

P p+l
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inf (sup g(x)) = sup (f pr du) .
ges x&£ pel
g?ftlrp P

I1 existe donc gp € S tel que

1
g 2Ty et sup g(x) € — .
P x| o1

Prenons alors g = Z,gp ; c'est une fonction continue, donc g € S , d'autre part
iy
f=21fy €28 =€ .
Y b
Y
L'espace vectoriel des fonctions f € c(Q) , telles que p +—> I lfl dy soit
continue sur chaque compact Mn , est un espace adapté complet qui contient donc
o(8) , et dont la topologie de 1l'ordre peut &tre définie par la famille de semi-

normes

O "">Pn(l<9') ’ © € O(S) .

DéFINITION 24. - Soit S < G(Q) un cdne convexe.

On dira, pour deux mesures | , v € Nf(Q) que | est balayée de v 4 qu'on no-

tera pw <v, si pour tout s € S, on a
f s du £ f s dv

(Lorsque ces intégrales ont un sens).

On peut améliorer la proposition précédente lorsque le cbne S est stable par
enveloppe inférieure finie. On peut alors identifier les ensembles Mn < m+(Q) ’

introduits précédemment, au moyen du lemme suivant.

LEMME 25. - Pour toute o € QK(Q) , et pour tout compact K < Q, on a

sup f @ dy = inf (sup f(x)) .
xeK feS xeK

w<e, 29

Démonstration. - Introduisons la fonction numérique

® =inf £

fes
20

alors, en tout point x€ Q, on a

Gx) = sup [ oap ,
u@ex
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et pour tout couple ® , v € 7™Q) , w<v, ona

sup [odo=[6dps [ dav (MOKOBODZKI [67) .
o

La fonction & est s. c. s., et le lemme s'en déduit immédiatement.

Considérons maintenant l'ensemble convexe compact A& < 1t (Q) défini par
(b e An) <> (1ve m}(Kn) , telle que W <v) .
Pour toute o e CK(Q) , on a alors

sp [odp= swp (swp[oaw)= e [av .
uEAn Véml(Kn) W<y veml(Kn)
Finalement, on obtient
sup f o du = sup &(x) = inf (sup f(x)) = sup f o dy .
pe@n xGKn fes xeKn uGMn
20

Les deux ensembles A.n et Mn sont convexes compacts (donc fermés !), 1'égalité

précédente montre qu'on doit donc avoir Ah = Mn (Hehn-Banach).

De cette identification, on obtient le théoréme suivant :

.
THEOREME 26. - Soit S €+(Q) un cdne convexe satisfaisant aux conditions de la

proposition 23 et stable par enveloppe inférieure.

Pour toute mesure W >0 sur Q telle que

f 8 dy <+ o, ¥yseS ,

il existe un compact K © Q, et une mesure v > 0 sur K telle que

I s du < I s dv , ¥seS .

Démonstration. — L'espace o(S) est complet pour la topologie définie par la fa-

mille de semi-normes ¢ -s.pn(|¢|) , et p définit une forme lindaire positive

donc continue sur o(S) .

I1 existe un entier n , et A >0 tel que

Joawsg i (lol)
ce qui entraine que

TS X(An - Ah) ou o= X(cl - 02) ’

avec o, , 0, € A . Soit v e m}(Kn) y v>o, , onaalors

2
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b Kcl <Ay,
d'ol W <€Ay .

COROLLAIRE 27. - Soit Sbr le c8ne convexe des fonctions f > 0 , numériques bo—

réliennes, localement bornées sur 2, satisfaisant & la famille d'inégalités

I fdp < £(x) , Fu<e, , 1xeQ .
Alors,

o(8,.) n &(Q) =o(s) nC(Q) .

Démonstration. - Pour tout compact A < 7 (Q) , tout f e 8, est bornée sur

A et, si ge o(f) s 8 € c(Q) s alors g est continue sur Ah .

Par suite,
O(sbr) nC(Q) = o(S) nc(Q) .

Ce corollaire s'appliquera en théorie du votentiel et des fonctions excessives.

CONJECTURE 28. - Soit C un cbne convexe C < C'(Q) , stable par sommes conti-
se représente par une me-

nues, et tel que toute forme linéaire croissante sur C

sure unique positive sur Q.

Alors, le clne C est adapté.

D. Construction de cdnes convexes adagtés de fonections continues.

Jusqu'ici nous avons étudié des espaces vectoriels adaptés du type V = HV+ .

Dans ce chapitre, on s'intéressera plus particulidrement aux cdnes convexes adap-
tés en vue d'applications & la théorie du potentiel.
On suppose toujours que € est un espace localement compact dénombrable a 1'in-

- +
fini et que, pour un cdne convexe C < C (Q) , 1e cbne convexe Cc des sommes con-

tinues d'éléments de C est défini par

(f e CG) <==> (3 (fn) cC, telle que E:fn = f soit continue) .
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PROPOSITION 29. - Soient C1 y 02 deux c8nes convexes tels que

c, ¢, c ¢t Q) et cK(Q)CHC2 .

Alors, ‘
(Cl c 0(02)) ==> (C10 = 0(620)) .

Démonstration. = Soit (Kn) une suite fortement croissante de compacts de Q ,

=U Kn et, pour tout o € CK(Q) , on pose

n
p (0) = inf (sup £(x))
feC x€K
2 n
20

de méme, soit M le convexe compact de mH(Q) défini par
(w e Mn) <=> (f o du < pn(m) y Vo€ GK(CD) .

Pour toute f € C1 ’ on a
sup f f dy = sup f(x) .

p,é“[n xEKn

Soit alors (fn) une suite d'éléments de C1 telle que f = z:f soit continue.

On peut supposer, sans restreindre la généralité, que

sup f (x) -
xéK 2
d'ol :
sup f f dp < ;%I .
p,d\I 2

L'application u +—> f f du est alors continue sur chaque compact Mn , comme
limite uniforme de fonctions continues.
D'aprés une proposition antérieure (proposition 23), on en déduit que
fe 0(02,0) .

PROPOSITION 30. — Soient C < C+(Q) un cBne convexe, QK(Q) c HC , et soit C

1'adhérence de C pour la topologie de la convergence compacte. On a toujours

o(Cg) =0(C) , et si C <o(C) , alors C, est adapté.




Démonstration. - On a évidemment O(Co) c o(C) .

Soit f € o(C) ; on peut supposer qu'il existe g € C , tel que g(x) >0, V x,
et f e olg) .

I1 existe alors une suite (gn) d'éléments de C , une suite (Kn) de compacts
de Q, telle que :

e K, < I(%n+1 y Q= g Kp 3

20 (xe(x_,) == (£(x) s;l-d; g(x)) ;

3 (xek) = lg,(x) - g(x)| <3 8x) .

Pour x € Kn ~ Kn—l , on a donc
1 1
g (x) 25 e(x) 230" £(x) ,
2 2
tou -
dtol = gn(x) >n° £(x) .

Soit alors h = Zﬁgg gn(x) ;, heC_ et fe o(h) . Supposons maintenant que
n

c cofC) = O(Co) . D'aprés la proposition 29, on en conclut que Co c O(Co) , au-

trement dit que CG est adapté.

) ot

COROLLAIRE 31. - Soient S < C+(Q) un cbne convexe, tel que S = S0
CK(Q)CHS-_S_E Sco(S) ns, alors C =5 n o(S) est adapté et C=C_,en

narticulier o(C) = o(8) .

Démonstration. = De C < o(S) , on tire Cc c Scr =S , par suite C = C0 . De

¢ < o(C) y on obtient, d'aprds la proposition précédente, que CG = C est adapté.
Enfin, '
o(C) = O(Cc) = o(a) = o(8) .

Cet énoncé sera particulidrement important en théorie du potentiel, ou 1l'on pren-

dra pour C 1le cdne des potentiels continus, et pour S 1le c8ne convexe des fonc~-

tions excessives (ou surharmoniques) positives continues.

’
DEFINITION 32. - On dira qu'un cbne convexe C € G'(Q) est préadapté, si le cdne
convexe Co est adapté.
Tout cBne adapté est préadapté.

Pour étudier les cbnes préadaptés, nous aurons besoin des conditions (R) et (Rc)

suivantes pour des cBnes C < G (Q) .
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(R) vyveC, €¢>0, KcQ compact, il existe K <€ compact,

uetC ,

tels que uge sur K, et u3zv sur Xt .

(Rc) fveC, €>0, K<Q compact, il existe K' < Q compact,

uecl ’
o

tels que uge sur K, et u>v sur (k' .

PROPOSITION 33. - Soit € © C'(Q) wun c8ne convexe tel que QK(Q) < Hy , satis-

faisant 3 la condition (R) ou & la condition (Rc). Alors C < O(Co) , et Co est

adagté.

Démonstration. — Supposons que C satisfasse (Rc)’ plus faible que (R). Soit

Q=U Kn , OU Kn est une suite fortement croissante de compacts. Prenons v €C ,
n
et soient u € Co et m =~ une suite croissante d'entiers tels que

(a) w, S'&H sur K,

2

Aors, u=2 u ~eppartient & C_, et ve o(u) .
n :
D'aprds la proposition 30, la relation C < O(Co> entrafne que Co est adapté.

. + A
COROLLAIRE 34, - Soit C < € (Q) un cne convexe, tel que GK(Q) € Hy « Pour que
C soit préadapté, il faut et il suffit que C satisfasse (RG).

Démonstration immédiate.

Exemple. — En théorie du potentiel, sur un espace localement compact Q=U Kn ’
n
Kn compact, Kn t , on a, pour tout potentiel continu p , la relation

(&, &,
inf R =0, ou R = inf q -
p p g potentiel continu
q2p sur Kn

Autrement dit, le cOne convexe des potentiels continus satisfait toujours la con-
dition (R).
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Remarque. = Soit C © c¢t(Q) un cdne convexe adapté. Alors, pour tout fermé
FcQ, le cdne CF des restrictions 3 F des éléments de C , est un clne adapté.
E. Etude des réduites associées & un cdne convexe.
Soit C < GT(Q) wun c8ne convexe tel que CK(Q) CHy .
DE'}FINITION 35. = Pour tout o € HC et tout sous-ensemble A de Q , on appelle

réduite de ¢ sur A4 , la fonction

A

R™ = inf V o
© veC
v sur A
Pour A< Q, l'application ¢ +—=> R(Ap est sous—additive sur HC , ot
RA = RA .
©® ©

PROPOSITION 36. - Soit € 1tadhérence de C pour la topologie de la convergence

uniforme sur tout compact. Pour toute o € o(C) et tout femé F<Q, on a

= inf v= inf u=RT .
¢ vel uel ¢

v sur F wx sur F

Démonstration. — Soient veC , et we olC) , v>o . Pour tout ¢ >0, il

existe un compact Ke c Q tel que

(xe k) = (o) sevlx) .

Soit alors ueC, u>o sur F . Pour tout o >0, il existe u, e C tel
que

lu(x) - ua(x)l <o pour tout xeK_ .
Soit v, € C, vo(x) >1 sur K . Onaalors ogu, +ovy sur FnK , done
cpsua+av0+ev sur F et, si xeKe,

u(x) < ua(x) +a VO(X) +ev(x) ,

par suite

Remarque. - On peut supposer que ¢ (et 5] ) sont stables par enveloppe infé-

rieure, ce qui ne change pas les réduites.
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PROPOSITION 37. = Soit o e o(C) , et soit F<cQ, un fermé. On a

RF = sup RK .
© K compact
KR

Démonstration. — Soient ¢ € o(v) , v e C . Pour tout e >0 , il existe un com-~

pact Ke 2 Xy, tel que
(x e CKe) => (o(x) e vix)) .

Soit uwelC, u>o0n sur FnKe,onaalors

ogu+¢ev sur F tout entier ,
par suite
RF = sup RK .

X compact
KeF

r'd z

Ces deux propositions nous permettent d'étudier la stabilité de la propriete

d'additivité des réduites pour un edne C , lorsqu'on passe de C & Co ouda C.

DEFINITION 38. - On dit qu'un cdne convexe C © c*(Q) posstde la propriété d'ad-
ditivité des réduites (en abrégé, propriété A.R), si pour tout fermé F cQ et

tous ViV €C, ona

2
(A.R) R =R +R .

PROPOSITION 39. — Soit C € G'(Q) un c8ne convexe tel que CK(Q) < H,
céne C satisfait 2 (A.R) et si C < o(C) , alors C_ satisfait sussi 3 (A.R).

. 51 le

Démonstration. — Pour o € HCo s F fermé de Q , désignons par RcI; ’ Qg les

réduites de ¢ sur F relatives aux cdnes Cc et C respectivement.

Pour tout compact K € Q et v e Co s On 8

K K

RV=Q‘V .

D'autre part, d'apres le corollaire 30, C < 0(5) entrafne que Cc c o(T) , et
dtaprés les propositions 36 et 37, pour v € Cc et F fermé,

RF=Q£= sup- K .

v K compact
K<F
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Or il est facile de voir que

K K ' ,
Q% = + R ¥y K <Q compact ,
1*72 Q"l Q"z

et v, , Vv

1 € C0 et, par suite, C0 posséde la propriété (A.R).

2

COROLLAIRE 40, - Soit C < C+(Q) un céne convexe préadapté. Si C posséde la

~ 2’ ’ R . c .
propriété (A.R), il en est de m&me pour -

En effet, on a alors C < O(Cc) et Co C'E .

4., Frontiéres assocides & des cBnes convexes de fonctions s. ce 1.
WWWV\AIWWMW\W

On suppose toujours £ dénombrable & l'infini.

DﬁFINITION 1. - Soit C wun c8ne convexe de fonctions numériques s. c. i. sur Q,

1° On appelle point-frontidre de Q relatif & C , tout x € Q tel que si
wen (o),

f |v] dp <+ o et f v dp < v(x) , vveC |,

alors u = €x *

29 On appelle frontiére fine de Q relative & C , ou frontiére de Choquet,

1l'ensemble des points-frontitre de  relatifs &2 C . On notera cet ensemble 8(C) .

Ltétude des frontidres fines dans le cas ou € est compact a été abondamment

traitée, et a permis de dégager des conditions suffisantes simples pour que la

rd

frontidre fine ait la propriété :
(vec et vix) 20, vxe8(C)) == (v(x) 20, 7xe€Q .

Nous nous proposons d'étendre ces résultats au cas oi ! est localement compact et

ou le cBne convexe C est adapté en un certain sens.

Soit C un c8ne convexe de fonctions numériques, on notera par c* 1'ensemble

des fonctions positives de C , et par inf(C , o) 1'ensemble {inf(f , o)}f.ec .

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 2. -~ Soit C wun clne convexe de fonctions numériques s. c. i. sur

Q . On suppose que ¢t eat linéairement séparant, que

inf(C , o) © o(C+) st C # ot .

Dans ces conditions, &(C) est non vide et
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(vec, vix) >0, vxes(C) = (v(zx)30, ¥xe

Avant de démontrer cette proposition, rappelons quelques définitions extraites de
MOKOBODZKI [7] (cf. aussi BAUER [2]).

(a) Un fermé F © Q est dit stable si, pour tout x € F, et toute mesure w 30
sur Q telle que

Jvap <),

est portée par F .

vyveclc ,
la mesure

Toute intersection de fermés stables est un fermé stable, et tout compact stable
contient un compact stable minimal.

(b) Si on désigne par O 1'ensemble "= n {v>0}, un point de x € cat
veC
est point-frontidre si, et seulement si, {x} est un compact stable minimal.

LEME 3. - Pour tout ve C, v¢Ch, il existe un compact stable K < {v < 0},

Démonstration. = Soit %, € Q tel que v(xo) < 0 . I1 existe une suite

+
(Vn) cC ’
telle que sup vn(x) >0, ¥xeQ, et
n —
2 vn(xo) <4+ = .
La fonction w =2 v

peut prendre éventuellement la valeur + o , de plus on peut
supposer que inf(v , o) € o(w) .

Posons alors

A={suwpo, >0,

-av < W} .
I1 est facile de voir, en posant u = w + Av , que l'ensemble u.l(O) = {w == v}
est non vide, et que c'est un compact stable. Enfin,

v l(0) e {v <0} .
On démontrerait de la méme maniére le lemme suivant.

LEMME 4. - Soient F un fermé stable de Q,

v € C , tels que
I1 existe alors un compact stable K < {v <0} nF .

fv<0} nF#£g.

La proposition va alors résulter du lemme suivant.

LEMME 5. -~ Tout compact stable minimal K , K ¢vQ+ , est réduit & un point (donc
identifiable & un point-frontidre).
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Démonstration. — Soient x e K, veC, tels que v(x) <0 . S'il existait

Xl €X, Xl # x , on pourrait trouver w € C tel que v(x) + w(x) <0 et
v(xl) + w(xl) >0 ( C est lindairement séparant), on conclut alors & l'aide du

lemme précédent.

Remarque 1. - Soit C un cBne convexe de fonctions numériques s. c¢. i. La fron-
tidre 6(C) ne change pas si on adjoint au céne C , l'ensemble des fonctions s.
c. i, v >0 telles que

[vapgvlx) ,
Fw>0 sur Q, xeQ tels que

I s du £ s(x) ’ ¥selC .

Remarque 2. - Si on sature, par enveloppe inférieure finie, le c8ne convexe C ,
on obtient un céne C! +tel que &(C) = 6(C') , et si inf(C , o) © o(c*) , on a
encore

inf(C* , 0) © o(C'+) .

Soit C un cbéne convexe de fonctions s. c. i. sur Q , tel que GK(Q) c HC+ .

Pour toute ¢ € QK(Q) , On pose
®=inf £ .
feC
20

On a la caractérisation suivante de 6(C) :

PROPOSITION 6. — Pour qu'un point x € §(C) , il faut et il suffit que, pour tou=

te @€ GK(Q) y On ait

o(x)

o(x) .

Démonstration.

1° Supposons o(x) = §(x) pour toute o € GK(Q) , et soit p wune mesure >0
telle que
I s du < s(x) , FseC .

' On aurait alors, pour s €C, s3>0, ©€ GK(Q) ,
Joawslsamsgsx .

Par suite,
Joan < o=, Ve ,

d‘o“l = .
W=ey
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20 On suppose toujours que inf(C , o) < o(c) .
Pour toute mesure p > O , finie sur o(c™) n (@) , et toute v €C , on a
Jvdp,:{sup‘r(pdp, 5 oSV o eo(C+) nc(Q)y .
Soit alors x € 86(C) . sur o(C*) nc(Q) , 1'application p : o -> o(x) est
sous-linéaire, croissante. Pour toute mesure p sur €@, w < p , on remarque que

w est 20, et que Isdp,ss(x) , ¥ seC.On asupposé x € §(C) y par suite

bo=¢eg., cCe qui montre que p est lindaire, et puisque l'on a €x <Py

P(CP) = CP(X) = (3(3(.) , Y oe o(C+) n C(Q) .

PROPOSITION 7. = Soit C un cdne convexe de fonctions numériques s. c. i. satis—

faisant aux conditions de la proposition 2. Alors §(C) est le plus petit fermé F

ayant les deux propriétés suivantes équivalentes :

1° (veC; v(z) 30, vxeF) = (v(x) >0, vxe0;
2° Pour tout x € Q, il existe une mesure u >0 sur Q portée par F telle

que

._rvdp-sv(x), ¥yvel .

Démonstration. ~ On voit immédiatement que 2° ==> 1° , et que &(C) € F, d'a-

prés la proposition 2, par suite 6&(C) ¢ F .
Montrons que 1° ==> 2° , Soit X, € Q. Sur F , considérons 1l'espace vectoriel

H=ofc) n (F) , clest un espace adapté, et, pour toute mesure w >0 sur F et

tout ve€C, ona

Sur H , considérons la forme sous-linéaire finie p ,

o > ple) = inf v(xy) .

Soit T wune forme lindaire sur H, T < p . Il existe alors une mesure p >0
sur F telle que
Joa=1<, o gplo) .
Par suite,
fvdpsv(xo), YyveC .



5=30

PROPOSITION 8. = Soit C wun cdne convexe de fonctions numérigues s. c. i. sur

Q, tel que ¢t soit lindairement séparant. On suppose qu'il existe un compact

K< Q tel que

(veC, vw(z) 20, vxekK) => (v>0) .

Si C#C+,alors s(c) £ ¢ et §(C) <K , de plus

(vecs; v(x)>0, vxes(C) = (v=0) .

Démonstration.

1° En appliquant la proposition précédente & un compact K' 5K et au clne CK'
des restrictions de C & K!' , on voit que a(CK,) = 5(CK) et que, pour toute me-
sure w >0 sur Q, & support compact, il existe une mesure v >0 , & support

dans K , telle que
[vavg[va, tvec .

 Toute e M (Q) s'éerivant p =2 W, » O les mesures p € mH(Q) sont a support

compact, on a la m8me propriété pour les mesures y € JH,,."(Q) telles que

fvdp,<+oo, ¥yveC .

2° Montrons que S(CK) = §(C) . On a évidemment &(C) < 6(CK) .

Soit x € 6(CK) . Supposons qu'il existe p € JIL+(Q) y W F Ep 9 telle que
fvapgvlx), vvec.

Soit K' compact, K' nK =g, p(K') >0 . Il existe alors deux mesures >0 ,
vy et Vs portées par K , telles que

n

JVd\)1$IVdu|K,, yvecC ,
fvd\)zs,rvdp,ch, .

Par suite,
fvd(v1+v2)$v(x), yveC ,

et v =v, +v,=¢e, , puisque x € 5(CK) .

1 2
Soit f € C(K uK') définie par
f(x) =0, f(K*') =1 .

Comme x € §(C ) , pour tout ¢ >0, il existe v e C tel que v>f et

KuK!
v(x)$e+f(x).—.e :

par suite, il existe vy € C tel que
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IVO d\)l < I v, dp.'K, .

On aurait donc

f v. dy < I Vo A < vo(x) ,

0

ce qui est contradictoire, puisqu'on doit avoir

f Vo dv = vo(x) .
On a donc bien &(C) = G(CK) , et la proposition s'ensuit immédiatement.

Remarque. = On peut améliorer la proposition précédente en remplagant le compact

K par un fermé F tel que
inf(C ’ O)F < o(CF) .

LEMME 9. = Soit C wun cbne convexe de fonctions s. c. i. sur Q tel que

Soient w un ouvert relativement compact, (mn) une suite d'éléments de CK67),

4 support dans w , convergeant uniformément sur Q vers ¢ € GK(Q) .

Alors,

® = lim @
= Qpn .

Démonstration. - L'application ¢ -> $ est croissante sous-~additive.

. + -— . +
Soit chECK(Q), 0S@y< 1, @O(x)=1, ¥ xew, et soit vy €C
VO}(DO.

De Hwn - < e, on déduit

< <
©, S €0y + © et S o +EP
dlou
" A + A < - + v .
0 < n €0y < Oy &% 3
de méme

A A
0, P+ eV,

ce qui donne

A A
15 -0, | <evy .

PROPOSITION 10. - On suppose que Q est & base dénombrable. Soit C < ¢(Q) un

cdne convexe, linéairement séparant,

inf(C , o) < o(C) , CK(Q) <H, .
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Dans ces conditions, &(C) est un G5 .

Démonstration. — L'espace Q é&tant séparable, il existe une suite (¢n) c QK(CD
telle que, pour tout o € QK(Q) , et tout voisinage w du support de ¢ , il exis-

a

te une suite (@n ) extraite, dont les éléments sont & support dans w , suite qui
P

converge uniformément vers o .

En vertu de la proposition 6 et du lemme précédent,
G(C) = g {6n = @n} ’
et, pour tout =n , én est s. c. s., donc {6n = @n} est un G, .
Citons encore sans démonstration le corollaire suivant.

COROLLAIRE 11. - Pour toute mesure u >0 sur Q telle que

f vdp <+, vvech ’

il existe une mesure v >0 portée par 6(C) telle que

[ v dv £ f v dy , VveC .

Y

Nous avons donc montré que la théorie du balayage, définie sur un espace compact
par un cdne convexe de fonctions, s'étend sans difficulté au cas non compact, en

imposant aux cdnes convexes considérés d'8tre adaptés.

Bien d'autres considérations, comme celles portant sur le "bord" et les ensembles
"bordants", ou sur l'existence de noyau~diffusion associé a deux mesures u et v
balayées 1l'une de 1l'autre, etc., peuvent &tre traitées dans ce nouveau cadre. Le
lecteur pourra trouver, dans MEYER [5], un exposé détaillé de ces questions pour le

cas compact.

Le probldme des frontidres assocides aux espaces vectoriels adaptés était déja

abordé, dans CHOQUET [3], en connexion avec la représentation intégrale.

Applications : Notions de support relatif, de support fin relatif.

Soit C wun cdne convexe de fonctions numériques s. c¢. i., >0 sur Q, linéai-

rement séparant.

»
DEFINITION 12.

1° Pour toute fonction numérique s. c. 8. o >0 , semi-continue supérieurement,

® € HC s on appelle support fin de ¢ , relatif & C , noté 8(w) , la frontidére

fine du cbne convexe (C - §f ©) .



20 Lorsque la relation suivante est vérifiée pour o© , 8. ¢. 8.y, 20,
(veCs; vi(x) 20(x), 1t xetlo) = (v ,

on appellera support fermé de o , relatif & C , l'ensemble

Supp © = 6(0)

PROPOSITION 13. - Soit  , s. c. s., >0 ;si o €o(C) , ©#0, alors
5(p) #8 , et 8(0) est le plus petit fermé F € Q ayant la propriété

(vecs; vi(z)2ox), 1xef) = (v3o .

Démonstration. — I1 suffit de transcrire la proposition 7.

PROPOSITION 14, - Soit o , 8. C. S., >0 . S'il existe un compact K © Q, tel

que
(vec; vi(z)>ox), Txek) = (v>o) ,

ot si @ # 0, alors 8(n) #0 et 68(0) <K .

De plus,
(vec; vix)>ox), vxesls) == (v30) .

Démonstration. - On transcrit cette fois la proposition 8.

PROPOSITION 15. - Soit 02 un cbne convexe de fonctions s. ¢, i. >0 sur Q,

linéairement séparant, et soit ¢, un sous—c8ne convexe de C2 ,

o+
[
c,cc,nc(Q .
Pour tous 0 9 0, € Cl , on a

a(@l + c_pz) 5 6(@1) U 6((,02) ,

5(m1) = 6(:01) .

Démonstration. - Soient x € 6(@1) , et u € WT(Q) telle que

Ivoaw g v(x) vvec, ,

et

f (ml + me) A (ml + wz)(x) .

On en déduit

J‘ (P]_ dp = C!_’Jl(X) ’

et comme x € 6(@1) s W =E€_, ce qui montre que x € 6(@1 + mz) .

X
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