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Séminaire CHOQUET 3-01
(Initiation & 1fAnalyse)
6e année, 1966/67, n°® 3 24 novembre 1966

LA NOTION D'APPLICATION ANALYTIQUE

par Jean-Paul PENOT

(d'aprds 1a thdse d'Adrien DOUADY [117)

Cet exposé est le premier d'une série consacrée & la thdse d'Adrien DOUADY. Celui-
ci n'est qu'une introduction & la théorie des fonctions analytiqueé dans les espa~
ces vectoriels de dimension infinie. A la différence de la différentiabilité, 1'ana-
lyticité dens les espaces de Banach n'est pas encore entrée trés largement dans les
moeurs. Ce fait tient plus A des circonstances historiques qu'a des difffcultés
inhérentes au cadre des espaces de Banach : l'introduction des fonctions analyti-
ques dans ces espaces est apparue avec quelques décades de retard sur celle des
fonctions dérivables dans ces espaces (A. D. MICHAL et R. S. MARTIN [ 23], FANTAPPIE
[13], A. E. TAYLOR [ 33]). Pour un historique, consulter HILLE et PHILLIPS [ 17] et
MICHAL [ 25].

Le m&me écart se retrouve dans 1'intérdt suscité par des généralisations aux es-
paces vectoriels topologiques non normables de ces notions : la littérature sur la
dérivabilité dans les espaces non normables est abondante (voir A. BASTIANI [1] et
FROLICHER et BUCHER [14] pour quelques références), ce qui est loin d'8tre le cas
pour 1'analyticité (4, GROTHENDIECK [ 15], L. BONGART [4], SEBASTIAO E SILVA [31]).

En vue d'applications ultérieures, notre tentative est ici placée dans le cadre des
espaces vectoriels semi-topologiques ; le lecteur peut, sans inconvénient, se limi-

ter aux espaces vectoriels topologiques localement convexes.
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1. Définitions.

A. Espaces vectoriels semi~topologiques.

A

Dans ce paragraphe, tous les espaces vectoriels considérés sont des espaces vecto-

riels sur un méme corps valué K .

DEFINITION 1.1. - Nous appelons semi-norme (il faudrait dire semi-norme générali-

sée ou pseudo-semi-norme) sur un espace vectoriel E sur K , une application

a: B = (0, +=) , notée le plus souvent x p—> lx]d y telle que :

10 leoz =0 pour x =0 ;
2? Pour tout (A, x) €KX x B, si lea est fini, l)\xla 1'est aussi et
l)\xl = ]kl lxl s OU l)\] est la valuation de A 3
o a ! —

3° Pour tout (x , V) €E x E , 81 deux des trois termes |X|oz ’ Iy] et Ix+y]d

sont finis, le troisiéme 1l'est aussi, et Ix + yla\< IXIQ + ly‘a .

DﬁFINITION 1.2. - Nous appelons espace vectoriel semi-topologique, un couple

(2, @ ou E est un espace vectoriel, d une famille de semi-normes sur E

gtable par homothétie positive et telle que :

1°8i oe®, Bed, alors suple , B) € 4 ;

20 31 o€l et si B est une semi-norme majorée par o , alors B € d 3

3° Pour tout x € E, il existe o € & telle que o(x) <+ .

Les semi-normes de { munissent E d'une structure uniforme, donc aussi d'une
topologie. L'espace E est un groupe topologique pour cette topologie sous~-jacente,

mais n'est pas en général un espace vectoriel topologique pour cette topologie.

Un morphisme u : (E , (‘1) - (F ’ (B) d'tespaces vectoriels semi-topologiques
est une application linéaire de E dans F telle que, pour tout B € 8, il exis-
te a € d avec Iu(x) IBS lea s pour tout x € E ; les morphismes sont donc les

applications linéaires uniformément continues.

La condition 3° de la définition 1.2 écarte les topologies grossidres. Nous ex—
clurons aussi dans la suite les espaces vectoriels semi-topologiques dont la topo=
logie n'est pas séparée, c'est-2-dire les espaces (E , ) tels qu'il existe
x € B pour lequel lxla =0 pour tout o € & .

Si @ est une famille de semi-normes sur un espace vectoriel B y Vérifiant la

condition 3° de la définition 1.2, nous pouvons trouver une famille @ contenant

@, satisfaisant les propriétés 1°, 2° et 3° de cette définition, et minimale pour
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ces propriétés ; nous dirons que @ est la famille engendrée par @, et que
(E, 4) est 1l'espace vectoriel semi-topologique canonique associé & (B, 9 . Le
plus souvent, nous parlerons par abus de langage de 1'espace vectoriel semi-topolo—

gique (E , @) pour désigner cet espace (B , d) .

Bxemples d'espaces vectoriels semi-topologigues.

(a) La famille des semi-normes continues sur un espace vectoriel topologique
localement convexe munit cet espace d'une structure d'espace vectoriel semi-topolo-
gique.

L'ensemble _Eo des é1éments x d'un espace vectoriel semi-topologique (B ’ )
tels que |x|a < + o pour tout o € A4 est un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe pour la topologie induite par celle de E . Les espaces vectoriels to-
pologiques localement convexes sont les espaces vectoriels semi-topologiques & ,a)
tels que EO = E . L'espace EO associé 3 1l'espace (T , EQ muni de la structure
d'espace vectoriel semi-topologique décrite ci-dessous,ou T est un espace topolo-
gique métrisable, coincide avec X(T , E) , espace des fonctions continues a sup—
port compact, et la topologie de EO est la topologie usuelle sur *(T ’ B) si T

est de plus localement compact.

(b) Tout espace vectoriel semi=-topologique (E, @) est muni canoniquement
dtune quasi-topologie au sens de [1] : un filtre § converge pour cette quasi-
topologie vers un point x de E si, et seulement si, pour tout o« € & tel que
lea soit fini et pour tout € >0 , il existe Fo € & tel que, pour tout F‘CFb ’
Iy - xld < g pour tout y € F . Cette quasi-topologie est évidemment moins fine

que celle qui est induite par la topologie de E .

Tout espace vectoriel pseudo-topologique au sens de G, MARINESCU [ 22] peut 8tre
considéré comme 1'espace vectoriel muni de la quasi-topologie sous-jacente 3 un es-
pace vectoriel semi-topologique (E , ) . Supposons en effet que E soit réunion

pseudo~topologique des espaces vectoriels topologiques localement convexes (Ei)

ieIr®
Soit ﬂi la famille des semi~normes continues sur Ei « Pour o € ai , X€E,
posons

|x|a sy 81 x € Ei ’

|X|& =
+ o, 81 x ¢ Ei ,

et notons d 1la famille engendrée par les semi-normes « ainsi définies sur E ,
o parcourant la réunion des ai . On constate facilement que la quasi-topologie

induite par cette famille @ sur E coincide avec la quasi-topologie décrite par
G. MARINESCU.
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(¢) Soient (E, & et (F, 5) des espaces vectoriels semi-topologiques.
Nous pouvons munir l'espace L(E , F) des applications linéaires continues de E
dans F d'une famille de semi-normes ; la quasi-topologie associée & cette struc-
ture d'espace vectoriel semi-topologique sur L(E , F) s'avdre parfois plus inbé-
ressante que la topologie associée (elle est plus fine que celle qui résulte des
S=topologies, si & est une famille de bornés de E , mais moins fine que la topo-
logie associde & la famille de semi-normes). Pour (o ’ B) € & x § et pour
uelL(BE, F) , posons

luIB,a = I::T:SI {lu(X)IB} .

Pour toute application w s & ->& et tout B € §, posons

si, pour tout ¥ € &, |ul <+ |,

suplul

B,cp(B) ! 'YyQD('Y)

+ ® , sinon .

lulg o =

Soit £(E, F) 1la famille engendrée par 1'ensemble des semi-normes u P"'IUIB ©
3 ’

pour (B, w) € 5x &, avec & =& .
Ce qui préceéde s'applique notamment au cas ou E et F sont des espaces vecto-
riels topologiques localement convexes, et peut s'étendre aux espaces d'applice-

tions multilindéaires continues.

(4) Soient T wun espace topologique, (B ’ &) un espace semi-topologique, et
soit G(T , E) 1'ensemble des applications continues de T dans E ; c'est un es-
pace vectoriel (car l'application x -=» Ax est continue de E dans E , pour tout
A dans K ). Soit @ 1la famille des fonctions réelles positives continues défi-

nies sur T . Posons, pour £ € T , B) , oe®, e€é&,

l2(e) ], —
ela,e = o0 S < B -

Nous obtenons ainsi un espace semi-topologique (C(T , E) , & x &) dont la topolo=
gie est plus fine que celle de la convergence compacte (et qui coincide avec celle-
ci si T est compact, et seulement si T est compact, lorsqu'on suppose (B , &)

séparé et T compldtement régulier).

Cet exemple admet de nombreuses variantes : en prenant pour T un ouvert d'un
espace normé réel, on peut prendre des applications m-fois dérivables de T dans
E , avec des semi-normes analogues, faisant intervenir les dérivées Jjusqu'a 1'ordre

n (me ﬁ) . On peut aussi considérer les sections d'un espace fibré vectoriel,
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chaque fibre étant munie d'une norme compatible avec sa topologie, comme c'est le
cas avec une structure de Finsler sur un fibré vectoriel localement trivial ([29]).

B. Polynémes.

Dans une premidre partie, strictement algébrique, les espaces vectoriels considé-
rés sont des espaces vectoriels sur un m8me corps K de caractéristique zéro. A

partir du théoréme 1.8, le corps K est supposé valué non discret.

?
DEFINITION 1.3. — Une application f : E => F d'un espace vectoriel E dans un

espace vectoriel F est dite polynomiale homogéne de degré n , s'il existe une appii-

cation n-lindaire u : E- —->F telle que

f(x) =ulx, cee , X)

Nous écrirons aussi f(x) = u(x)n ,ou f=uo 6n , en désignant par 6n 1'ap~
plication diagonale de E dans E® . Nous dirons aussi, pour abréger, que f est

un polyndme homogéne de degré n .

DEFINITION 1.4, - Une application f : E ->F entre deux espaces vectoriels

E, F est dite polynomiale (et de degré < n ), s'il existe un entier n >0 st

des applications polynomiales homogénes fo g coe fn ’ fk étant de degré k ,
telles que

f=fo+.'o+fn-

Nous conviendrons de dire que l'application nulle est un polynlme de degré -« ,

Nous verrons que la donnée de f détermine les fk s que nous appellerons les

composantes homogénes du polynéme f .

Si h est une application quelconque de E dans F , et si a est un point ar—

bitraire de E , posons
(Aa h)(x) = é-[h(x +a)-n(x-a)] .
L'application A,h de E dans F ainsi définie est appelée la différence pre-—
miére de h . On définit par récurrence les différences successives de h .
On vérifie facilement la commutativité de la formation de ces différences succes—

sives : Ab(Aa f) = Aa(Ab f) , pour a, b €eE.

’
THEOREME 1.5« = Pour tout polyndme f = f

gn, nelN, ona:

o cee t fn de E dans F , de degré
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(a) La différence premidre de f est un polyndme de degré < n - 1

(b) La différence n—idme de f est une constante, et pour toute application u,

n-linéaire symétrique telle que fn(x) =u(x)" ,

(A

— 1
v, ces Ayn £)(x) = n! u(yl y eee s yn) .

COROLLAIRE 1.6. = Les composantes homogénes Ty 9 eee s fn d'un polyndme

f= fo + ees + fn sont déterminées de manidre unique par f .

Déduisons d'abord ce corollaire du théortme 1.5, par une récurrence sur le degré
n de f . Le corollaire étant évident pour n ="C , il suffit de le montrer pour
le degré n , supposant qu'il ait été établi jusqu'au degré n - 1 . Le théoréme
montre que fn est déterminé par f ; les composantes homogénes fo y eee g fﬁ—l
sont alors déterminées par f - fn = fo + ees + fn—l .

Une autre conséquence du théoréme 1.5 est que, pour tout polyndme homogéne p de
degré n , il existe une application n-lindaire symétrique unique, notée P , tel-
le que p=7D © 6% . On peut exprimer ce résultat en disant qu'une application n-

linéaire symétrique est déterminée par sa restriction 3 la n-diagonale.

Prouvons le théoréme 1.5 par récurrence sur n . A l'ordre zéro, le théordme
n'est qu'une conséquence triviale des conventions selon lesquelles un polyn8dme de
degré zéro est une constante et que 1'application nulle est un polyn8me de degré

- ® , Al'ordre 1 , nous avons, pour f = fO + f1 ’

(o, £)(x) =5 [£ + £,(x+7) = 2 = £, (x =] =£,(x) ,

ce qui établit (a) et (b) & la fois. Supposons le théoréme établi jusqu'a l'ordre

. n
-— > . e = s e e = ee e =
n-1, n>2. Soient f fo + + fn y & fO + + fn—l ’ fn uo g ,

u étant une application n-linéaire symétrique. Le polynSme en x

n
(o, £)(x) = 5 [u(x + )™ = u(x = )T = 2 2021 = (= 1)P) w(x)™P (5)?
¥y n 2 2 n
p=0
est de degré inférieur ou égal & n - 1, pour tout y € B fixé. Comme Ay g est
un polynéme de degré inférieur ou égal & n - 2 , d'aprds 1'hypothése de récurrence,

la proposition (a) est établie.

Appliquons maintenant 1'hypothdse de récurrence (b) au polynéme Ay f (pour
y€ E), qui est de degré n - 1 s comme nous venons de le voir. Si v est une ap~—
plication n-linéaire, symétrique de E dans F , telle que v(x)n"1 soit égale a
la composante homogdne de degré n -1, nu(x, ... , x , ¥) , de Ay f , nous

avons
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Ayl cos Ay -1(Ay f)(x) = (n - 1)} v(y1 y eee yn-l) R
pour tous x € E , (yl y ces yn-l) € E’n-l . En prenant
V(Yl ? eve yn-l) = nu(yl y cce 9 Vo1 ¥)

nous obtenons 1l'assertion (b)

La preuve du théoréme suivant, strictement algébrique, est exposée dans HILLE

([17], chap. IV).

A
THEOREME 1.7. - Btant donnée une application f : E ->F , les assertions sui-

vantes sont équivalentes :

(a) f est une application polynomiale de degré <n;

(b) Pour toute droite affine paramétrée D = {a+ Ab | A € K} de B, 1l'appli-

cation f. de K dans F définie par fD()\) = f(a + Ab) s'éerit sous la forme

D
fD()\.) = CO

(dépendants de D ).

n . .
+ Ac, + ese + A ¢ pour des éléments c, € F i=0, ees g1
1 n ? i H ? b

Rappelons que, si f est une application polynomiale homogéne de degré n , nous

notons T 1'tapplication multilindaire symétrique telle que £(x) = T(x)® .

1}
THEOREME 1.8. - Soient (E , @ et (F, @) des espaces vectoriels semi-topolo-

giques, et f = fl + e + fn une application polynomiale E dans F , fk étant

homogdne de degré k ( f est sans terme constant). Les assertions suivantes sont

équivalentes :

(a) Les applications f_ sont continues en O (k=1 , eu. , n)

k

(v) Les applications fk sont continues en 0 (k =1 g cee o n)

(¢) L'application f est continue en O

e

e

* *
(d) Pour tout B e B, pour tout r e R, , ef pour tout M e R , il existe «
dans O tel que lf‘(x)lB <M, pour leoz Sro. '

Si, de plus, (B , 4) est un espace vectoriel topologique, on peut remplacer,

dens les assertions (a), (b) et (c), la continuité en O par la continuité en tout

point de E .

La dernidre proposition résulte du fait que les applications ?k sont continues
en tout point de E si, et seulement si, elles sont continues en O , pourvu que

les semi=-normes de ¢ soient finies.

Les implications (a) ==> (b) ==> (c) sont évidentes ; 1'implication
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(¢) => (d) provient de la stabilité de @ et de B par homothétie positive.
Montrons (d) => (a) . D'aprés le théortme 1.3 (b),

£)(0)

fn(yl 9 see yn) =?1T (Ayl cee Ay_n

est une somme de 2n termes de la forme

L
1
N 21'1

avec e, € {-1,0, 1}, obtenus en développant cette différence n-idme. Si, pour
i

#* %
tous pE€EB, re _134_ sy M€ B“_ , nous pouvons trouver « € 0 tel que If(x)IBSM,

f(el Vg o+ oeee ey yn) ’

pour |x| < r , nous avons
o

L

= 2 |y, |

l?n(yl 9 ®*°* yn)}B< pour Iylla <'I_1‘ g ees n'y <-:‘I ’

~
ce qui montre la continuité de fn en zéro. Le polynéme f - fn vérifie 1'asser—
tion (d) ; le théoréme s'achdve par une récurrence sur n , l'implication

(a) == (a) étant évidente pour n =1 .

Si lfnlB,oz désigne la borne supérieure des nombres Ifn(xl g see o xn)lB pour
lxllo: Sly, eeny lxnla' <1, et si IfnlB,Ot désigne la borne supérieure des nom-—

bres lfn(x)IB pour lea§ 1 , nous avons, d'aprés 1'homogénéité de fn et ce
qui préctde,
~ n
'fnle,af S IntB,oz Sar g By

C. Dérivabilité dans les espaces vectoriels semi-topologiques.

DEFINITION 1.9. — Une application r: U ->F d'un ouvert U d'un espace vec-

toriel semi-topologique (E , @) dans un espace vectoriel semi-topologique

(F ’ 8) , est dite un reste d'ordre n en un point a de U , si, pour tout

Be®, il existe o € & +tel que, pour tout € >0 , il existe un voisinage V de

a dans U pour lequel a+ h €V implique

=(a + n) |, < e(ln] )% .

Ainsi, pour tout B de B, il existe o dans @ tel que la fonction

r ¢ Ue-—>R définie par
o = REOIP
y Si IX— a|a¢ {O ’ +°°} ’

(Jx - al, )

0, si |x-al, efo,+=},

raB(X) =

soit continue en a .
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14
DEFINITION 1.10. = Une application f : U —>F d'un ouvert U d'un espace vec—

toriel semi~topologique (B , 4 dans un espace vectoriel semi-topologique (p ’ ®)

est dite n-différentiable en un point a de U, s'il existe un polynéme p de

degré $n etun reste r d'ordre n en a tels que

f(a +h) = p(h) + r(a + h) .

PROPOSITION-~ DEFINITION 1.11. — 8i f est n-différentiable en a , le polyndme

p (donc aussi le reste r ) est unique ; on l'appelle le développement limité de

f adl'ordre n en a, ou le développement de Taylor de f & l'ordre n en a.

I1 résulte alors du corollaire 1.6 que les composantes homogénes de p sont dé-
terminées de fagon unique. La composante de degré k de P (l <k \< n) est appe-
lée la k-idme différentielle de f en a . Pour prouver la proposition 1.11, il
suffit de montrer quiun polynéme de degré <n qui est un reste d'ordre n en 0
est identiquement nul. Pour n = 0 , c'est évident ( F est supposé séparé, comme
tous les espaces considérés). Soit p = Py + see + D, s et supposons notre asser—
tion établie jusqu'ad l'ordre n - 1 . Nous avons

1
Ay eee B p(0) ,

S(X ,..o,X)=-—,-
n 1l n ni xl N

donc, pour tout B € B, il existe o € & +tel que, pour tout e >0 , on puisse

?
trouver o! € A tel que leloz’ + eee + lxnla’ < 1 entrafne

n! 'En(xl y eee s Xn)ls = l(AXl Axn p)(O)lB\< e(lxlla + oeee + |xnla)n .

Puisque E)Jn est homogéne de degré n , cette inégalité est vérifide pour tout
(Xl g sea xn) € E* . Ainsi ff)'n est nul, et, d'aprés 1l'hypotheése de récurrence,

P-p, est nul.

PROPOSITION 1.12, = Une application n-différentisble en un point a de U est

m~-différentiable en a pour tout m tel que 1 Lmgn, et en particulier, est

continue en sa .

I1 suffit, en effet, d'observer que tout polyndme homogene de degré %k >m + 1

est un reste d'ordre m en O ,

D. Définition d'une application analytique.

Plagons-nous tout d'abord dans le cadre des espaces normés (toujours sur K =R

ou g)
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DEFINITION 1.13, - Soient E , F deux espaces normés, U un ouvert de E . Une

application f : U —>F est dite analytique en un point a de U , si les deux

conditions suivantes sont vérifides :

(1) I1 existe une suite (fn)nEN de polynbmes homogénes continus de E dans F,

fn étant de degré n , et un nombre réel r >0 , tels que

el 2t < g

(ii) Four x assez petit,

fla+x) = 2 fn(x) .
n>0

Dans cette définition, ”an désigne la borne supérieure de an(X)H pour X
parcourant la boule unité de E . Si ?; est l'application n-linéaire symétrique

by

associée & f , et si nous posons
£l = supllE,(x,  oee y x)] pour [[xfl €1, ooy xflst

les majorations

~ n
el < £l < 57 Nl
n n n! '"n

montrent que (i) équivaut 3 1'existence d'un nombre T >0 tel que

(1)

SRS P < .

n30

La borne supérieure R des nombres r vérifiant (i) est appelée le rayon de con—
vergence de f en a ; la borne supérieure R des nombres T vérifiant (33 est
appelée le rayon de convergence strict de f en a . Les majorations rappelées et
la formule de Stirling qui fournit une majoration de 23- montrent que R et R

n!
vérifient

o |

<E<ER .

DOUADY donne des exemples montrant que ces majorations ne peuvent pas 8tre raffi-

rd
nees.

Plagons-nous maintenant dans le cadre des espaces vectoriels semi~-topologiques

sur X (R ou C) . Les définitions que nous introduirons devront s

(a) Coincider avec la précédente quand on les restreint aux espaces vectoriels
normables

(v) Préserver les propriétés usuelles des applications analytiques.
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La condition (b) n'a évidemment de sens qu'en fonction de l'usage que l'on veut
faire de 1la notion d'application analytique. Nous considérons ici comme essentielle
la régle de composition j; le choix de la terminologie qui suit découle de cette op=—

tion.

Dans ce qui suit, (E , A) et (F , @) sont des espaces vectoriels semi-topolo-—

giques, a un point de E , f wune application de E dans F .

DEFINITION 1.14. - L'application f est dite semi-analytique au point a , si

les deux conditions suivantes sont vérifides :

(1) 11 existe une suite (fn)n>O de polyndmes homogénes continus de E dans F,
4

£~ étant de degré n , et une application ¢ : 6 -> &, tels que

Zole |y <=

1’121 n B,CQ

(ii) I1 existe un voisinage V de O dans E tel que, pour tout x de V, la

famille (fn(x))nao soit sommable et de somme f(a + X) .

Rappelons que lfnlﬁ,w est égal a si Ifnl est fini pour

f
4 | nlB,w(B) ¥yo(y)
tout vy € B, ot vaut + » dans le cas contraire. D'aprés les inégalités

s

lfnie,as 'fn[B,CYS-nT Ifnle,a ?

la condition (i) équivaut & la condition

(3) I1 existe une suite (%;)n>0 d'applications n-linéaires continues de E
e

dans F , et une application ©: 8 —> O, tels que 2 I? | ~< 4+,
n>l n B’Qp
L'application o (resp. ‘$ ) sera appelée 1l'indicatrice de convergence absolue

(resp. de convergence stricte absolue) de la série (fn)n20 (resp. de la série
(?;)n>0 ). Nous verrons que la série (fn)n>0 est unique ; nous l'appellerons le
v 4

développement de £ en a .

14
DEFINITION 1.15. - L'application f est dite uni-analytique au point a , ou

fortement analytique am point a , si f esh semi-analytique en a et s'il existe

une indicatrice de convergence sbsolue du développement de f en a qui est cons—

tante.

DEFINITION 1.16. - L'application f est dite analytique au point a , s'il exis—

te une application ¢ : ® —> d appelée indicatrice de convergence de f en a,

et une suite (pn)n>0 de polyndmes continus de E dans F , P, étant de degré
d
au plus n , tels que :
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*
(iii) Pour tout B € B et pour tout ¢ € Bq_ s 11 existe un voisinage v(p , €)

de zéro dans E tel que, pour tout n € N et pour tout x € v(p , €)

|£(a + x) - pn(X)lB < s(le\b(B))n .

Pour tout n €N, rn(x) = f(x) - pn(x) est ainsi un reste d'ordre n en O ,

et pour tout B € 8 , les applications (stl)nGN définies par

=G vour x| oy € B
(Ixl g™’ ole) =%

sg(X) = ¢
0, pour lxlgo(B) € {0, =} ,

forment une famille équicontinue en zéro.

Les définitions qui précddent ne dépendent que du germe de f en a . Par suite,
elles s'étendent aux applications définies sur un voisinage U de a dans E ;
nous prolongerons toujours une telle application par zéro sur E -~ U pour nous ra-
mener & une application partout définie. Une application analytique (resp. semi-
anslytique, uni-analytique) en tout point d'un ouvert U de E est dite analyti-

que (resp. semi-analytique, resp. uni-analytique) sur U .

Si f est semi-analytique en a , et a fortiori si f est uni-analytique en a,
f est analytique en a , et une indicatrice de convergence absolue du développe-
ment de f en a peut servir d'indicatrice de convergence de f en a . Inverse-
ment, supposons f analytique en a , et, pour n > 1 , soit fn(x) = pn(x) -pn_l(x) .
La série (fn)nal posséde une indicatrice de convergence absolue. En effet, soit
¥ une indicatrice de convergence de f en a . Pour B € 8, soit o' = \1;'(6)
une semi-norme de & telle que B&, = {x, lxla, &< 1} soit contenu dans le voisi-
nage V(B ’ —;—) de la condition (iii). Alors

£, g = |=

n__1(x) - rn(x)le <1 pour ]xla,

VAN
-

Soit k € )0, 1( ; posons « = o(B) = k—l sup(¥(B) , ¢'(B)) « Alors

Z If I < Z kn < 4 ©
n>1 n By n>1 ’
donc
Z Ifn'B,(D < .

n>1
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Les définitions 1.14, 1.15 et 1.16 coincident dés que F est un espace normable.
En effet, si f est analytique en a , et si B désigne une norme compatible avec
la topologie de F, la famille (f (x)) est sommable pour X € BW(B)rjv(B' 1),
ou BW(B) ’ 'X|W(B) <1}, et de somme f(a + x) , et, comme nous 1l'avons vu,
il existe une indicatrice de convergence absolue du développement de f en a , de
sorte que f est semi-analytique en a , et m8me uni-analytique en a » Les trois
définitions 1.14, 1.15 et 1.16 coincident avec la définition 1.13si E et F

sont des espaces normés.

L'ensemble Ka(E s F) (resp. R;(E ’ F) y TESPe R;(E ’ F) ) des germes en a
d'applications analytiques (resp. semi-anslytiques, resp. uni-analytiques) en a
de E dans F forme un espace vectoriel sur K . On peut le munir d'une structure
d'espace vectoriel semi-topologique au moyen des semi-normes

z e |

f =
I*iB’w nao n B’C.D !

ou (B , ©) € B x d@ y f e %a(E , B, (fn)naﬂ étant le développement en série

entiére d'un représentant du germe f .

L'espace %é(E , F) , et a fortiori 1'espace %a(E , F) , contient 1'espace des
polyndmes continus de E dans F . C'est aussi le cas pour R;(E , ) , si 1'un

des espaces E ou F est normable.

E. Exemples d'applications analytiques.

1° Si A est une algdbre de Banach unitaire, 1'ensemble Gy des éléments in-

versibles de A est ouvert, et l'application a P—a-d-l est une application ana~
lytique de G, dans lui-méme.

De fagon un peu plus générale, soit (4 , @) une algdbre unitaire munie d'une
famille de semi-normes telle que { induise une structure d'espace vectoriel semi-

topologique sur 1'espace vectoriel sous—jacent & A et que les propriétés suivan—

tes soient vérifides :

(a) Pour tout « € &, il existe (B, y) e d x d tel que, pour tout

(b) Pour tout o € &, il existe a' € a tel ue, pour tout =n € N et pour
’ que,

(x,y) e Ax A, on ait Ix.yla \.lxl

tout x € A, on ait |x | (lea
(¢) 1 +u est invers1b1e pour u dans un voisinage V de O ;
(d) Pour tout o € & , 11 existe un voisinage U(e) de O contenu dans V tel

que |(1 + u)-l u|a$ 1 pour tout u e Ulw) .
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Alors l'application Xx p—> x-l , définie am voisinage de 1 , est analytique en

1 « En effet, si pour ue V , nous posons

m
(1rw) P 3 (1) u®+ rm(u) pour m €N ,
n=0

(avec la convention L =1 ), nous avons
rm(u) - (_ l)m+1 (1 + u)-l um+1 ,

et la condition (iii) de la définition 1.14 est assurée par les propriétés (a),
(v), (a).

Si les translations multiplicatives de A sont continues, l'ensemble G, des
éléments inversibles de A est ouvert : si a € GA , (a+ x)-l = (1 + a1 x)-l afl
pour x € aV . Les propriétés (a), (b), (e¢), (d), sont vérifides pour 1'algdbre
A =C(T ’ B) des applications continues d'un espace topologique T dans une alge-
bre de Banach unitaire B , lorsqu'on munit cet espace des semi-normes introduites

dans 1'exemple (d) du § 1, A, et en particulier pour une algdbre de Banach (cas ou

2° Soit L une algtbre de Lie banachique (||(x, y)|| < ||=|.]ly]l) . La série de

Campbell~Hausdorff ([18], f32]) converge dans un voisinage de l'origine. Elle défi-

nit une application analytique qui permet de construire un trongon de groupe analy-
tique (ou groupe local) ([2], [35]), d'algdbre de Lie L .

Si G est un groupe différentiable d'algébre de Lie L ([21]), 1'application
exponentielle établit un isomorphisme d'un sous-troncon du trongon défini par L
sur un voisinage de 1'élément neutre dans G ; il en résulte que G est un groupe

analytique.

3° Soient A wune algébre de Banach complexe, unitaire, a un élément de 4,
U un ouvert de C contenant le spectre Sp a de a . Pour toute fonction £ de
1talgdbre #(U) des fonctions holomorphes sur U , on sait définir f£(a) . L'ap-
plication f }—s f(a) est un homomorphisme d'algébres topologiques. Fixons
£ e ®(U) , et étudions 1'application £ : & p—> f(a) . Son ensemble de définition
UA est ouvert dans A : UA = {a, Sp a ©U} . En effet, 8i nous munissons 1'ensem—
ble k(X) des compacts d'un espace métrique X de la distance de Hausdorff, le
sous-ensemble k(U) des compacts de C contenus dans U est ouvert dans k(C) ,
et 1'application a f—> Sp a est continue de A dans k(g) . 31 ace€ UA , et sl

C est un contour approprié de U ,
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f(a) = IC f(z) (zl - a)-l dz .

A
Pour x assez voisin de zéro dans A , on peut calculer f(a + x) en utilisant le

méme contour (car a > Sp a est continue) :
~ j -1
fla + x) = o f(z) (z1 = (a + x))" " dz .

Le second membre de cette expression est une fonction analytique de x , d'apres

l'exemple 1° et les propriétés de l'intégrale vectorielle.

4° Soient (E, p, B) et (F, q, B) des fibrés vectoriels localement tri-
viaux, de base un espace topologique paracompact B , et de fibres banachisables.
Soit f : E =-»>F une application fibrée (qgo £= p) telle que, pour tout
b e B, sa restriction fb a la fibre Eb au-dessus de b soit une application
analytique de E_ = dans By et telle que, pour tout entier n , la n~dérivée
verticale de f définie par (DV)™ £(e) = D" fb(e) pour b = p(e) soit une ap-

plication fibrée continue de E damns L' (E , F) .

Sous ces hypotheses, f induit une application £, de s(E) , ensemble des sec-
tions continues de (E , p , B) , dans S(F) , ensemble des sections continues de
(F s q » B) . Si S(E) et S(F) sont munis des structures d'espaces vectoriels
semi-topologiques déduites de structures de Finsler arbitraires sur (E, p, B)
et (F, q, B) , telles qu'elles ont été esquissées dans 1'exemple (a) au § 1, 4,
on peut montrer que 1l'application f, est analytique. Si B est compact, $(E)
et S(F) sont des espaces banachisables, mais il n'en est pas ainsi dans le cas

général.

Cet exemple peut &tre particularisé au cas de fibrés vectoriels triviaux ¢ si E
et F sont des espaces de Banach, B un espace topologique paracompact, ¢ : E->F
une application analytique, 1l'application de composition «o, 2 CCB, E) —> Cc(B , F)
est analytique, lorsque (B , E) et C(B, F) sont munis des semi-topologies de
1'exemple (d) du § 1, A.

2. Progriétés générales des applications analytiques.
Nous groupons, dans ce paragraphe, les principales propriétés des applications
analytiques. Dans le cadre des espaces de Banach, notamment, elles généralisent

trés étroitement les propriétés classiques des fonctions holomorphes (consulter

aussi [5], [17] et [36])).
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PROPOSITION 2.1. — Une application f : E ->F , analytique en un point a de

E, o E et F sont des espaces vectoriels semi-topologiques, est indéfiniment

dérivable en a , et si (fn)neo est le développement de f en a,

Dmf(a) = ml ’:E:m .

Cette assertion est évidente, compte~tenu des définitions ; elle vaut a fortiori

pour les applications semi-analytiques et uni-analytiques en a .

COROLLAIRE 2.2. = Une application analytique en a est continue en a .

COROLLAIRE 2.3. - Le développement (fn)n>0 d'une application f : E -> F ana-
(d

lytique en a est déterminé de fagon unique.

THEOREME 2.4. - Soient (E , &) , (F,8), (¢, C) des espaces vectoriels semi-
topologiques, a un point de E, f: E ->F une application analytique en a ,

g: F-—>G une application analytique en b = f(a) . L'application composée

h=gof est analytique en a .

(a) La composée de deux applications m—dérivables est m-dérivable : Gardons les

notations de 1'énoncé en supposant seulement f et g m-dérivables (avec mesg*),

ot écrivons les développements de Taylor de f et g & l'ordre m @

tla+x) =b+ 2 E@ () ,

n=1
mo n

glb+y) =c+ 2; g, (¥)" + s (y) .
Nn=

Portons la valeur y = f(a + x) = b dans le développement de g :

T3 E@+ 2P+ o ((as ) =)

g(f(a + x)) s

]
Q

m
+ 2

n "~ n, - n,
=c + fz > gp(fnl(x) y oo fnp(x) ) + %m(x) .

L'expression tm(x) ainsi définie est un reste d'ordre m , comme on le voit faci-
lement, ce qui utilise en particulier le fait que, pour toute semi-norme B de B,

on sait trouver une semi-norme o« de O telle que, pour x assez petit dans E ’
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on ait |f(a + x) - b|B < lea . Les premiers termes de la dernidére égalité consti-
tuent un polyndme continu de degré m , donc g ©o f est m-dériveble en a . Nous

noterons hm le polynSme homogene de degré m dans le développement de h .

(b) La série (h ) >1 posséde une indicatrice de convergence absolue stricte @

Soit ?6 T B=>d une indicatrice de convergence absolue stricte de (f )1’121 N

'%17 ¢+ C-=> B une indicatrice de convergence de (gn) >l On peut supposer que
~ 7 *
> ||, ~<1 pour tout Be B . Pour tout e C et ne N , ona
b% Y =
n?l n B,(P

cee |T |

n a !
pBy

bl < 2 b IllNI

1YY T Byteeetn =0 “p'y,8 By

oo >
1,1, ,np >1

ou B = ?F(y) y o= 'QE(B) « Ainsi lh I BT est majoré par le coefficient du terme

général de la série entiere

z > T ~xHP
pg/l lgp’y,@' (qgl l qlﬁ,qo ) ’

qui converge pour X =1 . Ainsi,

nl Ih I Y 0‘1’ lgPl'Yy\l’ (qal I qlB’@) p>l IgPI'YNl’ <+

(c) h est analytique en a : Pour cela, il faut vérifier la condition (iii)

m

avec les polyndmes ¢ + 2 hk et 1l'application X = (p oy : C~» &, Décomposons
k=1

le reste t (x) =h(a+ x) - (c + Z hk(x en

k=1

’cm(x) = sm(f(a + x) =b) + um(x) .

Fixons € >0 et vy € C. Montrons qu'il existe un voisinage Uly e) de O

dens E tel que, pour tout me N ,
Is (£f(a + x) - b)l -g- (lxld)m pour x € Uy 4 €)

Puisque |f.|, ~ <1, pour tout B € & , nous pouvons trouver un voisinage U(B)

11g,3
de O dans E tel que, pour x € U(B) ,

|£(a + x) - bIB = Ifl(X) + rl(X)IB\< |X|€5(B) .
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Soit V(y » e) un voisinage de O dans F tel que ]s (y)l < 5 (lY|$(Y)) pour
yeViy,e), me N . Nous pouvons prendre pour U(y ’ e) l ensemble des x de
U(F(y)) tels que f(a+ x) =-be V(y, €) .

Avant de majorer de fagon analogue um(x) , remarquons que, pour tout B € 6, il

existe un voisinage U'(B) de O dans E tel que

n . n
lrm(x) ’B = lk.__.q%_'_l fk(X) + rn(x) IB < k:.___IEn:_'_l ' kIB,~ (lXIN(B)) + (IXIEB’(B))

pour X € U'(B) et n >m . Par suite, si « =‘5(B) ’ Ba = a_l([o , 10) , et si

x e UB) n B, »

T k

5 < ki»fl I5clg,5 (xl)"

|z (x)]

Llexpression de um(x) montre que si B = §(y) , et si x € U'(B) n B, s |u.m(x)|.Y

est majoré par le reste d'ordre m de la série entidre

AR ANIS AN
pour la valeur X = lea . Nous en déduisons qu'il existe k € Jo , 1( tel que,

pour x € U'(B) n kB, , ot pour m €N,
£ m
!um(x)iy <3 ('Xla) .

Ainsi, pour x € U(y , &) nU'() NkB, , et pour tout meN , [t (x) lyse(lxio)‘“

La démarche précédente est fréquemment appelée '"méthode des séries majorantes'.

Le théordme précédent montre que 1l'on peut parler de la catégorie des espaces

vectoriels semi~-topologiques pointés et des applications analytiques pointées.

Pour les applications semi-analytiques, mis & part le cas particulier trivial de
la composition avec une application linéaire continue, on ne dispose que de la pro-

priété suivante.

PROPOSITION 2.5. — Soient (E, &) , (F, ® et (G, C) des espaces vectoriels

semi-topologiques, G étant semi-complet (i. e. toute suite de Cauchy est conver—

gente). Soit a un Eoint de E, et soient f: E—=>F et g: F—>G des ap-

plications amalytiques en a et b = f(a) respectivement. Si 1l'une ou 1'autre des

applications f et g est unl—analythue en a ou b respectivement, 1'applica-

tion h =g of est uni-analytique en a .
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Les parties (a) et (b) de 1la démonstration qui préectde cette proposition nous as—
surent déja qu'il existe une série (ﬁ;)n>l candidate pour faire un développement
7

de h en a qui posséde une indicatrice de convergence absolue stricte. I1 nous

suffit donc de montrer que, pour x assez petit,

h(a + x) =ha) + 2 E;(x) .
n>l
Soit a =%(C) =% o F(C) 1la valeur constante de 1l'indicatrice de convergence ab~

solue stricte de (hn)nal . Pour lea <1, la famille

n n
~ 1 ~ P .
%gp(fnl(X) ’...’fnp(X) ) ’ ou \)=(nl’ooo ,np) ’ nl>/1,oon,np>/l, pal
est absolument sommable (en un sens facile & préciser), donc sommable puisque G

est semi-complet et puisque 1l'ensemble d'indices est dénombrable., D'apres 1l'associa~

tivité de la somme et la continuité de Qg , la somme de cette série est

2 T(fla+x) =b, ees , fla+x) =Db) ,
p>1 P

lorsque x est assez petit pour que f(a + x) = b= 2 ?;(x)n . Clest encore
n>1
g(f(a + x)) = g(b) =h(a+x) =c ,

pourvu que f(a + x) = b soit assez petit, ce qui est le cas si x est assez voi-
sin de zéro. D'autre part, toujours d'aprés la propriété d'associativité, la somme

de cette famille égale la somme 2 hn(x) .
n30

Le prestige des applications uni-analytiques se trouve rehaussé par les proposi-

tions suivantes.

PROPOSITION 2.6, = Soient (E , &) , (F, B) deux espaces vectoriels semi—-topo—

logiques, E étant un espace vectoriel topologique, F é&tant semi-complet, et

soit a un point de E . Une application f ¢ E —> F uni-analytique en a est

uni-analytique sur un voisinage de a .

Rappelons que, si ¢ est une application de B dans @ , nous désignons par
Lg(E , F) 1'espace vectoriel des applications u , p-linéaires de E dans F ,

telles que

ul IulB,CP(B) = sup{ lu(Xl 3 sve Xp)lB ’ ixllgo(a) 1y eeey ]xplcp(B) < 1}

By B

soit fini pour tout B € B « Nous le munissons de la semi-topologie engendrée par



3-20

les semi-normes u p-= lulB © ou B parcourt B ; c'est un espace semi-complet,
?

si F est semi-complet.

Soit @ une indicatrice de convergence absolue stricte, de valeur constante

ae &, pour le développement (?a) 30 de £ en a . Nous pouvons supposer «

choisie de telle maniére que > fa(x)n soit sommable, do somme f(a + x) lors-
n>0
que x appartient & la semi-boule Bcv (i. e. leo{ <1).Pour p et q en-

tiers naturels et x € E , notons ?;q(x)q 1'élément de LQPQ(E , ) défini par

~

£ ()q(yl,..a,y)

p+q (X, .oo,x,yl’coc’y) (4

P"‘ p

Soit =x. € Bcz $ posons b = a + Xy » Pour tout p el , la série

0
! ~
iy _(P_if_,gl-_f; ()%
P q>,0 qs q
qui converge absolument, définit un é1lément 'f"g de Lf; (B, F) 3 nous avons
?b(Y)p =-1—,- 2 _{_E____‘L__ ( )q (y)p pour tout y €E .
p P' > 4 “ptq

La famille

P L algn ()8 (x - x)?
(p,q)esn P & ( o) (x = %)

~ est absolument sommable, donc sommable, pouxr Ix - xola <1l - Ixoia . Sa somme vaut

n ! ~, . ~
Z Z'f)z—(%.—__—r;)—'fa( )np(X-—)s.o)p—-Z a(X +X—X) -.f(a+x) 9
n30 p=0 ) nx0
et aussi
Z%Z—(ﬁ—t—;&)—— +( )q(x—-x)p Z'ffo(x—xo)p .
PP P04 P B0 °
Si nous posons y =a+ X -b =x - X, » nous avons donc
T (y)P
tb+y) = 2 £(y) pour |yl <1- |x| .
px0 P ¥ *
De plus,
2 l'f\?ol (1 - Ixol )p<+oo pour tout B €86 ,
p>0 P By @

ce qui montre que B t—> (1 - IXO}a)d est une indicatrice de convergence absolue
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stricte du développement de f en b , et que f est uni-analytique en tout point

b de a+ B .
o

Remarque ¢ Si E est un espace normé, le rayon de convergence stricte ﬁ% en b
vérifie R >R ~-|b =4 .

La démonstration précédente établit immédiatement la proposition que voici.

PROPOSITION 2.7. - Sous les hypoth®ses de la proposition précédente, pour tout

pelN, la dérivée de T (qui existe sur un voisinage U de a, d'apres cette

prqposition) est une application uni-analytique de U dans LE(E ’ F) sy OU o est

1'indicatrice de convergence absolue stricte de f en a .

La proposition suivante découle immédiatement des définitions.

PROPOSITION 2.8. — Si f et g sont deux applications de E dans F ( E , F

espaces vectoriels semi-topologiques) semi-analytigues en un point a de E, les

deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f ot g ont mfme germe en a ;
(b) Pour tout n el , D" g(a) = D" £(a) .

THEOREME 2.9, - Soient B wun espace vectoriel topologique localement convexe sé=-

paré, U un ouvert de E , F un espace vectoriel semi-topologique semi-complet.

L'ensemble des points ou deux applications uni-analytiques f et g de U dans

F ont m8me germe est un ouvert et un fermé de U .

COROLLAIRE 2.10 (Principe du prolongement analytique). — Sous les hypothéses du

théordme précédent, si f et g colncident sur un ensemble ouvert non vide V de

U, f et g coincident sur la réunion des composantes connexes de U dont 1'in-

tersection avec V est non vide.

Soit ﬁb 1l'ensemble des points de U oW f et g ont méme germe, et pour

n € N, soit Un 1'ensemble des points de U ou les dérivées d'ordre n de f

et g cofncident. D'aprés la proposition 2.8, ﬁb = N Un « Soit a un point de
~ nell
U adhérent & U0 . Nous pouvons supposer que f et g ont une m8me indicatrice

de convergence stricte absolue en a , © , de valeur constante « . Sur un voisi-
nage V de a dans U , pour tout n € N, les dérivées D' f et DU g définis-
sent des applications continues de V dans Lg(E , F) . Puisque a est adhérent 2

n ~ ~
n Un , D f(a) = " gla) et ace Uy » ce qui prouve le théoréme, U0 étant
ney
évidemment ouvert.
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Dans toute la suite de ce paragraphe, nous ne considérons que des espaces vecto-

riels complexes. Le théoréme suivant est fort important.

4 \
THEOREME 2.11. = Soient E 33 F des espaces vectoriels topologiques localement

convexes séparés sur C , F étant semi-complet, et soit U wun ouvert de E .

Pour une application localement bornée h : U ->F , les assertions suivantes sont

équivalentes ¢

(a)

(b)

()

()

(e)
time £ sur F, £ oh est dérivable) ;

(f) h est scalairement-G&teaux—-dérivable sur U (i. e. pour toute droite affi-

est uni-analytique sur U 3

est semi-analytique sur U ;

est analytique sur U ;

est dérivable sur U ;

est scalairement dérivable sur U (i. e. pour toute forme linéaire con-

*33".3‘#5‘33‘33"

e paramétrée D =a+ Cb , avec a 2 b € E, et pour toute forme linéaire continue

f sur F , la fonction 2z Pp—=> (f ’ h(a + zb)) définie sur 1l'ouvert UD des

z€C tels que a+ zb € U est une fonction dérivable si U £8).

I1 suffit d'établir 1'implication de (f) & (a) . Cette implication est comnue
lorsque E est de dimension finie et lorsque F =C . Soient a un point de E ,
V un voisinage convexe équilibré de O dans E tel que h(a + V) soit bormé.
Guidés par le cas particulier indiqué, posons
ie x) e-ine

hn(x) ='%F IZﬂ h(a + e

0 de pour xeV ,

L'intégrale vectorielle précédente a un sens puisque F est semi-complet. Pour
montrer que la restriction de hn 4 un sous-voisinage V! de zéro dans V coin-
cide avec la restriction & V' d'une application n-linéaire continue de E dans

F , il nous suffit d'établir que

. !
Ayl cee Ayn hn(O) POUr ¥, y eee 5 ¥, € v

est une fonction linéaire de chaque vy (i=1, «o. y, n), et que

— ?
hn(x) =D, eee b hn(O) pour x € V! ,

1 z . . . 03 0
Prenons V! = E-V . Ces vérifications ne font intervenir que des sous—espaces de
dimension finie de E . De surcroit, nous pouvons nous ramener au cas particulier
connu, en composant avec des formes linéaires continues sur F , grfce au théoréme

de Hshn-Banach et & la permutabilité de 1'intégrale et des applications lindaires
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continues. Les applications polynomiales (que nous notons encore hn ) qui prolon-
gent les hn sont continues. En effet, pour toute semi-norme B définissant la topo=-

logie de F, si M_ est un majorant de |h(a + V)IB pour v € V , nous avons

B

lhn(x) IB< MB pour x € V , comme nous le voyons en appliquant aux deux membres de
*

la relation définissant h_(x) une forme lindaire f sur F , majorée par B ,

prenant en hn(x) la valeur |hn(x)|B . Mors, si o est une semi-norme définis-

sant la topologie de E telle que kBoz soit contenue dans V , pour k € )1, +oof
M
—= o Nous avons donc

b, | .

<
n'g,o >

2 ]hnlaco<+°° R
n>0 A

I
o ¢ est l'application de valeur constante o . La majoration précédente montre

que, pour X € Ba , la série 2 hn(x) est sommable ; sa somme est h(x) s comme
n

on le voit en appliquent le théortme de Hahn-Banach et en se restreignant & la droi-
te passant par a et a + x . Nous avons ainsi établi que h est uni-analytique

en tout point a de U .

COROLLAIRE 2.12 (Principe du maximum). — Soit h: U € E — F une application

analytique localement bornée sur U , E et F étant des espaces vectoriels topo-

logiques localement convexes séparés, F étant semi-complet, U étant un ouvert

connexe de E . Pour toute semi~norme continue B sur F , ou bien x > Ih(x)IB

ne posséde aucun maximum sur U , ou bien |h(x) IB est constant.

Supposons que x F—> |h(x) IB atteigne un maximum local en un point a de U j
soit V un voisinage de a contenu dans U tel que h(V) soit borné et que

Ih(x) lB < B = Ih(a)lB pour tout x € V ; nous pouvons supposer V = a équilibré.

La démonstration précédente a montré que
21T .
h(a) = -%'-n- IO h(a + ele(x - a)) de pour x €V .,

" .
Si f est une forme lindaire continue sur F telle que (f* , h(a)) = lh(zaz)lB ,

*
[ 4 ¥l < |y|B s NOUS avons

n(a) |, < 240 e+ 610
2)lg € 5 Y In(a + e (:c‘-a))lﬁde ,
ce qui implique 1'égalité lh(a) IB = lh(x) IB « Un argument de connexité (1'ensemble
des points u de U tels que |h(u) IB = B est ouvert et fermé) termine la preuve
du corollaire, lorsque h atteint un maximum global sur U en a . -
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COROLLAIRE 2,13 (Théor‘eme de Liouville). - Soit h: E ->F une fonction analy-
tique, E et F étant toujours des espaces vectoriels topologiques complexes lo=

calement convexes séparés, et F semi-complet. Si h(BE) est borné, h est cons-

tante.

3

Si a et b sont deux points de E , pour toute forme lindaire continue f
& ,

sur F , la fonction z f— (£ , h(a + z(b = a))) est holomorphe et bornée,

donc constante ;3 le corollaire résulte alors du théordme de Hahn-Banach.

COROLLAIRE 2,14, = Soit h : E —»F une fonction analytique localement bornée,

E et F étant des espaces vectoriels topologiques complexes localement convexes,

F semi-complet. Si, pour toute semi-norme continue B sur F , 11 existe une

semi-norme continue « sur E et une constante MB telle que
n
In(x) g < 1gClx| )

pour un certain entier n, h est un polynfme de degré < n .

En effet, le développement en série entidre de f & l'origine est alors donné

par
h (x) = —-»r h(a + ot8 x) o iP® g5 .

Pour p >n , nous avons lh (x)l <M ([x‘ ) , done |h (X)I = 0 par homogénéi~
48, et h (x) = 0 . Puisque h est unl—ana.lythue, le corollalre résulte du prin-

cipe du prolongement analytique.

Remarquons que, dans le corollaire 2.12, si F est un espace de Banach, 1'appli-
cation h : U ->F peut ne pas 8tre constante bien que ||h|| atteigne son maximum
sur U . L'application h : U -»>F du disque unité ouvert U de G dans 1'espace
de Banach F = 22 y doté de la norme H(zl y Z )[l = max(lz l lz |) définie par
h(z) = (1 y 2) s donne un contre-exemple. E. THORP et R. WHITLEY [34] donnent une
condition nécessaire et suffisante portant sur la boule unité de F pour que cette
version du théortme du maximum ait lieu pour les fonctions analytiques 3 valeurs

dans F . Voir [7] pour un autre point de vue.

3. Variétés analytiques.

Les ouverts dl'espaces vectoriels semi~-topologiques et les applications analyti-
ques entre ceux-ci forment, d'aprés le théordme 2. 4, une catégorie que 1l'on peut
prendre comme catégorie de moddles ; cette catégorie peut 8tre dlargie en une caté-

gorie locale, qui est celle des variétés analytiques modelées sur des espaces
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vectoriels semi~topologiques (cf. H. CARTAN et S. EILENBERG [9]). Comme dans 1'ex—
posé oral, pour lequel cette voie fut choisie en vue de l'introduction aux espaces
analytiques, on peut aussi considérer les variétés analytiques comme des espaces
¥=fonctés dont tout point admet un voisinage isomorphe & un modéle lisse (voir 1'ex~
posé suivant, de MIGNOT [247). Moins savamment, on peut remarquer que les homéomor-
phismes analytiques, ainsi que leurs inverses entre ouverts d'espaces vectoriels
semi-topologiques, forment un pseudo-groupe de transformations ; on peut alors
construire les variétés analytiques (ou “~variétés) & 1'aide de la notion d'atlas
compatible avec ce pseudo-groupe (cf. KOBAYASHI et NOMIZU [19]). Plus naivement en-
core, nous supposerons connues les constructions des objets de la géométrie diffé-
rentielle que nous introduirons, et nous laisserons au lecteur le soin de vérifier
que ces constructions, telles qu'elles sont exposées par exemple dans le livre de
LANG ([20]), peuvent 8tre étendues au cadre dans lequel nous nous plagons. Nous
parlerons ainsi de G —variétés, de C'-fibrés vectoriels, etc., avec reN uf=} ufw},

et nous nous contenterons de donner des exemples.

A, L'espace projectif d'un espace vectoriel localement convexe.

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé, sur K = R
ou C , pour une famille de semi-normes ¢ . Désignons par P(E) (ou P _1(K) si
E=K', avec n € E% s K=R ou () llespace topologique quotient den E - {0}
par la relation d'équivalence (x Ry) «=> (3 A e€X tel que x = Ay) « On cons—
tate aisément que P(E) est compact si, et seulement si, E est de dimension fi-
nis.

Soit I 1'ensemble des couples (e , H) ou e est un vecteur non nul de E ’
H un hyperplan fermé supplémentaire (topologique) de Ke . Pour i = (e , H) , dé-
signons par Ui 1l'ensemble des classes d'équivalence 8! € P(E) dont un représen—
tent e! engendre un supplémentaire (topologique) de H ; c'est un ouvert de p(®),
dont 1'image réciproque par la projection canonique p : E = {0} ~> P(E) est
1'ensemble des vecteurs de la forme ke + h avec k€ K - {0} , he H . Soit 9
la bijection de U, sur H définie par @i(p(e +h)) =h ; ¢; est un homéomor-
phisme. Les intersections U, n Uj pour (i, j) € I x I sont ouvertes, et les
changements de cartes sont analytiques. La vérification de cette assertion, trivia—
le pour i=(e , H) , j=(e', H) , se ramdne aucas i= (e, H, j=(, ).
51 f est une forme linéaire continue sur E , nulle sur G s et prenant en e 1la
valeur 1, G est l'ensemble des éléments de la forme h - f(h)e pour h e ﬁ .

L'ensemble ouvert Ui = cpi(Ui n Uj) est constitué des h € H tels que

»J
f(h) # = 1, et le changement de cartes P55 % Uy 5 -9-¢j(Uj) est 1'application
14 b4

h b= g=(1+£n)"" (a-th)e) ;
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elle est analytique comme composée d'applications analytiques.

Si E est un espace de Hilbert réel, on peut encore construire P(E) comme quo-
tient de la sphére wnité S = {x , ||x|| = 1} par la relation antipodale. La sphére
S est une sous-variété de E - {0} comme image réciproque de {I} par la c®-
submersion x p—> HXH2 . L'espace P(E) est le quotient de S par le groupe 7/(2)

rd . . w 4 rd
opérant de fagon proprement discontinue sur S , c'est donc une CT=variéte.

Si X est une variété analytique modelée sur des espaces vectoriels topologiques
localement convexes, on peut construire une nouvelle variété analytique i; en
faisant "clater" un point a de X . Explicitons ce processus. Si V est un voi-
sinage ouvert de O dans un espace vectoriel topologique localement convexe E ,
ﬁb est 1e sous—espace ({0} x P(E)) uG de E x P(E) , o G est i? graphe de la
restriction & V - {0} de la projection p : E - {0} —> P(E) ; v, posséde une
structure naturelle de C%-variété., Si X est une C®-variété arbitraire, et si a
est un point de X , soit (U, ¢ , E) une carte de X en a, avec o(a) =0 ;3
posons V = ¢(U) , et considérons la variété obtenue en recollant ﬁb et X - {a}
le long de V. -P(E) etde U - {a} au moyen de la carte o . I1 est facile de

0]
voir que la variété ainsi obtenue est indépendante de la carte ¢ choisie (3 un

~

C@—isomorphisme prés) ; on dit que c'est la variété Xa obtenue 3 partir de X en

faisant éclater le point a .

B. Grassmannienne d'un espace de Banach.

Soit E un espace de Banach sur R ou C . Désignons par &(E) 1'ensemble des
sous-espaces directs de E , clest—a—~dire 1l'ensemble des sous—espaces vectoriels
qui admettent un supplémentaire topologique ; c'est encore le sous—ensemble de 1'en—
semble S$(E) des sous~espaces fermés de E qui admettent un supplémentaire algé-

brique fermé.

Si G est un élément de S(E) , notons Uy l'ensemble des sous—espaces H de
E admettant G comme supplémentaire topologique. Pour H € UG , notons pg la

projection de E sur G parallélement & H, i, 1l'injection de G dans E ,

G
IG 1'application identique de G , et I 1'application identique sur E . Nous

avons les relations

(1) igopgtigeom =T ,
H_ . _ G,
(2) Pgoig=rgoig=0,

A G .
(3) pgeig=Igs Pgpoig=Iy
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entre ces projecteurs et ces injections, les groupements équivalents (1) et (2) ou
(1) et (3) suffisant & caractériser les applications pg ot pg comme des projec—

teurs.

Pour F et H dans U, , il existe un automorphisme linéaire de E laissant G
stable et appliquant H sur F j son expression matricielle dans GL(H x G) au

moyen de 1'isomorphisme (pg ’ pg) de E sur H x G peut s'écrire

L'image de F dans H x G par l'isomorphisme (pg ’ pg) est le graphe de 1'ap~

plication f = = pg ° iH € L(H @) . Nous définissons une bijection de UG sur
L( ’ G) en posant $ (F) = £ . BEtudions le changement de cartes de

(ug » by, 0 L(H , 0) a (v Ugr » ¥y g1 L(H' , ¢')) pour Uy nUyy # 8 « Posons
f= wH G(F) ’ = WH’,G'(F) y pour F € UG n UG' .

ler cas ¢+ G = G' . - Alors by, o{Ug nUgy) est L(E, G) , ouvert dans
WH G(U ) , et, si nous posons
G . H .
8 =Py ° g b==Dg° g .

nous avons

=f oa+ b 9

ce qui montre que le passage de f & f!' est analytique.

2e cas ¢+ H=H' . - Soit F € UG $ F est dans UG'

G' est dans UF s c'est—d~dire si, et seulement si, 1l'application

gi, et seulement si,

o(f) = pt o4

G G!

est inversible. Or
H . G .
=Pg ° g =T opg o ig

est une application affine continue de f . Comme 1'ensemble des isomorphismes de

o(f)

G!' sur G est ouvert, WH CT(U n UG') est ouvert dans ¢H G(U ) « Pour
fe ¢H G(U n U ) s NOUS avons

=)o

et le changement de cartes est analytique.
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3e cas : Cas général. — Prenons H" € UG n UG’ . Le changement de cartes se

décompose alors en deux changements du premier type et un du second :

-1
(¢H',G’ o wH’G)Iwﬂ,G(UGﬂUGl)

-1 -1 -1
= (¢HQ,G| ©° ¢HH,GQ) ° (an’Gg o WH",G) ° (wH",G o wH’G)le’G(UGnUgr) .

Pour H fixédems 8(E) et G Uy, soit Ayt L(E, 6) -» L(K, B/H) 1'iso-

morphisme induit par la composition avec nH ° iG s ﬂH étant la projection cano=

nique de E sur E/H . Pour G, G'eU.,

formule de changement de cartes du second cas,

u € L(H, &) , nous avons, d'aprés la

- -1 H . 3=l H
Dy g1 © \vHiG)(O)-u =a(0)7" ou=(pyoig)  cu=(pg oiy) cu ,

donc

H -1 H | H . H .

) iG' o (D(¢H,G' o wH,G)(O)'u) =T o 1G' o pG' o lG ou=1"mT o lG ou ,
ce qui s'écrit encore
H -1 H
Xgr © (kg g0 © U7 ) (0)) =g
Nous pouvons donc prendre (L(H , E/H) , Kg) comme amalgamé de (L(H, @) , ¥ G)GGUH

’

(voir PALAIS [287 pour la définition) : L(H , B/H) est 1'espace tangent & $(E)
en H . I1 est facile de vérifier que la norme canonique de L(H ’ E/H) induit sur
8(E) wune structure de Finsler sur $(E) (voir PALAIS [29] pour 1a définition

d'une structure de Finsler).

La topologie de s(E) que fournit 1l'atlas que nous avons décrit, peut &tre enco-

re induite par la distance
aF , ) = (8, , Bpy)

ol BF‘ (resp. BF' ) désigne la boule unité fermée de F (resp. de F! ), et ou
§ désigne la distance de Hausdorff entre les fermés de E :
6(BF ’ BF') = nax(sup d(x ’ BF') sy SUp a(x? ’ BF)) ’
X€B x!eB
F m
et la distance

ar(r , F') = 1log(1 + max(p(r , ¥) , o(F*, F))) ,

ou p(F ’ F') est la borne inférieure de Hu - IEH sur l'ensemble des u € GL(E)

tel que u(F) = F', ou 1 si cet ensemble est vide.
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Ces distances sont définies sur 1l'ensemble S$(E) des sous—espaces fermés de E ;
8(E) est ouvert et fermé pour la distance d' , et ouvert, mais en général non
fermé dans S(E) pour la distance d . (S(E) , d') est complet, mais (S(E) , d)
ne l'est pas. Si E est un espace de Hilbert, d et d' coincident, et si
P, P € $(E) ,

a(r, 7)) =a'(F, F') = ||Pp = Poll

ou PF (reSP. PF' ) est le projecteur orthogonal de E sur F (resp. P! ) (of.
MASSERA~SCHAFFER [24], chap. 1, § 13-14).

En réponse & une question de M. CHOQUET, examinons les composantes connexes de

8(E) . Désignons par G, la composante connexe de I, dans le groupe GL(E)

1
des automorphismes linéaires de E . On voit aisément, en usant du fait que 8(E)
est localement connexe par arcs, que la composante comnnexe de F ¢ $(E) dans 9(B)

est l'orbite de F du groupe G, opérant de fagon naturelle sur 8(E) . En géné-

1
ral, cette orbite ne coincide pas avec celle de GL(E) , bien qu'il en soit ainsi
si E est un espace de Hilbert. En effet, prenons E=F®H , oh F est 1l'espace
o de Banach, H un espace de Hilbert ; on sait (pouADY [12]) que GL(E) nlest
pas connexe, tandis que GL(F) et GL(H) 1le sont. L'application f: GL(E) -> S(E)

définie par f(u) = u(F) pour u e GL(E) est ouverte, et 1'image réciproque de

c

tout point de la composante connexe Q(E)F de F dans 8(E) est connexe, car
homéomorphe au groupe d'isotropie de F : il en résulte que Q(E)F est contenu
strictement dans f(GL(E)) .

Soient E' , E, E" trois espaces de Banach. Soit Mon(E! , E) 1'ensemble des
monomorphismes directs de E' dans E , c'est-d~dire l'ensemble des applications
lindaires continues injectives de E' dans E dont 1'image admet un supplémentai-
re topologique. Soit Epi(E , E") 1'ensemble des épimorphismes directs de E sur
E" , clest-3~dire 1l'ensemble des applications linéaires continues surjectives dont
le noyau admet un supplémentaire topologique. Une application u de L(BE! ’ E)
(resp. de L(E , B") ) est dans Mon(E' , E) (resp. dans Epi(E , E") ) si, et
seulement si, il existe v dans L(E , B') (resp. dans L(E" , BE) ) tel que

vous IE’ (resps u o v = IE" )e

I1 est facile de voir que, si u € Mon(E! ’ E) s U induit un plongement
uy, ¢ S(B!') = 8(E) aéfini par u,(F') = u(F') pour F e §(E') , et que si
u € Bpi(B , E") , u induit un plongement 0 : S(E") —=> 9(E) défini par
u*(F") = u—l(F") pour P" e S(E") .,
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PROPOSITION 3.1.

(a) Mon(E! ’ E) est ouvert dans L(EB! , E) , et 1'application

In : Mon(E' , E) -> S(E)

associant & une application de Mon(E! , E) son image est une fibration principale

sur son image, de groupe structural GL(E!') .

(v) Epi(E , B") est ouvert dans L(E , E") , et 1'application

Ker : Epi(E , B") - 9o(E)

associant & une application de Epi(E , E") son noyau est une fibration principale

sur son image,de groupe structural GL(E") .

(a) Soit H € Im(Mon(E' , E)) < &(E) ; choisissons un supplémentaire G € S(E)
de H , et considérons Im-l(UG) . Pour u € Mon(E' , E) , posons uy = pg ou ,
u, = pg ou, F=u(E). Puisq_ueG u est injectif, il est équivalent de supposer
que F appartienne a UG s que Py ° iF soit inversible, ou que Uy soit inver—
sible (ce qui revient & supposer Uy bijectif, d'aprés le théordme de Banach).

Soit h un isomorphisme de E!' sur H . L'application

Yh

H,G : Im—l(UG) -> L(H, G) x GL(E’)

donnée par
¥ o(w) = (g o ()™, w7 o)

définit une carte de 1'ouvert Imnl(UG) de L(E', E) . Comme

2y (% () = ¥y o(F) = dy ((In(w)
et
v e @)= (g0 (u)™, 1 o ug o gt)
H,G = \Ug © g/ g
pour g'e GL(E?!) , nous avons bien une fibration principale.

.(b) Soit H € Ker(Epi(E ’ E")) < Q(E) s choigsissons un supplémentaire G € Q(E)
de H . Pour u € Epi(E, B") , posons F =Ker u , ul = u o ig s Weuo i -
Puisqug u est surjectif, il est équigalent de supposer que F app?rtienne a UG ’
que py ° ip soit bijectif, ou que uw  soit bijectif. Ainsi, Ker (UG) est
l'ouvert de L(E , E") des u tels que u ©° i, soit inversible. Choisissons un

G
isomorphisme k de G sur E" , et posons, pour u € Kerrl(UG) ’

Yﬁ,e(u) = (-ugh o uy w0 X = (b o(F) 5 g © k) .
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L'application Y; @ est une carte, et est équivariante pour 1l'opération & gauche
’
do GL(EM sur Ker '(U,) et L(H, ) x GL(E") .

Si E et E! sont deux espaces de Banach, nous notons O(E , E!) 1'ensemble
des homomorphismes directs de E dans E! (applications lindéaires continues dont
1'image et le noyau sont des sous—espaces directs). O(E , E!') cofncide a&ec 1ten~
semble des éléments u de L(E , B!') tels qu'il existe v dans L(E! , E) , avec
wovou=u. Dtons O(E, B') de la topclogie image réciproque de celle de
8(E) x L(E , E') x 8(E) pour 1l'application (Ker , I , Im) , od I désigne 1'in-
jection de ®(E , E') dans L(E , E') .

PROPOSITION 3.2. — ®(E , B!') possdde une unique structure de variété analytique
pour laquelle (Ker , I , Im) soit un plongement dans S(E) x L(E , E?) x s(g!) .

L'injection I de ©(E , E') dans L(E , E') est une immersion. Les applications
(Rer , I) ot (I, Im) sont des plongements de ®(E , E') dans 8(E) x L(E , E!)
et L(E, B') x $(E') respectivement. L'application (Ker , Im) est une fibration
localement triviale de ®(E , E') sur son image dans 8(E) x S(E!) .

Soit (H ’ H') = (Ker Uy 9 Inm uO) pour u, € 0(B ’ E') et, soient G € 8(E) et

¢! = 8(E?) des supplémenteires de H et H' respectivement. Posons, pour
ue®E, E"),

(G-' H')ouo(G H)-l__ab
PH"pG' Pg s Pg = s 4 ’

et F=Keru, PF'=1Imu. Il est équivalent de supposer que F € Uy et F'esUG’,
4

ouque b= pg, ou o iG soit inversible et ¢ =4d o b-l o a e 3'il en est ainsi,

-1 -1
f = ¢H’G(F) ==-Db " oa ot £1 = wH,’G,(F') =dob .

La trace de (Ker , I , Im)(®(E , E')) sur 1l'ouvert W de Uy x L(E , E') x Uss

a b
des triplets (F ’ (\ ) , F') tels que b soit inversible, est appliquée par la
c d

carte
a b -1 1 1
(r,t s F') > (f+ b " 0a,a,b,c=dob oa,d, f'=dob )
c d
sur la trace d'un sous~espace direct dans l'image de la carte. Aingsi
(Ker , I, Im)(®(E , E'))

est une sous-variété de S(E) x L(E , B') x &(E') , ot ®(E , E') possdde une
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unique structure de variété analytique qui fasse de (Ker , I , Im) un isomorphis—

me sur cette sous-variété.

Le fait que I soit une immersion résulte de ce que 1l'expression de I dans la
carte de ©(E , E!') , obtenue par restriction & partir de celle qui a été donnée,

est 1l'application

a b
(0,a,b,0,d4,0) > .

dob lo & a

Pour voir que 1'application (Ker ’ I) est un plongement, il suffit de montrer
que c'est une application fermée sur son image. Soit (F ’ u) € (Ker ’ I)(@Cﬂ, EO),
et soit (Fn ’ un)n>0 une suite de (Ker ’ I)(@(E ’ E’)) qui converge vers @‘,1ﬁ

7
dans E) x L(E, B') « Si G est un supplémentaire de F , et G' un supplémen=—
taire de F! = u(E) , 11 existe n, >0 tel que, pour n >,n0 ’ Fn soit dans Uy

3 (3 . -1
et b =~ soit inversible. Alors F! = un(E) est dans U,, , et wF‘,G'(ﬂy =d ob

a b
tend vers ¢, .(F') =do b, si nous écrivons N 1Y 1a matrice de u_ dans
F,G c d n
a b n n
L(Fx G, P' x G') et ( ) cellede u (c=4da=0) . Ainsi (F_ , u , F!)
c d n n n

tend vers (F , U,y F') . La preuve pour 1'application (I , Im) est similaire.

Pour (H , H!') € (Ker , Im)(R(E , E')) ot pour des supplémentaires G , G' de
H et H! respectivement, nous avons vu que (Ker R Im)"1 (UG x Ug,) est 1l'ensem-
a b
c d _
les conditions ¢ b est inversible et ¢ =d o b
te fibrée de cet ensemble sur ((WH,G o Ker) x (wH',G' o Im))(O(E , E')) x Iso(G,HY,
1

ble des u € O(E , B') dont la matrice ( ) dans L(H x G , H' x G!') vérifie

1 ..
°© a . Nous définissons une car—

~en faisant correspondre 3 u le triplet (- b'"1 ca,dob , b) 3 nous notons
ici Iso(G , H') 1'ensemble des isomorphismes de G sur H! . La démonstration de

la proposition est achevée.

4. Le théoréme des fonctions inverses et ses applications.

Nous allons présenter une tentative pour que le théoréme des fonctions inverses
double le cap des espaces de Banach. L'énoncé que nous obtenons, malgré son appa—
rence insipide, peut s'avérer utile, notemment dans 1'étude des variétés d'applica-
tions modelées sur des espaces non normables. Un énoncé semblable est valable pour

*®
les applications m-dérivables, pour me N .

THﬁbRﬁME 4,1, = Soient (B , @), (F, B) des espaces vectoriels semi-topologi-—
ques, f une application de E dans F , analytique en un point a de E . Sup-
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posons que f induise une bijection d'un voisinage U de a sur un voisinage v
de b=f(a) dont l'inverse g soit continue en b , que la dérivée Df(a) de f

en a soit un isomorphisme de (E , @) sur (F, ®) , ot qu'il existe des appli-

cations ¢ : B->d et §: Ud—->8 telles que :

(a) © soit une indicatrice de convergence et de convergence stricte absolue du

développement de f en a ;
(v) Pour tout o« € @, 'Df(a)_ll
(c)cpoxlr=id-

oz,\ly(a) < 4+ » 3

Alors g est analytique en b .

La démonstration de ce théordme est proche de celle qui a été donnée pour prouver

la régle de composition des applications analytiques.

(a) Le développement de g en b , s'il existe, est déterminé de manidre unique.
Nous pouvons nous ramener &8 a=0, b =0 . Soient (fn)nzl ’ (gn)nal les déve-
loppements de £ et g en a et b respectivement. L'identification du dévelop-

pement de f o g et de celui de IdF donne les relations

F
£ 08 + 2 2 pr(gnx...xgn)=O,
2<pn nlal,-u,np>1 1 P

n1+...+np=:n

. . ~ ’ .
ce qui détermine g, DPpar recurrence. Les relations

~

~ n ~ ~ ~
g, ° (fl) + l<‘Z 2 g, ° (fn X eve x £ ) =0 ,

n +...+n ﬂl
1 P

obtenues en identifiant les développementsde g © £ et de idE , fournissent le mé-

me résultat.

(b) Pour tout o e @ et pour tout n >1, lg;la v <o , Ce résultat est vrai
?
pour n =1, et s'il est vrai jusqu'ad l'ordre n - 1,
Iz | < e 2 z £ | Iz | oo 12| ’
€n'a, y(a) 1 oy (a) 2<ps By e ey 2 p'i(e),a gn1 oy () ghp oy (@)

N_4eeet =N
1 P
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car ¢ ©° y(a) = @ + De surcroft, il existe k > > 1 tel que

2 |z | L. <+e .
n>1 n'o,ky
En effet, si 2 F(a) X" est une série formelle avec F(a) >0,
n 1
n>1
(a)y=1 (Ot)
(Fl ) Ifl ’01 u(oz) ’ et = lfnlacg pour n 22 ,

et si 2 Gﬁ?) b désigne la série formelle réciproque de 2 F(a) b s nOus
n>1 n>1

®n ’03, (o) S Gl(la)

avons

pour tout n>1 .

Corme le rayon de convergence de la série 2 G(a) " est positif si celui de la
n>1
série 2 Fga) b 1'est, on a bien le resultat annoncé.

(c) Posons

MB

£(x) = ?1 TP en(x), o) =2 6" +sE)

n=1
et vérifions la condition (iii) pour les restes s, @ainsi définis. Fixons o € &,

1

et choisissons € >0 tel que e|f1 Ia b §1§-. Soit U(e , B) un voisinage de O

dans U +tel que

s I ol Urlp)”

%
pour tout x € U(e ’ B) et pour tout m € N , et tel que lr (x)] elxl (B)
pour tout =x € U(e ’ B) . Soit V(e ’ B) un voisinage de O dans V tel que
g(y) € U(e ’ B) pour y € V(e ’ B) « Pour y € V(e ’ ¢(a)),

le@) |, = lle(y) - le(rl(g(y)))la

< lf-l'lla,,\,r, IY|¢(Q) lf | €lg(y)lcpw(d)) ’
donec
7 -1
lg(Y)la < L Slf-ll IYIW(Q)-$ 2|f1 'a,w ’Y|¢(a) .
1 oy

De l'expression

x=a(e(0) = 2 E(2 TP+ 5() + g (e()
n=1 p=1
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nous déduisons que, pour y = £(x) e V(e , y(a)) ,

~ ~ m
Isn(y)la<p§l nlal’.%.’npal Igp'd,\\x I?nl!\l!(d),a Xy lfnpl\b(a)’a (lxld)
m=N +e .+np;n+1
< 2 )2 1z 1 . 1E | e [T ] 7 O™ Uyl "
A p>1 n]_?l’"'!npzl D Ayl ny ‘1'(0’)’01 np ‘1’(&),01 1 ‘o, \V(Ol)
m=n1+. . .+np>,'n+1

Puisque la série

2 2 z t R Xt
pz1 nj_?l"-anl Igpl“!‘l‘ l nll’lf(a),d l n:p \l;(ot),a
Ml+. . o+npal+1

a un rayon de convergence non nul, il existe r >0 +tel que, pour y € V(e ’ \k(oz)) ’

'y'\b(a) < r , nous agyons
n
|sn(y) la\< €(|y|q,(a)) .
Ce Qo Fo Do

I1 est facile de déduire du théoréme précédent un théoréme des fonctions implici-
tes. Remarquons que, si (B, @) et (F, B) sont des espaces normables, et si
f: E->TF est telle que Df(a) soit un isomorphisme et que f induise une bi-
jection de U sur V , dont 1l'inverse g est continue en b = f(a) s nous pouvons
trouver des applications o et ¢ satisfaisant aux conditions (a), (b), (c). En
effet, il existe alors une bijection 6 ¢ d => @B , et nous pouvons trouver une ap—
plication p: 8 -a»g: telle que ©: B +=> p(B) 6% soit une indicatrice de
convergence et de convergence stricte de f en a ; comme ¢ est surjective, il
suffit de prendre pour § une inverse & droite de o . Si (E, @) et (F, 8)
sont des espaces banachisables, le fait que f soit analytique en a assure que
f est strictement dérivable en a ; si Df(a) est un isomorphisme, nous sommes
alors assurés que f induit un homéomorphisme dlun voisinage ouvert U de a sur
un voisinage ouvert V de b (ef. par exemple CARTAN [8]). Nous obtenons ainsi le

corollaire suivant ¢

COROLLAIRE 4.2. — Soient E , F des espaces de Banach, f : E —>F une applica-

tion analytique en un point a de E telle que Df(a) soit un isomorphisme de E

sur F (ce qui est le cas si Df(a) est une bijection). Il existe alors des voi-

sinages U et V de a et b dans E et F respectivement, tels que f in-

duise une bijection de U sur V dont l'inverse g soit une application analyti-

que.
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Si X et Y sont deux C -variétéds (reNu =} u{w}) ,etsi f: XY
est un Cr-morphisme, nous disons que f est une subimmersion en un point a de
X , s'il existe des cartes (v, © , E) et (V, ¥ F) de X et Y en a et
b = f(a) respectivement telles que f(U) cV et que l'expression ¢ o f o q;l de
f dans ces cartes soit la restriction &4 U d'un morphisme linéaire continu direct

de E dans F .

Le morphisme f est dit une submersion (resp. une immersion, resp. un isomorphis-
mne local) en a, si 1'on peut choisir les cartes (U y © E) ’ (V s ¥ ,F) de la
définition précédente de telle facon que ll'expression § o f o ¢-l soit la res—
triction d'un épimorphisme direct (resp. d'un monomorphisme direct, resp. d'un iso-
morphisme) .

Le corollaire précédent exprime qu'un C%~morphisme de CY variétés banachiques

f:@ X=>Y, tel que Ta f soit un isomorphisme de Ta X sur Tf(a) Y pour un

point a de X , est un CuLisomorphisme local en a .

THEOREME 4,3, - Soient E , F des espaces de Banach, O un ouvert de E , ot

¥
f: 0—=>F un C;qmogghisme (rel ufo} u{w}) tel que sa dérivée f' soit

une application continue de 0 dans ®(E , F) (cf. § 3). Alors f est une sub~

immersion en tout point de O .

Le théortme précédent est certainement connu de nombreux mathématiciens, bien
qu'il soit resté inédit jusqu'ici, & ma connaissance du moins. En particulier,
M. LAZARD m'a communiqué un énoncé équivalent et une démonstration voisine de 1la

mieme ([21]) ; celle qui suit est un compromis entre ces deux démonstrations.

Preuve. = Soit a un point arbitraire de O j montrons que f est une subimmer-
sion en a . Posons E2 = Ker f1(a) , F1 = Im £'(a) y U= ft(a) . Soient El

(resp. F, ) un supplémentaire topologique de E,. (resp. de P ) dans E (resp.

2
dans F ). Posons

E
p, = py° p—pE1 q~pF2 q pFl v=gq, °u
= ’ = 9 = ® = ® = .
17 7B 27 "B, 17 °F) 27 °F, 1 B,

L'application v est un isomorphisme lindaire de El sur Fl « Pour x €0, po-

o(x) = ((+' o g o D)(x) , py(x))

Comme «'(a) = (vml °q ou, p2) = (pl y p2) , 1'application ¢ induit un CF=

isomorphisme d'un voisinage A de a dans O sur un voisinage B1 X B2 de
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(bl ?
dans E1 et E2 respectivement. Nous pouvons choisir 4 , B1 et B2 assez pe—

b2) = m(a) s OU B1 et B2 sont des boules ouvertes de centre b1 et b2

tits pour que Df(x)(E) e UF (avec les notations du § 3), clest-~dire pour que
2

1'image de f'(x) = Df(x) reste un supplémentaire topologique de F, dans F
pour tout x deans A . En effet, les applications f': 0 — O(E, F) et
In: O(E, F) -» &(F) sont continues, et Up est ouvert.

-1
Pour (xl , x2) € B, x B, , posons g(xl , x2) =(f oo )(x1 , x2) . Nous avons
ql(g(xl , x2)) = v(xl) , de sorte que, en posant h(x1 y x2) = qz(g(xl ’ xz)) pour

(xl ’ x2) € B1 x B, , nous pouvons écrire

2
g(xl R x2) = v(xl) + h(x1 R xz) .

Montrons que h ne dépend que de X, clest-&~dire que, si k est le Crdmorphis-

me de Bl dans F2 défini par k(xl) = h(xl ’ b2) , nous avons h(x1 ’ x2) = k(xﬁ

pour tout (x x,.) € B, x B, « Puisque B, est convexe, il suffit de prouver
1?2 1* 72 a4 2 ’

pour cela que
Dh(x1 ’ x2)(0 ’ e2) =0 pour (xl ’ x2) € B1 x 32 s ©, € E2 .

. -1
Or, si x=o0 (x1 R x2) €A,
Dh(xl y xz)(O , e2) = Dg(x1 R x2)(0 ,,92) e Df(x)(B) n F, .
D'aprés le choix de 4, Df(x)(E) n F, = (0) , ce qui établit que

h(x1 , x2) = k(xl) pour (x1 , x2) €B, xB, .

Soient B = QIl(v(Bl)) , qui est ouvert dans F , et § ¢ B ->B le Cr;diffé0-
- 2 e . "‘l
morphisme défini par w(y) = (ql(y) , qz(y) - (k ovwv o ql)(y)) pour y € B,
dont l'inverse est donné par ¢-1(y) = (ql(y) y qz(y) + (ko vio ql)(y)) pour
vy € B . L'expression {§ o f o ¢_l de f dans les cartes (A, o, El x E2) et
(B, ¢, F, x F2) est
-1
(o oo )(x ,x) = (v(x),0) .
Ce Qs Fo Do

Le théoréme précédent peut 8%tre formulé globalement dang le cas des variétés,
grice & la remarque selon laguelle un C -sous-fibré d'un C'—fibré (E, 7, X) ,
de fibre type un espace de Banach F , associé & un fibré principal (p s T, X) ’

de groupe structural GL(F) , correspond de fagon canonique & une C ~section du

fibré associé P x o(F) .
cL(F)
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THEOREME 4.4. - Soient X et Y des Clevariétés (reN u {»} u{w}) mode-

1ées sur des espaces de Banach, f: X —>Y un ¢F—morphisme. Une condition né-

cessaire et suffisante pour que f soit une subimmersion sur X , est que

M= U f{x}xT_ £(T_X) st N= U (T £)~! (0)
x€X x x x€X

* . .
soient des Cr-l-sous-fibrés de £ TY 33 TX respectivement (un morphisme veri-

fiant cette condition est dit direct).

Montrons que le théoréme 4.3 est une généralisation du théoréme du rang constant.

COROLLATRE 4.5. — $1i f est un C"-morphisme d'un ouvert O de K dans R

dont le rang est localement constant sur O , f est une subimmersion sur O .

En effet, on voit facilement que le rang de f est localement constant sur O

si, et seulement si, x p—> £1(x) est une application continue de O dans

o(F , B .

COROLLAIRE 4.6, — Soient X ot Y des C-varidtés modeldes sur des espaces de

* r . .
Banach (re€ N u {»} u {w}) , et soit £: X -»Y un C'-morphisme. Si en un

point a de X, Ta f est un monomorphisme direct (resp. un épimorphisme direct)

gg Ta X dans Tf(a) Y, f estune immersion (resp. une submersion) en a .

Ce corollaire résulte du fait que {0} et E sont des points isolés de «E) ,
pour tout espace de Banach E , et que par suite, la restriction de f 3 un voisi-~
nage U de a suffisamment petit est un morphisme direct de U dans Y . La dé-
monstration du corollaire 4.6 & partir du théoréme des fonctions inverses est

d'ailleurs plus indiquée.

Le théoréme 4.5 peut &tre utilisé pour prouver une caractérisation des sous-
variétés dtune variété (admettant une gerbe) comme images de rétractions (différen—
tiables ou analytiques). S. NADLER [27] a donné un tel résultat dans le cas des
sous-variétés d'un espace euclidien ; sa démonstration, bien qu'entachée d'une 1é-
gere erreur, peut servir de modéle pour établir le théordme dans le cas général, a

1t'aide du théoréme 4.5.

THEOREME 4.7.

(a) Soit Y une CF-variété banachique paracompacte (r >3, r =®) munie

d'une Crhz-gerbe, et soit X une C' l-sous-variété fermée de Y admettant des
2
oT-

- partitions de 1'unité. I1 existe alors une sous-variété ouverte U de Y

contenant X , et une Crhz-rétraction de U sur X.
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*
(b) Soient Y wune CF-variété banachique (re N u {=} u {w}) , U une sous-

variété ouverte de Y , et p une ¢f-rétraction de U sur un sous-ensemble X

de U . &lors X est une cT-sous~variété de Y , fermée dans U .

Les hypothdses de la partie (a) sont en particulier vérifides, si Y possede des

T2

C" “=partitions de l'unité, et si X est une ™ sous~variété fermée de Y 3

1
elles le sont aussi si Y est un espace de Banach, et si X est une ™ —sous~
variété fermée admettant des partitions de l'unité. Bn fait, il existe une e

rétraction par déformation de U sur X .

Nous espérons donner ultérieurement quelques applications géométriques des no-
tions introduites dans cet exposé. Terminons par des questions qui ne seront pas

résolues asans le concours d'analystes.

La théorie des équations différentielles peut &tre menée pour les fonctions ana-
lytiques du point de vue local, soit en complexifiant et en se servant du théoréme
2.11 et des théorémes d'existence dans le cas Cl, soit en utilisant directement la
méthode des majorantes. La globalisation se fait par les notions habituelles de
flot ou d'application résolvante ([217). A 1'aide du théortme de Frobénius, on peut
alors montrer, dans le cas analytique, qu'une structure presque-complexe intégrable

sur une variété analytique réelle dérive d'une structure analytique complexe.
. n ¥* o
(Ql) En est-il de méme dans le cas C (ne N ) ou dans le cas C 2

Un énoncé correspondant au théoréme de plongement de WHITNEY peut &tre établi
pour les variétés banachiques paracompactes possédant des partitions de 1'unité

dans le cas différentiable.

(QZ) Dispose~t—on pour les variétés analytiques réelles (paracompactes) d'un

théoréme de plongement analogue & celui de Grauert ?
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