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Séminaire CHOQUET 12-01
(Initiation & 1'Analyse)
5e¢ année, 1965/66, n° 12 5 et 12 mai 1966

ESPACES DE BANACH ORDONNES, SIMPLEXES,
FRONTIERES DE SILOV ET PROBLEME DE DIRICHLET

par Marc ROGALSKI

Introduction. - Soit X wun espace compact. Si H est un sous-espace de (%) ,

séparant les points de X , on sait ([1], [2], [11]) qu'il existe un plus petit
fermé S(H) de X , sur lequel toutes les fonctions de H prennent leur maximum.
S(H) s'appelle la frontidre de $ilov de H . Le probleme de Dirichlet, posé par
H. BAUER, est de reconnaitre la nature, dans C[S(H)] , de l'espace HO des res-
trictions a S(H) des fonctions de H , et en particulier de caractériser les es-

paces H tels que l'espace HO soit d'un type remarquable donné.

Le cas ob Hj = c[s(H)] a été étudié par BAUER ([1], [2]). Nous donnerons une

démonstration nouvelle de son résultat au § 5.

Pour aborder un cas plus général que celui de BAUER, nous serons amenés en fait
3 changer de frontidre, et & utiliser, non plus la frontidre de Silov de H , mais
celle de il ([1], [24]). Dans un premier temps, nous supposerons H réticulé.
Puis nous supposerons seulement que le dual H' de H est réticulé ( H sera un
"simplex" au sens A'EFFROS), et nous étudierons l'espace des restrictions des fonc-
tions de H & s(®@") .

L'instrument de 1'étude sera, dans le premier cas, une caractérisation d'une cer-
taine classe de Banach ordonnés comme espaces de fonctions continues sur un compact
de leur dual. Les théordmes obtenus préciseront des théordmes de KAKUTANI ([20],
[21], [32]), et leurs démonstrations s'appuieront essentiellement sur le théoréme
de représentation intégrale de G. CHOQUET ([4], [9], [11], [30]). Ce sera 1'objet
des paragraphes 2, 3 et 9. Dans le cas ou H est réticulé, ce sont ces théorimes
de KAKUTANI que nous appliquerons & H , en plongeant, selon une méthode due a
G. CHOQUET, X dans le dual H' de H , Ce sera l'objet des paragraphes 5, 7 et 8.

Dans le cas ou H' est réticulé, nous utiliserons, au § 10, des résultats
d'EDWARDS, d'EFFROS et de KADISON ([13], [14], [15], [191), que nous démontrerons

au § 9, et qui marquent un progrds notable (et récent) dans 1'étude des espaces de

Banach ordonnés et des simplexes.

Une technique particulidre, due & G. CHOQUET [S], sera utilisée au § 6 pour étu-

dier le cas des espaces H vérifiant une condition de séparation linéaire (intro-
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duite par G. MOKOBODZKI [28]).

Nous commencerons, au § 1, par rappeler les notions fondamentales sur les fron-

tidres.

Enfin, au § 11, nous donnerons quelques applications de nos résultats & la théo-

rie du Potentiel.

1. Frontidre de Choquet et frontidre de Silov _d'un espace de fonctions continues.

Soient X un espace compact, et H un sous-espace de c(x) .
On dit qu'un fermé F de X est maximisant si :

VifeH: supf=sup £ .
F X

I1 est facile de voir que l'ensemble des fermés maximisants est inductif vers le

bas pour 1l'inclusion, et posséde donc des éléments minimaux.

DEFINITION 1. - Si cet ensemble possdde un élément minimum, on le nomme la fron-
tidre de Silov de H : 5(H) .

DEFINITION 2. - Soit M;(X) 1l'ensemble des mesures positives de masse 1 sur X.

P . . e
Nous définissons une relation d'équivalence Rq sur hl(k) par :

W~y <=> Y feH, plf) =) .

Nous noterons WH(p) la classe d'équivalence d'une mesure y .

On appelle frontidre de Choquet de H , 1l'ensemble

-

E(H) = {x ex

WH(5X) = {ax}} .

THEOREHE 1.

(a) Si H sépare les points de X (nous dirons que H est séparant), la fron-

tidre de Silov existe, et 1l'on a

s{(H) = E(H) ;

(b) Toute fonction de H atteint son maximum sur E(H) :

(c) §i H' est le dual de H muni de la norme uniforme, l'application

¢ X —> H': x > 6X ’

est, si on munit H' de o(H' , E) , un homéomorphisme de X sur son image o(X),

et si Y est 1'enveloppe convexe fermée de @(X) y Y est compacte, et
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5(1) = o[E(H)] < o(X)

22 5(Y) désigne 1l'ensemble des points extrémaux de Y .

L'assertion (c) démontre en fait (a) et (b) de la manidre suivante :

Toute forme linéaire continue sur H' , c'est-a-dire tout élément f de H , at-
teint son maximum sur &(Y) . Donc E(H) = S(H) . D'autre part, si a € &(Y) ,
a € F pour tout fermé maximisant F , sinon CY ' est un voisinage de a dans
Y , et puisque a est extrémal, 31 f € H qui ne prend pas son maxzimum sur F .
D'ou 3

s(g) = B(d) .

Dtautre part, il est clair que &(Y) = o[B(H)] , car les points a de Y non
extrémaux sont ceux qui sont barycentre d'une mesure positive de masse 1 portée
par o(X) , et différente de 5, (ef. [11]).

C. Q. F. D.

LEMIE 1. - Soit r : c¢(x) —> c[s(u)] 1'application restriction. Alors, si
feH:

£l = =g,
(r, est donc injective sur H) et
it injective

£f >0 <=> rH(f)zo .

DEFINITION 3. - Les fonctions de C[S(H)] qui appartiennent a rH(H) , sont di-

tes H-résolutives.

LEMME 2. - Les relations d'équivalence R, et B (o H est 1'adhérence de

il

H dans C(X) muni de la norme uniforme) sont les mémes, et on ne change donc ni

les ensembles mH(u) , ni la frontidre de Choquet, ni celle de Silov, en remplacant

H par H .

DEFINITION 4. - Soit D, 1'ensemble des sous-espaces V de ¢(X) vérifiant :

(a) V est fermé ;
(b) VoH;
(¢) s(v) =s(8) .

LEMIE 3, - DH , ordonné par l'inclusion, posséde un plus petit élément " » et

est inductif vers le haut. Il possdde donc des éléments maximaux.
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DEFINITION 5. - Nous appellerons probldme de Dirichlet abstrait, pour un espace

V € D, , le probldme de caractériser le sous-espace rF(V) de c[s(m)] . Nous ap-

pellerons probléme de Dirichlet généralisé pour H , la recherche des éléments ma-

ximgux de DH .

Remarque 1. - DH peut posséder plusieurs éléments maximaux distincts.

Exemple : On prend pour X un carré de B? , et pour H 1'espace des fonctions
affines sur X . D, possdde une infinité d'éléments maximaux.

H

PROPOSITION 1. - S'il existe dans DH un espace VO tel que

T

(7o) = cls(®)]

alors VO est le maximum de DH .

En effet, ry est une bijection de V sur rH(V) , ¥V eD; , d'aprés le

lemme 1.
Remarque 2. — La réciproque est fausse : si H est tel que Dy posséde plu-
sieurs éléments maximaux, soit HO un tel élément. rH(HO) =Ty (HO) # C[S(HO)] .

Pourtant H, est maximum dans Dy  qui est réduit a {HO} .
0

Nous verrons au § 5 un théordme de BAUER, qui donne un certain nombre de condi-

tions équivalentes suffisantes pour que V , dans DH , soit maximum.

Nous allons d'abord rappeler 1'énoncé du théoréme de représentation intégrale de
G. CHOQUET ([4], [9], [11], [30]), et en donner une application importante pour no-

tre propos.

2. Le théordme de représentation intégrale de G. CHOQUET.

THEOREME 2. - Soit K un convexe compact d'un espace vectoriel topologique loca-—

e s o s + s
lement convexe séparé E . On définit sur N (K) (mesures pos1t1ves), un ordre par:

po<v <=> u(f) gv(f) ,

¥ £ €3 , cBne des fonctions convexes continues sur K .

D'autre part, ¥ f bornée sur K , on pose

f =inf g ( f est semi-continue supérieurement (s. c. s.)).
ge-S

g2t

Alors :
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(a) Tout point a de K est barycentre d'une mesure de M;(K) maximale pour

1'ordre précédent.

\  maximale => p(f) = p(%) , Vvfes .

Toute mesure maximale est portée par &(K) , et toute mesure portée par &(X)

est maximale.

(b) on ait gue K est un simplexe si tout a € K est barycentre d'une seule me-

sure maximale, . Alors 1'application a —> : K —> M+(K) est scalai-
p‘a “’a 1 -_—

rement de lre classe.

K est un simplexe <=> V f e 3 , f est affine.

(c).§£ K est métrisable, S(K) est un Gé de X (intersection dénombrable

d'ouverts de K ), et l'on a :
B maximale <=> | portée par (k) .

Pour ce théordme, se reporter & [4], [5), [9], [11], [30].

Nous allons maintenant énoncer un théordme de représentation (comme espaces de

mesures) d'une classe d'espaces localement convexes séparés réticuléds (ef. [4],

[32]).

DEFINITION 6. ~ Dans un espace vectoriel topologique séparé E , un chapeau d'un

clne convexe F est un convexe compact de P , dont le complémentaire dans P est

convexe. Le cbne P est dit bien coiffé s'il est réunion de ses chapeaux. Un cha-

peau est universel s'il engendre le clne.

Si K est un chapeau du cbne P , on appelle col de K 1'ensemble

LK) ={x#0 | z€K et ¥A>1, Ax £k} .

LEMIME 4. - Dans un espace vectoriel localement convexe séparé E , un c8ne P

convexe bien coiffé possiéde des génératrices extrémales. Si P est fermé, il est

1'enveloppe convexe fermée de la réunion &(P) de ses génératrices extrdmales.

(La méthode pour étudier un chapeau consiste & couper par des sous-espaces vec-

toriels de dimension 2 , et & étudier les chapeaux des cdnes de R2 . cf. [4],

Lol.)

DEFINITION 7. - Soit & un espace localement convexe séparé, ordonné par un cdne
+

E" . 8i B posséde un chapeau universel K (fixé dans la suite), nous appelle-

rons co-spectre de E , 1'ensemble
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7z = &(K) ~ {0}
7z = L(g) n&Et) .
LEILE 5.

(a) Soit E un espace vérifiant les hypothdses de la définition 7. 31

r =% n&Eh

est fermg, IL(K) estun G de K, &(K) et Z sont des boréliens de K .

(b) La fonction affine sur Bt . A, définie par

IN

LK) = {x eB | re(x) = 1)

. . o +
est semi-continue inférieurement sur B .

En effet, LM)=(}C§1-%M; 7z =LK nT ; &ZXK) =2 u{0} . Enfin
n=1
A:l()— w , a)) = ak fermé.

C. Q. F. D.

LEMIE 6. - Si E ordonné par BV est réticuld, K est un simplexe ; cela ré-

sulte de la caractérisation des simplexes (cf. [9] ou [11]).

°

o = N 7 z 74 s e
THBEOREME 3. - Soit E un espace localement convexe separe réticulé, vérifiant :

(a) E+ posséde un chapeau universel X ;
(b) T =X n &ET) est fermé.

AMors :

17 Les mesures positives de masse 1 sur K , maximales au sens de G. CHOQUET,

sont les mesures de ﬂ:(K) portées par &(K) .

20 B est isomorphe, en tant qu'espace vectoriel réticulé, 4 1'espace MZ(Z)

des mesures sur le compact E', portées par 2 (2 estle co-spectre de E ) ; de

plus, si x € E , ona:
kK(le) = HHXH

ou W est la mesure associée & x .

Ce théordme est une application facile du théoréme 2 et des lemmes qui précedent.

On en trouvera une démonstration dans [32].

Nous allons préciser un peu la structure possible du chapeau K de E+ .
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PROPOSITION 2. - Soit E wun espace localement convexe séparé réticulé, vérifiant

(a) B posséde un chapeau universel K g
(b) '=Xn 8(E+) est fermé.

Considérons les propriétés suivantes :

(1) L(K) est une base compacte de E+ s
(2) 1(K) est fermé ;

(3) Z est fermé ;

(4) 0¢7Z;

(5) inf A (x) >0 ;
XE€Z

(6) o¢ 11X ;

(7) E" & une base compacte 3

(8) 3feB telleque f >0 sur Z ;
(9) x £ 1(x) .

Alors on a les implications suivantes :

(2) ~ (5) => (6)
(1) => @ => (4) . (= (1) .

Démonstration.

(@) (1) => (2) est clair.

(2) => (3) résulte de 1'hypothése (b).

(3) => (2) : Soit x e L(K) . L(K) est l'enveloppe convexe fermde de Z.

Soit | une mesure >0 de masse 1 , portée par Z = Z , de résultante x .

KK étant affine et s. c. i. sur K, on a

w(xK) = KK(X) (ef. [11]).

Or Ay =1 sur Z . Donc u(kK) =1, et KK(X) =1 . Donc

x € L(K)

]

fxer” | A (x) =1} .
Done L(X) = L(X) .
(8) (3) => (4) est clair.

(Y) (4) => (5) . KK(X) =0 <=> x=0 s8i x € E+ . Donc, puisque Z est

compact, inf KK est atteint, donc non nul si O ¢'Z o

Z
(5) => (6) . Soit x e L(K) . x est barycentre d'une mesure w = 0 de
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masse 1 portée par Z . Soit m = inf Ae >0 .
Z

Mlx) = uw(hp) 2 (@) =n >0 .

Donc )\K(x)>0 ,et x#0 . Donc O ¢ L(X) .

(6) == (7) . L(X) est un convexe fermé qui ne contient pas O . Soit H
un hyperplan fermé séparant strictement O et L(K) . HNX est une base com-

pacte de BT .

(7) => (8) . Soit f e E' telle que {x | f(x) =1} n E' soit une base
compacte D de ET . Pour prouver (8), il suffit de montrer qu'il existe a > 0
tel que. £ soit >a sur L(K) . Or

£f>a>0 sur LK) <=> f2a>0 sur {x | XK(X) = 1}
L==> XK est bornée supérieurement sur D .

Ce dernier point résulte du lemme 7 que nous démontrerons plus loin : toute fonc-
tion affine s. ¢. i. sur un compact convexe d'un espace localement convexe séparé

est bornde.

(8) => (9) e 3i f>2a>0 sur 7z , £ >a>0 sur LfK; qui est 1l'en-
veloppe convexe fermée de Z , donc O ¢ T(X) , donc K # L(K) .

(9) => (4) . Soit xe K~ L(K) .81 x=0, 0¢ L(K) , donc 0 £7 .
Si x # 0, la génératrice de x coupe L(K) suivant un segment fermé qui ne con-
tient pas x , donc qui ne contient pas O . Donc O ¢ LZKi , donc O ¢.§ .

C. Q. F. D.

LEMIE 7. - Toute fonction affine s. c. i. f sur un convexe compact X d'un es-

pace E localement convexe séparé est bornée.

Supposons f non bornée. ¥ n, 3x €X felle que f(xn) > 2% . si

+ o X
X = 2 ‘~% , x€X ,
n=1 2
et est barycentre de la mesure
+ o
T 8 b,
n=1 2 n

w(f) = £(x) . or f(x) <o , et w(f) = +» . D'ol une contradiction.

Co Qo F. D.
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Remarque 3. = L'implication (4) => (3) est fausse en général.

Exemple :
F={fec(lo, 1)) | fﬂ%) =-% £(1)} , muni de la norme uniforme.
E=1lcdual F' de P, muni de o(P' ,?). 5 =mF = (g0,
RK=1{2e® | |al<1}.

,
7z =% (O,%(u}é—,l].
Z = (0, 1) (1'isomorphisme est 1l'application ¢ : x —> 8. ).

Remarque 4. - G. CHOQUET a montré le résultat du lemme 7 pour une fonction affine

borélienne.

Remarque 5. - Nous verrons plus loin (§ 9) que, lorsque E est un dual de Banach,
1'implication (2) => (1) est vraie. Dans le cas général, il faudrait des pré-

cisions supplémentaires sur la topologie de E .

PROPOSITION 3. - Sous les hypothdses du théordme 3, supposons de plus que &(K)

soit fermé. Alors deux cas seulement sont possibles :

1° Z2=3%,et E 5 M2Z) ;
20 Z=2u{0},et E => MO(Z) , espace des mesures bornées sur 1'espace lo-

calement compact non compact Z .

Clest évident.

Nous allons maintenant appliquer ce qui précdde au cas ou E est le dual d'un

espace de Banach réticulé. Nous en tirerons, par dualité, la représentation de tels

espaces comme espaces de fonctions continues sur un compact.

3. La _représentation fonctionnelle des espaces de Kakutani.

DEFINITION 8. - On appelle I-espace de Xakutani, un espace de Banach E réticu-

1é, vérifiant :

(NC) La norme est croissante sur E+ H

) =l =fl=) » v xe®;

(F) B" = {x | =l € 13 n EY est filtrante croissante.

On dit que E posséde un élément unité si BT posséde un plus grand élément e.
(F) est alors automatiquement vérifide.
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Exemples : C(X) , pour X compact ; CO(X) , pour X localement compact non
compact ; l'espace F de la remarque 3 ; L (X , w) , u mesure >0 sur X ;
CK([O , 1)) pour 1l'ordre f(P) > 0 et la norme

gl = 1200 + ooo + 1£ED(0)] + e

DEFINITION 9. - On appelle L-espace de Kakutani, un espace de Banach E réticu-

1é, vérifiant :

(A) La norme est additive sur E+ 3
() Jl=lff =l » vxeB.

Exemples : Ll(X s u) , W mesure 20 sur X ; 1M(X) , pour X compact ;
MO(X) , X localement compact non compact ; l'espace E = F' de la remarque 3 ;
1tespace M((0 , 1)) x 35 .

LEMHME 8. - S1i E est un M-espace de Kakutani, E' est, pour la norme et 1l'or-

dre duaux, un L-espace de Kakutani.

Clest trés facile ; la propriété (A) pour B! résulte de la propriété (F) pour

E et de la relation :

Vg eB*, |gf =sup £(x) = 1im £(x) .
xeBt Bt

PROPOSITION 4. - Soit E un H-espace de Kakutani. L'espace E' , muni de la to-
pologie o(E' , E) et de 1'ordre dual, vérifie les hypoth®ses (a) et (b) du théo-

réme 3, et donc ses conclusions, pour K = {4 € E'* | ll£l| < 1} . La fonction A

K
n'est autre que la restriction & E'" de la norme de E!' ,

Si E possede un élément unité e , L(K) est une base compacte de EB't :

LK) ={¢ | & ,e)=1}nE+ .,

Le co-spectre % de E' s'appellera le spectre de E . Donc E' > I (Z)

pour l'ordre, et c'est une isométrie pour les normes. Si E a un élément unité,

Z est compact, et E' > 1(Z) .

La démonstration est tris facile, et repose sur le lemme 9, que 1l'on trouvera par
exemple dans [23], et qui prouve que &E'*) est o(B' , E)-fermé (bien entendu,

on utilise la théorie des espaces réticulés telle qu'elle figure, par exemple, dans

[5] » [233) .

LEMME 9. - 81 E est un espace vectoriel réticulé, il est équivalent de dire que

* I'd k3 . ’ ’
4 €BE (dual algébrique) est un homomorphisme d'espaces réticulés de E dans R
T
ou que £ € §(E ) .
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Rappelons qu'un espace ordonné E vérifie le Lemme de décomposition de Riesz si,

pour toutes les familles finies (Xi)ieI

x; < yj , 11 existe z € E tel que, 7V i, j, x, <3< yj .

et (yj)jEI de points de E , telles que
= i

Tout espace réticulé vérifie le lemme de Riesz. La réciproque est fausse.

Nous allons déduire de la proposition 4 deux théorémes de Kakutani, qu'on trouve-

ra dans [20], [23], [32].

THRORBME 4 (ler théordme de Kalutani). - Soit B un ll-espace de Kakutani & é1é-

ment unité, et soit Z son spectre (fermé, ainsi que L(K) ).

Alors 1l'application v ¢ E —> C(Z) géfinie par
v(x)(2) = £(x)

est un isomorphisme d'espaces de Banach réticulés, qui est une isométrie.

En effet, E €5 €(Z) , et B' -= N(2Z) = ¢(2)' => E = ¢(2) . L'isomé-
trie résulte de ce que tout é1ément de E prend son maximum sur K en un point
de Z .
C. Q. F. D.

Pour énoncer le deuxidme théordéme de Kakutani, introduisons une certaine classe

d'espaces de fonctions continues.

Soient I un espace compact, et A : B —> (0, 1), semi-continue inférieu-

rement, nulle en au plus un point (noté a s'il existe). On suppose que

Z = X-l({l}) ’ G6 de B est dense dans B . On suppose de plus qu'on s'est donné
une application u: BNZ —> Z , borélienne (u: BNZ ufa}] —> 2 si

Aa) =0).

DEFINITION 10. - On dit que le sous-espace de C(B) :

{£ | vyeB~z, £(y) =iy fluly)] (et f(a) =0 si rla) =0)}

est un espace K-canonique s'il sépare les points de B . On le note alors

CZ(B s A, u) .

C'est un sous-espace réticulé fermé de C(B) . On dit que c'est un espace K-

canonique fort, s'il vérifie de plus une condition de séparation forte :

ixeZ, 31fe CZ(B , A ,u) telleque 0<f<1 et f(x)=1 .

I1 est clair que, pour la norme uniforme, un espace K-canonique est un M-espace
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de Kakutani, qui n'a un élément unité que si c'est ¢(X) tout entier (A =1) .

KAKUTANI a montré la réciproque, que nous renforgons ici :

THEOREME 5 (2e théordme de Kakutani). - Soit E un MN-espace de Kakutani, et

]

soit Z son spectre. Alors l'application y : E —> c(Z) définie par
v(x)(2) = 2(x)

est un isomorphisme de E sur l'espace K-canonigue fort

CZ(Z s XK , u)

ui transporte 1l'ordre et est une isométrie.
q p

( XK est 1la fonction introduite au lemme 5, et u est définie, pour x # 0,
+ T
par u(x) = XETEY : B x{0} — LX) .)
Si Z est fermé, alors E —> c(z) , et 1'é1ément e de E , qui correspond
3 la fonction 1 , est un élément unité de E (donc K ={s] 4, e)=1} nE'*

est une base compacte de E't ).

On sait, d'apr®s la proposition 4, que E' -=> MZ(Z) . On montre que le dual
de CZCZ » Mg o u) est, ici, MZCZ) (en "relevant", par les applications A, et
u , tout élément de ce dual en une mesure portée par Z : cf. démonstration du
théordéme 17). Il résultera du théordme 13 et du corollaire 2 du théordme 14 que
1'espace K-canonigue CZ(E', Mg o u) est fort (1), c'est-a-dire que par tout

point de Z , il passe un hyperplan d'appui de K pour o(B* , B) .

Remarque 6. - Si E est séparable, et donc K métrisable, il résulte des tra-
vaux de BOBOC et CORNEA [3] et de ceux de DAVIES [12] qu'on a méme mieux :

Vxe Z, afecz('z',xK,u) telle que f(x) =1 et 0gf<1 sur 2™ {x}.

On ignore si, étant donné un espace K-canonique "abstrait" CZ(B , A, u) , son
dual est MZ(B) , et si la construction du théordme 5 redonne B , Z , A et u .

Par contre, la réponse est affirmative, si CZ(B s Ay, u) est fort.

PROPOSITION 5. - Soit E = CZ(B , A\ , u) un espace K-canonique fort. Alors

1'application

yoe MZ(B) — B

définie par

1 .
(*) Dans 1'article [32], ce résultat est affirmé sans démonstretione
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Y (£) = u(f) (restriction)

est une isométrie d'espaces de Banach réticulés. De plus, la construction du théo-

réme 5 redonne B , Z , A et u.

La démonstration se trouve dans [32] ; elle est assez délicate.

Nous allons appliquer ces théorsmes & des espaces de fonctions continues sur un
compact. Pour illustrer la méthode que nous suivrons, nous allons commencer par re-

démontrer directement un théordme de H. BAUER sur les simplexes.

4., Les simplexes de Bauer.

DEFINITION 11. - Un convexe compact X d'un espace localement convexe séparé E

est dit simplexe de Bauer si c'est un simplexe dont 1l'ensemble 6(X) des points

extrémaux est fermé.

Un point extrémal x de X est dit régulier s'il passe par x wun hyperplan

d'appui de X . X est dit régulier si tous ses points extrémaux sont réguliers.

THEOREME 6 (BAUER). - Soit X wun convexe compact d'un espace localement convexe

séparé E , et soit H 1'espace des fonctions affines continues sur X .

1° Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) X est un simplexe de Bauer ;

(b) X est un simplexe, et l'application x —> My (mesure maximale de bary-

centre x ) est continue de X dans M(X) muni de la topologie vague ;

(c) VxeX, il existe une mesure >0 de masse 1 , Vg o unique, portée par
5(X) , de barycentre x ;

(d) H est réticulé pour 1'ordre défini par I ={fe E | £(x) 20, VxeX};

(e) Toute fonction de C[&{Xil peut €tre prolongée en une fonction de H .

2° 3i H est muni de la norme uniforme, le convexe compact de H' muni de

o(H' , H) , image de X par l'application © : X — H' : x —> 5. » est ré-

gg}ier dans H!

Démonstration.
1° (a) => (c) est bien clair.
(¢) => (b). ¥xe€X, 3 u, meximale de barycentre x . Or u_ est

portée par 5(X) . Donc My = Vg o et My est unique. Donc X est un simplexe.

X
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Ltapplication x —> By X —> MT[S(X)] est bijective, et sa réeiproque
est continue (car, sur X , la topologie de E coincide avec o(E , E') ). Donc

X —> ug est continue.

(b) => (e) . Soit f e c[&(X)] . Soit x € X . Posons %(x) = b (£) , ob
My est la mesure maximale de barycentre x , portée par X)) . feH , car
I —> g est continue, et 3 prolonge f .

(e) => (da) . Soit rg: B —> C[&(X)] 1'application restriction. Si
feH, £f>20 => rH(f) 20 . r est surjective d'aprés (e). Or sup f = sup f

X
car F={xeX | f(x) = sup f} est une face de X , donc T n&(X) # & . Donc
r est injective, et £ >0 <=> rH(f) 2 0 . Donc 1l'ordre de H est celui de

C[SZX)] » qui est réticulé.

(d) => (a) . 5i on munit H de la norme uniforme, H est un M-espace de
Kakutani avec la fonction 1 comme $1ément unité. Donc H o> c(z) ou
Z =g[L(K)] , car L(K) est fermé, et est une base compacte de H'T :

LK) = {4 en™ | fg =11 .
Soit ¢+ X — H': x —> éX « X est homéomorphe & son image @(X) , con-
vexe compact pour o(H' , H) , inclus dans L(K) . Mais, si f €H ,

£20 sur oX) <=> £330 sur 2 <=> £ >0 sur L(X) .

Donc, d'aprés HAHN-BANACE, o(X) = L(X) .

X —> o(X) = L(K) qui est un simplexe de Bauer ( H'*t réticulé, et Z fermé)
Donc X est un simplexe de Bauer, et Z = o[&(X)] .

2° De plus, L(K) = Q(X) est régulier dans H' : si xe€ Z, 3 f continue sur
Z, telleque 0<fg1, f(x)=1. f seprolongeen f e H , et mﬂl =1,
Donc 1'hyperplan {x | f(x) = 1} est un hyperplan d'appui de o(X) qui passe
par x .
C. Q. F. D.

Remarque 7. - Nous avons en fait démontré que la frontidre de Choquet de l'espace
H des fonctions affines continues sur un convexe compact X d'un espace locale-

ment convexe séparé E , est &(X) , et prouvé 1'équivalence :
H réticulé <=> toutes les fonctions de C[&(X)] sont H-rdsolutives
<=> X simplexe de Bauer.

Nous utiliserons la méme méthode au § 5 pour un espace de fonctions continues sur

un compact quelconqgue. Nous verrons d'autre part au § 9 qu'un simplexe & pointe ~w.
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trémaux non fermés est caractérisé par le fait que l'espace H est un espace sim-

plicial (au sens d'EFFROS, cf. [15]), mais n'est pas réticulé.

5, Le probléme de Dirichlet lorsque H contient les constantes.

THEOREME 7 (BAUER). - Soit X un espace compact. Soit H un sous—espace sépa-

rant de C(X) , contenant les constantes. Soit V un espace élément de Dy (ef.

définition 4).

19 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) V ordonné par vt est réticulé s

(b) z(v) = cls(B)] 3

(c) r.t Vo—> ¢[s(H)] est une isométrie de Banach réticulés.

20 8i V vérifie ces propriétés, alors :

() V est 1'élément maximum de DH :

(p) B(V) =s(d) ;

(y) xe€sS(H) <=> ¥Vf,geV, inf[£(x) , g(x)] = (f a g)(x) . ( £ A g note
le inf de f et g pour l'ordre de v* .)

Démonstration.

19 I1 est clair que (b) => (c) => (a) .

(a) => (b) . Si on note |/fl] la norme uniforme sur V , V est, muni de
cette norme, un NM-espace de Kakutani & élément unité : la fonction 1 . On munit
V' de o(v' , V) . Donc si L ={4c¢€ vt el = 13, 5(L) = Z est compact, et
vV > ©(2) .

Soit + X —> L: x —> 6. . X —> ¢(X) . Soit Y 1'enveloppe con-
P e P

vexe fermée de @(X) , compacte. Si f e V ,
f>0 sur L <=> £>0 sur Z <=> {2 0 sur ¢(X) .

Donc, d'aprés HAHI-BANACH, Y

1l

L,et 2= 5(Y) < @(X) . On a donc
7 = S(v) = B(V) = s(H) (théordme 1),

et
v = ¢(z2) => rH(V) =c[s(w)] .

20 (@) résulte de la proposition 1.
(p) a été vu au cours de la démonstration du 1°.
(y) résulte de ce que Z = o(X) n g(v'T) , et du lemme 9.
. Q. F. D.
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si

. rd + (4 z 3 e 3
H est réticulé pour H , les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) H=c0(X) ;
(v) s(®) =X ;
(e) E(H) =X ;

]

(d) H est un "sous-espace réticulé" de

c(x) .

2° Inversement, un "sous-espace réticulé" séparant, contenant les constantes,

est dense dans C(X) .

DEFINITION 12. - Soit H wun sous-espace séparant de

c(x) ,

X compact. Si

x € X , on appelle mesures H-harmonigues du point x , les mesures de mﬂ(ax)

portées par S(H)

(cf. définition 2).

On note Ng(éx) 1l'ensemble des mesures H-harmoniques de x .

PROPOSITION 6. - Sous les hypothéses de la définition 12 :

m(6) £ 8,

VTxeX .

Cela résulte immédiatement du théoréme de Krein et Milman appliqué au commexe

compact Y de H' nuni de

o(ur , H)

(ef. théordme 1).

Co QO F. D-

Nous allons donner un autre critére, dfi aussi & BAUER, pour qu 'un espace

B
BAUER (cf. [1], [2]).

vérifie les conditions du théoréme 7. Nous reproduisons la démonstration de

DEFINITION 13. - Soient f € C[S(H)] , et x € X . Nous poserons

ﬁf(x) = inf

hel

h(x)

h=2f sur S(H)

Il est facile de voir que :

LEIGE 10.
(@) - lif|| < Bf < HE < it
(p) fsg => ¥f<Hg;

(y)
(8)

vVAzO0,

"(AE) = AH(F)

st E(x) =

- "H(- £)(x) .
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(e) Si ferH(H) : f=rH(h) , alors §f=ﬁf=h;

(p) Ff ests.c.s., Hf est s.c.id..

LEME 11,

() vx, vueris), vrecls@®m]: E()<ulf) <) ;

T.
&

(b) Réciproquement, soient x € X et f € c[s(H)] . Vo €R tel que

Hr(x) < @ < B (x)
. . S
il existe w € JWH(GX) telle que w(f) =a .

On prolonge en v & c[s(x)] 1a forme linéaire v : Af —> Mo définie sur

le sous-espace Fj = {(xf | N eR} de c[s(H)] , en conservant 1'inégalité

v(g) < Talx) ¢ V(g) < Talx) (par HAHN-BANACH).

Y ainsi trouvée est dans I!?’E‘I(SX) et V() =oa .
C. Q. F. D.

DEFINITION 14. - On définit le sous-espace I de C(X) ainsi :

f={fec® | vx, ¥pemls), u(f) = £(x)1 .

v

On définit aussi le sous-espace H :

f=frec®) | ve>0, 8h , «cc ,h , 2

1 n ERIRRREE ,QpeH telles que,

si on pose g_:sup(ﬁl y eee s i’,p) et 'H=inf(h1 y eee s hn) ,

on ait &sfs-ﬁ, et -ﬁ-_ﬁise} .

LEGIE 12. - Soit N le plus petit cdne convexe fermé de c(X) , semi-réticuléd

inférieurenent, et contenant H .

Mors H=Nn (-1 et foH.Deplus, E(H) = B(H) .
11 est facile de voir que H =1 n (- N) . Comme f=N'n(-N) , ob
wo={r ] vx, vwengls) , wif) < f(x)]

est convexe fermé semi-réticulé inférieurement et contient H ,

>

v
MM >N,et EoH .

C. Q. F. D.
Remarque 8. - On utilise le fait que

~{f| ve>0, 3h ,...,h €H telles que f < inf(h, ,...,h ) <f +e€} .
1 n 1 n
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PROPOSITION 7. - Soit f € C(X) . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) £ et

£(x) ;

(b) ¥ xeXx, Vpue JRISI(KSX) , p(f)

(¢) Vxen, H(x)=f(x)=10(x) ;
(a) feH.
(a) => (b) est clair,

(b) => (e) résulte du lemme 11.

X

5 € H telles que

(¢) => (4) . ¥ xeX, ah’.f,h

~

h§.$ f < hf sur S(H) , et 0 < hf(x) - hg(x) <E .

Donc
ni(y) < B(y) = £(y) =Ee(y) < nj(y) , VyexX (lemme 10).

Donc, sur un voisinage UX de x ,
0< h}f(y) - h’;(y) <e .

On recouvre X par UX 9 soe 5 UX , alors
1 n

X. X, _ _
h=swph <fginfh =h,et h-h<e .,
Donc f € H .

(a) => (a) résulte du lemme 12,

C. Q. F. D.

COROLLAIRE. - Soit f € C[S(H)] . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

°

(a) f est H-résolutive :

S
(b) vxeX,et T ,u,el(6 ), ona ulf)=u,(f);
(¢) VxeX, EHf(x)=Hf(x) .
(a) => (b) est clair.
(b) => (c) résulte du lemme 11.

(¢) => (a) . Posons g(x) = Hf(x) = Hf(x) . g est s. c. i, et s. c. s., donc
continue. D'aprés le lemme 11,

Tx, Vpedle), ulr) =g ,
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et si x e s(H) ,
S
(8 .
6x € H(ox)
Donc g prolonge f , et ge 7.
C. Q. F. D.

THEOREME 8 (BAUER). - Soit H un sous—espace séparant de c(X) , contenant les

constantes. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

A
(a) H=H, et tout point de X ne posséde qu'une seule mesure harmonique 3
q q Mg 3

(0) rg(H) = cls(m)] .

(a) => (b) résulte du corollaire précédent.

(b) => (a) résulte du théortme 7 : le convexe compact Y de H' est un sim-
plexe de Bauer, et H est alors le maximunm de DH .
Co Qo F- Do

Remarque 9. - On peut montrer facilement que :

(a) B réticulé pour H => H=10;
(b) Le point x ne possdde qu'une seule mesure harmonique

<=> 7 fe o[s(u)] , Hf(x)=Ef(x) .

PROPOSITION 8. - E(H) = X <=> H = C(X) .

»n

Si fi=c(x), B(H) =E(H) =X . Inversement, si E(H) =X, ¥V x,

]

AN \
mH(éx) - {bx} y

>

donc H

]

c(x) .
¢. Q. F. D.

DEFINITION 15. - Supposons que H vérifie les hypothéses du théoréme 8, et soit

By la mesure harmonique d'un point x . Nous poserons

v < x <=> OSupport de uy < Support de My

y < X est une relation de préordre sur X .

On appellera part de x 1'ensemble P(x) = {y l v <x} .

LEMHE 13.
1° ¥ x, P(x) est fermée.
20 P(x) ={x} <=> xes(®) .

30 §x, P(x)ns(H) #0.
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PROPOSITION 9 (Principe du maximum strict). - Soit f € H . Si f atteint son

meximum en un point x , f est constante sur la part P(x) de x .

Cela résulte facilement du fait suivant (lui-méme facile & prouver) :

IEMME 14, - Si Y est un simplexe dans un espace localement convexe séparé E ,

notons Fx la plus petite face de Y contenant un point =x , alors, si Y est de

Bauer,

-

yeF, <=> Suppu, < Supp W, s

ol by et Py sont les mesures maximales de barycentres y et x .
En effet, on plonge X dans Y ¢ A

F={y| £y) =t(x)}={y | £(y) = sup f}={y | £y = sup £}
est une face de Y contenant x , donc contient Fx . Donc

¢-1[F no(X)] = f_l[f(x)] ) w—l[FX ne(X)] =P(x) => f= £f(x) sur P(x) .

Ie lemme 13 est alors immédiat.
C. Q. F. D.

PROPOSTIION 10. - Soit Y wun convexe compact d'un espace localement convexe sé-

paré E . 8i X est un fermé de Y , nous noterons HX 1'espace des restrictions

X des fonctions affines continues sur Y . Les propriétés suivantes sont alors

e

équivalentes :

(a) Y est un simplexe de Bauer.

(a') ¥ X fermé de Y contenant &(Y) , on a :

(1) Hx=ﬁ\x;

(2) Tout point de X est barycentre d'une mesure unique de M;[&ZYS] .

(a") 3 X fermé de Y contenant &(Y) , tel qu'on ait :

(1) By = ;
(2) Tout point de X est barycentre d'une mesure unique de M;[SiY;] .

Démonstration.
(a) => (a') => (a") est trivial, car si (a) est vraie,
i ——> H —> cl&(Y)]
(a") => (a) résulte du théordme 8, et du fait que la restriction

T HY o HX
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est une isométrie qui transporte 1l'ordre, car X 2 &(Y) .
CQ Q. F- Do

Remarque 10. - Cette proposition, qui compleéte utilement le théordme 6, peut se
traduire en terme de frontidre de Silov, pour compléter le théoréme 8 : la condi-
tion (a) peut y 8tre remplacde par la méme condition pour HF s, trace de H sur un
fermé F contenant S(H) , et pour les mesures harmoniques des points de F seu-

lement.

La proposition 10 montre la nécessité de 1l'hypothdse H = H dans le théoréme 8.

Exemple @ Y = un carré de g? ; X = 1le bord 3Y du carré. Tout point de X

. . N
est barycentre d'une mesure unique de MI[&(Y}] , mais ﬁ% # By (fe B <=>
f affine sur chaque c8té du carré), et Y n'est pas un simplexe.

6. Le probldme de Dirichlet dans le cas linéairement séparant.

Dans cette partie, H est toujours un sous-espace séparant de ¢(X) , mais on
ne suppose plus qu'il contienne les constantes. Mais s'il existe h dans H ,
h >0, l'espace H/h des f/h , pour f € H , contient les constantes, lMais il ne
sépare pas nécessairement X . D'ou l'introduction de la condition de séparation

linéaire, plus forte que la séparation.

DEFINITION 16. - Soit H un sous-espace de C(X) . Nous dirons que H est li-

néairement séparant si

(IS) Vx#y, Y 2xeR, 3feH telle que f(x) # A(y) .

Si H est séparant, et si 1 € H, alors H est lindairement séparant.

LEMUE 15. - Si H est un sous-espace séparant de C(X) , soit ¢(X) 1'image de

X dans H' par l'application x —> 5X .

Si H' est muni de o(H' , H) , le cdne convexe fermé engendré par @(X) est

H'Y . C'est aussi celui engendré par Y , enveloppe convexe fermée de o(X) .

En effet, £ >0 sur o(X) <=> f >0 sur H't (HAHN-BANACH).
Cc Qc Fo D-

Le premier probldme qui se pose est de savoir si 0 € m(X) .

PROPOSITION 11. - Sous les hypothéses du lemme 15, considérons les propriétés :

(1) E=8"-8%;
(2) B'Y est saillant ;
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(3) 0 ¢ o(X) ;
(4) 0 €7

(5) Les fonctions de H n'ont pas de zéro commun ;

(6) I1 y a dans H une fonction strictement positive ;

(7) H'" a une base compacte.

AMors, (1) ==> (2) , et si (2) est vraie :
(3) <=> (4) <=> (5) <=> (6) => (7) .

Enfin, (6) => (1) .

(1) => (2), (5) <=> (3) et (4) => (3) sont évidents. (4) <= (6)
par HAHN-BANACH. Si (2) est vraie, et si 0 € Y , alors 0 e &(Y) donc 0 e ¢(X).
Donc (3) => (4) si (2) est vraie. (6) => (1) est facile, et '

(6) => (7) est clair : si h>0 sur X, (£ eH'T | 4(h) =1} est une base
compacte de H'Y .
C. Q. F. D,

DEFINITION 17. - Soit H un sous-—espace de C(X) , lindairement séparant. On ap-

pelle frontidre lindaire de H 1'ensemble

(i) ={xeX | pel(X) et p(f) =f(x), vfeH => p=2571 .

Le théordme de base est dfi & G. CHOQUET (cf. [9]).

THEORILE 9 (CHOQUET). - Soit H un sous-espace de C(X) , lindairement séparant.

1o L(E) c B(H) , et si 1 €8, L(H) =E(H) .

w

20 ¥ h>0 de ¢(x), L(E) = L(ni) .

30 L(H) = N B(nH) .
>0
het (X

4° Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) L(H) #0 ;
(b) 3h>0 dans H ;
(¢) H=mnt-g" ;
(a) H'" est saillant.

5051 L(H) #§ , alors ¥ h >0, L(H) =B() .

Démonstration.

1° Evident.
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20 (1) s wte) =£(x) , vfeE <= (8): [en(x) 2 =alx), 1 gem.

() 2 w=5_ <=> (B'): n(x) &

i

5, -
x € L(H) <=> {(A) => (o)} <=> {(B) => (B')} <=> x e L(hH) .
30 L(H) cB(hH) , ¥ h>0 de C(X) , d'aprds 1° et 2°,

Soit x £1L(H) . dp, >0 telle que ,.;.X(f) =f(x) , v feH, et by # 8
ihec(X), h>0, telle que h(x) xf,@_h%_=1 . Posons \)X=h(x) x%.
v, € M‘l“(x) , v, #3851 nf enll, v (bf) =n(x) u(r) = (u£)(x) . Done
b4 é E(hH) .

4° et 5° L'hypothdse (LS) implique que H sépare X , et que les fonctions de

H n'ont pas de zéro commun.

D'aprds la proposition 11, (b) <=> (c) <=> (d) . 5i (b) est vraie, H/h

sépare X , et contient 1 , donc, d'aprés 1° ét 2°,
. H
L(H) =E(3) #8 «
Donc (b) => (a) .

Supposons (v) fausse. Alors 0 €Y . Or 0 ¢ @(X (ef. proposition 10). Donc

)
44 >0 sur X , non ponctuelle, telle que p(f) =0, VfeH . Donc,
v xeX, (u+6x)(f)=f(x), vfeH .

Donc L(H) =@ . Donc (a) => (b) , et 5° est démontrée.
C. Q¢ F. D.

Remarque 11. - Il est facile de voir que, si L(H) #¢ , on a :
L(H) = o(X) n&(d'*) =1 n ga'")

(aprés plongement dans H' ).

THEOREME 10. - Soit H wun sous-espace de C(X) , fermé, lindairement séparant,

et réticulé pour l'ordre de HT . Alors :

1° L(H) est fermée, non vide

20 x e L(H) <=> (f ~g)(x) =inf[f(x) , g(x)] , ¥V f eH ;

30 L'application restriction : H —> C[L(H)] est bijective ;

4° Y h>0 dans H , L(H)=S(%)=E(%) .

En effet, H réticulé => H=H -H . Donc L(H) #f . Soit h>0, h €H.

-% est réticulé, séparant, et contient 1 . D'aprés le théoréme 7,
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r.

et n > @]

=l

est bijective. D'ou la conclusion.
C. Q. F. D,

COROLLAIRE 1 (KAKUTANI). - Soit X un espace compact. Tout "sous-espace réticu-

16" de C(X) , linéairement séparant, est dense dans c¢(x) .

COROLLAIRE 2 (CHOQUET-DENY). - Soit X un espace compact. Tout soua-cdne convexe
de c(Z) , semi-réticulé inférieurement et linéairement séparant est total dans
c(x) . (cf. [10],)

7. Prontidres d'un cbne convexe de foncticns continues.

DEFINITION 18. - Soient X wun espace compact, C un cdne convexe de fonctions

continues sur X .

On appelle frontiére de Choguet de C , l'ensemble

B(c) ={xeX | pe M:(X) et w(f) 2f(x), vfeC = p=571 .

On appelle frontitre de éilov de C , le plus petit fermé mazimisant pour C ,

s(c) , s'il existe.

Un théordme de Bauer affirme l'existence de la frontiére de Silov dans un cas
trés général, pour un ensemble de fonctions semi-continues supérieuremnent (cf. [1]
ou [24]). Ilous n'aurons besoin que d'un cas trées particulier (et MOKOBODZKI & mon-
tré que le cas général pouvait se ramener a celui-ci). Nous utiliserons la méthode

des convexes compacts ordonnés pour démontrer ce cas particulier.

Soient B un espace localement convexe séparé, et K un convexe compact de E .

£ : . ot
On suppose que B est ordonné par un cdne convexe saillant ferme E .

LEMME 16. - K ordonné par l'ordre induit est inductif vers le bas et vers le

haut. On posera :
5(K)

(K)

{xeX| z maximal} ={x ek | (x+ EY) nx

[
~—~—
[¥)
s
feew]
e

{x € X ]| x ninimal) ={xek | (x- E) nk

]
~=
™
et
ot
L ]

Ctest immédiat.

PROPOSITION 12. - Scient A le ¢dne des traces sur XK des fonctions affines

continues sur E , croissantes, et AO le cdne des traces sur X des fonctions

linéaires continues sur E , positives (AO =E'" , A= AO +.§) . Alors :
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E(A) = E(AO) = (k) n &(K) ~ s(a) = S(AQ) = 8(4) .

Toute fonction de A ou de AO atteint son maximum sur ®(A) .

Dénonstration. = D'abord, il est clair que les frontiéres sont les mémes pour A

et AO .

10 Soit f € A , et soit m = mex f(x) ,
xeX

{x | £(x) =a} n 1K) n &) # 8

ge démontre de la fagon suivante : on "zornifie" sur la famille § des variétés
d'appui de K :
[(1) velx | fx)=mn)
Ves <=> < (2) V est variété d'appui fermée de X
(3) vzevank, (x+E)nxcv,
{x | £(x) = z} € §, et § , ordonnde par inclusion, est inductive vers le bas.
Un élément V minimal est réduit & un point {x} (par 1l'absurde, avec HAHN=-
BANACH). Alors x € T(K) n &(X) . Donc f atteint son maximum sur M(X) n &(K) .

Remarque 12. = On peut sussi "zornifier" sur les "faces croissantes" incluses
dans {x i f(x) =u} NnKs: LcX ezt une face croissante si L est convexe fer-

mée, et vérifie :
X, + X

1 2 . v o= .
() > el, xy et X, € X => xl et X, €L ;
Ia) - = ~ PR T
(8) x, 6L, x,€X et x, 2% => x,€L.

Cette méthode permettrait de montrer que la proposition 11 est aussi valable pour

1l'espace A?K) des fonctions affines continues sur X , croissantes.
29 ﬁfﬁjﬁq—gzgj est donc maximisant.
Soit F un fermé de X maximisant, et soit a € M(K) n &(K) . Supposons a ¢ T.
AMors a ¢ G, enveloppe convexe fermée de F (car a € &(X) ).
aemr) = (a+E)nk=1{a) .

Donc (a +EN AnG =g .Donc 3 fe A telleque fla) =0 et £<O sur G, et
G n'est pas maximisant. Donc a € F . Donc &(K) N&(K) € F , et &(XK) N (%) est
bien la frontiére de éilov s(a) de A .

30 (a) E(a) ¢ 5(K) résulte de la définition de E(A) , et de la remarque 7.

(b) Si yekK, y>x,alors ¥ €4, b (f) 21(x),et &

£ oy -
Donc x £ u(A) . Donc E(a) € M(K) . Par suite, E(4) c &X) n mK) .

y

(¢) Réciproquement, supposons que a € &X) n M(K) , et que a £ E(4) .
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Donc 3y € MI(K) y W F 6a , telle que w(f) >f(a) , VaehA.Soit b 1le bary-
centre de p . beK, w#s, et ae 5(K) => b#£a.
a e m(K) => b é a + E+ .
Donc @ f € A telle que f(a) =0, f£(b) <0 , soit : w(f) < f(a) , ce qui est
impossible. Donc
5(%) nm(x) « B(a) .
C. Q. F. D.

THEOREME 11. - Soient X un espace compact, et C un sous-c8ne convexe de

C+(X) , séparant, et vérifiant :

(p) (c-c)"=c .

Alors la frontidre de Choquet E(C) de C est non vide, toute fonction de C
atteint son maximum sur E(C) , 33 EZC; est la frontidre de §ilov S(C) de C .

De plus, E(C) < E(C -¢C) .

Démonstration. - On plonge X dans (c-¢C)'+ par ©® : x —> éx , et on ap-

plique la proposition 11 a (c - C)' et & l'enveloppe convexe fermée Y de ¢(X)
dans (C - €)' muni de la topologie de la dualité.
Ce Q. F. D,

On peut aussi énoncer le théoréme sous la forme suivante :

PROPOSITION 13. - Soit H wun sous-—espace séparant de C(X) , vérifiant

(D) H=H -8 .

(a) alors E(EY) £ ¢, s(") =E(HE") , toute fonction de Y atteint son maxi-

mum sur E(E') .

() E(-E) £4, s(-H) =E(- ) est le plus petit ensemble fermé minimi-
sant pour H+ , et toute fonction de H+ atteint son minimum sur E(— H+) .

(¢) B(EY) U B(- ¥Y) c E(®) .

C'est & peu prés évident : si Y est 1l'enveloppe convexe fermée de @(X) dans
H'

B(E) = &(Y) ; B(g") = &(¥) n m(Y) ; E(- 5) = &) na(Y) .
C, Q. F. D.

Remarque 13. -~ Si les fonctions de H ont un zéro commun a , alors

E(- E) = {a} .
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Si une génératrice extrémale d de gt coupe Y , suivant un segment (a ’ b) ,
glors b e B(E") et a e B(-H) .

‘ ‘ +
LEMME 17. - Soit E un espace localement convexe séparé, ordonné par un cdne E

’ . . +
fermé. Si K est un chapeau universel de E , alors :

MK) = Z = 8(K) ~ {0} , co-spectre de E (cf. définition 7) ; W(K) = {0} .

C'est immédiat.

8. Le probldéme de Dirichlet dans le cas général d'un espace réticulé.

Nous allons appliquer les résultats du paragraphe précédent & un sous-espace de

c(X) réticulé pour son ordre propre.

THEOREME 12. - Soit H un sous-espace fermé et séparent de c(X) , vérifiant :

(R) H est réticulé pour 1l'ordre de gt 5

(7) Bt = {red" | |f]l €1} est filtrante croissante.
[HHh

Alors :

10 La frontidre de Choquet de H : Z = E(H') est non vide, c'est un Gy de
7 = S(gY) , frontidre de ilov de n .

2cB(H) ; vxe€eZ, Vf,geHB: (fag)lx)=1inf[f(x) , elx)] .

Toute fonction de H atteint le maximum de sa valeur absolue (ponctuelle) sur 7 .

20 Les restrictions des fonctions de H & 7 forment un espace KX-canonique fort

CZ(E', Ao, u)

et la restriction est une isométrie de Banach réticulés.

3% Si les fonctions de H n'ont pas de zéro commun, iq{ h(x) >0 .
X€Z
4° 8i X est métrisable, 1l'espace K-canonique de 2° vérifie de plus :

vxe€Z, dfel telle que f(x) =1 et fly)<1, Vy#x .

Démonstration. - Si f € H , notons 7 oet £ les quantités tf=rvo ,

£~ = (- f) v O . Posons

wie) = |£ v (= D))}, -
Si }f} est la valeur absoluec ponctuelle de f , ona O < !f] <fv (-f) . Done

el < (o)
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La condition (F) est équivalente & : ¥ f , g €H' , e v gl =supitl , |lgl]) .
D'ol :

i(e) = s, 157

N est, sur H , une norme plus fine que la norme uniforme lfH .

Soit H 1le complété de H pour la norme i . Il est facile de voir que c'est un

M-espace de Kakutani. Dans H , On posera
K={s et | llg <1}, et 2 =28 ~ {0} ,
spectre de H .

D'aprds le théordme 5, H > C,,(.Z' , » , u) pour l'ordre, et c'est une iso-
od

nétrie (pour les normes N sur 1 et uniforme dans c(z) ).

Soit x €X . éx est linéaire continue sur H muni de la norme uniforme, donc

sur H muni de N, donc se prolonge en &_ e ' .

On a méne -zs_;e'l-'{-'+,et H-S;‘l"sl => E;EK.Posons : x —> 3;.

®: %L —> K muni de o(H' , H) est un homdomorphisme de X sur o(X) .
Comme H sépare X , elle est injective, et elle est continue. De plus, sur

o(X) , o , H) coincide avec o(T' , H) (séparde sur o(X) ).

-t , —t - .

H est 1'adhérence de H dans H , pour la norme N , donc pour la norme uni-
forme sur % , donc sur K . Donc, en tant que clnes de fonctions continues sur K,
. . + : '-'r".' n . N ~
il est clair que H et H ont méme frontidre de Choquet dans X . Or celle de

At est Z (lemme 17 et proposition 12). Donc

7 =

b

(H+) (dans X ).
Or, si f € H+ y

N(f) = sup £f(x) = __sup (£ , 5—X’) =sup () .
xel ¢ _eon(X) LeK

Done cp(X) est un fermé maximisant pour il . Donc
7 < @(X) .

Soit feH . N(f) = sup(ﬂfﬂ’; » IE7}) = sup(max 7, max f7) . Or, sur 7,
Z Z

(f ~g)(8) = inf[£(x) , g(x)], v £, g€ .
Done, sur 2 ,
£7 = sup(f , 0) et £ = sup(- £ , 0) .
D'ou :

N(f) = sup || = max |f] < |-
Z Z



12-29
Dot N(f) = ||t]|_ , et H=H, ®E' =H', ete.

D'aprés le théordme 11 (ou la proposition 13), Z est donc frontidre de Choquet

de H+ dans X , et, de plus, V f € H , ifl atteint son maximum sur Z .

Si les fonctions de “ n'ont pas de zéro commun, il résulte de la proposition 2

que inf AMz) >0 .
xX€Z
Enfin, de la remarque 6, on déduit que, si X est métrisable, 1l'espace

CZ(Z , A, u) vérifie la propriété de 1'énoncé.
C. Q. F. D
Remarque 14.
(a) Le sous-ensemble de C(X) :

*t1={|n] | ne

v - #
possdde une frontidre de Silov : 2 = S H) .

(b) La réciproque de 3° est fausse.

Exemple : X = (o ’ 1] , 0Lao<1l. H est l'ensemble des traces sur X des
formes linéaires sur R .
B =>R, K=>(0,1), X = («, 1), Z=z2-">{1], E-c(z)=>R.
Done A =1 . Pourtant, si o = O , les fonctions de H ont un zéro commun.
(¢) En général, 7 # EB(I) et 2z # E(- H+) . Dans 1'exemple précédent :
z=8(#") = {13, B(-E) ={o}, B(H) ={a} v{1} .

(a) inf(f , g) et f A g cofncident non seulement sur Z , mais aussi sur tout
point de @(X) n &(H'+) (caractérisé par cette propriété). Clest la raison pour
laguelle il est faux que, lorsque H est un "sous-espace réticulé" séparant, H
soit un espace K-canonique sur X . Un contre-exemple est fourni par l'espace H

de (¢) (cf. proposition 16).

Nous avons vu que toute fonction de "H={|n] | heHl atteint son meximum sur

Z , et a donc Z pour frontidre de Silov. On a de mdme :

.

PROPOSITION 14 (Principe du maximum positif). -~ Toute fonction de H gqui a un

maximum > O 1l'atteint en au moins un point de Z . Donc, si

Hy={ne® | n #0} ,

H, a une frontidre de Silov :

¥

S(H* =7 .
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Démonstration. - Soit h € H, , L =h' -h . Soit

m = max h+ >0, 4Ax€eZ tel que h+(x) =m .

Or, sur % , l'ordre propre et 1l'ordre ponctuel coincident. Donc h(x) =0,
ng ht ¢ nf(x) = h(zx) . Donc
h(x) = max h .
c. Q,o ¥, D.

On peut préciser la nature de 7 lorsque l'espace H , outre les hypothéses du

théoréme 12, vérifie l'hypothdse de séparation linéaire.

PROPOSITION 15. - Soit H un sous-espace fermé et séparant de c(x) , vérifiant

les hypothdses (R) et (F) du théordme 12, et, de plus :

(1s) H est lindairement séparant.

Alors :

(a) 2z =E(E") = L(H) frontidre lindaire de H . % est fermé, ot

xez <=> f aglzx)=inf[f(x) , alx)] .

(v) La restriction T —> ¢(z) est une isométrie de Banach réticulés.

C'est immédiat 3 partir des théordmes 9 et 12, et des remarques 11 et 14 (a).

Remarque 15.
(a) Sous les hypoth®ses de la proposition 15, il est faux que E(H) = E(H+) ’

clest-a-dire que la fonction 1 € H . Mais il existe hO € H telle que ho

m
-

sur Z .

Exemple @
X cR®: x={(1,o)}u{(o,l)}U{(-l-,%)} .

H est 1'ensemble des traces sur X des fonctions linéaires sur §2 .
B => R°; K={lzxl +lyl st n{zz20}niyz0} .
z=1{(1,0)%}u{(0, 1)} est fermé, c'est L{H) . Mais 1 ¢ H .

(b) A partir de la proposition 15, on retrouve le corollaire 1 du théordme 10.

Bxemple : X =(0, 1) . H={fe cx) | (L) = l—f(l) (exemple de la remar-
Pesitnd S A 2 2

que 3). C'est un espace X-canonique fort, et

Y o> MZ((O , 1)) ot z=(0, 1) {-;-}

Z=0,1). B(-8)=(0,1(. BH) =s(8)=(00,1).



PROPOSITION 16. - Soit H un "sous-espace réticuld" fermé et séparant de C(X) .

Alors Z = E(H') existe, et la restriction

E —> ¢(2)
est une isométrie de Banach réticulés de H sur un espace K=-canonique

CZ(-,X,u) .

De plus, A et u ont des prolongements a X:

L~

X: X — (0,1), A<1 sur X7 , semi-continue inférieurement,

U: XN2 —> Z, borélienne,
tels que
E={fec®) | vyex~z, £(y) =%y tfuy)] (et £(a) =0 si X(a) =0)} ,

et ce sont les seules "relations linéaires ponctuelles" que vérifie H (hormis

celles qui se déduisent de celles-13).

Cela résulte de 1la remarque 14 (d) : o(X) c &H'*) , done VvV yeo(X) , y#0,
I%y) €)0, 1) et Uly) €z tels que y = Ay) Uy) .

y —> AMy) =2\.K(y) (cz. lemme i) est s. c. i., et ¥ —> ul(y) =-)f§_ﬂ est
borélienne., Sur Z2 , A=A, u=1u. .

Enfin, H est bien l'ensemble des fonctions f de ¢(X) vérifient les rela-
tions f£(y) = Ay) £f[U(y)] , parce que la restriction a 7 &tablit une bijection
entre H et CZ(.Z- , A, u) . Il n'ya pas d'autres relations du type f(y) = kf(z)
parce que @(X) © g(a'™t) .

C. Q. F. D.

Remarque 16. - H n'est donc pas, en général, un espace K-canonique sur X . Ce
serait vrai si X =2 , c'est-d-dire si Vxe X, V V voisinagede x, 3y €V

tel que :

(£(z) > f(y) , Vfe B} = {z=y} .

COROLLAIRE (KAKUTAl\II). - Soient X wun espace compact, et H un "gous-espace ré-
ticulé" et fermé de C(X) .

Alors les é1éments de H vérifient une famille de relations de la forme

f(xi) = Ay f(xi) , A € (c,1) ,

et si on considére toutes les relations de cette forme vérifiées par H , H est

exactement 1'espace des fonctions continues vérifiant ces relations.
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Si H est séparant, c'est la proposition 16.
Sinon, soit R 1la relation d'équivalence sur X :

xRy <=> Vfen, £(z)==(y) .

L3

Soient X = X/R ,et 6 : X —> X 1l'application canonique sur le quotient.

Toute fonction f de H passe au quotient en f sur % , continue, et
E={Ff| fenr
est un sous-espace séparant réticulé et fermé pour la norme uniforme de c(X) , et

le corollaire sera démontré par la proposition 16 si on sait que X est compact.

I1 suffit de montrer que £ est séparé. Soit

~

\v H i —_ EH H ;( —_— (f‘(i)\’a S .
fel

¢ est continue injective, Eﬁ est séparé, donc % est séparé.
C. Q. F. D.

Nous allons maintenant aborder le cas ou H n'est plus réticulé, mais ou H'

1'est. Avant, nous allons exposer la théorie des espaces simpliciaux, due a EFFROS

(ef. [15]).

9, Les espaces simpliciaux.

Montrons d'abord un théordme qui renforce un lemme de KADISON (ef. [19]).

THEORMIE 13. - Soit E un espace normé, de dual E' . Soit X un ensemble de

E' , convexe, semi-équilibré, compact pour o(B' , E) , et posons B=X-X , On

munit X de la topologie o(E' , B) . Soit AO(X) 1'espace des fonctions affines

continues sur X , nulles en O , muni de la norme de la convergence uniforme sur
X .

Si B est absorbant, AO(X) est isomorphe au complété B de B .

Démonstration.

(a) B est la boule unité d'une norme sur E' . Pour la topologie GB cor-
respondante, E' est un espace de Banach, car G, est plus fine que o(B' , E) .
Or, si SN est la topologie forte de E' , E' est aussi un Banach pour GN , et

Gy est plus fine que o(E' , E) . D'aprés le théordme du graphe fermé, Gy = &y .

Si BO est la boule unité pour la norme ordinaire sur E' , il existe un sca-

laire A >0 tel que
(I/X)BO < BCAB, .
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S .){. ~
(b) Soit f € AO(X) . AMors f a un prolongement f €E' , unique. f'X =f
est continue sur X pour o(E' , B) . I1 en résulte facilement que ‘ng est con-

tinue pour o(E‘ ’ E) (prendre uﬁ ultrafiltre sur B ).
Done 4fIB est continue pour o(E* , E) . Par suite, la restriction de T a
0

toute partie équicontinue, c'est-d-dire bornée en norme, de E' , est continue pour
o(E' , E) . D'aprds un théoréme de GROTHENDIECK caractérisant le complété d'un es-

pace localement convexe séparé, © € (ef. [17]).

(¢) On a donc une bijection naturelle AO(X) —.> E . D'aprés ce méme théo-
réme, la topologie de ﬁ est la topologie de la convergence uniforme sur les par-
ties équicontinues de E' , c'est-d-dire sur B, . Donec AO(X) —> E est conti-

nue, donc bicontinue d'aprdés le théoréme de Banach.
CO Qo Fo Dc

COROLLAIRE, - Soit E un espace normé, de dual E' , et soit H un hyperplan

affine de E' , ne contenant pas O , et fermé pour o(E' , E) . Soit Y un con-

vexe compact de H , pour o(E' , E) , et posons X= U AY.S8i B=X-X
01
o8t absorbant, alors A(Y) , espace des fonctions affines o(E' , E)-continues sur

Y , muni de la convergence uniforme, est isomorphe au complété £ de E .

(On utilise le fait qu'une droite supplémentaire de H est supplémentaire topo-

logique pour o(E' , E) .)

Les espaces simpliciaux, que nous allons étudier dans ce paragraphe, ont été in-
troduits par EFFROS dans [15].

DEFINITION 19. - On appelle espace simplicial, un espace de Banach ordonné E
tel que :
(a) EY est fermé ;

(b) Le dual B! de E , pour la norme et l'ordre duaux, est un L-espace de
Kakutani.

LEITIE 18. - Tout M-espace de Kakutani est un espace simplicial.

Cela résulte du lemme 8.

DEFINITION 20. - 3i E est un espace simplicial, on posera :

K={seB" | |4s1} .

K est un chapeau universel de E'Y pour o(E' , E) , et

L(K) = {£ € B'* | lel] = 13 .
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K est un simplexe. Z = &(X) ™ {0} s'appelle le spectre de E .

DEFINITION 21. - Un élément e d'un espace simplicial E est dit é1ément unité
si

LK) =Bt n{ser | 4 ,e)=1} .

eeET » bien sfir. Si E est un M-espace de Kekutani, cette définition coincide

avec la définition entérieure (cf. définition 7).

PROPOSITION 17.

1° Si E est un espace simplicial, E est isomorphe pour la topologie et 1'or-

dre, & A (K) . Bn particulier, E vérifie le lemme de décomposition de Riesz. Si
gre, & Ay D P »i

E possdde un éldment unité, E est isomorphe & A[L(K)] .

2° 8i E est un espace simplicial, et si L(K) est fermé, E possdde un élé-

ment unité.

Démonstration.

1° résulte du théoréme 13 et de son corollaire, et du fait que, pour un simplexe
K, A(K) vérifie le lemme de Riesz (cf. [11], et théoréme 18),

2° La norme . sur K est semi-continue inférieurement. Montrons qu'elle est

aussi semi~continue supérieurement :

N

{2 | 8(#) 2} ={M | 2eL(RK), aghgi)}

est compact, donc fermé. Donc N est continue affine sur X , donec N e AE(K) .

Donc i e € E, correspondant & N , d'aprés 1°, tel que e =1 sur L(K) .

Ce Q. Fo D.

PROPOSITION 18. - Soit E' un L-espace de Kakutani, dual d'un espace de Banach
E ordonné, et soit K 1le chapeau (pour o(E' , E) ) : {x | IIxl <1 et x>0},

Si B' est la boule unité de E' , alors B' est l'enveloppe convexe de
Ku(-x): B =aKu(-XK)].

(a) si ||z|| = ||x"]| + iz7ll =1 , posons
T oA

(si x" et x" # 0, sinon il est clair que x e Ku (-K) ). S ux+“ = A,
l=ll =1 -2, et x=Ay+(1-2)(~2), y et z€X.Donc B*cA[KuU(-K)].

(b) soit x=Ay + (1 = A)(~2) e Alx v (~-K)] .
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Xx=x -x , et x+.$ Ay , x £ (1 -0z,
=l = [+ =T < Mgl + (0 =)l s 0
Donc A[K u(-K)] < B' .

C. Q. F. D.

COROLLAIRE. - Si E' est un L-espace de Kakutani dual d'un espace de Banach or-
+
t

donné E , et si B' est sa boule unité, et K =B' nE'" , alors

&5(B') = &(K) u &(- X) .

LEMME 19. - Soit E un espace simplicial. Pour tout x € E tel que |x|| =1,

il existe m € E'" telle que |lufl =1 et |m(x)] =1 .
En effet, 34 € E' telle que ||#|| =1 et 4&(x) =1,
b=8" -0, el =
Posons [l47]| =, 47| = w ,
25(x) - 27(x) =
or [47(x)] €A et [27(x)| <u . Done £¥(x)

L+ -
si 2t #0, n= fx- convient. Si 4~ #0, m = %; convient,

fay
ve

]

Aet £7(x) =-p .

C' Q. Fo D.

. . - £ .
Remarque 17. - 51 x est 20, et si 4L # 0, en posant m =']T , on aurait
m(x) =~1, pour m 20 et x>0, ce qui est absurde. On a donc montré en méme

temps
M=l =1, =20, Jjgf=1 et 4(x) =1 = 220 .

C'est une propriété que KAKUTANI avait montrée dans le cas des M-espaces.

PROPOSITION 19. - Si E est un espace simplicial, alors 1l'isomorphisme entre E

et AO(K) est une isométrie. De méme entre E et A[L(K)], si E possdde un
élément unité.

En effet, il est clair que HXHE 2 HXHAO(K) . Le lemme 19 prouve i'égalité.

COROLLAIRE. - Si E est un espace simplicial, sa norme est croissante sur oA .

Avant d'aborder la caractérisation des espaces simpliciaux, nous aurons besoin de

plusieurs lemmes sur les convexes compacts.
LEMME 20.

(a)<§i X est un convexe compact d'un espace localement convexe séparé E , et
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si ¢ est affine gemi~continue inférieurement sur X , l'ensemble % des fonc-

tions affines continues minorant strictement ¢ est filtrant croissant, et

sup §=¢ .

(b) si ¢ est convexe semi~-continue supérieurement sur X , l'encemble @& des

fonctions convexes continues msjorant strictement ¢ est filtrant décroissant, et
inf §=1¢

Ce lemme est a9 & MOKORODZKI. On en trouvera une démonstration dans [27].

LEIIE 21.

(a) S0it g concave s. c. i. sur X convexe compact. V p € M:(X) , de barycen-

tre x ,

ple) < alx) .

(b) Soit (I‘i)ieI une famille filtrante décroissante de fonctions s. c. s, sur

X , telle que inf fi s0it minoré. Alors

inf Ii =inf f. .
Ao

(c) Soit ¢ wune fonction convexe s. c. s. sur X , minorée. Soit W maximale au
sens de G. CHOQUET, u € MI(X) . Alors

w(®)

1]

plo) .

(a) g=sup § ou § est l'ensemble des fonctions concaves continues h , h<g

p(g) = sup w(h) . p(h) € n(x) . sup h(x) = g(x) .
hed hed
Donc p(g) < glx) .
(b) Posons
f=inf £ . f(x) = sup w(f) .
i€l -barycentre de w=x

Or l'ensemble K _ des mesures de MI(X) de barycentre x est un compact vague.

<w

f; B —> p(fi) et ’F o —> u(f)

~

prolongent f et fi au compact K , et f; et f sont s. ¢. s. sur KX , et
f = inf fi .
Alors il est facile de voir que

inf sup fi(p) = sup inf f;(u)
i€l pek, wek, iel

(utiliser une famille filtrante décroissante de compacts dans 1l'espace X x R ).
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Soit

inf f;(x) = sup 'f(p) = %(x) .
iel ger

(c) Q= ing h, ou & est l'ensemble des fonctions convexes contimies h > @ .
Done, d'aprgz (v),
®=inf A, et w(®) = inf p(h) .
Or, si W est maximale, p(ﬁ) = u(h) . Donc
w(@) = inf p(n) = ulinf 1] = ule) .
C. Q. F. D.
LENiE 22.

(a) Si f est convexe s. c. s. minorée, et g concave s. c. i. majorée, sur X,

et si f g g, alors f<g (v g==(D).

(b) 8i X est un simplexe, et si f est convexe s. c. s. minorde, alors f est

affine.
(a) §(X)-S sup w(f) < sup ulg) < glx) ataprds le lemme 21 (a).

barycentre de p=x .
Donc f.s g , et la méme démonstration prouve que f g g .

(b) £=infh od & ={h convexes continues | h > f} , et § est filtrant
hes
déeroissant. D'aprés le lemme 21 (b) :

A

f=infh .

Les h sont affines, puisque X est un simplexe, et les h sont filtrants dé-
croissants. Donc inf h est affine, et © aussi.
C. Q. F. D,

LEMIE 25. - Si X est un simplexe, et P une face de X , soit ¢ une fonction

™

3 - Ve ‘
convexe s. c. S. sur X , affine sur ¥ , et minorde sur X . Alors ¢=¢ sur F .

& est affine s. c. s. (lemme 22 (b)). Soit x € F , et soit My la mesure maxi-

male de barycentre x . Puisque & est affine s. c. s.,

]

o(x) = u_(o) .
Puisque Py est maximale,
wx($) = b, (¢) (lemme 21 (c)).

¥ est une face, donc Sux < F , donc



12-38
p»x(cp) = ux(mlF) .
¢ est affine sur F , donc px(wlF) = wiw(x) = p(x) . D'ou

C. Q. F. D.

Nous pouvons maintenant démontrer un théoréme dd & EDWARDS (cf. [13], [14]). Wous

utiliserons un point de vue plus géométrique que le sien.

THEOREME 14 (EDWARDS). - Soit X un simplexe d'un espace localement convexe s5é—

paré. Soient ¢ une fonction convexe s. c. s. et ¢ une fonction concave s. c. i.,

telles que

CPS"“; .

Alors, il existe une fonction affine continue h telle que

Démonstration.

1° I1 est clair qu'on peut supposer o et ¢ bornées. D'aprés le lemme 22 (a),
é < % , et dlaprés le lemme 22 (b), $ et % sont affines. I1 suffit donc de

trouver h telle que

Gy
<

£hsgy .

2° $ < % + 1 , affine s. ¢. i. En utilisant le lemme 20 (a), on voit que les
compacts {x | f£(x) € o(x)} , pour f affine contime, f < § + 1 , forment une
famille filtrante décroissante d'intersection vide. Donc 1l'un d'eux est vide. Donc

i h1 affine continue telle que

o< hy <§+1 .

3% Construisons hn par récurrence. Supposons trouviées h1 , h , h. af-

2 ’ LN n
fines continues telles que
1

-hlls =g -

. - v 1 1}
Vp<gn <h <y + et h

p » P <, <y o1 12pmq
Alors

- 1 . 1y _
fl = sup(o , hn - —K) < 1nf(hn y ¥ +~;H) = f2 .

2
Supposons qu'on ait montré f} <‘?; . F. est affine s. c. 8., ¥, affine

1 2
s. ¢. i., donc, comme au 2°, on peut trouver hn+1 telle que
Pl ~/
gty <Bhy,y <f <1

dtou
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IS v 1 1
O by <Pegoet iy -hll<o
4° On a ainsi construit une suite hn de Cauchy dans A(X) , vérifiant
» - 1 .
$<h < § + T h —> he A(X) ,

et

ssoshsisy .
50 I1 reste donc a montrer que :

Si o et f sont affines s. ¢. s., B et g affines s. c. i., sur X sim-

plexe, et si

A =suplf , o) <inflg , B) =p ,

alors
sup £ , @) < inf(g , B) .
Toutes les fonctions étant borades, placons-nous dans l'espace compact
Xx(-M, + M) , et utilisons, pour une fonction 6 : X —> (=M, + M) , les

ensembles
Ay = {((x,0N) ] xA20e(x)] et By = {(x,2) | rgo(x)} ,

et les ensembles Ké et é; ¢éfinis de facon analogue, avec les inégalités

strictes.

BX est inclus dans l'envelcppe convexe de Bf U Ba , qui est compact, et inclus

dans ﬁd n B . Done
g B

A<inf(g, B) =p .

X est affine, donc &i est convexe, et contient A U A donc leur enveloppe

g . B’
convexe, compacte, qui contient elle-méme A& « Donc A<y .

C. Q. F. D.

Remarque 18. - Si ¢ < ¢ , il est clair qu'on peut choisir h telle que

COROLLAIRE 1. - Soient X un simplexe, et F une face de X . Si ¢ est con-

vexe s. ¢, 8., affine comiinuc sur F , et si g est concave s. c¢c. 1., telles que

P < g, alors il existe I affine continue telle que

op<hg<g, =h sur F.,

Ce lemme généralise un lemme 4'EFFROS (cf. [15]). Posons

b=egxlygptoxly -
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¢ est concave s. ¢c. i., ® < § , et y =c¢ sur F ., D'aprés le théorsme précédent

il existe h affine continue, telle que ¢ £ hg¢y<g.Donc pghgg, et

il

h=¢ sur ¥ .
C. Q. I'. D,

COROLLAIRE 2 (MOXOBODZKI). - Soit X un simplexe, et soient F F, deux faces

17’72
disjointes de X . Il existe une fonction affine continue sur X , h , telle que

0ghgt, h=1 sur F1 , h=0 sur F

2 .

Nous aurons besoin du lermie suivant :

LENIE 24. - Soit X un convexe compact dans un espace localement convexe sépar€.

Toute face F de X possdde un systdme fondamental de voisinages dans X formés

de tranches (intersection de X avec un deni-~espace ouvert).

(Ce lemme permet de montrer simplement un résultat de DAVIES : Toute face d'un

simplexe qui est un G, est "exposée" cf. [12].)

&

Démonstration du lemme. - Soit U un ouvert de X , F < U . En utilisant le

théoréme de Hahn--Banach et la compacité de X N~ U , on voit facilement qu'il existe

n formes linédaires continues f1 y see fn telles que

FeXn{f <1}n {f2 <1} n...n {fn <1} ecuUu .

Les ensemb}es Yi =Xn {fi > 1} sont convexes compacts, inclus dans le convexe
X N F , Donc l'enveloppe convexe Z de la réunion des Yi est compacte et incluse
dans X N I' . 30it {f = 1} un hyperplan fermé séparant strictement Z de F .
Mors FTcXn{f<1}cU.

C. Q. I'. D,

Démonstration du corollaire. - Posons U1 =X~ F2 , et U2 =X~ F1 . I1 existe

h1 et hé linéaires continues, telles que

Xn{x]| h >1}cvU

. et X nix | hy <1} cU

1 2 °

2

[4

Soit « >0 , tel que s%p(hé -a) < i{lf' h, . Posons h, =h! - o . Alors
J’ &

{x | hy<l=-a}clU, .
Posons

£

= inf(1 , b)) x Lo, * (1 -a) x tp,

£, sup(l - o , h,) x 1

1]

+ 1F .

OF) 1

1 sur P

1 -o sur F,..

f2 est concave s. c. s., f1 est convexe s. c¢. i., et f1 = f2 =.{
2
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D'aprds le théoréme 14, 1A h' continue affine telle que f, < h' < f, . Done

2 1
l-aogh'<1, ht=1 sur Fl , h'=1-qa sur F2 . Done, si
h=-al[h'-(1-—0!)],

0O<hg1l, h=1 sur F_, h=0 sur F .

C. Q' F. Do

COROLLAIRE 3. - Si I est une face d'un simplexe X , F #X , il existe h af-

fipe continue, n#0, h=0 sur F.

En effet, si F # X , il existe un point extrémal de X , Xy s qui n'appartient

pas & T (théordme de Krein et Milman). On applique le corollaire 2 & F et bb}.

C. Q. F. D.

COROLLAIRE 4. - Soient X un simplexe et F une face de X , F #X , L'espace

AF(X) des fonctions affines continues nulles sur T est non réduit a {O} y et

F est exactement l'ensemble des zéros communs 4 toutes ces fonctions,

I1 suffit de montrer que, si X, € XNF, dhe AF(X) , telle que h(xo) #0 .
On peut méme avoir h(xo) =1 et he A;(X) : soit hl € A(X) telle que h1 > 1

sur P et hl(XO) <1 .Soit A >0 tel que =- A <infh . Posons

n =< inf(n

2 =% REAE R

concave continue, et h3 = 1p , convexe s. c. s. D'aprés le théoresme 14, il existe
h' € A(X) telle que
o o<h'<1, h'=1 sur F, h'(xo)<1.
l-h' . <
AMors h = TR =) est la fonction cherchée.
0 Coe Q. F. D,

PROPOSITION 20. - Soient X wun simplexe et F une face de X , et soit AF(X)

1'espace des fonctions affines continues sur X , nulles sur F , muni de la norme

uniforme, et de boule unité B . AF(X) est un espace de Banach ordonné vérifiant:

(1) A;(X) est fermé ;

(2) ap(%) = Ap(x) = ag(X) ;

(3) AF(X) vérifie le lemme de décomposition de Riesz ;
(4) La norme est croissante sur A;(X) H

(5) Bt=23n A;(X) est filtrante croissante ;

(6) B =TBF - 37,

Les mémes propriétés sont vérifiées pour A(X) , et de plus sup B =1 dans ce cas.
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Démonstration.

(1) est évident.

(2) soit £ € AF(X) . 7 est convexe continue, majorde par el x lyep » cOB-
cave s. c. i. D'aprés le théoréme 14 (ou son corollaire 1), il existe h € A(X) :

-4

£ < h g |lf]l x 15,5 - Dome

F
h e A;(x) , n-rfe A;(X) ,et f=h-{n=-1) .

(3) Soient

le théoréme 14

fl s ees 3 fn ’ gl s eoo gp € AF(X) , avec fi.g gj . On applique
a sup(f1 y oo fn) et & inf(g1 y eeo y gp) , et on obtient
h e AW(X) , avec f. <hg g, -

(4) est évident.

. ok
(5) Soient fl ) f2 €B . sup(f1 s 2)

IX\F , concave sS. ¢. i. Donc i h € A(X) :

f est convexe continue, majorée par

sup(f, , £,) Sh < Iy p -

Donc h € B . Il est clair que pour A(X) , 1 = sup 8",

(6) Soit £ e B : ||f]j <1 . Posons
f+ = sup(f , O) , I = sup(— f, O) .
> 72 7
Les fonctions f et f  sont affines s. c¢c. s. Raisonnons sur f , par exemple.

L'ensemble & des fonctions affines continues h qui majorent strictement é}

est filtrant décroissant, et
o
inf h = (lemme 20 (a)).
hed

Soit 4 € Aﬁ(X) (dual topologique de AF(X) ). Il existe une mesure @ sur X ,
telle que 7 f € AF(X) , w(f) =i(f),

“5
lim w(h) = u(£") .

F

Soit A wune constante telle que Nf+ﬁ <A<1.MAlors £fT <\ . Sion est dans le

cas de AF(X) , et non de A(X) , considérons la fonction A x lyup » concave

-~

8. c. 1., et qui majore 7 . Soit & >0 . Il existe hi e A(X) , telle que
?}'S hi <A x1

INF
dtaprés le théoréme 14, et telle que

€ /:- €
0 gpny) -u(f) <5,
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PN
N . . € .
d'aprés la relation lgm w(n) = w(£) . hi € A;(X) , et Hh+n SA<1:

+
€ B .

nt
+

’ . + - + - .
Or, en écrivant y =n = , On & pu prendre W et p maximales au sens de

G. CHOQUET. Mais alors w(f") =u(£") .

o
On construit de méme hi , pour f , et en définitive, on a montré que :

€

vfeB, ve>0, vE£eBE , 3hn,nt el telles que

s(nf - nf) - £) <e .

Ceci prouve que B < BI - BI pour o(B y E') , donc pour la norme. Comme il est

clair que Bt - 8" cB , on a 1'égalité.

(Pour le cas A(X) , au lieu de A x IX\F , i1 suffisait de prendre la fonction
constante égale & A .)
C. Q. F. D.

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le théordme fondamental caractérisant
les espaces simpliciaux. Ce théordme résoud le probléme, posé par EFFROS dans [15],
de caractériser un tel espace directement, et non plus par des propriétés de son

dual ; ceci nous sera utile pour les espaces de fonctions continues.

THEOREME 15. - Soit E un espace de Banach ordonné. Les conditions suivantes

sont équivalentes :

(2) E est un espace simplicial, c'est~a-dire :

{ (1) EY est fermé ;
(2) E' est un L-espace de Kakutani.

d .‘+ ,
(v) (1) ET est fermé ;
(2) E=£8"~-E";

(3) E vérifie le lemme de décomposition de Riesz

A

. +
(4) La norme est croissante sur E

(5) Bt est filtrante croissante ;
_(6) B =3 - B

(¢) I1 existe un simplexe X d'un espace localement convexe séparé F tel que

E soit isométrique et isomorphe pour 1'ordre & A(X) (cas d'un élément unité, ou

alors, dans (b), B' aun sup ), ou & A (x) , ou x, € 5(X) (cas sans élément
0

unité, ou B n'a pas de sup ).
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COROLLAIRE 1. - Si X est un simplexe, et F une face de X , l'espace A,(X) ,

pour l'ordre naturel et la norme uniforme, est un espace simplicial. De méme pour
A(X) .

COROLLAIRE 2. - Tout simplexe X est igomorphe effinement & un chapeau universel

K d'un c8ne convexe fermé réticulé C , le sommet de C correspondant & un point

extrémal arbitraire de X .

Démonstration du corollaire 1. - Cela résulte immédiatement de la proposition 20.

Démonstration du corollaire 2. - Soit x, € s(X) . A (X) est un espace simpli-
X,

cial, Soit X 1le chapeau universel du dual. ¢ ¢ X —> 6X : X ~—> K est in-
jective (car A, (X) sépare X ), continue, (X) est compact, et o(X) est ma-

ximisant pour A; x) =» Ag(K) (proposition 19), donc contient &(X) (lemme
0

17), donc o(X) =X .

Démonstration du théoréme 15.

(a) => (c) résulte de la proposition 19.
(¢) => (b) résulte de la proposition 20.

(b) => (a) :

+

1 E est fermé.

3
20 E=F - E" , donc E tom” (cf. [32])°

La norme est croissante sur ET , done E' = B'T - Bt (ef. [23]). E'F est ré-

ticuld : Si 4 et m € E'T, on pose, pour x e ET ,

sup(4 , m)(z) = sup [£(y) +u(z)] .
Oy
0Lz
y+z=x
Le lemme de décomposition de Riesz prouve immédiatement que sup(4 , m) est 1li-

néaire sur ET , donc s'étend & E , et est bien le sup de & et m .

Donc E!' est réticulé.

30 Soit £ € B'T .
l£]] = sup £(x) > sup 4(x)

X€EB xeBt
2]l = sup 4£(x) = sup . (x) = sup o(y) - 4(2)] € sup+.z(y) .
e xeBT-B v,zeB yeB
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Donc

el = sup £(x) = liE 4(x)
xeBt B

car B+ est filtrante croissante.

Donc 4 —> “zﬁ est additive sur E'T . De plus si supB=e €k , 1&” =4(e) .

v T1elll = I+ 27 = %)+ I 2 e - 7 =l « soit xe B,
gl(x) = sup [&(y) - 4£(2)] .
0sy,z
y+z=x
Donc
12l = sup sup 4(y - 2) = sup 2(y - 2)
x€B* 0y, z N2
V+Z=X y+zeBT
< sup, Uy - z) = sup 2(u) = sup  2(uw) = || .
yes! SN
Donc ||1£l|| = ||#]] . Donc E' est un L-espace.
C. Q. F. D.

Donnons une forme plus faible de la condition (b—5), plus facile & vérifier dans

la pratique.

PROPOSITION 21. — Sous les conditions (b)-(1, 2, 3, 4, 6) du théordme 15, la con~

dition (5) : BT est filtrante croissante, est équivalente & la condition :

(5') i x,y5c¢€ E" , et Hx” , Hyn <1, d1ze€ Bt tel que x ,y<z .

La condition (5) ne sert qu'd montrer 1l'additivité de la norme sur E'T ., Si nous
montrons que (5') entraine cette additivité, alors (5) sera vraie d'aprés le théo-
réme 15, Bt (5) = (5')", bien sfr.

Soient done £ , me E'T . ||& +ml| < |l +

.Soient A <1 ,et €>0.0n

sait que

lell = sup, 4(x) et |mf = sup, 2(y) .

Soient x , y € BT tels que £(x) > el = e et m(¥) >|ml| -« 22 e€ BT tel

que 2z = Ax et Ay . Donc
Im + 2]l = (m + £)(2) 2 £0x) + n0y) > A(ja)} + |jul| - 2¢) , Te>0, VrA<1.

D'ot |jm + £|| = |lg}} +

Co Qo F- Dg
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Nous allons maintenant aborder les rapports entre M-espaces de Kakutani et espa-

ces simpliciaux.

'S 4

EFFROS a donné une caractérisation des espaces simpliciaux a élément unité qui

sont des M-espaces.

2

THEOREME 16 (EFFROS). - Soit E un espace simplicial & élément unité. Les propo-

sitions suivantes sont équivalentes :

(a) Z est fermé ( Z est le spectre de E ) 3
(b) L(K) est un simplexe de Bauer ;

(c) K est un simplexe de Bauer ;
() &(E'*) est fermé ;

(e) E est isomorphe a c(Z) pour 1'ordre (et pour la norme) H

(f) E est un M-espace de Kakutani (& élément unité).

Le schéma de la démonstration est le suivant :

(a) (c)

o2 >y
T T

(e) (b)

Elle ne présente aucune difficulté.

PROPOSITION 22. - Soit E un DMNM-espace de Kakutani. Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

(a) Z est fermé ;
(b) L(K) est fermé ;
(c) L(K) est une base compacte de E'F 3

(d) E a un élément unité.

(¢) => (b) <=> (a) a'aprds la proposition 2.
(b) => (c) d'aprés la proposition 17.

(¢) <=> (d) est évident.
C. Q. F, D,

On peut renforcer le théordme 16, en caractérisant les espaces simpliciaux (a

priori sans unité) qui sont des M-espaces de Kakutani & é1ément unité :

PROPOSITION 23. - Soit E un espace simplicial. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
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(a) Z est fermé ;
(b) B est isomorphe & C(Z)

(¢) E est un M-espace de Xakutani & élément unité.

(b) => (e¢) => (a) est clair.

De (a), on déduit que 5(E'") est fermé. Alors, d'aprds la proposition 2, IL(XK)
est fermé ; donc, d'aprds la proposition 17, E possdde un élément unité, et on
applique alors le théoréme 16.

C. Q. F. D,

Le théoréme suivant, qui généralise le théordme 16 au cas o E n'a pas d'élé-
? q =)

ment unité, résoud partiellement un probldme posé par EFFROS dans [15].

THEOREME 17. - Soit E un espace simplicial, et posons [ = 8(E'+) nK . Alors

les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Zer

(b) T est fermé (pour o(EB' , E) ) ;

(¢) &(B') est fermé (pour o(E' , E) )
(d) E est un M-espace de Xakutani ;

(e) E est isomorphe & un espace K-canonique sur Z .

Démonstration.

(a) => (e) résulte du théordme 5.
(e) => (c) résulte du lemme 9.
(¢) => (a) est clair.

(a) => (b) , car T est l'enveloppe semi-équilibrée de Z compact.

(b) => (d) : On sait que B == AO(K) , et ”anO(K) = g%p |£] . Done

E => aA(K) = ¢,(Z,\, u)
0 Z
est une injection qui transporte l'ordre et la norme.

Pour montrer que E === CZ(Z s A, u) , et donc que E est un DM-espace de
Kakutani, il suffit de montrer que leurs duaux sont les mémes. Or, d'aprds le théo-
réme 3, E! —> MZ(Z) . Posons F = CZ(Z , A, u) .

Soit ¢ : F' —= E' 1'application restriction (E c F) .

Soit ¢ : E' —> TF' 1'application composée : E' > MZCZ) —> F' défi-

nie par : 4 > u, > ¢(2) , ou y(£)(f) = pz(f) .

£
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@ oy = 1E' , donc ¢ est injective.
VoeF' , 3uel(Z) telle que, ¥ £f e€F , on ait
w(f) = aff) (HAHN-BANACH)
(si 0€7Z , on peut supposer w({0}) =0 ).Si uw 20, on définit yu par :
e o@ , o) =, 0+ J5, A o] &) .

B est 20 .81 w= u+ - W , on pose W= ;; —u= . we (@) , et il est clair
que E}F =a , et que E(lz\z) =0 . Donc @ € MZ(E) == E', et ¢ =

¢y est donc surjective, d'ou E' =5 TF' , et E=T,

C. Q. F. D.

DEFINITION 22. = Si X est un simplexe, et si XO € 5(X) , on dira que XO est

K-normal si l'espace.a{;z }(X) est réticuld.
0
Voici un corollaire important du théoréme 17 :

COROLLAIRE.

19 Soient X wun sinplexe, et XO € S(X) . Les conditions suivantes sont équi-

valentes :

(a) X est K-normal ;

(v) L'enveloppe semi-équilibrée de &(X) relativement & x. (c'est-a-dire

0
X+ U Ae(x) - XO] ) est fermée ;
oAkl
(¢) La restriction de A 2 ( N {x.}) est un espace K-canonique.
0

29 Si un simplexe X Epssede un point extrémal K-normal, alors 5(X) est un

borélien, et les mesures maximales au sens de G, CHOQUET sont celles portées par
&(X) .

Cela résulte immédiatement de la démonstration du corollaire 2 du théoréme 15, et

du théoréme 17.

Remarque 19. - La réciproque de 2° est fausse. En effet, il existe dans ZZ(H)
un simplexe X (pour la topologie faible) tel que SZXj =X , Si %, € 8(X) , 1l

est clair que 1l'enveloppe semi-équilibrée de &(X) par rapport & x. ne peut 8tre

0
X entier, donc ne peut &tre fermée. Pourtant X est métrisable, donc &(X) est

un G6 , et les mesures maximales sont celles portées par &3X) (cf. [31]).

Remarque 20. -~ La démonstration du corollaire 2 du théoreme 15 suggdre une étude

de la "catégorie" des simplexes. Par exemple, on peut définir le quotient d'un sim-
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plexe X par une face F : X/F est le chapeau universel X de [AF(X)]'+ . On
pourrait définir des morphismes de simplexes, des produits de simplexes, etc., une

telle étude permettant celle de la "catégorie" des espaces simpliciaux. Nous ne le

ferons pas ici.

Enongons enfin, avant d'appliquer cette étude aux espaces de fonctions continues,
un théordme qui fait le pendant du théordme 6, et qui est dl & EDWARDS (cf. [14])

(nous avons utilisé ce résultat pour démontrer la proposition 17).

THEOREME 18. - Soit X wun convexe compact d'un espace localement convexe séparé

E . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) X est un simplexe ;

(v) L'espace A(X) , pour 1l'ordre naturel, vérifie le lemme de décomposition de
L_espace D

Riesz ;

(¢c) L'espace A(X) vérifie le lemme de décomposition faible : ¥ f. < g. ,
L espace i

J

i=1, eso ,n, =1, e , D, #hehlX) telle que
fi < h < gj , yi,J .

Démonstration.

(a) => (b) résulte de la proposition 20.
(b) => (c) est évident.

(¢) => (a) : Soient £ 0 e, f € AX) , et o= sup(f1 s eee 5 T.)

$= inf h= inf h
heA(X) heA(X)
h2xp h>p

est affine, car l'ensemble des h & A(X) qui majorent ¢ est filtrant décroissant

d'aprés le lemme de décomposition faible.

. . . i i N
Soit f convexe continue. Il existe des @5 = sup(£fy , oee fn ), ou

f; € A(X) , qui convergent uniformément en croissant vers f . *
N . —~
2 = sup u(2) = suploup uloy)] = suploup wle;)] = oup & ()
barycentre de p=x w1 i i

qui est convexe. Comme f est concave, f est donc affine, et X est un simplexe
(ef. [11]).

C. Q. F. D.

COROLLAIRE 1. - Soit X wun convexe compact. Les propriétés suivantes sont équi-




valentes :

(a) X est un simplexe ;

(b) X vérifie le théordme d'Edwards (théordme 14)

(¢) X vérifie le théordme d'Edwards faible : Si =~ f ot g sont concaves

S. c.i.et f<g, #healX) telle que f<h<g.

COROLLAIRE 2. - Soit X wun convexe compact. Les propriétés suivantes sont équi-

valentes :

(a) X est un simplexe de Bauer ;

(b) &(X) est fermé, et A(X) vérifie le lemme de décomposition de Riesz (resp.

le lemme faible).

Donnons une définition, qui va nous permettre de représenter fonctionnellement

certains espaces simpliciaux :

Soient B wun espace compact, et m: B —> M+(B) une application scalaire-
nent de lre classe, nulle en su plus un point, et telle que

(@) z=Fx] nlx) = 6X} est dense et borélien ;

(B) v xeB, m(x) est portée par Z , et de masse inférieure & 1 .

DEPINITION 23. - On dit que le sous-espace de C(B) :

{f |1 vxeB, £flx)=nlx)()} ,

est un espace S-canonique s'il gépare les points de B . On le note alors

Az, n) .

On dit que c'est un espace S-canonique fort si de plus,

txezZ, 1feC’B,n) telleque O<f<1,et £(x)=1 .

On dit qu'il est régulier si ™ est borélienne (exemple B métrisable). Tout es-

pace K-canonique est S-canonique régulier,

DEFINITION 24. ~ lNous dirons qu'un espace simplicial E est "& bon spectre" si,

K ésant le chapeau universel de E't | toute mesure maximale sur K est portée

par &(K) , qu'on suppose borélien.

Nous allong pouvoir donner une représentation fonctionnelle des espaces simpli-

cigux & bons spectres.
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THEOREME 19,

1° Tout M-espace de Kakutani est & bon spectre.

2° Tout espace simplicial séparable est & bon spectre.

30 Tout espace simplicial & bon spectre E est isomorphe pour l'ordre et isomé-

trique & un espace S-canonique fort CZ(Z , M) , et il existe une isométrie de
Banach réticulés entre E' et MZ(Z) ( Z est le spectre de E ).

4° 8i E est separabl , 1'espace CL(Z , ) est régulier et vérifie de plus :

VxeZz, 3feC 27, m) telle que f(x) =1, 0gfly)<1i, Vy#x

1% résulte du théoreme 3.

2° 31 E est séparable, X est faiblement métrisable, et toute mesure maximale

est portée par &(X) qui est un G6 .

30 (a) {£e BT | Jf =1} = L(K) est un G, de K, et tout 4 eL(K) pos-
séde une mesure maximale, de résultante 4 , portée par Z , et tout point 4 € K

a une mesure maximale portée par Z U {0} . En effet,
zu {0} = &) .
D'ou 1'!'isomorphisme de Banach réticulés entre E' et ﬁz(f) .

(b) Soit P 1'espace CX(Z , w) . B <> 7 —» ¢(Z) . Soit B' 1le dual
de E. T: B' > MZ(E) prolonge 1 : X —> M;('z‘) . Soit ¢ : B —> W
l'application £ —> (i) définie par ¢(£)(£) = m(L)(f) , et soit

p ¢ F' - E' 1'gpplication restriction.

Il est clair que ©® o § = , et donc que ¢ est injective.

1o
Montrons que ¢ est surjective. Soit 4 € F' . Soit v une mesure de Radon sur

Z , telle que = 4 (HAHN-BANACH). Si v est positive, posons

Vig
voec@ M) =10l ave) + Ip, | o) an)] avte)

ce qui a un sens car x —> m(x) estscalairenentde lre classe ( ﬁg o(y) an(x)(y)

est limite uniforme de différences de deux fonctions s, c. s. ; cf. [11]).
» 20 => S(g) 20 ,
donc Ve MH(Z) .Si v n'est pas positive, on posera W = ot - o— .
Si few,

(o) = [, o) av() + [ 200 avx) = we) = ate)

par définition de F . Donc V|, =
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(v) an(x) () | av(x) =

Wiz 4) = f 0 x av(x) 'z\z [ 7 I

car m(x) est portée par Z . Donc ¥ € MZ(Z) , et ¢EF-1(U)] =4 . Donc { est
surjective, et E!' = F' . Par suite, E =7 (HAHN-BANACH). %z , ™) est S-

canonique fort, d'aprés le corollaire 2 du théorsme 14.
4° Cela résulte des travaux de BOBOC, CORNEA et DAVIES (cf. [3] et [12]).

Co Qo Fo Do

10. Le probldme de Dirichlet pour un espace simplicial.

PROPOSITION 24. - Soient X un espace compact, et H un sous-espace fermé, sé-

parant de ¢(X) , contenant la fonction 1 . Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(a) Pour l'ordre naturel, H vérifie le lemme de décomposition de Riesz (resp.
le lemme faible)

(b) Pour la norme uniforme et l'ordre naturel, H est un espace simplicial.

(b) =3 (a) est clair.

(a) => (b) : La norme uniforme est croissante sur H+ , donc H' = H'+ - H'+

H=H -8, B est fermé, donc H'' = Bt (cf. [23]). Donc, si
={pen® | e},

K est un chapeau universel de H't , car IL(K) = {4 e B'* | 4(1) = 1} est une
base compacte de H'" ., Donc, d'aprds le théordme 13, A[L(K)] —==~> H , et d'a-

prds le théordme 18, L(K) est un simplexe, donc H'T est réticulé.

C. Q. F. D.

THEOREME 20. - Soit H un sous-espace fermé, séparant de C(X) , contenant 1 .

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) H est un espace simplicial, et E(H) est fermé

(b) H yvérifie le lemme de Riesz, et E(H) est fermé ;

(¢) H est réticulé ;

(a) =g(8) = c{s(n)] .

Cela résulte immédiatement du théordme 16 et de la proposition 24 {ou du corol-

laire 2 du théordme 18).
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COROLLAIRE (Théordme de Stone-Weierstrass fort). - Soit H un sous-espace sépa-

rant de C(X) , fermé contenant les constantes. Si H vérifie le lemme de décompo-

sition de Riesz, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) E(H) =X

~e

(v) H=c(X)

~e

(¢) H est un "sous-espace réticulé" de C(X) .

Remarque 21. - Par analogie avec le corollaire du théordme 7 ( H réticuléd), on

pourrait penser que la condition
S(H) =X

équivaut aux précédentes. Il n'en est rien, comme le prouve l'exemple ou X est un
simplexe a points extrémaux partout denses, et H = A(x) (ef. [31]). Cela tient &

ce que la condition " E réticulé" implique que E(H) = S(H) .
Exemple. - Soient X un espace compact, Wy s sec s W 1 mesures >0, de

masses 1 , diffuses (ne chargeant aucun point), et soient 8y 5 eee p 8 1

points distincts, non isolés. Posons

H={f] wi(£) =5(a) , i=1,2,...,2} .

Alors H est un espace simplicial & élément unité (1la fonction 1 ),

E(H) = X ~ {al y B g eee an} , s(H) =x .

H= ﬁ (ef. définition 13), DH est 1l'ensemble des sous-espaces fermés de C(X)
contenant H (eodim H = n) , H' est isomorphe pour l'ordre et la norme (isomé-

trie) & 1'espace des mesures qui ne chargent pas {al I an} .

PROPOSITION 25. - Soit H un sous—espace fermé de C(X) , tel que :

+ +
(D) H=H ~H ;

(DR) H vérifie le lemme de décomposition de Riesz ;

+ +

(B) BcB -B" (o B est la boule unité de H ) ;

(F') B' est faiblement filtrante croissante, c'est-a-dire V¥ T , g telles gue

0<f,g<1l, Bhe B telle que
sup(f ’ g) £h .

Alors H est, pour l'ordre naturel et la norme uniforme, un espace simplicial.

La réciproque est vraie.
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Cela résulte immédiatement du théoréme 15 et de la proposition 21. On voit ainsi,
en comparant & la proposition 24, que la présence de la fonction 1 dans H réa-
lise d'un seul coup les conditions (D), (B) et (F') (et méme (F)). Bien entendu, le

lemme faible de Riesz suffit pour la validité de cette proposition.

PROPOSITION 26. - Soit H un sous—espace fermé et séparant de C(X) , qui est un
espace simplicial (c'est-a-dire qui vérifie (D), (DR), (B), (F')). Soit z = E(H")

la frontidre de Choquet de H" . Les conditions suivantes sont équivalentes

(a) H est réticulé ;

(v) ¥yeZ, 3xeZ et Ae (0, 1) tel que f(y) =Af(x) , VfeH.
Ctest un corollaire immédiat du théoréme 17.

Dans le cas ou l'espace H est un espace simplicial qui n'est pas réticulé, le
probléme de Dirichlet peut se résoudre si H est & bon spectre. Ce sera le cas par

exemple si X est métrisable.

THEOREME 21. - Soient X un compact métrisable, et H un sous-espace fermé et

séparant de C(X) , qui est un espace simplicial. Soient Z 1a frontidre de

Choquet E(H') de H', S(H") sa frontidre de Silov. Alors la restriction

I — ¢(%)

est une isométrie d'espaces simpliciaux de H sur un espace S-canonique fort et

régulier
4z,

qui transporte l'érdre.

Cela résulte immédiatement du théoréme 19.

Remarque 22. - Bien entendu, si X n'est pas métrisable, on pourra supposer que
toute mesure maximale est portée par Z . Par exemple, ce sera le cas si 2 est

K-souslinien (ef. [11]). Mais on ne sera plus assuré que CZ(E , M) est régulier.

PROPOSITION 27. - Sous les hypothéses du théoréme 21, supposons de plus que H

soit linéairement séparant. Alors 2 = E(H') = L(H) , frontidre lindaire de H ,

et, VxeZ~ %, m(x) n'est pas & support ponctuel. De plus, H posséde un

élément unité.

Clest évident & partir de la condition de séparation linéaire et de la proposi=-
tion 17.
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11. Applications & la théorie du potentiel.

H. BAUER, dans [2], BOBOC et CORNEA, dans [3], et EDWARDS, dans [13], ont donné
des applications & la théorie Ju potentiel de leurs résultats sur les frontiéres

d'ensembles de fonctions. Hous donnons ici un apergu de leurs travaux.

Nous nous placerons dans le cadre de l'axiomatique de Brelot : Y est un espace
localement compact, non compact, connexe et localement connexe, & base dénombrable.
Nous supposons vérifiés les axiomes 1, 2, 3 tels qu'ils figurent dans la thése de
lime HERVE (cf. [18]), nous postulons l'existence d'un potentiel >0 dans Y , et

nous supposons que la fonction 1 est harmonique.

On trouvera, dans [18], le lemme suivant :

LEDE 25. - Tout compact X de T posséde un systéme fondamental de voisinages

formé d'ouverts réguliers.

THEOREME 22. - Soit w wun ouvert relativement compact de Y , d'adhérence T =X.

Soit H 1'espace des fonctions harmoniques dans ® , continues sur X . On suppose

que @

(s) H sépare X ;

(G) Toute fonction de H est limite uniforme de fonctions harmoniques sur un

voisinage de X

(K) Pour tout point Xy régulier de dw , 3 he€ H qui a un maximum strict

en X, ;

(d) @ est déterminant.

Alors ¢

1© H est un espace simplicial & é1ément unité et & bon spectre ;

2° La frontidre de Choquet de H est exactement 1l'ensemble R des points régu-

liers de odw

30 Les traces des fonetions de H sur R forment un espace S-canonique fort

sur R .
Démonstration.

1° I1 suffit de montrer que H vérifie le lemme de Riesz faible, Soient

@ = sup(f1 y ees fn) < ¢ = inf(g1 s sae o gp) ’ fi et gj €H .
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Soit k = inf(w - @) >0 ., I1 existe un voisinage V, de X , et f!, ..., f',

1 1 n

, telles que, si o' = sup(f' g eee fé) et

gi s eee gé harmoniques dans V :

‘b' = inf(gi 9 eee gl’)) 3

|$ - @'I <‘% et i¢ - ¢'| <~% sur X .

1

Donc, il existe un ouvert V, régulier tel que

2
X c V2 c'V2 c V1 , et @' < y' sur V2 .
EE' + Iif' V2 N
Soit B = > SV, et soit He la solution du probleme de Dirichlet pour
2
V, et 6 . Alors
2 v
2
h = He |x el ,et op<h<y{y .,

20 La fonction 1 étant dans H , E(H) = E(E") (car B = A[L(x)]. ©

chapeau universel de gt ).

(a) Soit R 1'ensemble des points réguliers de dw . w &étant déterminant,
Vyeow, pw , mesure harmonique (au sens de la théorie du potentiel) de y , est
portée par R (cf. [18]).

Montrons que E(H) o R => E(H) = R . En effet, si yew , p; est portée par

E(H) , donc est maximale. Montrons que, si y —> xe E(H) , ye w , alors

p$ ] 6X . Cela résulte du lemme suivant :

LEMME 26, - §1 K est un simplexe, et My la mesure maximale d'un point x de

K, l'application x —> My est vaguement continue aux points de &(K) .

(v) Montrons que E(H) o R . Cela résulte de 1'hypothése (K) : la seule mesure

équivalente & § , i x, € R , ne peut &tre que § .
o ¢ *o
Donc E(H) = R .

30 Cela résulte immédiatement du théoréme 21, car X est métrisable.
C. Q. F, D.

Remargue 23,

1° L'hypothdse (K) est vraie dans le cas classique d'un ouvert de g? (ef. les
travaux de KELDYé : [22]), et méme dans des cas plus généraux (cf. BOBOC et CORNEA
[3], et les travaux de BRELOT (2).

62) Voir en particulier : BRELOT (Marcel). - Sur un théordme de prolongement
fonctionnel de Keldych concernant le probléme de Dirichlet, J. Anal., Jésusalem,
t. 8, 1960/61, p. 273-288.
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2° Dans le cas classique d'un ouvert de g? » 11 est facile de voir que R = dw

si w=2X (cf. [2]).

COROLLAIRE (BAUER). - Sous les hypothdses du théoréme 22, si de plus

-ﬁ———aw 9

alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) w est régulier ;
(b) H est réticuld.

Cela résulte immédiatement du théordme 16.

Un deuxiéme type d'applications & la théorie du potentiel des résultats sur les
frontidres est dfd & LION (cf. [25] et [26]), et concerne la frontidre de Choquet de
1'image de C(X) ( X compact métrisable) par une famille résolvante (Rh)h>0 .

Nous renvoyons le lecteur aux travaux de LION.

12, Conclusion et problémes ouverts.

Nous avons pu résoudre le probldme de Dirichlet de BAUER dans un certain nombre
de cas, mais aprés avoir modifié la frontidre, dans chaque cas. Il semble, en défi-

nitive, que la bonne maniére de formuler le probléme de Dirichlet soit la suivante:

Etant donné un sous-espace, séparant, fermé H de C(X) ( X compact), peut-on
caractériser la structure d'espace de Banach (resp. d'espace de Banach ordonné si
mt # {0} ) de H au moyen des traces de ses éléments sur un compact minimal conve-
nable de X ?

C'est le probléme que nous avons résolu dans les cas suivants

(1) 1 ed, H est réticuld (théordme 7),

(2) H est linéairement séparant et réticulé (théordme 10),

(3) 1 £H, H est réticuld (théordme 12),

(4) H est un espace simplicial, et X est métrisable (théordme 21).

Bien entendu, le premier probléme est de trouver d'autres cas ou l'on saura ca-
ractériser H par une frontidre. Une premidére direction, mais en abandonnant la
condition de fermeture pour H , peut &tre trouvée & partir des travaux de FUCHS
sur les "antilattices" : espaces ordonnés vérifiant le lemme de Riesz et la condi-

tion supplémentaire :

Si inf(x , y) existe, clest x ou y
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(exemple : les polyndmes sur (0 , 1) ).
Un théoréme de représentation des espaces normés "antilattices" existe :

Un tel espace est un sous-espace de C(X) , X compact, ordonné pour l'ordre

strict :
f<g <= f=g ou flzx)<glx), Vvx .

Citons les problémes que souldve directement 1'étude précédente.

1° Les M-espaces de Kakutani.

La proposition 5 est-elle valable pour un espace K-canonique quelconqus ?

2° Les espaces simpliciaux.

. (a) Sous gquelle condition simple, un espace S-canonique fort est-il régulier ?
Un espace S-canonique est-il simplicial ? Peut-on généraliser la proposition 5 aux

espaces S-canoniques ?

(b) Un espace simplicial est-il "souvens" & bon spectre, et quand peut~on suppri-
mer 1l'hypothdse “métrisable" dans le théoréme 21 2

(c) Dans le théoreme 15, peut-on remplacer la condition B =B - B par

B=38" - B ? (C'est vrai pour un N-espace.)

(d) A-t-on, pour les espaces simpliciaux, une caractérisation agréable de S(E'+)

remplagant le lemme 9 ?

3° Les espaces de fonctions continues et les frontidres.

(a) Peut-on trouver des conditions, plus maniables que celles de la proposition

25, suffisantes pour que H soit un espace simplicial ?

'(b) Le problime de Dirichlet généralisé de la définition 5 peut-il 8tre résolu

complétement dans des cas intéressants ? L'ensemble
Cy = {V sous-espace de C(X) | VoH, V est fermé, E(V) = E(H)}
est-il inductif ? A-t-il des éléments maximaux ? Peut-on les caractériger ?

4° Applications a la théorie du potentiel.

(a) L'espace H(w) des fonctions harmoniques dans ® , continues sur w , est-
il maximum dans DH(w) ? Est-il direct dans C(W) ? (C'est vrai si w est régu-
lier.) L'espace H(m)!aw est-il direct dans C(dw) ? (C'est vrai si 3w ne pos=-

séde qu'un nombre fini de points irréguliers.)

(b) Sous quelles conditions simples, les hypothéses du théordme 22 sont~elles
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vérifides ? (Cf. note ( ) ci-dessus.)

50 Les convexes compacts.

(a) I1 serait probablement utile de développer 1'étude de la "catégorie" des sim-

plexes, et par 14 méme celle des espaces simpliciaux.

(b) A quelle condition suffisante, dans un simplexe, 1l'application x —> by

est-elle borélienne ?

(¢) La proposition 10 peut-elle s'étendre & un simplexe qui ne soit pas de Bauer?
Plus précisément, X étant un fermé d'un convexe compact Y , contenant &(Y) , et
tout point de X ne possédant qu'une seule mesure maximale, a quelle condition sur
Hx , espace des traces sur X des fonctions de A(Y) , Y est-il un simplexe ?
C'est un probléme important pour 1'étude des espaces de fonctions continues sur un

compact.

(d) Peut-on obtenir des théorimes de séparation, analogues & celui d'EDWARDS

(théordme 14), dans le cas d'un convexe compact quelconque ?

Par exemple, on peut, en utilisant sa méthode, montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 28. - Soient X un espace compact, S un sous-ensemble fermé de

¢(X) tel que S+RcS ., Soit ¥ un sous-ensemble de fonctions s. c. i., tel gue

T + R < ¥ . Supposons que :

(@) vfes, gey, inf(f, g) €% ;

(B) ¥ feg, l'lensemble Sf ={hes I h < f} est non vide, filtrant crois-

sant, et f = sup $f .

Alors, Vfey et Vg s.c.s. telles que g<f , 3heS telle que

g<hgt .

COROLLAIRE. - Soient X un convexe compact, et f concave s. ¢. i. sur X .

¥ ¢ s. ¢c. 8., telle que g < f , il existe h concave continue, telle que :

g<hgt .

13. Appendice. Le théoréme de Boboc, Cornea et Davies,

THEOREME 23. - Soient X un simplexe, et F une face de X (convexe, fermée),

qui est un G, . Alors il existe f € A(X) telle que :

f=0 sur F, 0<f<g1l sur X NVF .
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F étant un G, , on déduit du lemme 24 qu'il existe des (fn)n>1 de A(X) tel-

les que :
1.
ONINEE S
(2) F=n {x| £(x)<0}.
n>1
Posons

¢, = sup(0 , fn) , convexe S. C. S.

1 .
y == x1 concave 8. C. 1.
Yn o INF?

IS donc, d'aprés le théoréme 14, & hn e A(X) telle que

o, S$h <Y .

'‘n n
Donc :
: 1
fn < hn , hn =0 sur F, 0 < hn.s-gg .
Posons f = 2 h . fe A(X) , £=0 sur P, 0gfg1l sur X .81

n>1
xeX~NT, 3n tel que fn(x) > 0 ; alors

f(x) P hn(X) > fn(x) >0 .

Donc £ >0 sur X NT .
C. Q. F. D.
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