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Séminaire CHOQUET 9-01
(Initiation & 1'Analyse)
5e annde, 1965/66, n° 9 17 mars 1966

FONCTIONNELLES POSITIVES EXTREMES SUR CERTAINES ALGEBRES ORDONNEES

par Michel LEDUC

Ces pages exposent, peut-&tre en les étendant, des travaux de R. PHELPS, qu'on

trouve consignés dans une publication récente [ 1] (1).

Les résultats sont presque exclusivement algébriques ; on montre que, sur cer-—
taines algebres ordonnées, les formes linédaires positives extr8mes jouissent de
propriétés multiplicatives. Ce fait est bien connu pour 1'algdbre des fonctions
continues sur un compact, dont les formes positives extrémes sont les masses ponc-

tuelles, c'est-a~dire les caractdéres.

J'ai bénéficié de notes manuscrites de G. CHOQUET, dont proviennent, en particu-

lier, la plupart des contre-exemples.

Notation et définitions. - Dans la suite, A désigne une algdbre réelle (2),

commutative (3) et préordonnée, avec A = A, - A (4).

Un caractére est un homomorphisme d'algdbres non nul et & valeurs dans le corps

de base.

Un élément d'un clne convexe est dit extréme, s'il appartient & une génératrice

extrémale, mais n'est pas le sommet.
Pour un cdne positif :

X extréme <=> x # 0 et (O gugx => §t€E€R: u= tx) ’

t étant du reste unique.

LEMME 1. - Soit E un espace vectoriel préordonné ; si Ei admet une généra-
trice extrémale, alors codim(E+ - E+) <1

. . 1 L ¥ A
En effet, sinon dlm(E+) >1, or (E+) c E+ » et un cdne convexe, qui contient

“~——

( ) Certaines démonstrations de ce papier se trouvent dfailleurs complétées ici.

( )fo remarque 4, et le résultat : Soit A une algdbre de fonctions complexes,
si A admet des éléments extrémes, alors A est autoadjointe.

(3) Une théorie non commutative a été faite par E, STYRMER [8] qui souligne la
pathologie de ce cas.

(4) Cf. lemme 1.
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plus d'une droite, n'admet pas de génératrice extrémale. S'il en contient une, elle

est du reste 1l'unique génératrice extrémale.

Remarque. - Pour E , espace localement convexe (e. 1. c.) préordonné, il vient

de méme que, si E; admet une génératrice extrémale, alors codim(E+ - E+) <£1.

PROPOSITION 2. - Etant donnée A , si pour tout a € A+ , l'opérateur

XE€EA - x+axe

Y

admet un inverse & gauche, linéaire et positif, si, E étant un espace vectoriel

préordonné, T est un opérateur extréme du céne {L € 8(4 , E) ; L(A+) c E+} ,

alors
-oubien 7V x et ye A, T(Xy) =0,

- ou bien il existe b extréme dans E+ et un caractére © sur A tels que

TxeA, Tx= @(X) b .

En effet, pour tout a e A+ , notons Pa la multiplication par a , choisissons

un inverse & gauche, lindaire et positif, a3 de id + Pa , et dcrivons
Vxed, x=35(x)+ 8ax) ;
1lt'opérateur extréme T =T o a + T o & o P apparait comme somme de deux opéra-
teurs positifs, donc il existe A\ € EA+ tel que V a € A, To a=2xa) T, d'ou
¥ x€ A, Tx=To &(x + ax) = A(a) T(x + ax)

et, conme T #£0 , V ac A+ , Aa) # 0 , d'ou finalement

1 - K(a)
vV x = ;
€ A ’ T(aX) -‘-m— Tx H
1 - A A+ . .
posons = ——-— € R . Alors, ou bien V ae€ A+ , w(a) =0 qui équivaut a la

premidre conclusion en utilisant A = A - A+ , ou bien 1 a € A+ : u(a) #£0 et

+
Vxe A+ ’

u(a) Tx = T(ax) = T(xa) = u(x) T(a) ,

m
d'or Tx = p(x) E%gy s posons b = E%gy , alors Im(T) < (b) # g, puis,

pour x et y >0,
w(zy) Ta = T(xya) = p(x) T(ya) = u(x) uwly) Ta

et en utilisant A = A+ - A+ , on obtient que le prolongement canonique de p , qui

résulte de 1'identité Tx = u(x) b , est le caractére ¢ cherché.

Bn effet, b est positif, car
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_ T(a2) _ (Ta)2
- 2y 2
w(a®)  [u(a)]
et extr8me avec T , car si b = b, + b2 , ou b

1 1
plan (b1 ’

b2) on trouve que si b 0 , c'est-a-dire si ¢ est non nécessaire-
ment positive, il vient aussi (bl) et (b2) c E, ; enfin, 1'unicité résulte du

\"

Cad

et b, >0, en considérant le

fait que deux caractéres ne sont jamais proportionnels.

PROPOSITION 3 (Cf. [4], p. 20, "Nonotone extension"). - Soient E un espace vec-

’ r N *
toriel préordonné, F un sous-espace tel gque E =F + E+ et @ extréme dans F+ ’

%
alors il existe un prolongement de ¢ extréme dans E+ .

En effet, 1l'ensemble des prolongements positifs et extrémes de ¢ est U-induc-
tif, car la réunion d'une chalne de tels graphes définit immédiatement un prolonge-
* A) A . 3
ment 6 € G+ s {0}, o0 G= Dom(6) , et 6 est extréme puisque si 6 >0 >0,

gsoit t € R défini par O[iF = % , pour tout élément de la chaflne elG , comme
)

|G,

zozlGo 20 , i1 existe t' € R tel que oz}G = 1t'9 et comme F c G, ,
o o

0
|G,
t'' =t , d'ol finalement o = t6 .

Prenons alors O maximal (théordme de Zorn), son domaine est E ; sinon, soient
G=Dom(e) et a€E+\G

; en écrivant 4+ a € F + E+ , on obtient
{xeF; xg<al#f#{xeF; x32a}l ,
puis, pour v € [G + (a)]* , si VIGZO ,
vy20 <=> supvy({xeG; xga})<vy(a) cinfy({xec; x3a}) .
Définissons alors 0 € [G + (a)]:):\ {0} par
-é-lee et 6(a) = inf 6({xe ¢ ; x32a}) ;

® est extréme, car si 6 2o >0, soit B =6 -a 20 , comme e;al 20,

1tekR: OllG=te et BiG=(1-t)8,or:

G

-ou bien 0Lt <1 et
>0 => afla) ¢ inf t6({x € G ; x > a}) = t6(a)
B20 => PBla) ginf (1 -t) 6({xec; x3za})=(1-~-1t)86(a)

d'ou .B(a) =6(a) —a(a) 2 (1 ~t) 8(a) = p(a) , dtoh 1'4galité, puis o{a) = t6(a)
et finalement o = t§ ;

, donc G+CKereCKero/ et Ker B,

- ou bien t ¢ (0, 1) , mais alors 6 < O
x > a}) = {0} , puis «(a) et B(a) <O ;

d'ol, comme a >0, o et p{fx e ;
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or comme <« et B =0, a(a) et B(a) > 0 , et finalement a(a) = B(a) =0 =?Ka)

d'ol encore o = t6 .

LEMME 4. - Etant donnée A , EE_(S), pour tout a € A+ , 1l'opérateur id + Pa

est injectif et x € A et x+ax 20 => x 20, alors il existe une suralgdbre

B de A gqui vérifie les hypothéses des propositions 3 et 2.

En effet, considérons sur A x A+ la relation binaire
(x,9)~u,v) <> x+xv=u+uy ;
c'est une équivalence car, si (x , y)av (u s v) et (u ’ v) ~:(a . b) ’
x+xv=u+uy et u+ub=a+av ,
donc

(X + xb) + (x + xb)v (u + uy) + (u + uy)b

(u + ub) + (u + ub)y = (a + ay) + (a + ay)v ’

d'ou X+ xXb =a + ay , et (X y y)'v (a ’ b) . BElle est compatible avec la struc-

ture d'algébre préordonnée définie par les opérations :
x,y)+w,v)=GE+u+xv+uy,y+v+yv) ,
Mx,y)=0x,y) ,
(x,y).u,v)=(u,y+v+y) ,

et le préordre associé au clne A+ x A+ , convexe et stable.

Soit alors B 1le quotient, c'est canoniquement une algdbre préordonnde, réelle
et commutative comme la précédente ; B = B+ B+ = A + B+ , car V (x,y) €A x A+ ,

comme A = A+ - A+ , 11 existe X, et X, € A+ tels que x = x d'ol

- X
1" %0
(x,y)=(-x,,0) +(x, +yx, ,5) s xeh - Tx,0) &B injecte A dans

B comme algdbre préordonnée, car si (x , 0) ~ (u , v) € A x A , x+vZ=uz0,

donc x 2> O . Enfin, pour tout (a ’ b) € A4 x A+ , on peut prendre :
T~

a , b) = identité = (a , a + b) s

.(5) clest-a-dire ¢ si id + P admet un inverse a gauche positif. Notons par
a%lleurs que, si A est complégement réticulée, V a € A, , on peut prolonger li-
néairement et positivement, en un 3 , 1'inverse défini sur {x + ax ; x € A} de
id + P, , car puisque

VxehA et ue A+ ,
{fx+ax; x e A} + A, est symétrique ; le résultat du théordme 5 n'est alors
qu'un cas particulier de la proposition 2, sans utiliser la proposition 3 ni le
lemne 4.

~(x+ax+u) =(-x-u) +al-x-u) +au ,
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car cet opérateur (6) est positif puisque ¥ (x , y) € A x A
(x,3) -(a,a+b)(x,y)=[x+(a+Db)x-ax,a+b+y+ (a+b)y]
=[x+bx,a+b+y+ (a + b)y] >0 .

On obtient alors aisément :

THEOREME 5. - Soit A une algdbre commutative, réelle et préordonnée avec

A= A+ - A+ , telle que pour tout a € A+ , 1l'opérateur id + Pa est injectif, et

2 Cte e (0, =) : olxy) = ote o(x) oly) (7).

. * (7 .
xeld et x+ax >0 => x20 .51 oe A+ est sur une génératrice extrémale,

En effet, soit B 1'algébre déduite de A par le lemme 4 3 B , A et ¢ véri-

fient les hypothdses de la proposition 3 ; soit donc T wun prolongement de ¢ ex-
3%

tréme dans B+ ; B, R et T vérifient les hypothéses de la proposition 2 ; donc

finalement, ou bien
T(xy) = 0 =0 Tx.Ty ,
ou bien

= u(x) pl(y) v = % Tx.Ty .

3
N
g
t
-
o]
<
N
o'
]

Remarques.

(1) L'introduction de topologies, si elle est naturelle dans la proposition 2,
est inopportune dans la proposition 3 ; on sait en effet que, sans relation entre
le préordre et la topologie de E , on ne peut obtenir de prolongement continu et

positif.

Par contre, la situation est favorable si, par exemple, A+ est d'intérieur non

vide, ou (Cf. [6], p. 04, proposition 4) A est un Fréchet et A _ fermé.

(2) L'hypothdse : V a € A, (xe A et x+ax 20 => x »0) est non
surabondante. En effet, pour 1'ordre usuel, 1'espace vectoriel C((0 , m)) , muni
de la multiplication

t it
(f,8 - {t = f(t)fo g +g(t) 4 £} ,

est une algdbre A , réelle, ordonnée, commutative, avec A = A - A telle que

+ !

(6) qui est du reste inverse bilatéral.

(") on ait alors ¢ multiplicative.
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Vace A+ , 1l'opérateur id + Pa est injectif. Or les masses de Dirac, en dehors de

*
l'origine, qu'on sait extrémes dans A+ , ne sont pas multiplicatives.

(3) Le résultat du théordme est & rapprocher du suivant (Cf. [5], p. 238,
24.2) : Les formes lindaires positives extrémes sur un espace vectoriel réticulé

sont les morphismes réticulés.

I1 serait intéressant de savoir si ce résultat ne peut pas se déduire de notre

théordme, en introduisant une multiplication convenable rattachée a 1l'ordre.

(4) Pour une algdbre de Banach complexe B , le théordme de Gel'fand introduit

un cdne positif naturel B = {x € B ; pour tout caractére vy , wvy(x) > 0}

L'algdbre réelle A = B+ - B+ vérifie alors les hypothéses de notre théoréme, et

les éléments extrémes de Ai sont donc multiplicatifs sur A .

(5) Une réciproque partielle & notre théordme est vérifide. On démontre (Cf.
[1], p. 21 et 22) en effet que, pour l'ordre usuel, sur une algébre A de fonc-
tions numériques, vérifiant A = A+ - A+ , les caractdres positifs (8) sont extré-

*
d .
mes dans A+

Notons, & ce sujet, que l'homomorphisme identique, qui est positif, n'est pas ex-

tréme dans ﬁ(gé)+ .

(6) Les opérateurs positifs vérifiant T(xy) = O forment un c8ne convexe hé-
réditaire. Ce cbne peut 8tre de dimension supérieure & 1 , et donc contenir des

éléments non extrémes ; en effet, pour

(-1, 1), B u
A={feR s f£(0) =0, fl[—l . 0) et fl(O 1) polyndmes}
les dérivations & droite et & gauche en l'origine ne sont pas colinéaires ; notons

- . . N *
du reste que ces dérivations sont effectivement extrémes dans A+ .

D'autre part, ce cbne est étranger & 1'ensemble des caractdres positifs extrémes;
en effet, pour 0o T, V x€ A+ , 0K 9(x2) < T(xz) =0 3 orsi © est in-
férieur & un homomorphisme positif extréme, il lui est proportionnel, et par suite,

de e(x2) =0 résulte 6(x) =0, d'ou, comme A = A -4 , 6=0.

(7) Une représentation intégrale (cf. [2]) des éléments de Ai par des formes

(8) L'hypothése de positivité n'est pas superflue ; en effet, sur l'algdbre
{fl[O 1) ; fe E[x]} pour l'ordre usuel, les masses de Dirac agux points de
H

R~ (o, 1] sont des caract®res non positifs.
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positives multiplicatives est possible dans le cas simple suivant : pour la topolo-
*

gie G(A* 5 A) de la convergence simple, A+ est un clne complet et 1l'ensemble

des formes multiplicatives fermé ; on supposera alors qu'il existe a € A+ tel que

¥ x € A+ , 3teR: xgta, condition nécessaire et suffisante pour que

*
{e e AL £(a) = 1} soit une base compacte.

(8) G. CHOQUET suggere que, sur les algdbres de fonctions pour 1'ordre usuel,
les formes positives multiplicatives pourraient &tre les : f - l%@ u.f pour
tous les ultrafiltres U et fonctions positives u tels que la limite existe

(préoccupations voisines dans [3]).

Enfin, il serait intéressant de savoir si la classe des algdbres introduites au
théordme 5 est beaucoup plus large que celle des algébres de fonctions pour 1l'ordre

usuel. C'est, du peste, ce que sous-entend le "peut-8tre" du début de cet exposé.
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