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DÉSINTÉGRATION DES MESURES

par Mlle Catherine DOIÉANS

(d’après les travaux de A. et C. IONESCU TULCEA [2])

Séminaire CHOQUET
( Initiation à l’Analyse)
3e année, ~96~/649 n° 8 11 juin 1964

Soient donnés :

Z et B : deux espaces localement compacts,
une mesure de Radon positive sur Z,

p : une application p-propre de Z dans B,
a : une mesure de Radon positive sur B, telle que

pour une fonction ~ localement a-intégrable.

Le problème est de trouver une application

de B. (ensemble des mesures de Radon positives sur Z ) telle que

( x devant être telle que la deuxième intégrale existe)

(ii) = ~(b) localement a-pre sque partout, et vérifiant en plus dans

certains cas

(iii) ~ a~ ’b est concentrée sur p ~~ ~~ b ~) localement a-presque partout.

On verra que si a est non nulle, il existe toujours une application À véri-

fiant (i) et (ii).

Pour la propriété (iii) , il faudra supposer Inexistence d’un relèvement fort pour B.

1. Notations.

Si Z est un espace localement compact, et Jl une mesure de Radon positive sur

Z , ~. ~ 0 , on notera:

M;(Z , Il) : l’algèbre de Banach des fonctions de Z dans R bornées, et
mesurables, munies de la norme



C~R(Z , ) : la sous-algèbre de M~R(Z , ) formée des fonctions continues, bor-

nées de Z dans R ;

K(Z) s la sous-algèbre de C~R(Z , ) formée des fonctions continues, à support

compact.

f = g ===> f == g localement presque partout pour Il .

Les autres notations : £1R , £R , 7 "’9 seront celles utilisées dans BOURBAKI.
[1]

Si f ~ £-1R , on notera par ? sa classe dans L-

2. Propriété de relèvement.
Soit T s f ~ T., une application de M~R(Z , ) dans M~R(Z, ) , et considé-

rons les propriétés suivantes

T sera un relèvement linéaire s’il vérifie (1) - (5).
T sera un relèvement linéaire f ort s’il vérifie (1) - ( 5 ) , et (’~) o
T sera un relèvement s’il vérifie (1) - (6).
T sera un relèvement f ort s’il vérifie (1) - (7).

Considérons T ( ~) , tribu de s ensemble s ~-mesurables avec la re lation d’équiva-
lence

A _ ~ --~ A > B == (A B B) u (B B A) est localement ~-négligeable.

Si T est un relèvement de I~ ~(Z 9 Il) pour tout A ~ T 
~A 

est la fonc-

tion caractéristique d’un ensemble de T(~.) que l’on notera et pT. vé-

rif ie le s propriétés : .



Réciproquement, si une application p de T(~) dans T(~,) vérifie (i) - (v) ,
il existe un relèvement T et un seul de h (Z 9 ~,) tel que p = pT .

Dans la suite, on ne différenciera plus les deux notations T et 

THÉORÈME 2.1. ~. Pour tout espace localement compact Z et toute mesure de Radon

positive  , non nulle. sur Z 9 il existe un relèvement de ) . (IONESCU
TUICEA [ 2~ . )

Dans la suite, on utilisera souvent le lemme suivant 1

IEMME 2 .1 . - Si p e st un relèvement de ( Z 9 ~,) , et si  e st un ensemble

filtrant pour  de fonctions de M~R(Z, ) telles que

(2.1.1)

et

(2.1.2)

Alors f ==sup f est n-mesurable, et pour toute mesure de Radon positive v
f~

absolument continue relativement à 

Si v est absolument continue relativement à ~, ~ on a v = g. avec g loca-

lement ~-intégrable et positive.

On peut se ramener au cas où g e st borné 9 et on a alors v = p(g) .p .

S S = {f03C1(g) ; f E F} vérifie les conditions (2.1.1) et (2.1.2), et on est donc
ramené au cas v =  .

Si v = ~ ~ pour tout g 9 h E M~(Z ~ ~,) 9 on a p(inf(g , h)) = inf(p(g) , p(h) ,
car

et par suite



On peut donc supposer f 
00 

borné, car sinon on considère, pour tout p entier,

qui vérifie aussi les conditions (2.1.1) et (2.1.2)~ puis l’on fait tendre p vers

+ 00 .

Considérons donc le cas ou i~ est borné. Pour tout compact K c Z , on a

a une borne supérieure g et FK converge dans L1R vers g.

On a alors

donc

Soit d’autre part une suite fn croissante d’éléments de 3 tels que

On a

localement presque partout, f est donc ~-mesurable9 et

Ceci étant vrai pour tout compact K c Z (et p(K) = K ) , on a

3. Propriété d’un relèvement fort.

PROPOSITION 3.1. -Soit T : un relèvement de alors



Les propriétés (3.1e1) et (3.1.2) se déduisent l’une de l’autre par dualité.

Soient T un relèvement fort, et U un ouvert de Z . Soit

On a

d t où

Réciproquement, supposons que D U pour tout ouvert U de Z. Soit g ~ 0 ,

g ~) et

on a

Soient maintenant f E C~(Z) et À une constante telle que

on a

et donc

4. Remar ue s sur le s applications à valeurs dans Lu~ e space d e mesures.

Soient ff un espace localement compact,
a une mesure de Radon positive sur B,

a) l’ensemble des familles localement dénombrables K = (K.)...
. 

de compacts disjoints tels que soit localement a.-négligeable. 



PROPRETÉS.

a. Si (K.,).~j, et (K~).~j~ sont deux familles de C(B , a) , la famille

(Kj, n dans C(B , 03B1) .

b. Si a est non nulle, si T est un relèvement de M~R(B , a) et si

(K.).-- e C(E , 03B1) , il existe (Li)i~I e C(B , a) telle que tout L soit conte-

nu dans un pour un certain j .

Soient Z et B deux espaces localement compacts. Pour toute application À

(b -~ B) de E dans et pour tout g e K(Z) ~ on note (g ~ À) l’ appli-

cation

de F dans R.

DEFINITION. - Si a est une mesure de Radon positive sur B , on note

F(B , J)~(Z) ~ a) le cône des applications À

de B dans lÔ(Z) , telles qu’il existe (Kj)j~J G C (B , a) pour laquelle

Remarque. - Si Xe m+(Z) , 03B1) , (g , À) est a-mesurable, V g~K(Z) .

DEFINITIONS.

1° Si a~O ~ si est un relèvement de a) et si

À e F(B ~ ~(Z) ~ a) , on dit que = ~ s’il existe (K.) . - e C(B ~ a)
telle que

(ceci suppose (p~ (g , À) e a) ).
J

PROPOS ITION 4.2. 0



alors ~ et X" coïncident localement a-presque partout.

Démonstration.

À* est donc bien défini. Les propriétés de relèvement de T donnent X. ~ m+ (Z) .

Soit (L.). ~ C(B , a) tel que, pour tout i , il existe un j ~ J pour le-

quel ainsi choisis. On a

On a de plus

donc

Soient ~. et j tels que p T (~~~ ) . On a

et



On a alors, pour tout j’ , j" et g E K(Z) ,

DÉFINITION. - Soit F~(B , m+(Z) , a) le cône des applications

de B dans m+(Z) telles que

Supposons a ~ 0 , et soit T un relèvement de ~~~8 , a) :

on a aussi

PROPOSITION 4.3.

Démonstration analogue à celle de (4.2.1).



PROPOSITION 4.4. -Soit À ~1~;+ ~?) p a) telle que p ~î~) = ~ e Soit K

compact c Z et soit

définie par

= localement 03B1-presque-partout.
, ,

mais

et

Donc, en vertu du lemme 1, ~g 9 Â~) est a-mesurable. Ceci se généralise à tout

g E K(Z) .

Soit maintenant g E K~ (K) . On a

mais, Vbe E~

donc



et Par suite % ~ S XK ~ , V b G B , mais On a
, ,

et ~__ coïncident donc localement a-presque-partout.

5. Désintégration des mesures.

Soient Z et B deux espaces localement compacts,

a ~ 0 une mesure de Radon positive sur B,

T un relèvement de a) .

DÉFINITION. - On dit qu’une application X

de B dans e st appropriée relativement à ( a , T) si

~ = ~ ’ ~~ ’b da(b) est alors une mesure de Radon positive sur Z .

Remarque. - Si a ~ 0 , et si T est un relèvement fort de ~°°~R:’ , a) , toute

application ~-adéquate de S dans est appropriée relativement à (a , T) .

PROPOSITION 5.1. - Soit À: b ~ 03BBb une application de B dans appro-

priée relativement à (a , T) et soit

Si une fonction f : Z ~ R est -intégrable, il existe H localement a-

négligeable tel que V b ~ H , f soit 03BBb intégrable ;

b ~ Z f d03BBb est essentiellement 03B1-intégrable et

On se limite d’abord au cas où f est semi-continue inférieurement, positive. Le

passage à f -intégrable quelconque se fait comme dans BOURBAKI ([1], chap. V,
p. 21-23).

f est semi-continue inférieurement, C(B , a) est tel que
J J J



Soit a 9 e

f : Z ~ R semi-continue inférieurement,

et

Soit F(J) : l’ensemble des parties finies de J . Pour tout H E F(J) ,

on a

pour tout b E ,U’ p (K , ~ , et le lemme 1, on a alors
jej l J

COROLLAIRE. - Si Ac Z est -négligeable, il existe H ~ B localement a-

négligeable tel que A soit 03BBb négligeable pour tout b ~ H .

THÉORÈME 5.2. - Soient Z et B deux espaces localement compacts.

mesure de Radon. positive sur Z ,

P : application -propre de Z dans B ,

a une mesure de Radon positive sur H telle que ~=~.a~

03C8 étant localement 03B1-intégrable.

Supposons a non nulle, et soit un relèvement de a) . Alors

(5.2.1) il existe une application X

de B dans appropriée relativementà (a , T) telle que

(i) = 03C8(b) localement 03B1-presque-partout.

(5.2.2) De lus si T est un relèvement fort. Â~ est concentré sur p" ({b})
localement a-pre sque-partout.

(5.2.3) Si B’ : ~~~h ~ ~ ~ i sont deux applications de B dans 



appropriées relativement a (a ~ T) et telles que

(j) X’ et X" sont concentrées sur p"~({b}) localement a-presQue-partout,

alors 03BB’b = 03BB"b localement 03B1-presque-partout.

(5.2.1)Existence de ~, o -- Pour tout g ~ considérons ~, = o On a
g

Donc il existe h localement v-intégrable telle que
g

Soit p un relèvement de I~~(~ , -v) . On a ~g , b ~ avec b appli-

cation linéaire positive de K(Z) dans R .

et

par suite à E ~’t+(Z) , -~) ~

Posons Y-b = bb . ~g , y~ = ~(g , 8) est a-mesurable V g E K(Z) et

y E F(B , ~+(Z~ , ~.) . Il existe donc ~, ~ b -, ~,b 9 ~, E F(B , ~1+(Z) , a) telle

que et pT[~,~’ _ ~, . On a alors

De plus, on a

(a)



pour toute

f ~ B -~ R a-mesurable bornée à support compact
et toute

g Q Z ~ R -mesurable bornée à support compact.

(on utilise pour cela la proposition 5.1 y et on approche f et g par des fonc-

tions de K(B) et K(Z) . )

Montrons que = 03C8(b) localement 03B1-presque-partout.

et V H e F(J) (ensemble des parties finies de J), soit K~ = U K..
H 

jej J

Soit f ~ et F. = K(Z) , 0 ~ g ~ 1} ~ en appliquant le lemme 2.1 et

la propriété (p)~ on obtient

et ceci V f e K (B) ; donc = localement 03B1-presque-partout.

(5.2.,~) . Unicité de À.. - Soient À’ et À" deux applications appropriées rela-
tivement à (a , T) vérifiant (j) et (jj).

Soit A = {b E B ! non concentré sur p -~ ~ ( b ~) ~ . A est localement a-

négligeable..

V f et V g g(f o p) e st ~intégrable puisqu’à support com-

pact, il existe donc Afg localement a-négligeable tel que g(f o p) soit

-intégrable pour tout b ~ Afg , et l’on a

Si 



donc

de même,

donc

et la proposition (4.2.2) entraîne

À. localement a-presque-partout.

(5.2.2) Il reste à montrer que si T est un relèvement fort 03BBb est concentré

sur p" ({b}) localement 03B1-presque-partout.

(A) Supposons d’abord :

T est un relèvement fort de a)
Z est compact

p est continue

Soient b~ E E , et V(bO) l’ensemble des voisinages de b~ . On a

2014.1 ~

Pour tout voisinage W de p" il existe donc V e V = V ~ tel que

p~(V) cw .
Si g ~ K(Z) et si supp g n p"~~}) = ~ , il existe donc V == ~ V ~ 

tel que suppgnp" (V) = j0 si feK(B) est telle que supp f cV .

On a

d’où

d’où

et



T étant un relèvement fort, on a b~ ~ d’aù (g, b~) _ ~ , d g EK(Z)
telle que supp g n p" ({b..}) = ~ , donc on a

(B) Prenons maintenant Z 9 B ~ ~, ~ a , p , X comme dans (5.2.1), et suppo-

sons que T est un relèvement fort.

On peut supposer que est borné, ~ j E J et que

T étant un relèvement fort, on a 03C1T(Kj) c Kj , b ~ ~03BBjb~ est donc une application

bornée, et il suffit de montrer que, pour tout j ~ J , 03BBjb est concentré sur

P" ({b}) , sauf pour b e H. localement 03B1-négligeable.
J

On aura alors H. c p (K.) c K. et = U H. sera localement 
1 

03B1-négligeable, et

pour tout 03C1T(Kj)BH~, 03BBb = 03BBjb sera concentré sur p" ({b}) .
i ~J ~- J ~~ 

. 

b D

(b) Soit donc j ~ J fixé. On a

et b -> ~03BBjb~ borné. Donc 03BBj e F~(B , m+(Z) , a) et = part

(g , ~~ est essentiellement a-intégrable pour tout g ~ K(Z) . À" est donc

appropriée relativement à (a ~ T) ~ et la propriété (p) entraine

( c) ~. étant bornée, et ~..  ~ ! il existe ( L ) C ( 2 9 ~.. ) telle queJ ~ n j
p = p/L soit continue V n . 

-

n n
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Les propositions 4.3 et 4.4 entraînent l’ existence de 03B3n e F°’(B , m+(Ln) , OE)

telle que . = y et x( = 03B3n,b pour tout b / Dn , Dn étant localement
n n 

~ ~ n, n n

a-négligeable. ’

La propriété (p) appliquée à (Z , B , p. , p , OE , T , 03BBj) entraîne

Le résultat de (A), appliqué à (Ln , B , ( j)Ln , pn , 03B1 , T , 03B3n)

Si U est l’ injection canonique de L -~ Z , on a

(d) La famille ’L 03BBjb)n~N est sommable ~ b ~ B. Z B U est j-négligeable,

donc 03BBjb-négligeable localement 03B1-presque-partout.

Par suite, ( = 1 03BBjb localement 03B1-presque-partout et 03BBjb est concentré sur

p-1({b}) localement 03B1-presque-partout.
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