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Séminaire CHOQUET 8-01
(Initiation & 1'Analyse)
3e année, 1963/64, n° 8 11 juin 1964

DESINTEGRATION DES MESURES

par Mlle Catherine DOIEANS

(d'aprés les travaux de A. et C. IONESCU TUICEA [2])

Solent donnés :
Z et B : deux espaces localement compacts,
M ¢ une mesure de Radon positive sur 2 ,
p ¢ une application p-propre de Z dans B ,
o : une mesure de Radon positive sur B , telle que

v =p(W = .o
pour une fonction ¢ localement a~intégrable.

Le probléme est de trouver une application

A b—e)x.b

de B dans T (2) (ensemble des mesures de Radon positives sur Z ) telle que

(1) [ elfep)ap= /3£, N ada Vrek(B) , Vege kK@)

( A devant &tre telle que la deuxiéme intégrale existe)

(i) HAbH = Y(b) localement o~presque partout, et vérifiant en plus dans

certains cas
(iii) A, est concentrée sur p-l({b}) localement a~presque partout.

On verra que si a est non nulle, il existe toujours une application A véri-
fiant (i) et (ii).

Pour la propriété (iii), il faudra supposer 1l'existence d'un relévement fort peur B.

1. Notations.

Si Z est un espace localement compact, et p une mesure de Radon positive sur
Z, p#0, onnotera :

M;(Z , H) : 1'algébre de Banach des fonctions de Z dans R bornées, et p~

mesurables, munies de la norme
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£ llgll, = sup [£(a)] ;

GOIOI(Z , M) : la sous-algébre de M‘;(Z , #) formée des fonctions continues, bor-
nées de 2 dans R ;
K(Z) : la sous-algebre de C°§(Z , #) formée des fonctions continues, & support
compact.
f=g <=> f =g localement presque partout pour { .

—1 * . ‘
Les autres notations : gfli y B s 7 ..., seront celles utilisées dans BOURBAKI.

(L]

Si fe £g s on notera par f sa classe dans LIlJL

2. Propriété de reléevement.

Soit T : f - T_. une application de M;(Z , u) dans M;;(Z , H) , et considé-

f
rons les propriétés suivantes
(1) Tfs f,
(2) ng::>Tf=Tg,
(3 1,=1,
(4) £20 = 1,30,
(5) Torepg = e *+ BTy @ Be R,
(6) Tp, =T, T,, ]
(7) Tp=1f, V £fe Cp(2) .

T sera un relévement lindaire s'il vérifie (1) - (5).

T sera un reldvement lindaire fort s'il vérifie (1) - (5), et (7).
T sgera un relévement s'il vérifie (L) - (6).
T

sera un relévement fort s'il vérifie (1) - (7).

Considérons T(p) , tribu des ensembles p-mesurables avec la relation d'équiva-

lence
A=B <= A>B=(A\B)u (B\A) estlocalement p-négligeable.
Si T est un relévement de ME‘(Z , 1) pour tout A € T(w) , TCP est la fonc-
A

tion caractéristique d'un ensemble de T(M) que 1'on notera pT(A) s et pp vé-

rifie les propriétés :
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(1) A= B => p(8) = p;(B) ,
(iii) pT(¢) = ¢ ’ pT(Z) =2 ’
(1v)  pq(A n B) = pp(8) mop(B)
(v) Pp(A U B) =pp(8) U py(B) .
Réciproquement, si une application p de T(p) dans T(p) vérifie (1) - (v),
il existe un relévement T et un seul de M?(Z , W) tel que p=pp .

Dans la suite, on ne différenciera plus les deux notations T et pg .

THEOREME 2.1. - Pour tout espace localement compact Z et toute mesure de Radon

positive p , non nulle, sur Z , il existe un relévement de Mg(Z , W . (IONESCU
TULCEA [2].)

Dans la suite, on utilisera souvent le lemme suivant :

IEME 2.1. - Si p est un relévement de M;(Z , M) , et si § estun ensemble
filtrant pour & de fonctions de M;(Z , B telles que

(2.1.1) £20,
et
(R.1.2) p(f) =f V fe §.

Alors f = Eg%;f est p-mesurable, et pour toute mesure de Radon positive v

absolument continue relativement 3 pH , on a :

- —
[ f,dv=sup [/ fdv.
Si Vv est absolument continue relativement & p , ona v = g.u avec g loca-
lement p-intégrable et positive.

On peut se ramener au cas oi g est borné, et on a alors v = p(g).p »

ﬁg ={rfp(g) 3 f e 8} vérifie les conditions (R.1.1) et (2.1.2), et on est donc

ramené au cas Vv = {4 .

Si v=p, pour tout g, heM(Z, p) , ona p(inf(g , b)) = inf(p(e) , p(h)) ,
car .
o(1£1)? = p(£.2) = [p(£)]?

et par suite

lp(0)| = p(l£]) -
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On peut donc supposer Q” borné, car sinon on considere, pour tout p entier,
ﬁp ={inf(f , p) , f e &}

qui vérifie aussi les conditions (2.1.1) et (2.1.2), puis 1l'on fait tendre p vers

+ 0
Considérons donc le cas ou f_ est borné. Pour tout compact Kc Z , on a
£ = £ H
» Pp(k) T %P * (k)
-'1 » o
or fqb(K) € & pour tout fed,et £ estborné, par suite
2’ . ~ ]_ ~
a une borne supérieure ¢ € ;; , et ﬁK converge dans LR vers g .
On a alors

donc
ple) 2 £, o k) *

Soit d'autre part une suite £, croissante d'éléments de § tels que

=1
fnkpp(K) - g dans £R .

> 11 =
fo o (k) Z 15" In Po(x) = 8
localement presque partout. £ 95 (k) est donc H-mesurable, et
£ = =/ f .
Ceci étant vrai pour tout compact K< Z (et p(K) =K ), ona

— %
J f dp=sup [/ fdu .

3. Propriété d'un relévement fort.

PROPOSTTION 3.1. - Soit T : f - T, un relévement de M;(z , H) 5 alors

T relévement fort <= (3.1.1) po(U0) 2> U, V U ouvertde 2,

<=> (3.1.2) pT(F) CF, VF ferméde Z .
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Les propriétés (3.1.1) et (3.1.2) se déduisent l'une de l'autre par dualité.

Soient T wun relévement fort, et U wun ouvert de Z . Soit
FUz{fe K(z) , 0L fgapU} .

On g

T, >T.=f, Vfek

T(PUZ(PU et pg(V) > U .

Réciproquement, supposons que pT(U) > U pour tout ouvert U de Z . Soit g =0,
[e-8
g € CR(Z ’ P-) et

Ug={0uPU; a>0, U ouvertde Z, a@Ugg};

on a
g = sup %y
g
d'od
'I‘g >e .

Soient maintenant f e C°R°(Z) et A une constante telle que

7\+f20,
A-E220;
on a
T)\'-f::x-TfZ.x-'f,
et done
T :f.

4. Remarques sur les applications & valeurs dans un espace de mesures.

Soient B un espace localement compact,

& une mesure de Radon positive sur B ,

C(B, a) 1'ensemble des familles localement dénombrables K = (Kj)j cJ
de compacts disjoints tels que E \ jg B Kj soit localement a-négligeable.
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PROPRIETES.

a. Si (Kj,)j,EJ, et (Kj")j"eJ,, sont deux familles de C(B , a) , la famille

(Kjl n Kj") (31,3M)ed %" est dans C(B , a) .

b. S1 a est non nulle, si T est un relevement de M‘;(H , ) et si
(Kj)je 5 € C(B, a) , il existe (Li)it—:I € C(B, @) telle que tout L, soit conte-
nu dans un pT(Kj) pour un certain j .
Soient Z et B deux espaces localement compacts. Pour toute application A
(b - A’b) de B dans W (Z) , et pour tout g € K(Z) , on note (g , Ay 1'appli-

cation

b"’<g9>\-b>

de B dans E

DEFINITION. - Si o est une mesure de Radon positive sur B , on note
F(B, W(2) , o) le cobne des applications A

A b—)?\.b

de B dans () , telles gqu'il existe (Kj)jeJ € C(B, o) pour laguelle

o (@ s M EMW(B, ), YieT, Vgek().
J

Remarque. - Si A€ F(B, M(2) , a) , (g, \) est o-mesurable, V g e K(Z) .

DEFINITIONS.

1°©8i a#£0, sl T=py: T, estun relévement de M‘;(B,a) et si

A eF(B, M(2), a) , ondit que polA] = A s'il existe (Kj)jeJ e C(B, a)
telle que

PT(‘PK.<8 ’ >‘>) = (PPT(K-)<g ’ A) , Vgek(z), Vjed
J J
(ceci suppose (ij<g , A) € M;(B , ) e

2081 A' et A"e F(B, M (2) , a) , on dit que A

8, M)y=<(g, A, VgekK().

i

At si

PROPOSITION 4.2.
(4.2.1) VA eF(B, M'(2) , a) , il existe A' e F(B, ' (2) , o) tel que

oAl = A et A=A

i
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(4.2.2) 81 M et A" eF(B, W(2) , o) , s pAT =2,
pT[}\nT = A" et A =AM

alors K% et Kg coincident localement a-presque partout.

Démonstration.

(4.2.1). - Soit (Kj)jeJ € C(B, a) telle que 9y {g , Ay € M;(B , a), Viel,
V g € K(Z) . Posons J

(PT(qJKj@ , M) st b e pp(Ky)

M (g) =
\\ 0 si b ¢ jgj pT(Kj) .

Pour j' #j" , ona
pT(Kj') n pT(Kj") = pT(Kj’ n'an) = pT(¢) :¢ .
A% est donc bien d@éfini. les propriétés de relévement de T donnent %% e 1 (z) .

Soit (Li)ieI € C(B, a) tel que, pour tout i , il existe un j € J pour le-

quel L; © pT(Kj) . Soient i et j ainsi choisis. On a

(PLj_ pT((PKj <g ) A) e @(E ’ o)

i

?1, (g ’ ALY
i

et ceci Vie I, VgekK(Z) .Donc A € F(B, m™(z) , @) .
On a de plus |

op &, M=oy o &, N=9 &, N, Viel, Vgekiz)
i i 7 i

donec
A=A .

Soient i et j tels que Ii c pT(K{) . On a
Pl g8 s AD) =pnlo; 9 (g, M) =9 Prlp, <& 5 A))
1, 1, %508 pp(Ly) Pk E
mais on a pT(I&) c pT(Kj) , donc

pplog (g s M) =g, A sur pg(L,)
J
et

1
A= og[AtT .
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(4.2.2). = Soient (Ké,)j,eJ, e C(B, a) et (Kg,,)j"eJ" e C(B, a) tellesque

— ' 1 o T
pT((PK'.'<g ’ >\">) _(ppT(K"')<g s A > 5 v J € J
J J V ge K(2)

pT((PK"‘"<g ’ )“">) =QPpT(K"'")<g ) )\'"> ’ v j" e J" .
J J

On a alors, pour tout j' , j" et g €K(Z) ,
At (g , A)

Pon(cs, 0 k1, € » Pr% 0k,

I

—_ ny
pT((PK;].,n K3}"<g s >\.">) = q)pT(K;j' n Kgn)<g ’ A >
done A'p=A" , Vbe pT(Kj,,n KH") , et par suite

xé = Ag localement a~presque-partout.

DEFINITION. - Soit F (B, ' (2) , a) le cone des applications

A b-—)?\b

de B dans M'(Z) telles que

(¥) (g, \) soit o-mesursble, V g e K(2) ,
(#%) b - “an soit une application bornée.

On a
F (B, M(z) , o) cF(B, W(2) , a) .

Supposons a # O , et soit T un relévement de M;(B , @) ¢
-8i AeF (&, N'(2) , a) , on dit que
pTO\) =A 5

- Si pT((g , M) =<{g, N, YVgek(z), re F(B , m(z) , a) et pT(X) =A,
on a aussi

pT[K]’ = )u .
PROPOSITION 4.3.

(4.3.1) VA eF(B, 7' (2) , a) il existe A' e FI(B, W' (2) , o) tel que
pr(A) =A' et A=A

Démonstration analogue & celle de (4.2.1).
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PROPOSITION 4.4. - Soit A e F*(B , 1" (2) , @) telle que pp(A) =X . Soit K
compact € Z et soit

}\K : b —>}\K’b

définie par KK,b = (xb)K , YbeB, alors
A €T (B, W(K) , o)
et si Ag s (b » ?\I'{’b) e F (B, W(K) , a) est tel que
(4.4.1) pT(KI'{) = >‘]'(
(4.4.2) ,XI'{ = >\K ,

- AL = localement O-—presque-partout.
on a xK,b %K,b alem presg D

Montrons d'abord que Ay € (B, () , a) .
Pour g€ K'(K) et be B, ona

(8 s Mgy =Cogh s N) st BeK(2) et hk=g

mais
By R) = Inf (o, &)
“YK
et

pp((n , A)) = (mm , ALY

Donc, en vertu du lemme 1, (g , AK) est a=-mesurable. Ceci se généralise & tout
g € K(Z) .

D'autre part, on a HXK,bH < H}\bH , donc
A € F°(B , 1" (K) , ) .
Soit maintenant ge K (K) . On a
(g, >\f{> = PT(<g ’ Af{)) = PT(<g s >\K>)
mais, V' beB,
S
= inf u h K (2 t h/K = ¢
(g AK,b> féK(Z) (th , }\'b> ou € (2) e / g »

“TK
donc

PT(<g ’ >\K>) < féf}x{Z) PT«ﬂ1 ’ >\b>) = inf{fn , >\"b> = (g ’ >‘K,b>

0y
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et par suite Xk’b.s xK,b , VbeB, mais on a
1 ! = (1 Y
1, AK,b> ( ’ AK,b

Xk et AK coincident donc localement a~presque-partout.

5. Désintégration des mesures.

Soient Z et B deux espaces localement compacts,
a # 0 une mesure de Radon positive sur B,
T un relévement de M?(B , a4) .

DEFINITION. - On dit qu'une application A
A ¢« b - }\b

de B dans ¥ (2) est appropride relativementd (a , T) si

(8) N eF(E,E(D) ,a) b p A=A,

(A2) (g , \) est essentiellement a-intégrable, V g e K(Z) .
po= fé Ab da(b) est alors une mesure de Radon positive sur 2 .

Remarque. - Si o #0 , et si T est un relévement fort de M;(B', a) , toute
application 0-adéquate de B dans M (2Z) est appropriée relativement & (a , T) .

PROPOSITION 5.1. - Soit A : b - A une application de B dans 7 (2) appro-
pride relativement & (a , T) et soit

p= /2 da(d) .

Si une fonction f : Z >R est p-intégrable, il existe H c B localement a-

négligeable tel que Vb ¢ H, f soit A intégrable ;
b - j; £ dxb est essentiellement o~intégrable et

/Zfdu:/Eda(b) /Zfd%b.

On se limite d'abord au cas o f est semi-continue inférieurement, positive. Le
passage & f p-intégrable quelconque se fait comme dans BOURBAKI ([1], chap. V,
p. 21-23).

f est semi-continue inférieurement, et (Kj)jeJ € C(B, o) est tel que

oo, g8, M) =9 €&, N »



Soit
f:@ 72> R+ semi-continue inférieurement,

et
Ff.—.—{ge K(z) ; 0<g< ).

Soit F(J) : l'ensemble des parties finies de J . Pour tout He F(J) ,

= .U
S = gen Ky

on a

AR CENOR. BRI

HeF(J)
pour tout be U pT(K.) , et d'aprés le lemme 1, on a alors
&g "I

Todale) 7 2@ (@) = sw fyo, (B, M

geF
Her (5)
*
= sup /é,(g , A do= sup [gap= /é £ dap .
gEFf ) geFf

GOROLLATRE. - Si A c Z est p-négligeable, il existe H c B localement o~
négligeable tel que A soit A négligeable pour tout b 3

THEOREME 5.2. -~ Soient % et B deux espaces localement compacts,

-

mesure de Radon, positive sur Z ,

application p~propre de % dans B,
(W) ,
o wune mesure de Radon positive sur B telle gue v = y.a ,

< g
H o

¢ étant localement a-intégrable.

Supposons « non nulle, et soit T : f - T, un relévement de M§(Bﬁ, a) . Alors

(5.2.1) il existe une application A

A b—)?\b

de B dans 7*(2) appropride relativement & (o , T) telle que

(1) “Ab“ = ¢(b) localement a-presque=-partout.

(11) /f, g(fop) du= /5, A) da, ¥V £ K(B) , Vegek(2) .

(5.2.2) De plus, si T est un relévement fort, Ab est concentré sur p'l(fb})
localement a-presque-partout.

(5.2.3) Si A' ¢ Db > Aé , A" ¢ Db Xg sont deux applications de B dans m*(z)



8-12
approprides relativement & (a , T) et telles que
(3) 7\{) et 7\,'8 sont concentrées sur p—l({b}) localement a-presque=-partout,
(ji) p=Jg) da(®) =[5 Al da(d) ,

alors 7\}‘3 = 7\,;; localement a-presgue-partout.

(5¢2e1)Existence de A . - Pour tout g e K(Z) , considérons Mg = p(gep) - On a
|/ £ Al = | /g op) gapl <llgll, /1€ ol ap=llell /1] av .

Donc il existe hg localement v-intégrable telle que

=h .
Hg = g™

(on peut choisir h, telle que thnws llell, » et h, > 0 si g>0).

Soit p un relévement de N;(B , V) . Ona p(hg) (v) = (g, 6b§ avec éb‘ appli-

cation lindaire positive de K(Z) dans R .

e s o < lell,

(g , 6b> , v-mesurable V g € K(Z)
et /Z g(fo p) du = /B g , 6b) dv(b)

par suite & e F°(B, W (2) , v) .

Posons Yy = Y(b) S (g 5 ¥) =y(g , &) est o-mesurable V g e K(Z) et
YeF(B,W(2) ,a) . Ilexistedonc A : bo)r , AeF(B, m(2) , a) telle
que y=2A et pg[A] =X . Ona alors

Jpeltop) au=Jz1ig, 8 du Vegek(z) , Vreck(d .
De plus, on a
() = Jg A, da(d)
car, si geK+(Z) et Fl.—:{feK(E) , 0gfrgl}

/E (g , M) da = sup /B“ f{g , \) da = sup /Z g(f o p) du
feFl F,

= s;p /B‘f dp(g.p) = /Z g.dp
1

(B) /Z g(f o p) dp = fB_ g(b) da(b) /Z g dA
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pour toute
f : B- R a-mesurable bornée & support compact

et toute

2

g + Z-> R p-mesurable bornée & support compact.

(On utilise pour cela la proposition 5.1, et on approche f et g par des fonc-
tions de K(B) et K(Z) .)

Montrons que HKbH = Y(b) localement o-presque-partout.

Soit (Kj)jeJ € C(B, a) telle que

P((P <g)>\>)=(P, <g’)‘->
T K:j PT(Kj)

et V He F(J) (enserble des parties finies de J ), soit Ky = g- Kj .
j&€J
Soit f € K+(B) et F, ={ge K(Z) , 0ggg 1} s en appliquant le lemme 2.1 et

la propriété (B), on obtient

E3
/B £(b) AL(1) da(b) = ggg;la I ﬂppT(KH)(g , A da

Ber (3)

sup [ g (89 © p) ap

ﬁ H

= sup [, (fp,) o pdp
HeF(3) 2 By

J5 £ ap(w) = J5 2.9 da
et ceci V f e K+(B) ; done Hkbﬂ = y(b) localement a~presque-partout.

(5.2.3). Unicité de A . - Soient A' et A" deux applications appropriées rela-
tivement & (a , T) vérifiant (j) et (jj).

Soit A={be B, Ay non concentré sur p'l({b})} . A est localement o~
négligeable.

VE£eKB et Vgek(Z), g(fop) est p-intégrable puisqu'a support com-
pact, il existe donc Afg c B, localement a-négligeable tel que g(f o p) soit
A -intégrable pour tout b ¢ Afg , et 1'on a

Jy elz o p) ap = fyda(d) J g(f o p) any .

Si b¢AuAfg,



Bal4

/; g(f o p) d\] = j% o 3 (z) glz) £(p@)) d\(z) = £(b) /; glz) A (z) ,
1Y

({b})
donc V fe K(B) et V g eKk(2),

[y £(g s A da = Jyau(v) J (e o p) anf =/, elf o p) dp
de méme,
Jy #g 5 M) do = Jy &(£ © p) an

donc
(g , A') = (g.A") , Vg € K(Z)

et la proposition (4.2.2) entraine

Xé = xg localement a-presque-partout.

(5.2 2) Il reste 3 montrer que si T est un relévement fort Ab est concentré

sur p ({b}) localement o-presque=partout.

(4) Supposons d'abord :
T est un relévement fort de Mg(B‘, a)

Z est compact
p est continue

AEF (B, T(2) , o) et pp(N) =7

Soient by € B, et Y(bo) 1'ensemble des voisinages de by . On a
-1 -1 -1
n, ot = et ) =D
V=V V=
Ve?(bo) Ve\?(bo)

C
Pour tout voisinage W de p ({b D , il existe donc V € Y(b ), V=V, tel que
(v) CW.

[)
Si g e K(Z) et 31 supp g€ N p_ ({bo}) =@, il existe donc V=V, V € ¥(b
tel que supp g N p (V) =@ si f € K(B) est telle que supp £ €V .

o

On a
£(p(2) =0, ¥Yzep )
d'on
/z g(f °p) du = fEfq>V<g s Ay da =0
d'ou
oyg , M =0
et

pr(v)<g ’ )"> = PT(LPV<g s 7\>) =0 .
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T étant un relevement fort, on a pT(V) >V3b,, d'a (g, by =0, V g €K(2)
telle que sSupp g N P ({bo}) =@ , donc on a

supp A, € p-l({b}) , YVbebB.

(B) Prenons maintenant Z , B, u , o , p , A comme dans (5.2.1), et suppo-

sons que T est un relévement fort.

(a) Soit (Kj)jEJ € C(B, a) telle que

On peut supposer que tl//Kj est borné, V j € J et que
||7\bH =y(b) , Vbe Kj

pour tout je€J , et b€ B, soit X% = wp (K )(b) Ab .
T3

T étant un relévement fort, on a pT(Kj) - Kj , b H?%” est donc une application
bornée, et il suffit de montrer que, pour tout j € J , 7\% est concentré sur
-1({b }) , sauf pour b € Hj localement a-négligeable.

On aura alors Hj C pT(K.) c Kj et H_= U H. sera localement a-négligeable, et
pour tout b € jLGJJ pT(Kj) Hoy N = >\b sdra concentré sur P ({b})

(b) Soit donc j € J fixé. On a
pplog (g » M) =<g, M), VYgex(),
J

et b~ HA%H borné. Donc A e F(B, M(3) , a) et pT(K) j « D'autre part
(g , 7\'3) est essentiellement a~intégrable pour tout g € K(Z) A est done
appropriée relativement & (a , T) , et la propriété (B) entraine
Jy elee ) o pap=Jy fq)pT(K.)<g , MWda, Vgek(z) , Vrek(B).
J J
Soit by = ((pK °© p)ep , On a My SH, s bornée et
J
Jy g(£ ° p) ap; = [£lg , B aa .

(e) s étant bornée, et g Ly, il existe (Ln)neh’ e C(z , pj) telle que

= p/Ln soit continue V n .

Soit M : b . N oe i, :rﬁ*(Ln) , @ , définie par
n n, n
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M=), , YbeB.
n,b n

Les propositions 4.3 et 4.4 entralnent 1'existence de Y € FIB , ﬂ%(Ln) , Q)
= I . ;
telle que .pT(yn) = Y, et XL . = Yn,b pour tout b # Dn ’ Dn étant localement

a-négligeable . 0y

La propriété (B) appliquée & (Z , B, By s Dy &y T , M) entraine

/Ln 8(f e py) iy = /g ¢'(f 2 ) dyy = [y £(0) aa(v) [, ¢ aX) = [yxg s\ ac

Vge K(Lh) , Vgek(B) (g' définiepar g' =g sur L , g'(2) =
Vzd¢ L ).

Ie résultat de (&), appliqué & (Ln , B, (pj)L y Py %y Ty yn) entraine
n

-l ) i —l
supp Y, 3, © P, ({PD) , V¥ be B => supp A . Pn (fe}) , voéD .
. n,

Si Un est 1l'injection cénonique de Ln -2, o0na

Un(A% ) = 9 .A% , Vbe B => supp(wLn%%) c p;l({b}) c p-l({b}) , Vb D
n n

(a) La famille ( ) est sonmeble VYV be B. Z\ U est M -négligeable,
1, neN nel
done %b—negllgeable Rocalement ‘e=presque~partout.

Par suite, Kb Z<an Kb localement a~presque-partout et Ab est concentré sur
({b}) localement a=-presque-partout.
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