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POINTS INVARIANTS DANS LES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

par C laude MAYER

(Math. 1)

Séminaire CHOQUET,
Initiation à l’Analyse,
4e année. 1964/65, n° 10, 11 p. 29 avril 1965

On établit quelques théorèmes des points invariants pour des applications conti-

nues d’un espace localement convexe (e. 1. co) dans lui-même, en commençant par le

théorème classique de Brouwer pour les espaces de dimension finie.

La méthode employée consiste à généraliser directement le théorème de Brouwer au
cas d’espaces localement convexes quelconques.

D’autres résultats sont fournis par la, méthode de Leray-Schauder ( se reporter à

l’exposé n° 11 de BREZIS).

En dernière partie, on résumera quelques notions sur les fonctions multivoques
et les points fixes essentiels.

I. Le théorème de Brouwer.

Soit f une application continue de la boule fermée unité B de Rn dans elle-

même. Il existe x E B tel que f(x) = x .

1.1 Un énoncé équivalent.

La plupart des démonstrations de ce théorème sont fondées sur la topologie algé-
brique Four l’établir ici de manière analytique, nous alldns démontrer son

équivalence avec la proposition suivante :

PROPOSITION. - Il n’existe pas de rétraction continûment différentiable de B

sur sa frontière S . o

[On rappelle qu’une rétraction d’un espace topologique B sur un sous-espace S

est une application continue de B dans S , qui se réduit sur S à l’application
’ 

identique.]

1.1.1 Supposons démontré le théorème de Brouwer; 9 alors il ne peut exister

de rétraction, même simplement continue, de B sur S ; car si f était une telle

rétraction, la fonction g(x) = - f(x) serait une fonction continue de B dans

B , n’admettant pas de point fixe.
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1.1.2 Inversement, supposons admis qu’il n’existe pas de rétraction de classe
C de B sur S . 0

(a) centrons d’abord que toute fonction de classe C de B dans B admet un

point fixe ([9], exercices III2 p. 161 et p. 171 ) ,

Supposons qu’une telle fonction f ~ vérifie 9 pour tout x 9 nous

allons construire une rétraction de classe Cl de B sur 3 , dont l’existence
est absurde. o

Pour cela, appelons g(x) le point où la demi-droite d’origine f(x) , 9 et pas-

sant par x , coupe la sphère S . Comme f(x) i x, 9 g(x) est univoquement déter-

:: de plus, si x ~ S , y il . st immédiat que g(x) = x . Il reste donc à démon-

trer que  est de classe C .

où À (x) est une application de B dans (i , + ~( . établissons la différentiabi-
lité de À(x) . 

’

Il s’en suit que ;: {x) est solution d’une équation du second degré dont les coef-
ficients sont différentiables en même temps que px;~2 , , I!t’’(x) ~~2 , y et (x , f (x) ) .
Un argument géométrique montre ensuite que h(x) est l’unique solution ¿ 1 de

cette équation :. 03BB(x) est donc une fonction continûment différentiable ; et il en
est de même de g(x) = ;~ {x) .x + (1 - ;~ (x) ) f(x) .

(b) Il reste à montrer que l’existence point invariant pour toute applica- ,
tion de classe C1 de B dans B implique celle d’un point invariant pour toute

fonction continue (théorème de Brouwer).

Soit f une fonction continue de B dans B . On peut approcher uniformément f

par une suite (f ) d’applications de classe C . Pour tout n , il existe

x E B tel que fr (x11) - x ; g soit x une valeur d’adhérence de la suite ( n) g
par convergence et continuité uniformes, on vérifie aisément que f(x) = x .

1.2 D émonstration analytique ([9], exercices III2 p. 161 et V10 p. 171 ) ,

D’après I.1, il suffit pour établir le théorème de Brouwer de démontrer qu’il
n’existe pas de rétraction continûment différentiable de B sur S . ..
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Si f était une telle rétraction, on aurait, en posant

Mais d’autre part f d~x = 0 , car la forme da de degré n est nulle sur la

surface S de dimension n - 1 ; ~ et comme f est l’identité sur S , y on peut
écrire :

une contradiction.

1.3 Généralisation.

On dit espace topologique A a la propriété du point fixe si toute fonc-
tion continue de A dans A admet un point fixe. Il est immédiat que la propriété
du point fixe est invariante par homéomorphie.

THÉORÈME général de Brouwer. - Tout convexe compact K de dimension finie a la

propriété du point fixe.

Démonstration. - Soit Rn l’espace a ffine engendré par K .Montrons que K est 
morphe à la boule unité B . . Pour cela, on se ramène y par translation et homothétie,
à supposer que K est contenu dans B, et 0 ~ . Soit j(x) la jauge de K ;

c’est une fonction continue ; 5 et j(x) = 0 :==> x = 0 . L’homéomorphisme de B .

sur K est alors la fonction suivante (projection radiale) >

1.4 Théorème de Abian-Brown.

Une conséquence immédiate du théorème de Brouwer est qu’il ne peut exister de
rétraction de la boule B sur sa frontière (cf. I.1.l.) . De ce résultat nous pou-
vons tirer plusieurs théorèmes plus ou moins particuliers ([5J ~ 9 cfo aussi l’expo-

sé de BREZIS). Nous allons en citer un.

THÉORÈME de Abie.n-Brown. - Soit f une application continue de B dans Rn , ,
telle que B . Alors il existe un point fixe dans B .

Démonstration. - Supposons que f(x) ~ x pour tout x 9 soit g(x) le point
le plus éloigné de f(x) où la demi-droite, d’ origine f(x) et passant par x . ..
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coupe la sphère S ; } on a

où ;~ (x) est une application de B dans (1 , a~( . On vérifie alors, comme en

1.1.2, que 1.(x) (et donc g(x) ) est une application continue. De plus, il est

immédiat que g est l’identité sur S .

Remarque. - On genéralise immédiatement ce théorème au cas d’un convexe compact
et de sa frontière.

II. Extensions au cas d’un e. 1. c. séparé.

Ilel Introduction.

Le théorème de Brouwer a subi de nombreuses généralisations.

Tout d’abord, SCHAUDER a montré que dans un espace normé, y tout convexe compact
a la propriété du point fixe. o Puis TIKHONOV a étendu ce résultat au cas d’un

e. 1. co séparé.

On en déduit immédiatement le résultat suivant : dans un e. 1. c. séparé, soient

C un convexe complet, et K un compact contenu dans C ; toute application conti-

nue de C dans K admet un point fixe. [L’enveloppe convexe fermée de K est

alors un convexe compact stable par f -]

~2 j ’a montré par des procédés assez complexes le résultat suivant : Dans

un espace normé, soient C un convexe fermé, et K un compact contenu dans C .

Toute application continue de C dans K admet un point fixe. o

Mais on peut déduire directement du théorème de Brouwer un théorème généralisant
tous ces résultats, à l’aide d’un lemme important dû à NAGUMO.

II.2 Le théorème général de Hukuhara [6].

II.2.1 LEMME de Nagumo. - Soient E un espace localement convexe séparé,
et K un précompact contenu dans un convexe C de U voisinage de 0

dans E , il existe un sous-espace L de dimension finie de E , et une applica-
tion continue TU de K dans L n C , $ telle que TU(x) - x E U pour tout x E K.

Remarque. - Ce lemme est un théorème d’approximation j il signifie qu’on peut

approcher uniformément la fonction identique d’un précompact par des fonctions à
valeurs dans des espaces de dimension finie.
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Démonstration. - Supposons ti ouvert convexe symétrique ; soit p(x) la jauge de L’ :

c’ est une semi-norme continue. D’autre part , 9 E x1 , ... , y xn E U tels que
n

K ~ u (x. + U) . . tout i , posons ~~,1(x) _ sup(0 , 1 - p(x - x.)) . Cette
i==l 

~- ~ 

fonction est continue sur K, à valeurs dans (0 , 1 ~ ; de plus

Posons alors

Le dénominateur ne s’annulant sur TU (x) est continue; 9 c’ est le bary-

centre des xi affectés des coefficients ;~,1 (x) . Donc, 5 e si L est l’ espace de
dimension finie engendré par les , T.- est ~. valeurs dans L m C j 9 enfin

ce qui prouve que T~ (=~) - r_ ,~ U ..

- II.2.2 En corollaire du lemme de nous allons démontrer le théorème

général suivant ’

THÉORÈME de Hukuhara. - Soient E un e o 1. c. séparé, C un convexe quelconque

de E, y K un compact contenu dans C . Alors toute application continue de C

dans K admet un point invariant. 
-

Remarque sur la généralité du théorème.

(a) On ne peut pas supposer seulement C connexe ; 9 on a un contre-exemple dans

R2 en prenant C = K = un cercle e

(b) Il est nécessaire de supposer K compact; on a un contre-exemple dans R

en prenant C = K = R .

Démonstration. - Soient U un voisinage symétrique de 0 dans E, et TL la

fonction introduite dans la démonstration.du théorème de Nagumo. On pose
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fj est une fonction continue de C dans un compact K’ de dimension finie conte-

ni dans C ~ soit l’enveloppe convexe de K’ ; 3 Kti est compact puisque K’

est de dimension finie; 9 de plus K’’ donc i d’après le théorème
de Brouwer, il existe un point tel que fU(xU) = xU , soit

mais e b , , donc

Faisoiis maintenant parcourir à 3 l’ensemble des voisinages symétriques de l’o-

rigine. Les f(x.L;) ; restant dans K , 9 ont une valeur d’adhérence x j p la continui-

té de f en x montre alors tout voisinage V de l’origine, p r(x) - x ~ V;
donc x est un point fixe pour f .

III. Théorèmes plus particuliers.

Nous allons démontrer quelques corollaires évidents du théorème de Hukuhara.

Définition. - Une application f (non nécessairement linéaire) d’un espace vec-

toriel topologique dans un autre est dite compacte si elle est continue et si elle

transforme tout borné en un ensemble relativement compact.

III.1 THÉORÈME. - Soient E un e 0 la o c. séparé, 9 et f une application com-

pacte de E dans Si f(E) est borné, f admet un point fixe.

Démonstration. - Il suffit de considérer la restriction de f à l’enveloppe con-

vexe fermée de f(E) ~ , et d’appliquer le théorème de Hukuhara. 
’

111.2 Si application f d’un e. 1. o c. séparé dans lui-même est compac te 9
et s’il existe un ccnvexe borné stable par f , 9 il existe un point invariant. En

particulier :

THÉORÈME [2]. - Si E est normé, f compacte de E dans E, y telle que

f admet un point fixe 0 
’

Démonstration. - En effet, l’hypothèse entraîne l’existence d’une boule B de

centre 0 telle que f(B) c B . Il suffit alors d’appliquer le théorème d’Hukuhara.

Notons que dans l’énoncé du théorème on ne peut pas remplacer le signe  par
même si E = R (prendre pour f une translation).
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III.3 Voici encore une application du théorème de Hukuhara à une application
faiblement continue.

Soient un espace semi-reflexif, C un convexe fermé de E ; 9 alors

toute application faiblement continue de C dans dont l’image est bornée,
admet un point 

[Par faiblement continue y on entend application continue pour les topologies
faibles sur les espaces de départ et d’arrivée.]

Démonstration. - C est faiblement fermé (car les convexes fermés sont les marnes

pour toutes les topologies compatibles avec la dualité entre E et E’ ). Comme E

est semi-réflexif, tout ensemble borné et fermé pour la topologie faible est fai-

blement compact. Donc f(C) est un compact contenu dans C , et on peut appliquer
le théorème de Hukuhara. .

Applications positives dans les espaces vectoriels ordonnés.

Les théorèmes intéressants pour ces applications ne sont pas des théorèmes de

points fixes, mais des théorèmes de vecteurs propres. (Par vecteur propre, nous en-
tendrons ici un x e E tel existe À > ~~ tel que f(x) = Àx .)

Il existe cependant quelques "vrais" théorèmes de points fixes pour les applica-
tions positives (cf. 9 mais ils sont beaucoup plus particuliers. 

’

L’exposé de BREZIS donnant a ce sujet, par la méthode de Leray-Schauder et un

théorème de prolongement de Dugundji, un énoncé très général, nous allons nous con-
tenter ici d’en démontrer un cas particulier par une méthode directe.

Les résultats qui suivent généralisent ceux de SCHAEFFER [10]. Pour des applica-
tions à l’Analyse, on pourra aussi consulter cet article.

IV.1 Théorème général.

IV.1.1 Définitions. - Soit E un espace vectoriel ; 9 nous désignerons par
"cône positif" un cône convexe pointé saillant, considéré comme l’ensemble des élé-

ments positifs de E pour une structure d’ordre compatible avec sa structure d’es-

pace vectoriel. Une application de E dans E qui conserve C est dite positive ;
et si E est topologique, une application continue de E dans E est strictement

positive si elle est positive, et si dans C , la relation lim f(x) = 0 entraîne

lim x - 0 .

(.Math. Semin., ï j
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IV. L.2 THÉORÈME. - Soient E un u. 1. c. e t C un côné positif
de E , admettant une base.

Soit A un ouvert de E , ayant i7 pour point intérieur, et tel que A n C soit

convexe borné ; on note A = frontière(A).. 
-

Soit f une application continue de A# n C dans un com act K ~ C disjoint de

l’origine ; 9 alors f admet un vecteur propre.

D émonstration. - Soit B une base de C . A n C étant borné, la projection ra-

diale de B sur A n C est un homéomorphisme qui préserve les directions. Ceci

permet de se ramener au cas où f est définie sur B .

Soit ~, (x) _ 1 une équation de B ; g posons

le dénominateur ne s’annule pas, puisque 0 ~ K ~ p T est donc une application con-

tinue de B dans un compact de B ; 9 d’après le théorème de Hukuhara,  x tel que

T(x) = x ; alors f(x) x ;~x , avec À = ~ {f {x) ) ~ 0 .

IV .~ COROLLAIRE. - Soi t E un e. 1. c. séparé, ordonné par un cône positif C sur

lequel on fait les hypothèses suivantes :

(a) C admet une base ;

(b) Il existe dans E .une semi-norme continue qui redéfinit la topologie de C .

Pour cette semi-norme p sphère de centre 0 et de rayon r sera notée S r o

Soit f une application compacte et strictement positive de E dans E ; alors

~ r > 0 , y il existe un vecteur propre dans S n C . 0

Remarque. - Ce théorème est valable pour un opérateur linéaire compact positif.

Démonstration. - L’ensemble A = (x : p(x)  r) répond aux conditions du théo-
rème IV.l.l. De plus, 9 f , étant strictement positive et compacte, envoie

dans un compact disjoint de l’origine.

V. Fonctions multivoques ; 9 applications aux points fixes essentiel,s.

V.l Généralités.

v.I.l Définitions. - Soient E un espace topologique, F un espace uniforme 3

pour tout entourage W de F , et pour tout A cF, nous désignerons par W(A) le
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voisinage d’ordre W de A .

On appelle fonction multivoque de E dans F une application r de E dans

~~(F) _ f (~‘) _ ~~,~ . o
r est dite semi-continue supérieurement en x W entourage de F , ~ V

voisinage de x tel que y E V ~=> r(y) c 
’ 

r est semi-continue inférieurement en x si les mêmes h:rpothèses entraînent

r(x) c W(r(y)) ? s une fonction à la fois s o c. s. et s. c. i. est continue pour la

topologie de E et la topologie classique sur C~(F) . 
’

. Nous aurons li considérer le cas où F est métrique compact pour une distance d ,

et où la fonction r est à valeurs dans l’espace 1fO(F) des fermés non vides de

F ; cet espace sera muni de la distance de Hausdorff :

Les définitions se particularisent aisément à ce cas, en utilisant la .métrique p .

V .1 e2 Dans le cas où F est métrique compact, l’ ensemble des

points de continuité d’une fonction s. ç.__ s. a valeurs dans 0(F) est un G03B4 ré-

siduel de E . o .

Nous admettrons ce théorème (facile) qti découle d’une théorie différente [cf.
i~~. K. FORT, ~r [5], p. ~3‘~j ~ o

V .2 Théorèmes de points fixes.

V .2. L (KY FA.~T) . ~ Soient E un e . o 1. o c. séparé. K un convexe 

+ E g soit î une application multivoque s. c. s. de K dans K , y telle que

pour tout x e K , y j-(x) soit convexe compact. Alors a x ~ K tel que x E r(x) . o

Nous admettrons aussi ce théorème, y dont la démonstration fait appel à des méthodes

très différentes de celles employées jusqu’ici (~1~) ; nous le retenons afin d’en
citer un corollaire très simple concernant une application univoque.

V .2 .2 E séparé, K un convexe compact

de E ; 9 soit f une application affine continue de K dans E , telle que

f(K) ~ K ; 9 alors f admet point fixe.

, 

Démonstration. - Posons i - f’~ ~ .,-° on vérifie que r , définie sur f (K) , obéit ’

aux conditions du théorème V .2 .1 ; il existe donc un x e K tel que x e f-1 (x) ;
soit f {x) _ x .
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V .3 Points fixes essentiels ([6]).

V.3.1 Définition. - Soit (F , d) un espace métrique compact ayant la pro-
priété du point fixe. o On désigne par C l’espace des applications continues de F

dans F , muni de la métrique o de la convergence uniforme.

Un point fixe p de f E ~ est dit essentiel si, ~ £ > 0 , ~ T > 0 tel que

c (I" , g) ~ ’~ ===> g a un point fixe dans (p) ~

V.3.2 Dans ce numéro, on considère les fonctions dont tous les points fixes
sont essentiels. Nous allons démontrer le théorème suivant ? a

THÉORÈME (FORT). - L’ensemble des fonctions dont tous les points fixes sont essen-
tiels est un G résiduel de C (donc partout dense dans C ).

. Le théorème résultera des deux lemmes suivants.

.1. - Soit 0393 :  - 0(F) l’application f ~  , fait correspon-
dre l’ensemble de ses points fixes ; alors r est semi-continue supérieurement.

LEMME 2. - Soit f les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) tous les points fixes de f sont essentiels ; 9

(b) f est un point de continuité de r . 
’ 

.

La démonstration de ces deux lemmes est évidente à partir des définitions ; nous

allons simplement établir la relation (a) => (b) dans le lemme 2.

Si tout point fixe de f est essentiel, soit E > 0 ~ ~ x = Vx voi-

sinage de f tel que g E Vx ==~> g a un point fixe dans Gomme r (x)
est compact, 3 ... , n tels que tout x = r(f) soit à distance  ~
de l’un des xi . Soit V l’intersection des V . V est un voisinage de 1 ;-L 1
et si g e V , W E {r{g) ) , ce qui montre que r est s. c. i. en f , donc

continue.

Le théorème résulte alors du n° V.1.2, comme C est métrique complet$ le rési-

duel trouvé est partout dense dans C .

V.3.3 THÉORÈME. - Si f ~ C a un point fixe unique, il est essentiel.

D émonstration. - Comme r(f) est réduit à un point, la semi-continuité supérieure
de r est équivalente à la continuité en f .
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V.3.4 Voici une condition suffisante pour qu’un point p E F soit un point
fixe essentiel :

THÉORÈME. - Si f e C , un point p E F admet fondamental de 

sinages V tels que V ait la propriété du point fixe, et est un point
fixe essentiel.

Démonstration. - p est évidemment un point fixe. Soit V un voisinage de p

tel que V ait la propriété du point fixe, que f(V) c V , et C V ~ 03C6 ; et soit

E - d(f(V) , 9 C V) ; E > 0 .’ .

Si g e C est tel que f)  ~ , y alors g ~~ eV; 9 donc g a un point fixe

dans V , ce qui montre que p est essentiel

Exemple. - Soit f(z) = z2 dans le disque unité de C ; 9 f admet deux points
fixes 0 et 1 ; p le théorème précédent prouve que 0 est essentiel.
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