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Séminaire CHOQUET,
Initiation & 1'Analyse,

4e annéde, 1964/65, n° 3, 21 p. 19 et 26 novembre 1964

PARACOMPACITE ET ESPACES UNIFORMES

par Jean-Plerre FERRIER

Premiere partie

Paracompacite dans les espaces uniformes

1. = I1 peut 8tre intéressant dans 1'étude des espaces vectoriels topologi-
ques de commattre la paracompacité éventuelle des espaces rencontrés. On sait de-
puis longtemps que les espaces métrisables sont paracompacts, mais on voudrait
étendre le résultat & d'autres espaces corme par exemple les limites inductives
strictes d'une suite d'espaces vectoriels topologiques localement convexes métri-
sables. Or, il est en général faux qu'un espace topologique qui est réunion d'une
suite de sous-espaces paracompacts.soit paracompact, meme si les espaces de la
suite sont fermés, 3 moins de supposer en outre que le grand espace est collecti-
vement normal, condition d<ja proche de la paracompacité. On sent donc lz nécessi-
té de défirir 1a paracompacité dans un c~dre plus strict que celui des espaces to-
pologiques 3 on choisira ici celui des espaces uniformes.

DEFINITION 1. = On dit qu'un espace uniforme X est de caractére paracompact si,
pour tout recouvrement ouvert G

de X, il existe une suite (bn)nsl\‘ de familles
uniformément discrétes plus fines que J telle que la réunion des ensembles des
€n recouvre X .

I1 convient d'abord de préciser ce que 1l'on entend par famille uniformement dis-
créte + X étant un espace uniforme (resp. un espace topologique), on dira qu'une
famille (xa)oeA _de parties de X est uniformément discrdte (resp. discrite) si

le morphisme canonique de la sorme _LL Xa dans X est un monomorphisme strict
aeh
(ctest-2~dire un isomorphisme sur un sous-espsce de X ). Dans le cas d'un espace

uniforme, i1 revient au méme de dire qu'il existe un entourage V tel que

V(Xa) n V(Xp) 'y entraine a=p

PROPOSITION 1. - Tout_espace uniforme de caractére peracompact a une tovpologie
aracompacte.
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On peut invoquer [2, § 4, n° 5, lemmes 5, & et 7, ou faire une démonstration
directe & partir des risultsts de [5]. Soit donec :. un recouvrement ouvert 4'un

2spece uniforme de caractdre parecompact X . On peut, par 1éfinition, trouver un

ca
recouvrement (X lus fin que X , . . a1 -
eme ( n,_x)nc}:‘, ach plus que X, et une suite (Jn)ne_bl d'entoura

ges de X telle que V (X ) nvV (X ) £F entratne o =, . Veutre pert, on
n'‘n,. n'n,.:

peut toujours suppeser que les ouverts de 5 sont de 1la forme {x | -(x) >0},

ct o est une rorction uniformément continue, ruvisque ces derniers forment une
base 1o 1o topologie. Cheisicsons =lors pour tout couple n , ¢ , ure fonction

. . . N . -n . N -]
uniforménient continue SR valeurs derns 1'intervalle (0 , 2 ), észle & 2 n
y
sur X, et? C en derorsde T (i ), ur ouvert U de . contenant
Ny n'm,. n,
Xn _ s et une fonction uniformérent continve ‘na 4 valeurs dans l'intervalle
(AN s
(0, 1), stricteaent positive dans U, . » et hulle en denors. Corme il est imms-
y

13 2 . [NV h . . . N 3 e 3 ! e :
diat que la famille (*n,; > i rr.N,m‘An st cjquicontinue, subordonnée & L.,

et de somme partout strictement positive, il n'y a plus yu'Z.appliquer [5.

PROPCSITION 2. - Toui espece uniforme midtrisable est de caractére paracompact.

: 4, n® 5. Soit

- - . . ‘s n

Z un espzce métrique ; pour touie btoulc cuvertz - de X, disigmons par 2 1la
k)

boule ouverte ‘e mérme centre (“wentuellenurt vide) dont 12 rayon est celid de 3B

I1 suiiit de se reporter & ls démonctration M lerme 4 de [2)
3 " ’

('—u): ci un recouvre-

. ~=N s
moins < . doi.rt un en-ent

—ent de X par ies bonles ouvaries. Posons

<o P

La familte (Cn )ne" ael réponl * la question ; en effet, elle est vlus {ine e
Nyu yaek
le recouvrement donr: ; ellc rccouvie X, pulsque 3i x € X, il existe un plus

s s R n
petit « tel que x & T , puis un entier n tel jque x € {?& s

«
enfin, n étant fix ', 1z famille (C ) ., est uniformément discrote.
n,o’weh

donc x € C H
f Y

I1 feut remarquer que, pour qu'un espace uniforme soit de ceractere paracowpact,

i1 f2ut et il suffit (ve 1l'espnace sdparé esszozis le soit ; par suite, si une struc-
ture uniforme peut &tre difinie par un seul écert, elle est Je earactore paracom-

pacte.

Dans tout ce qui va suivre, on d“signera toujours par 1 le foncteur qui, d un
espace uniforme X , associe 1l'espace topologique sous-jacent gquo 1'on notera x 3
on désignera par ¢ le foacteur adjoint de t , & savoir le fonctour qui, & un
espace topologique X , fait correspondre l'espace uniforme PX obtenu on munis-
sant 1l'ensemble X de la structure uniforme universelle (voir [2], y 1, exercice 5).

24



PARACOMPACITE 3-03

PROPOSITION 3. - Soit X un espace topologique uniformisable ; pour que X
soit paracompact, il faut et il suffit que ?X goit de caractére paracompact .

La condition est évidemment suffisente, d'aprés la proposition 1. Elle est d'au-
tre part nécessaire, car si X est paracompact, tout recouvrement ouvert de X
est uni (cf. [2], § 4, exercice 19 (&)), donc divisible ([2], § 4, exercice 16),
la structure universelle est définie par l'ensemble des voisinages de la diagoncole
([2], § 4, exercice 18 (a)) et alors tout recouvrement ouvert est uniforme pour
cette structure, donc moins fin qu'un recouvrement par des boules ouvertes pour un

certain écart ; il suffit alors d'appliquer la proposition 2.

L'intéreét de la notion introduite réside dans le fait qu'elle est stable par

sous-espaces fermés et aussi par réunions dénombrables :

PROPOSITION 4. - Tout espace uniforme X , qui est réunion d'une suite Xn de

sous-espaces uniformes de caractére paracompact, est de caractdre paracompact.

La démonstration découle immédistement des définitions.

Toutefois, on n'a aucun renseignement sur la stabilité par limites projectives,
méme filtrantes et dénombrables. On est donc zmené 3 améliorer la situation et &

poser la définition suivante :

DEFINITION 2. - On dit qu'un espace uniforme X est complétement paracompact si

tout sous-uspace de X est de caractére paracompact.

I1 revient au méme de dire que, pour toute famille ouverte % de parties de X,

il existe une suite (§)) de familles uniformément discrétes plus fines que %,

nel,

telle que la réunion des G, recouvre le méme ensemble que X .

De fagon évidente, tout espace uniforme métrisable est complétement paracompact,
et 1la notion de compléte paracompacité est stable par sous-espaces et réunions dé-

nombrables de suites. De plus :

PROPOSITION 5. - Sqit X wun espace uniforme qui est limite projective dtune

suite Xn d'egpaces uniformes complétement paracompacts ;3 dans ces conditions, X

est compldtement paracompact.

Soit en effet £ un recouvrement ocuvert d'un ouvert Y de X . Pour tout en-
tier n , désignons par Yn l'ensemble des points y de Y gqui possédent un
voisinage contenu dans un ensemble de % , et qui soit image réciproque par l'ap-
plication canonique X — Xn d'un ouvert de Xn . Par définition de la linite

projective, Y est réunion des Yn , et par construction, % induit sur chaque Yn
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3-04 . J.~P. FERRIER

un recouvrement moins fin qu'un recouvrement image réciproque par 1'application

X = Xr\ d'une famille ouverte de Xn , laquelle est moins fine que la réunion

'un i S -
d'une suite (\’n,p)peh-
réciproques et en faisant varier & la fois p et n , on obtient une suite de fa-

de familles uniformément discrétes. En prenant les images

milles uniformément discrétes plus fines qué R et recouvrant Y .

11 faut remarquer que 1l'on & utilisé explicitement le fait que le systéme projec-
tif étnit indexé par 1 , donc dénombrable et filtrant ; on ne connaft rien sur
les limites projectives finies, ni méme sur le produit X x X . Toutefois, on va

pouvoir se passer de ces derniéres :

\
THEOREME. - Soit (M) une sous-catégorie pleine de la catégorie des espaces

uniformes, stable par produits finis, et dont les objets soient complétement para-

compacts 3 soit alors (P) la plus petite sous-catégorie pleine contenant (&)

qui soit stable par structures initiales pour un ensemble dénombrable d'applica-

ions et par réunions dénombrables. Dans ces conditions, tous les objets de (P)

sont complétement paracompacts ; ils ont en particulier une topologie paracompacte.

" L'opération de structure initiale pour un ensemble dénombrable d'applications se
décompose en trois autres : image réciproque pour une application, limite 'projec—
tive de suite, et produit fini ; les deux premidres ainsi que les réunions dénom-
brables conservent, comme on 1l'a vu, la compléte paracompacité. Tout résulte elors
de ce que, cans toute sdquence (transfinie) d'opérations parmi celles citées, on
peut faire ssuter en arridre les produits finis pour les grouper & la premidre

place.

Le cas le plus intér_essant est celui ot (%) est la catégorie des espaces uni-
formes métrisables ; on obtient de cette fagon la paracompacité des espaces vecto-
riels topologiques localement convexes qui sont construits & partir des espaces
vectoriels métrisables par des limites projectives dénombrables ou des limites in-

ductives strictes de suites.

2. - Nous allons maintenant indiquer comment la notion de paracompacité in-

troduite se rattache & d'eutres notions qui auraient pu paraltre plus naturelles.

PROPOSITICH 6. - Scit X un espace uniforme ; les propriétés qui suivent sont

équivalentes 3

(i) Pour tout recouviement ouvert £ de X ; il existe un écart uniformément

continu sur X et un recouvrement ouvert pour cet dcart & qui soit plus fin

que L.
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PARACOMPACITE 3-05

(i) Pour tout recouvrement ouvert % de X , il existe une suite (Gn)neh‘ de
familles uniformément discrétes dont la réunion recouvre X , et une suite (V:l)xE"‘
d'entourages de X telle que, pour tout n , la famille (Vn(A)) hes_ soit plus ~

fine que % .

I1 est clair que (ii) entratne (i) (les €, n'ont pas besoin d'8tre supposées
uniformément discrétes), et d'eutre part le fait que (i) entratne (ii) a été vu
lors de la preuve de la proposition 2, car on pouvait remarquer que Ba contenait

1'ensemble des points distants de moins de 2™ de Cpo -
s

D'autre part, il est immédiat que les propriétés (i) et (ii) entrainent le ca-

ractére paracompact. Inversement

PROPOSITION 7. - Soit X un espace uniforme local au sens de J. R. ISBELL [3] ;

dans ces conditions, les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes pour X au ca-

ractére paracompact.

Rappelons qu'un espace uniforme X est dit local ("locally fine", selon la ter-
minologie de H. H. CORSOKN et J. R. ISBELL [3]) s'il vérifie la condition suivante:
Tout recouvrement ouvert de X qui induit, sur les ensembles d'un recouvrement
uniforme donné, des recouvrements uniformes, est lui-m8me un recouvrement uniforme.
Cela signifie que l'ensemble des recouvrements uniformes de X est stable par
produit filtré, ou encore que les recouvrements ouverts uniformes des ouverts de X
fomer;t un systéme de familles couvrantes au sens de GROTHENDIECK [1] ou une topo-
logie au sens de GIRAUD [4].

Pour simplifier la suite de 1'exposé, on est conduit & poser la définition sui-

vente @

DEFINITION 2. - On dit qu'un espace uniforme X est fajblement local s'il véri-

fie la condition suivante : Tout écart borné de X qui induit sur les ensembles

d'un recouvrement uniforme domné des écarts uniformément continus, est lui-méme

uniformément continu.

I1 est clair qu'un espace uniforme local est faiblement local, mais la récipro-
que est inexacte; elle est toutefois vraie pour les espaces uniformes qui possé-

dent certaines propriétés de finitude

DEFINITION 3. - On dit qu'un espace uniforme X est localisable s'il posséde un
systéme fondamental de recouvrements uniformes qui soient uniformément localement

finis.
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Autrement dit, si pour tout entourage V , i1 existe un recouvrement R de X
par des ensembles petits d'ordre V , et un sutre entourage W tel que tout en-
semble petit d'ordre W ne rencontre qu'un nombre fini d'ensembles de % .

I1 est fecile de voir que cette propriété est stable par structures initiales
quelcenques, et donce par limites projectives. D'autre part, sont trivialement lo -
calisables l&s espaces de dimension finie et les espaces qui ont une structure

universelle ("fine spaces", selon {3]).

PROPOSITION 8. = Soit X un espace uniforme localisable 3 pour que X soit lo-
cal, il suffit qu'il soit faiblement local.

Donnons=-nous en effet un recouvrement uniforme ® de X , et un recouvrement &
qui induise sur tout ensemble de R un recouvrement uniforme. On peut remplacer
® par un recouvrement ' uniformément localement fini, c'est-a-dire tel qu'il
existe un entourage V tel que tout ensemble petit d'ordre W ne rencontre qu'un
nombre fini d'ensembles de R' , et on peut supposer que, pour tout A e &' , W(A)
est conteru dans un ensemble de [ . Soient alors d un dcart borné et uniformé-
ment contimu sur X subordonné & X' (i. e. tel que toute boule de rayon 1 pour
d soit contenue dans un ensemble de R' ), et, pour tout A€ %', dA un écart
borné de la structure induite sur A4 subordonné & la restrictionde © 2 A .
Adnettons provisoirement ue l'on puisse trouver un écart dA uniformément conti-
m sur X, égal a dA sur s~ , et nul en dehors de W(i) . Dans ces conditions,
1'écart borne supérieure de d et des dA est uniformément contimu, car, surtout
ensemble petit d'ordre !, 1'ensemble des A € ..' tels que dA soit non mul est

fini, et subordonmé & € qui est donc uniforme.

PROPOSITICN 9. - Soit f wun morphisme d'un espace uniforme local dans un espace

métrique complet ! ; dans ces conditions, f est aussi un morphisme de X dans
Ty,

Raisonnons par 1'-bsurde, et considérons un recouvrement ouvert ® de M dont
1'image réciproque F' par f ne soit pas uniforme dans X . On peut construire
par récurrence une suite décroissante A  de perties de M telle que le diamétre
de A soit inférieur & 2™ et telle que la restrictionde 2' & £~ (A) ne
s0it pas un recouvrement uniforme, en utilisant le fait que X est local. 3ialors
x est le point d'accumulation de la suite An , 11 existe un eénsemble A de ¥
contenant x , et A contient les An 4 partir d'un rang n, 5 par suite, la

restriction de ®' & £ (An ) est grossidre, donc uniforme, ce qui met en con-
(]

tradiction 1'hypothése.
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COROLLAIRE 1. - Tout espace uniforme local se plonge dans un »roduit d'espaces
du _type ?™ ou le séparé de M est un espace métrique complet.

COROLLIAIRE 2. ~ Tout espace uniforme local est localisable.

Soit alors £ 1le foncteur qui, & un espace uniforme X , associe l'espace uni-
forme x ayant méme ensemble sous-jacent et la structure initiale pour les ap-
plications X - Ty qui proviennent d'un morphisme de X lans un espace mé-
trique complet 1 . Il est clair que "x est localisable et a une structure plus
fine que X , 1'égalité ayant lieu lorsque 'X est local. On peut définir par ré-
currence transfinie un foncteur L qui est 1'itér¢ indéfini du foncteur £ . L
est encore défini par 1'égelité : :

Hom(XX , ®1) = Hom(x , M)

pour tout espace uniforme X et tout espace métrique complet 1 . L est évidem-
ment idempotent et le foncteur d*inclusior de i sous-catégorie pleine, engendrée
nar les espaces urniformes X tels que LX = X , commte aux limites inductives,
car LX =X équivaut 2

Hom(X , ¥7¥) = Hom(X , )
pour tout espace métrique complet M .

Par eilleurs, le foncteur d'inclusion de la catégerie des espaces uniformes ai-
blement locaux commte aux limites inductives, et cdmet donc un coadjoint F qui
commute au foncteur d'inclusion de la catzimorie des X tels gque LX =X . Por .
suite, le foncteur composé A = F o L , qui induit 1'identité sur la sous-cat<ro-
rie des espaces uniformes locaux, est coadjoint du foncteur d'inclusion de latite
catégorie.

On est maintenant en mesure de prouver la proposition 7 annoncée ; soit donc X
un espace uniforme faiblement local de carictére paracompact, et considéronz un
recouvrement ouvert % de X . On sait qu'il existe une suite Xn de parties de
X dont 12 réunion est X telle que, sur chaque Xn , le recouvrement I scit
moins fin qu'un recouvrement uniformément discret ; on se raméne donc 3 prouver le
lemme suivant :

LEMME. ~ Soit X un espace uniforme faiblement local ; supposons donnés une fa-
mille uniformément discréte (xa)aeA de parties de X , et, pour tout o e A,
une fonction uniformément continue & valeurs dans (0 , 1) strictement positive
sur X . Dans ces conditions, on peut trouver un écart d de X tel que £,
soit encore strictement positive sur un Oa ouvert pour d , contenant X .
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3-08 J.~P. FERRIER

Soit d'abord d, un écart borné de la structure de X tel que d(xa R XB) <1
entreine o = . Admettons l'existence d'un écart da égal A 1'écart

(x, ) = 1Lt - 1)

sur l'ensemble des x tels que d, (x, Xa) <% s et nul sur l'ensemble des x
tels que 4, (x, Xa) >é- . I1 estalorsclair que 1'écart d borne supérieure de
d1 et des da convient.

3+ - I1 reste encore & prouver un point admis en cours de démonstration, &
savoir la possibilité de prolonger un ;écart uniformément continu et borné sur un
sous-espace, & l'espace tout entier, de facon qu'il soit mul en dehors d'un voisi-
nage du petit espace. Pour cela, il faut faire quelques rappels sur la définition

d'une structure uniforme par une Tamille 1'écarts.

Considérons la catégorie dont les objets sont les ensembles E munis d'un R -
cbne H d'écarts bornds stable par enveloppes supérieures finies, et dans laquelle
un morvhismwe de (Z , i) dans (E' , H') est une application f de E dans E!
telle que, pour tout d' € ¥' | il existe d e ¥ tel que d(x , y) £ 1 entratne
d'(f(x) , £(y)) £ i . Cette catigorie est fibrée et cofibrée au-dessus de la caté-
gorie des ensenbles ; on peut le scinder en décidart que la structure initiale,
pour des applications f, : E = E ot £ est mnide H , est 2éfinie par
le cbne stetle par enveloppes supcrieures finies engendré par les écarts d G(fz, xfb),
ou dz, parcourt HL , et la coscinder en 1écidant gue la structure finale,b pour
dec applicetions f : Z, = L, est 1“Tinie par 1'ensemble des écarts bornés d
sur E tels que, pour tout . , f 3s0oit vn wmorphisme lorsqu'on rmnit E du R+—

cBne engendré par d .

On connaft un foncteur pleinement fiditle et surjectif de cette catégorie dans
celle des espaces uniformes, i saveir celui qui, & (E , E) , associe )l'ensemble E
mmni de Ja structure uniforme di¢finie par 1'enscmble d'dcarts H . Si pour tout ob-
jet (T, ¥) , on désigne par (E , H) 1'objet final pour 1'application identique
de E , la restriction 4du foncteur & la sous-citénorie pleine, engendrée par les

(E, 3) tels jue H =%, est un isomorphisme.

PROPOSISICT 1C. -~ T est le plus petit ensemble d'écarts bornés X contenant H

et _tel que, si (db)LEI est une famille d'éléments de kL telle que I :ldbil<+°’
wel

et ig 2 d , alors deK .
el v -

En effet, 11 est clair que H est stable par.l'opération indiquée et, dtautre
part, sf deH et si, pour simplifier, d g1 , 11 existe, pour tout n€ N , un
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PARACOMPACITE 3-09

ecart in € H tel que dn(x , ¥) €1 entratne 2" d(x , y) €1 . 11 est alors
clair que dg 2 220 inr(2 , dn) , et par suite que H est contenu dzns tout

neN
ensemble K .

o
COROLLAIRE 1. - Le foncteur h de (Uni) dans (Ens) , qui & un espace unifor-

me X eassocie l'ensemble h(X) A4e tous les écarts bornés uniformément continus

sur X , est post-exact.

I1 faut vérifier que, pour tout monomorphisme strict X — Y , l'application
h(Y) — h(X) est suriective, autrement dit que tout écart de h(X) provient
d'un dcart de h(Y) . Supposons pour simplifier que X est contem: dans Y , et
désignors per K 1'imege de h(¥) dans h(X) . Cr s=it que K d:ifinit le struc-
ture de X , de sorte que X = h(Z) . Il -suffit donc de voir jue K virifie la
propriété de stabilité de la proposition I1C ; or K est dvidemment stable per
sormes, et on est ramené au lerme suivant @

LEMME 1. - Soient ¥ un sous-ensemble d'un ensemble Y , D un 3cart borné sur

Y, d un écart sur X majoré par D ; on peut prolonger d & ¥ en un Zeart

plus petit que D .

Supposons que 1l'on ait D I , et prolongeons Z'zbord 4 en lui dornant la ve-

leur 1 en dehors ie X x X ; considédrons 1'écart d' borne inférieure de d et
de D . Rappelons, & ce propos, que l'écart borne inférieure d'une famille (dL)lEI
d'écarts est 1'4cart qui, en (x , v) , est égel 2 la borne inférieure A=s
@

X, o) U a; 3 ne sui =X
n§0 dbn( n * Fnet ou 2. P rcourt I et X, est une suite, tel que X

et X, =7 & pertir 4'un certain ranc. Il faut voir que d' wvrolonge d ; suppo-

sons par l'2bsurde que l'on zit 2 4 (x

A e ) < A6, y) ou 4 est 4
n=< n n
ou D, et soit » 1le plus petit entier tel que xp+1 soit dans X et que l'on

ait

D
ni(‘ dz,n()ﬁm ’ xn+1) < alx, xp+l) ;

si g est le plus grand entier < p tel que x soit dans X , on a

q+l

E db(xn,x+)= g D(x ,xml)aD(x ) 2 d(

n=q+l “n n=q+1

q+l ? xp+1 xq+1 ’ xp+1) ’

et par suite
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3410 J.~P. FERRIER

et q vérifie la méme inégalité que p , ce qui est absurde car p 4tait le plus
petit.

COROLLAIRE 2. - Le foncteur Hom(. , (G, 1)) de la catégorie des espaces uni-
formes dans celle des ensembles est post-exact.

Cc corollaire 2 cst lui-méme une conséquence immédiate du corollaire 1 et du
'
lemme suivant : )

LEME 2. - Soient Y un ensemble muni d'un fcert 4 , et X un sous-ensemble
de Y . Toute application 'f de X dans (0, 1)
(x,y) de XxX,

vérifiant, pour tout couple

[£(x) - £(y)] € alx, y)

b

se prolon:e 3 Y de facon i satisfaire la néme inégalité dens Y .

I1 suifit d'appliquer le théoréme de Zorn 4 1'ensemble ordonné des couples
(Z, g , ot Z estunepartie.de Y

1

contenant X , et g wune application de 2
dens (C , 1) prolongeant f et vérifiant 1'indgelité de 1'énoncé dans 32 .

I1 faut enfin signcler un résult2t qui concerne 1'zlgébre bornologimme Rc(X ,{'l_)
des fonctions numériques bornées et uniformément continues sur 1'espace uniforme
X , dont les bornées sont les cnsemblec de foncticns 4g-lement bornés et uniformé-
ment <quicontinus :

PROPCSITICH 11. - Pour gu'un ersemtle H de fonctions numériques .sur

X soit
borné dans Ec(X , ’h) » 11 faut et i1 suffit que ii soit borné emn un noint et que
1'écart sup |[f(x) - £(y); appartienne & n(X) .

feil :

I1 r<sulte de cette proposition et des résultits qui précédent, 1'anté-exactitude
du foncteur Zc(. , R) de lo catécorie des esptces uniformes dans celle des algé-
bres bornologiques de type -onvexe.

Reprenons naintenant la situation d'un espace unirorme
de Y , 4'un sous-eapace
X3

Y , d'un entourage V

X , et d'un écart uniformément contimu et borné d sur
on seit, 4'aprds le corollaire L, qu'on peut prolonger 4 & Y , et, d'eprs
la fidélité du foncteur iom(. , (0 , 1)) sur les espaces de proximité, qu'onpeut
trouver une fonction f & valeurs dans (0O N 1) égulea 1 sur X et nulle en

dehors de V(X) . D'sprés la proposition 11, l'ensemble H -les fonctions nunéri-

quee ¢ aur Y , milles en un point a donné et telles que le(x) -gly) | galx,y)

pour tout couple (%, y) de Y x Y, est borné dans Be(Y , R) « Il en est de

méme de fH , et 1'écart sui;.)H |g(x) = g(y)| appartient 2 h(Y¥) . Or il est mi
pos .
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en dehors de V(i) , et prolonze d sur X car la fonction
x =~ f£(dlx, y) -dla, y))

appartient 3 fH ypour tout y de Y .

4. - ¥Nous allons maintenant voir corment les résultats obtenus s'appliquent 2
l'étu;e Jdes limites inductives d'espaces topologiques. dans toute cette partie, on
s'attochera davanta~e aux cat?gories d'ouverts qu'~ux points : on considérera done
corme scparé (resp. de Fréchet., normal, paracompact), un espace topologique X
tel que l'espace de Kolmogorovy associé & X soit séparé (resp. de Fréchet, normal,
paracorpact). Par ailleurs, on utiliserz le terme de monomorphisme strict au lieu
de celvi d'homéomorphisme sur ur. sous-espsce, celui d'dpimorphisme strict au lieu
de celui de quotient ; un systime inductif (resp. projectif) sera dit strict si
les morphismes cui le comnosent sont des monomorphismes (resp. épimorphismes)
stricts ; 'm systime inductif ou projectif sera dit fermé si les morphismes qui le
composent le sont. On décignera enfin par tw le foncteur adjoint du foncteur
d'inclusicn de la cati~orie des cspaces uiiformes précompacts dans celle des espa-
ces uniformes.

On laisse au lecteur le soin dc vérifier Jque, pour qu'un espace topologique de
Frécnet % soit nowm:1l, il fuut et il suffit gue 1. condition d'antZi-exactitude

suivante ait lieu pour le foncteur m o o :
Py O est

-

Pour tout monomorphisme strict fermé ¥ — X , le morphisme
un mononorbhisme strict.

(0n remarquera que le foncteur Hom(. , (0, 1)) , qui est post-excct dane ie.
catégorie des especes uniformes, est fidéle lorsqu'on le restreint a le sous-cate-
Jorie des espaces uniformes pricompacts, laquelle est isomorphe & celle des espa-
ces de proximité ; ces ‘eux propriftés entrafnent que la condition indiquee est
dquivelente évl?-. suivante, en laquelle on reconn:it 1'axiome (Ov) de [2], § 4,
n> 2 :

Pour tout monomorphisme strict fermé Y — X , l'application

Hom(Xx , (6, 1)) — Hom(Y, (G, 1))
est surjective.)

PROPOSITION 12. - Pour qu'un espace topologique de Fréchet X soit collective-
ment normal, il faut et il s ffit qu'il vérifie les conditions équivalentes qui

suivent 3

(Math, Semin., 1) 33
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(1) Tout recouvrement uniforméuent discret d'une partie fermée Y de X est

la trace sur Y d'une famille d'ouverts disjoints de X .

(ii) Tout recouvrement unitormément discrot 4'une partie fermée Y ﬁz_ X est

une fauille uniformément discréte de X .

(iii) Pour tout sous-cspace fermé Y de I, toute famille uniformément dis~

crdte dans *Y est uniformément discrite dans ‘X .

(iv) Pour tout sous-espace fermé ¥ de X, le morphisme *Y - X east un

monomorphisme strict.

Cette derniire assertion reut elle-m8me prendre les formes équivalentes qui sui-
vent :

(iva) Tout écart centinu et borné sur un sous-espace fermé Y de X est la
restriction & ¥ d'un “cart continu ct worn® sur I .

(ivb) Toute famille ¢quicontinue et égalemert bornée de fonctions numériques
sur un sous-espece fermé Y de I est 12 trace d'une famille équicontinue et
également bornée de fonctions numériques sur X .

(ivc) X est normal et, pour tout recouvrement ouvert localement fini d'un sous-
espace fermé Y de X , il existe un recouvrement ouvert localement Zini de X

qui induise sur Y un recouvrement plus fin.

Les propriétés (iva) et (ivb) sont trivinlement cjuivalentes & la pronriété (iv) ;
1'équivalence ~vec (ivc) résultc de ce que la structure uniforme universelle d‘'un
espece normal peut &tre difinie par les recouvrements ouverts localement finis.
D'autre part, il est f:cile e voir we l'on a (iv) = (iii) = (ii) => (i)

et cque la condition (i) entrainc la norm:lité simole, l'ot fecilement (iii).

Eniin, (iii) entr:ine (iv) d'apris le tzit que, dans un espace normal, tout re-
couvrement ouvert d<nombrcble est uniforme pour la structure uniforme universelle,

et les deux lemmes f:iciles qui suivent :

LEME 1. - Si X est un espacc uniforme local, il existe dang X wa systéme

fondamental de recouvrements uniformes qui soient composés d'un recouvrement uni-

forme dénombrable par des recouvrements uniformément discrets.

LEIYE 2. =31 f: X — Y est un bimorphisme d'espaces uniformes loceux qui

conserve les familles uniformément discrétes et les recouvrements uniformes dénom-

brables, slors f est un isomorphisme.

Le lemme 1 e prouve dlabord lorsque X = PM oh M est un espace métrique com-
plet : si, dans la démonstration de la proposition 2, v, désigne 1'entourage
{(x, y) | dlx,y) <2}, 11 suffit de considérer le recouvrement vn+2(Cn Q() .

i
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On est maintenant en mesure de prouver la proposition suivante :

PROPOSITION 13. - Soit (Xn) une suite inductive strictc fermée d'espaces topo-
logiques. Si les X  sont de Fréchet (resp. normaux, collectivement normaux, pa-

racompacts), alors X = lim Xr est de Fréchet (resp. normal, collectivement nor-

mal, paracompact).

Le cas des espaces de Fréchet est trivial ; celui des especes ncrmaux et collec-

tivement normaux se raméne, d'anrés la post-ex2ctitude du fonctewr Be(. , Rj , au

lemme suivant :

LEMME 3. ~ Pour tout épimorphisme strict (Xn) - (Yn) de suites projectives
strictes d'ensembles bormologiques, tel que les diagrammes

|
X - Y
n n

soient cartésiens, le morphisme de X =1im X ~dans Y =1im ¥ est un épimor-

phisme strict.

I1 résulte en effet de ce lemme que, pour qu'un monomorphisme strict

(r) — (%)

de suites inductives strictes d'espaces uniformes soit tel que le morphisme de
Y = 1lim Yn dans ¥ = linm Xn soit un monomorphisme strict, il suffit que les .cr-

rés qui suivent soient cartésiens :

R)

Bc(xn-rl ’ -'}-) - Bc(Yn+1 ? =

| l

se(¥ , R) —= 3Be(y ,R) .

En particulier, si (Xn) est une suite inductive stricte d'espaces uniformes,

les morphismes Xp — 1lim Xn sont des monomorphismes stricts-

Si maintenant (Xn) est une suite inductive stricte fermée d'espaces normaux

(resp. collectivement normaux), pour tout monomorphisme strict fermé
Y - X=lUmX ,
le morphisme de suites inductives

(“""Y;Xn) - (™x) (rosp. (‘PY;Xn) - *x))
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venif™o les conditions indiquées qui sont suffisantes pour que le :

X (!‘C:Sp- l_L. i

17 un monomorphisme strict. Comme n et ¢ commtent aux li:ite. irductives,

sme e factori se
v

- X

» lim T“'*"Xn = "X (resp. lim ("){'l = % ) et comme ce morph

3l ama A T, & " . \ -
awors A travers Y (resp. Y ), il en rémilte aque le morph

o, . .
(resf . — 7X ) est u» monomorphisme stri-t.

Fnlin, si les Xn sont parzcompacts, les “‘Zn corstituent un syc:ime induetif

stricy d'cspaces uniform. o dc sarictire paracompret ot K = lim :}Iv est aussi

{ = "I ect paracompac*. Cc -crnier point

I

€ CAracisre paracompact ; par suite

se suivaite :
FROFC:I "ot (E. DATEATL). - 30it X un espuce topologijue coll zctivement
normal ; si ¥ est réunlon d'une sulie (Xn) ‘e _sous-espacss fermi & pzra‘ompacts,

In effrt, "X est 2lovs riunion de 1: ie sous-espace.: cuiifcrmes de

racivére partcompact.

Jeuxime purtie

3 6=

Certaines relations 4'3gquivelenc.: iins les espaccs unifcrres.

Cn sait que la catégorie des espaces uniformes poss’de des limite s inductives

et en particulier des suotients : la structure uniforme du quotient

par 1'ensemble des €c¢/rts uniformément continus et saturis. Toutefois,

les limites inductives ne sont en réncral pas intéressantes, car le fencteur topo-

losie associZe n'i commute pas. Pour cette roison, on est =zmend, dans le c.s par-
ticulier des quotients, & faive rlos hypothéses restrictives sur le rolation d'é-
quivalence afin d'avoir 1a propricté de commutation cherchér. On poser- d'abord le

177ini%ion suivante :

JEFIHITION L. - Soit X un espace uniforme ; on dit qu'une relation d'équiva-
lence R dins X est uniformément ouverte si elle vérifie les conditions équiva-
lentes qui suivent @

(1) 35i f désigne i'spplication canonique 1c X sur X/R , pour tout entours-
ge V ¢ ., il existe un entourige { de X/R tel que, pour tout x : X, on
ait

£(v(x)) > 2(£(x)) .
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(11) Si C désigne le graphe de R dans X x X , pour tout entourage V de
X , il existe un autre entourage W de X , tel que VC > CV .

(11i) La structure de X peut 8tre définie par des écarts d tels que 1'on
ait, pour tout couple (x , y) de X x X, la relation

a(x , £(y)) = da(£(x) , y)
od f(x) et f(y) sont considérés comme des parties de X .

L'équivalence entre les conditions (i) et (ii) est immédiate ; d'sutre part, la
propriété (11i) entratne que le fonction (x , y) ~ d(f(x) , £{y)) est un
écart sur X puisque d'abord d(x , f(y)) = d(f(x) , y) , ne dépendant que de la
classe de X et de celle de g , est égal & d(f(x) , f(y)) et qu'alors

a(e(x) , £ly)) + a(sly) , £(z)) = d(f(x) , y) + dly , £(z)) g d(£(x) , £(z)) .

Il est alors facile de voir c;_ue (111) entratne par exemple (i). Inversement, sup-
posons (1), et soit d un écart de la structure de X . On peut d'sbord construi-
re un écart ¢ de la structure da X/R tel que &(f(x) , f(y)) 3 d(x, £(y))
(efe [2], § 1, n° 4), et 11 suffit alors de considérer 1'écart sur X

(x,y) ~ suplalx, y), s(flx) , £y))) .
Plus généralement, on dira qu'un épimorphisme f d'un espace uniforme X sur

un sutre Y est uniformément ouvert si, pour tout entourage V de X , il existe
un entourage / de 7 tel que, pour tout x € X , on ait

£(v(.)) = u(e(x)) .

Cette relation entratne jue 1'image par f x £ d'un entourage de X est un en-
touragc de Y , et par suite que f est strict (c'est-i~dire que Y est un quo-
tient de I ).

I1 est immédiat, d'aprds (1), qu'un épimorphisme uniformément ouvert est ouvert;
par suite, s R st uns relatioh d4'ejquivalence uniformément ouverte dans un es-
pace uniforme X , on a

T(/Rr) = CX/R

Comme exemple de relation i’ ‘-uivalence uniformément ouverte, on peut citer la
relation d'équivalence gauche définie par un sous-groupe H d'un groupe topologi-
que G mni de 3a structure uniforme gauche. L'intér8t des relations d'équivalen-
ce uniformément ouvertes sst 4@ au fait qu'elles ont la plupart des propriétés des
relations d'équivalence dans les groupes.

On verra en particulier (la preuve sera donnée dans un cadre plus général) que
tout quotient d'un espace uniforme métrisable complet selon uhe relation d'équiva-
lence uniformément ouverte est métrisable et complet. D'autre part 3
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1

PROPOSITION 1. - Soient. X un espace uniforme, et. R une relation d'équivalen-

ce vniformément ouverte dans X ; dons ces conditions, si X vérifie les condi-

tions (i) et (i1) de la proposition 6 de la premidre partie, alors X/R les véri-

fie.

On ve utiliser la forme (i). Soit donc £ un recouvrementvouvert de X/R 3 si
f -désigne le morphisme canonique X '— X/R, on sait qu'il existe un écart uni-
formément continu d .dens X , et un recouvrement ouvert pour cet écart € qui
solt plus fin que f—1 (%) *. Mais on peut supposer que d est tel que, pour tout
couple (x , y) € X x X, on ait

alx , £ly) = d(£(x) , ¥) .

Dans ces conditioné, R reste uniformément ouverte, donc ouverte, lorsqu'on munit
X du seul dcart d , et le recouvrement f(6) est ouvert pour la topologie asso-
cide & 1'éeart sur X/R défini par d : Comme f(8) est plus fin que % , la
proposition est démontrée. ’

I1 semble que l'on ne puisse obténir aucun résultat analogue dans le. cas des es-
paces niformes de caractére\‘ paracompact. En effet, si X — Y est un épimor-
phisme uniformément ouvert, 1'épimorphisme }‘X — }‘Y , qui s'en déduit par loca-
lisation, né 1l'est pas en général. On est donc conduit & affaiblir certaines hypo-
théses. )

DEFTATTION 2. - Soit f: X = Y un épimorphisme d'espaces uniformes ; on
dit que f est adapté, si, pour tout entoursge V de X et toute partie & de
X telle que f£(A) =Y, la famille f‘(V(X))XEA soit un recouvrement uniforme de
Y.

Donnons tout-de-suite des exemples d'une telle situation ; d'abord, tout épimor-
phisme uniformément ouvert est évidemment adapté d'aprés la condition (i). D'autre
part, si f: X — Y est un épimorphisme ouvert d'espaces topologiques et si
Y est supposé paracompact, alors le morphisme Pr: Px o PY estum épimor-
phisme adapté. I1 faut remarquer que tout épimorphisme adapté est strict (puisque
l'ima;e d'un recouvrement uniforme de X doit &tre unlrecouvrement uniforme de
V), mais que si f: X — Y est un épimorphisme adapté, le morphisme
"f: "X — Y n'est en générel pas ouvert ;3 on ne seit pas s'il est strict.
On dira qu'une relation d'équivalence R , dans un espace uniforme X , est
adaptée si 1'épimorphisme canonique f: X — X/R 1'est.
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PROPOSITION 2. - Soient X un espace unifonﬁ, R une relation d's. Evalence
adaptée dans X , et f le morphisme X - X/R ; dans ces conditions, si X
est métrisable et complet, X/R 1l'est aussi, dds qu'il est séparé.

I1 est clair que X/R est métrisable, car l'image par £ x £ d'un emntourage de
X est un entourage de X/R . Prouvons la complétion, et considérons pour cela un
filtre de Cauchy minimal de X/R , soit 3J . On va construire par récurrence, si
(V) est une suite fondementale d'entourages de X , une suite (x,) aens X
telle que @

(a) X, € Vn(xn) ,

®) £V (x)) e

Suppo sons (%) construite jusqu'ad l'ordre p de fagon que les conditions (a) et
(b) soient satisfaites. Comme 3 est minimal, il existe un entourage W de X/R
et un ensemble A de J tels que W(A) s0it contenu dans f(Vp(xP)) « Posons

V=V G 8 ot B = ¢t (Cr(vp(xp))) u vp(xp) .

nel O

D'apres 1'hypothase, f(V(x))xe: est un recouvrement uniforme de X/R , donc
f(V(x))xEv (x) °° est un de i . Par suite, il existe un élément de Vp(xp) R

soit Jl:pd , tel que l‘(\’(xp‘i)) appartienne & § .
Le suite x, étent construite, il est fecile de voir d'aprés (a) que, si
v2n+1 < Vn , elle est de Cauchy, donc converge vers un élément x ; 3 converge
alors vers f(x) , d'apres (t).

L'intérét de la notion introduite réside en fait dans le théoréme suivant :

THEOREME. - Soient X un espace uniforme, et R une relation d'équivelence
adaptée dans X telle que X/R soit local ; dans ces conditions, pour tout &cart
uni formément continu dans X tel que les classes suivant R soient complétes, il
en existe un plus fin 4 et une partie A de X rencontrant toutes les classes
de facon que, si X, (resp. Ay ) désigne 1'ensemble X (resp. 4 ) muni de d:

(a) Pour tout entourage V de X, , il existe un entourage 4 do X/R tel
que, au-dessus de tout ensemble petit d'ordre V , A soit contenu dans une réu-
nion finle d'ensembles petits d'ordre.

(b) Pour tout entourage V de X, , il existe un entourage 4 de X,/R tel
gque, pour tout x de A, on ait

£(v(x)) 2 W(£(x)) .

(¢) Le morphisme AR — Xy /R est un isomorphisme, et 1'image d'ur_recou-

vrement uniforme de A, en est un de xd/R .
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COROLLAIRE 1. - Soient X un espace uniforme, et R une relation d'équivalence
adaptée dans X ; si

X est localisé d'un espace métrique complet, X/R , 8'il
est séparé, posséde la méme propriété.

COROLIAIRE 2 (G. CHOQUET). - Soient X un espace métrique complet, et R une

relation d'équivalence ouverte dans X telle que (TX)/R soit paracompact. Dans
ces conditions,

(TX)/R est homéomorphe 3 un espace métrique complet.

Pour prouver le corollaire 1, on se raméne d'abord au ces ou X/R est local par

le changzement de base )‘(X/R) — X/R, et cela gréice au lemme suivent &

IEMME 1. - Soit £: X - Y un épimorphisme adapté. Pour tout mor‘phisme»
g: Y' — Y, le morphisme fli g du produit fibré xlly' dans Y est un
Y )

épimorpnisme adapté (stabilité par changement de base). '

En effet, si V (resp. W ) est un entourage de X (resp. Y' ), on a
. .-l
pry((V x W(x , y)) =u(y) n g™ (£(V(x))) .

X/R étent local, on remarque alors, d'apriés le (a) du théordme, que 1'image réci-
proque dans A a d'un ensemble précompact de Xd/R est précompacte : toute suite
‘précompacte se reléve donc en une suite précompacte.

Enfin, pour prouver le corollaire 2, on remarque que le (b) du théoréme entraine
que le morphisme TXd/R — T(Xd/R) est un isomorphisme : en effet, si 0

un ouvert saturd de X g et ¥y unpoint de f (0) , pour tout point v de

ha (y) et tout entourage V de X; tel que V(x) < 0, il existe un entou-

est

rage I de Xd/R tel que f(V(x)) contiemme W(y) , donc que £(0) contienne
W(y) 3 f(0) est ouvert.

COROLLAIRE 3. - Solent X un espace uniforme, et R une relation d'équé_y_glqn_c_q

adaptée dans X ; si X yvérifie les conditions de paracompacité (i) et (ii) de 1la

proposition 6 de la premiére partie et s'il posséde un systéme fondamental d'écerts

pour lescuels les classes suivant R soient complétes, alors X/R est & localisé
= Y
paracompact .

Par chengement de base, on se raméne d'abord au cas ol X/R  est local. Soit
clors © un recouvrement ouvert de ¥/R . D'aprés (i), on peut trouver un dcart

uniformément continu d dans X , et un recouvrement € ouvert pour cet dcart

o =1 . R -
plus fin que T (2) 3 on peut toujours supposer que d viérifie les hypothéses du

théordme et cue ‘& est de l2 forme (Vx(x))

ey ol vV, estun entourzge de I

g
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Pour tout xe€ A , on peut alors trouver un entourage "!X de X d/R tel que
f(‘.Jy(x)) =] ‘s!x(f(x)) . Par suite, % déja moins fin que f£(8) , va &tre woins fin

que (i.’x(f(x)))xeﬂ , donc moins fin qu'un recouvrement ouvert de Xd/R , lequel
est métrisable.

Preuve du théoréme. - Pour simplifier 1'exposé, on préférera utiliser la défini-

tion d'une structure uniforme en termes de recouvrements plutdt qu'en

tourages ; rappelons que, si R = (Ui)iGI et € = (Vj)jEJ sont deux femilles de

parties d'un ensemble X , on désisme par & % % la famille (wi)iel

termes d'en-

, O0 W,
i
est la réunion des V. qui rencontrent Ui . La famille & « ® sera notée simmie-

ment 3’.2 . Cela étant dit, plagons-nous dens les hypothéses du théoréme ; X/R ,
étant local, posséde une base de recouvrements uniformes qui soient uniformément
‘localement finis, et on désignera par P 1l'ensemble des recouvrements de ce type
qui sont indexés dans un univers adéquat U . On désignera 4'autre part per @

1'ensemble des familles indexdes dans U de parties de X dont 1'image dans X/R

appartient & P, puis, si % est un recouvrement uniforme de X , par (%)
1'ensemble des familles & de & qui sont plus fines que R et telles que
(R % &) soit uniformément moins fin que f(8) (i. e. il existe un recouvrement

5 de P tel que f(R %# €) contienne % = £(8) ).

LEMME 2. - Pour tout recouvrement uniforme R de X , toute famille & de 3(R)
et tout recouvrement uniforme E)'zl de

X , il existe un recouvrement uniforme @'

plus fin que .‘Rl

et une famille €' de &(R') de facon que :
(@) &' soit plus fine que mz &,

(2) Pour toute classe C, & nC soit plus fine que ® & (&' nC) ,

(y) Pour tout x d'un ensemble de 5{'3 % 6!, £(R° « x) contiemne f(B!) =f(x) .

Soient, en effet, 5(2 un recouvrement uniforme de X plus fin que %, et
un recouvrement de P , tels que f(.‘R2 # G) appartienne & P et soit moins fin
que % = £(8) , puis R' un recouvrement uniforme de X plus fin que S’.l ct 522

et tel que F(R') soit plus fin que 5 . Supposons que l'on ait & = (U,)

i’iel
R = (vj)jEJ . Alors

et

P,= e u) ole @ £(U;)

rencontre toutes les classes, et puisque R est adaptée, la fanille f(Vj)jEJi ’
ol J.l est 1'ensemble des j de J tels que V, rencontre Pi , est un recou-

vrement uniforme de X/R et, par suite, la famille f(vi)jEKi ’

ou K, est l'en-
3 i
semble des j tels que V, rencontre R U, , en estun de (t;) . Mzintenant,
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neut trouver des recouvrements > et ' dens P otels que
.. de w rencontre ur nombre fini d'ensembles f(TJi) et cue, pour
il y 2it sy moins un j € tel que &' = (& n I‘(Ui)) soit contenu

3
on en choisit zlors un, j(&

' , 1) , et on désigne par ©' 1la
) 0 £7(4 n £(U;)) o 4 percourt @ .

1 est zlors cleir que &' appartient & &(R') , car f£(R' % &') et moins fin
by

(- i))) » lequel est moins fin que ' » £(6') . (o) résulte de ce que
&' st plus fine que f(Vj (A,i)) > qui est plus fise que 5! w3, x &3 () se

me. Frouvons enfin (y) ¢ si x apportient & 5)%'3 wy , ot y est dans

2! de la forme n f(Ui)) , on a successivement

N 3 o Ny
ox) o P s R 4 y) o fHEaU) 28 f(Ui) o f(RY) « f(Ui) > F(F) v £(x) .

b & la dcaonstration du théoréme. Soit (51") une suite de re-

-

ents uniformes de X délinissant une structure uniforme pour lacuelle les

couvrer
clesgses soient complétes. Cn peut, d'spris le lemme, trouver une suite (f;?n) de

recouvremsnts unifornes de X et une suite

) , ot € est dens ir(fj.n) de

7

fagon que 5:;‘+? soit plus fin que 3‘;]] et que l'on ait les conditions qui
1+ 1

sulvent @

) & st olus fine ‘e 5w

<. \'/?.’1+L 280 7 3 L1n que .J.n w O >

(.) Pour toute classe G

2 )
fine que ¥ (6n+1 noC),

() Pour tout
i) = R

x) conbient

O
S el
Woose . L6

est décroissante ; désicnons par A

- )
moles de 37 4 ©

la réonion des ons

S et par L 1'intersection des An . Soit
dlenire pare 4 wn vt définigsent lc méme structure uniforme cue les (ifn) .

de (y) cue les i'(;.n) sont un systéme fondamentol de recouvrements

ts () =t (b) du théordme en découlent, I1 reste &

ot les p

, b en méme temps le feit que A rencontre toutes les cl

1'un ensernble de

" ovoit d'abord gue, wour tout point ¥

% de 4 éguivilent & Xa et proche de ce dernier d'ordre

5]
s, d'apras (;5), construire par récurrence & partir de XO une suite (xy))

s
i, 3ppartient 2 un ensemdle de Enuy , et & 1z classe de x. de fagon gus
s0it proche de x_ dtordre 5‘:ﬂ+p s 12 suite (}{D) est alors de Cauchy <zns
Y
2 s et X fie les conditions annoncées.

o
>
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Autrement dit, pour toute classe C , G, n C est plus fine que Ji s (£ nC) .
En particulier, A rencontre toutes les classes. Enfin, 1'image de tout rccouvre-
ment uniforme % de A d est un recouvrement uniforme de X d/R . Bn effet, o
est la trace d'un recouvrement uniforme R' de Xd , et il existe un eatier =n

tel que ‘ui: soit plus fin que X' ; alors f(k) est moins fin que f(&‘n) .
"
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