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(Math, Semine, 1) 1-01

Séminaire CHOQUET,
Initiation & 1'Analyse,

4e année, 1964/65, n° 1, 17 p. 5 et 12 novembre 1964

TRAVAUX DE V. STRASSEN ([3]) SUR LA PARTITION
D'UNE FORME LINEAIRE DOIINEE PAR UNE FONCTION SOUS-LINFATRE

par Frangois COLMEZ

1. Préliminaires. Rappel sur les fonctions sous-linéaires.

Définition. - Soit X un espace vectoriel réel ; on appelle fonction sous-li-
néaire sur X une application h de X dans R qui est :
(a) sous-additive : h(x + y) g h(x) + h(y) (x et y € X)

H
(b) positivement homogéne : h(iAx) = Ah(x) (x e X et A 3 0).

Remarque. - Si ans cette définition on remplace la comdition (k) per :
(b*) h(Ax) = Ah(x) pour tout A réel, on obtient une forme linéaire ;
ou par :

(b*) h(Ax) = |r] h(x) (X € R), on obtient une semi-norme ;

’
les semi-normes et les formes linéaires sont donc des fonctions sous-linéaires

particuliéres. Pour les fonctions sous-linéaires comme pour les semi-normes (et
avec la méme démonstration), on a le théoréme de Hahn-Banach :

Soient X un espace vectoriel réel, et h une fonction sous-linéaire sur X ;

2
sous-espace XO de X et dominée
par h (l,o(x) gh(x), /ne Xo), il existe eu moins une forme lindaire ¢ dé-
finie sur X prolongeant £, et dominée par h .

81 L est une forme lindaire définie sur un

Supposons maintenant que X soit un espace vectoriel (réel) normé ; on peut

parler de fonction sous-linéaire contimme h . Comme la sous-additionnée de h
entratne 13 relation

|h(x + y) = h(x)| € max(h(y) , h(-y)) g max(|n(y)| , |u(-v)|) ,
la contimiité de h est équivalente 2 sa contimuité & l'origine. la condition (b)

montre alors que h est continue si, et seulement si, elle est bornée au sens
sulvant ¢

sup{ |h(x)| 5 |xl st} <+ .
Par analogle avec les formes linéaires, on appellera norme de h 1le nombre
iinll = sup{ n(x)| 5 i <1}

(c'est un abus de langage puisque 1l'ensemble X des fonctions sous-linéaires con-
timies n'est pas un espace vectoriel)-
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Pour tout x € X, om a la relation |h(x)| g ||hj|.jx| +

Enfin, soient h; et h, deux fonctions sous-linéaires sur X telles que,
pour tout x, hl(x) < hz(x) ( h, dominée par h, ) 5 8l h, est contimue, h
1'est sussi, et ona |ih || < {|hyjj « A toute fonction sous-linéaire h contime
sur X , on peut alors faire correspondre l'ensemble ¢(h) des formes linéaires
dominées par h ; cet ensemble est une partie de X* (dual topologique de X ),
non vide (théoréme de Hahn-Banach), convexe fortement borné et faiblement compact.

2, Théoréme fondamental.

Soient maintenant (¢, £, u) un espace de probabilité, X un espace vecto-
riel réel normé séparable, et X 1'ensemble des fonctions sous-linéaires conti-
‘nues sur X .

Soit w hw une application de @ dans ¥ telle que, V x € X, 1l'appli-
cation w = hw(x) de Q dans R soit P-mesurable (nous dirons faiblement

mesurable). X étant séparable,
fin gl = sup{|n ()] 5 x| 1}
peut. stécrire

sup(h (x) 5 jix| €1 et xe X} ,

ou X, est une partie dénombrable de X dense dans X . L'application ¢ = "hw“

de . dens R, qui apperaft comme une borme supérieure dénombrable de fonc-

tions mesurables est encore mesurable. Nous supposerons que

fingl ) < 4o

I1 en résulte immédiatement que, pour tout x € X , l'application @ =~ hw(x)
est p-intégrable, et la relation

h(x) = [, b (%) ()
définit une fonction sous-linéaire continue sur X dont la norme |/h|| est mejorée
par Joinl (@) .

Avec les notations précédentes, nous pouvons énoncer le théoréme de base

THEOREME 1. - y* étant une forme linéaire continue sur X , les deux proposi-

tions suivantes sont équivalentes :

(1) y* e o(h) ( y* dominde par h) ;
(11) 11 exsto une application w — y* de w dans X* telle que t
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() w = y:(X) soit CS-mesurable ;
VvxeX {(b) y:)(x) < hw(x) H
() y*(x) = [, y*(x) plaw) .

Démonstration. - Il est évident que (ii) = (1) .

Supposons donc que y* € ¢(h) , et appelons L 1'espace des applications étagées

g€ de 0 dans X (c'est-d-dire ¢ est de la forme 1. x, , ou les A, ap-
.10 M i

partiennent & £ et forment :ne partition finie de Q ) ; la fonction
| w - b (5()
est alors C-mesurable et u-intégrable.

St Hg) = [ b (£(0)) w(aw) 3

H est une fonction sous-linéaire sur L .

Soit I 1le sous-espace de L des applications ¢ constantes ; sur L , définis-
sons la forme lindaire Q par Q(E) = y*(x) ( x étant la valeur prise par £).
Comme

BE) = [ n 00 w(@) =0
Q est dominéde par H , et, d'aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe une for-
me linéaire Q sur L dominée par H et prolongeant Q.

Soient xe X et A€g ; la fonction w — lA(w) x appartient & L ; posons
p,x(A) = Q(x lA) . px(/\) est une fonction additive définie sur £ et qui vérifie
les relations :

( o
b = QAx 1) € Hx1) = n 00 wlw) < Jnl @) s [oing sl ,

]

—uy(A) =Q-x1)) sH(=-x1)) rA h (- x) w(de) § fAl.hu,il p(dw) € ,rQ:lthI w(do) 3

By est donc une mesure bornée complétement continue par rapport & pu . Elle admet
une densité w - q,(x) majorée par hw(x) pour p-presque tout w .

La linéarité de Q entratne que, si x et y € X ot a et b €R,
qw(a.x +by) =a qw(x) +b qw(y) pour p-presque tout w .

Soit alors )(o 1'ensemble des combinaisons linéaires & coefficients rationnels

des éléments d'une partie dénombrable de X partout dense dans X ; il existe une

partie Q, de Q de mesuress nulle telle que, pour tout w ¢ @y , on ait
qw(x) < hw(x) et qw(ax +by) =a qw(x) +b qw(y)

(x et y € X, , & et b rationnels) .



1-04 F. COLMEZ

Nous allons maintenant définir l'application w —» y'(l: cherchée, de la manisére
suivante :

(@) i w¢ QO N y':‘, sera la forme linéaire continue prolongeant par conti-
mité q, de Xo & X . Nous vérifions que :

(a) v — ¥%(x) est une application C-mesurable de Q ~Q, dans R : c'est
vrai, per construction, si xe X; ; sinon, soit {xn}nEN une suite de points de
Xo tendant vers x ; 1l'application w =» y:)(x) est 12 1limite de la suite d'ap-
plications mesurables w - qw(xn) .

(v) y':)(x) < hm(x) » car c'est vrai si x € X, , partout dense dans X .

() 81 we QO , nous choisirons y* dans fQ(hw) de sorte que w — y;(x)
soit une application £-mesurable de Q() dans R . Si £ est une tribu compléte
pour la probabilité , , ce choix peut &tre arbitraire ; sinon, ce choix est pos-
sible, grfice 2 la construction de Jacob (cf. plus loin).

L'application w —» y* ainsi construite vérifie (a) et (b). Pour vérifier (c),

il reste & montrer que

S 700 wlaw) = ) q (0 p(dw) = y*(0) ..

Pour cele, il suffit de montrer que, si xn est une suite d'éléments de X, ten-
dant vers x , qw(xn) tend p-presque partout vers qw(x) (puisque qw(xn) a
pour limite y‘:)(x) w=presque partout).

Soit A € £ , nous avons

i () = gl = 101,y = ]| & il () = )] wldw)

Sixg = vyt w@) < fixg - x (pml e(a)
par conséquent

Lim swp | (A) = (M| =0,
n neg n

d'ou

lim "rnlqw(xn) - qw(x)| p(dw) =0 et qw(x) = y:’(x) B=Pe Do o

Construction de Jacob. - Soit XO une partie dénombrable de X partout dense
dans X ; pour x € Xo et pour r rationnel, posons

hep=lms yrex et s

en faisant varier x dans X, , et r dans Q, on obtient une famille dénombra-
ble de parties faiblement fermées de X* séparante (c'est-d-dire que, si ¥ et

b2 ] sont deux formes linéaires continues distinctes, il existe un Ax,r contenant
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l'une et non 1'autre). Ordonnons cette famille en une suite {A } ={4 ., 1} -
E Sl

n” Pn
Considérons maintenant la suite f‘n d'applications de QO dans 1'ensemble des
perties de X* , définie par récurrence de la manidre suivante :

fl(w) = cp(hw) ,

{bfn(w) nA sicette intersection est non vide ,

fn+1

W=
(_fn(w) sinon .

Pour un @ domné, la suite fn(w) est une suite emboftée de compacts non vides,

dont l'intersection f(w) = (‘1 f (u)) est non vide ; comme d'autre part la famille

An est séparante, cette 1ntersect10n ne peut comporter plus d'un po:.nt s )

contient exactement un point ; soit g(w) = x* ce point.

L'epplication w — x; vérifie évidemment (b). iontrons maintenant que, pour
tout x , l'application o — xf;(x) est C-mesurable ; il suffit, corme plus
haut, de le montrer pour x e XO , et il est alors nécessaire et suffisant que,
pour tout rationnel r , l'ensemble {w ; x:;(x) & r} appartienne & £ . Wous
sommes donc ramenés 3 montrer que, V n , gl (An) appartient & £ , lontrons-le

par récurrence.

Pour que g(w) appartienne & An , il est nécessaire et suffisant que
£(w) na £¢

Amorgons la récurrence :

Cas n=1.-5i x*e fl(u) ,ona - hm(- XO‘L) < x*(xal) < hw(x, ), et si
x* € 1—\1 , ON & x*(xal) g rﬁl s pour qu'il existe un x* appartenant I 1z fois 2

f1 (w) et a Al , i1 est donc nécessaire que - hw(- xall) < rIsl .
Réciproquement, si . est tel que - hb(— x ) €r , il est possible de trou-

1 ¥l
ver un nombre a vérifiant & la fois
- - £ t < .
hw( x“'l) < ag hw<xa1) e a g rSl

Soit ¥ 1la forme linéaire définie sur 1'espace vectoriel engendré par X,

1

prenant la valeur a en x, 3 X* est dominée par hW , et, d'aprés le théordme
1

de Hahn-Banach, on peut la prolonger 2 X en une forme linéaire x* dominée par

h 3 x* ainsi définie appartient & la fois & (p(hw) =f(w) et & A .
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Conclusion : g~} (i,) = {ws; =h(-x )gr. }; gta,) appartient bien &
1 w @, 61 1
£ , puisque hw est f-faiblement mesurable.

Cas n =2 . - Pour déterminer g'l (Az) , étudions séparément :

)0 e h) et g n 0 - ha))

(@) 31 we g'l(Al) (<= - hw(— xal) <. ), fz(“’) =:p(hw) na, et un

81
raisonnez.ent analogue au précédent montre gque, pour que 1'intersection -fz(w)n Az

soit noh vide, il est nécessaire que la relation - hw(- x, ) g Ty ait lieu et
2 2

soit compatible avec - hw(- x, ) §r ; clle est alors suffisante. Autrement dit:
1 *1

g—l(Al) n g‘l (Az) ={w; - hw(- x"’l) < ral} nfw; - hw(- xaz) < r82} .
(8) st we g, - g"(Al) (<= -n(-x)> r61 )y ) = (b)) , et pour

1
que @(h) n &, soit non vide, il est nécessaire que la relation -h (=x ) <
2 w oy Bs

ait lieu et soit compatible avec la relation - hw(- x, ) > L elle est alors
1 1

suffisante. Autrement dit :

-1 -1, ,-
g (‘2) n (QO ~g (.'sl)) ={ws; - hw(— x°‘1) > rBl] nfw; - hw(— x°‘2) < raz} 3

en réunissant ces deux résultats, on obtient :

-1, ¢
g (AZ) = {3 - h‘)(- xaz) < rsz} e .

Cas général. - De la méme maniére, en écrivant
“lo, oy _ -1
g (An) = U (g (Aﬂ) N B eee an-l) .
Bi}
ol chaque B, est, soit g_l(:i.i) , S0it (QO - g‘l(Ai)) , et ou la réunion porte
sur tous les choix possibles des Bi , on montre que
-1
g (A)={w; -h(~x )gr, lese .
n . w an Bn

Remarque. - On peut se passer de la construction de Jacob, & condition de rem-
placer dans le théoréme . la condition (b) par la condition plus faible svivante @
(v*) x*(x) § h (x) pour p-presque tout w .

" effet, (11) == (1) reste vrai, et il suffit de choisir dans la réciproque,
-~onstante sur QO .

10
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Le théoréme ! va maintenant nous servir & démontrer la psrtie constructive de

quelques tneorcmes.

3. Théoréme de dardy, Littlewood, Polya, Blackwell, Stein, Scherman, Cartier.

Rappels et notations. - 3: O, €) et (2, B) sont des espaces mesurables,
2% prooabilité de ‘ransition de Q dans « sest une application P de 3 x &

czaz L0, 1) telle que, pour tout =€ Q , P(., w) est une probabilité sur
{(* , 8), ev, pour tout Ec B, P(E, .) est f-mesurable.

Si b est une probabilité sur (0, £) , P. est la probabilité sur (R, &)
jéfinie par

B(E) = [ P(E, W) (dw) Ees) ,
et P x y est la probabilité définie sur ( x & , © 3 8) par
Pru(dxE) =/ P, ) udo ;

la probehilité P x u a pour projections sur ¢ et R respectivement . et P_.

Si 2z c¢st une fonction sur R G-mesurable et bornée, la relztion

2 P(w) :‘Jé z(r) P(dr , w)

définit une fonction sur < € -mesurable et bornée.

Supposons maintenant que i soit une partie convexe compacte métriscble d'un
€. Ve te 1. c., et £ 12 tribu borélienne de ¢ ,

Soit S 1'ensemble des fonctions concaves continues sur { ; munissons 1l'enser.-
ble des probsbilités sur (Q, £) de 1l'ordre suivant :
p < v si et seulement si, pour toute fonction y € 3, 1'inégalité suivante est
réalisée 3
.E'Qy G2 foyadv s
cette inégalité se conserve pour les bornes inférieures de fonctions de 5 qui
sont des fonctions concaves semi-continues supérieurement, car ¢ et v sont des

mesures de Redon > 0 .

Enfin, une dilatation P sur ( est une probabilité de transition de Q dans
¢ telle que, pour toute fonction affine continue 2z sur G,

2z P(w) = r(_l P(de N w) z(8) = z(w) .

Avec ces notations, nous pouvons énoncer :

THEOREME 2. - Pour que p < v , il est ndcessaire et suffisant qu'il existe une
4ilaetation P sur (' telle que v = Pu .
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Demonstration.

Condition suffisante (elle ne fait pas intervenir le théoréme 1). = Soit v =Fu;
pour toute fonction x contime sur € , on a les égalités suivantes 3

fo xav =0y xe) g Plaw, 0 uiae) = [ wiae) [ x(w) Plaw, 6) = [ xp au «

Par conséquent, pour montrer que u < v , il suffit de montrer que yP gy , pour
toute fonction y concave contime.

Or y=inf{z ; z3y z affine sur €} , et par suite

v P(6) = [, inf 2(w) P(dw , 6) < inf [ 2(w) P(dw , ©) = inf 2(6) = y(6) ,
' zzy 22y a2y

car, P dStant une dilatation, zP = z

Condition nécessaire. - Mettons-nous en mesure d'appliquer le théoréme 1.

Pour cela, soit X 1'espace de Banach séparable des fonctions contimies sur Q
muni de la norme uniforme. D'eprés le théoreme de Riesz, & la probabilitée v sur
Q correspond une forme linéaire y* contimue sur X ; soit pu <v .

Pour x € X et pour w e€® , posons
hu(x) =inf{y(s) ;3 yeS et y>x} .

Pour x fixé, hw(x) est une fonction sur @ concave et bornée semi-contime
supérieurement, et par conséquent £ -mesurable.

Pour . fixé, c'est une fonction sous-linéaire sur X dominée par 1la fonction
sous-linceire N d#finie de la maribre suivante ¢

N(x) = sup{x(w) ; we@l .

(En effet, ¢ étent compact, (x) = x(uo) pour un certain w, , et la fonction
affine y(.) = x(n.o) vérifie hu(x) < y(w) & M(x) .) Comme N est une fonction
sous-linérire contirue de norme M| =1, {h] g1 , et par suite

W
[ @) <1 s
enfin, pour x fixé, x(u) 'nw(x) , donc l'hypothése u < v entratne
() = [ x(e) vlaw) € Jp n, (0 v(d) € § b (o) w(dw) .
Toutes les hypothises du théorime 1 sont réunies ; nous en déduisons 1'existence

d'une spplication . — y* de Q dans X* telle que, pour tout xe X,
W

2} w - y"u:(x) soit R-mesurable ,

12
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(v) ¥ (x)

A

hw(x) (M) ,

() y(x) = [y wlaw) .

La relation (b), appliquée 3 x g0 ( x‘\*D(X) € ¥(x) < 0 ), montre que y= est une
forme linéaire positive. Soit donc P(. , ) 1la mesure positive associde & y* ;

(W)
c'est une probabilité sur (?, ¢) car, toujours d'asprées (b), nous avons
P2, @) = x¢(1) <N(1) =1 \
et \=>P(Q,u)):l-
=P, ) = (- 1) g N(- 1) = -1

oo

La relation (a) exprime que, pour A€ £, w — P(i, @) est mesurable, donc
P est une probabilité de transition, et enfin la ielation {c) montre que v = Pu.

Si meintenant y est une fouction concave continue,

¥ P(w) = g ¥(6) P8 , &) =y () < b (¥) = ¥() ,

et par suite, pour toute fonction affine continue 2z , concave ainsi que son oppo-
sde, nous avons 2zF = z ; P est une dilatatiom.

4. Partition d'une probabilité sur un espace polonais dominée par une fonctionnelle
sous-lineaire.

Soit R un espace polonais (métrisable complet et séparable). Appelons C(R)
1'esp:ce de Sanach des fonctions continuez boraées sur ® muni de la norme unifor-
me, et 8 la tribu borélienne de ® .

v étent une probabilité sur (X , 8) , et h une fonction sous-linéaire sur
¢(R) , nous écrirons

vgh s8i taze G [z dvgn() .
Comnme au paragraphe précédent, appelons i 1la fonction sous-lindaire sur C(R)
définie per
N(z) = sup{z(r) , reRr} 3

N est contimue, ot ||Njj =1 . Soit % 1'ensemble des fonctions sous-linéaires
sur C(R) dominées par N ; toute h & ¥ est continue et de norme ijhy <1 .

Soient d'sutre part un ospace de probabilité (@, £ , p) , et w — h une
application de Q dans ¥ C-faiblement mesurable.

Pour tout z € C(R) , l'application w — hm(z) étant mesurable bornée est
p-intézredle, et la relation

13



1-10 F. COLMEZ

h(z) = JQ hw(z) p(dw)

définit une fonction sous-linéaire appartenant & % .
Avec ces notations, nous pouvons énoncer :
THEORAME 3. - Ltent donnde une probsbilité v sur (R , 8) , pour qu'il existe

une probabilité de tremsition P de Q dans R telle que v=Pu et P(., w)< h

our p-presque tout w ; il est nécessaire et suffisant que v h .
P B s qu

Démonstration. - La nécessité est évidente.

Supposons donc v € h . Soit % wune classe de fermés de R , contenant tous les
compacts et tous les complémentaires d'une base dénombrable de la topologie de R ,
stable pour la réunion finie et 1'intersection ; et soit X un sous-espace fermé
séparable de C(R) tel que, pour tout A € 4 et pour tout e >0 rationnel, il
existe un élément XA,e de X & valeur dans (0 , 1) prenant la valeur 1 sur
A et la valeur O sur le complémentaire de A ( A étant le voisinage ouvert
d'ordre ¢ de 4 ).

La restriction hf; de hw 4 X est encore faiblement mesurable, et
Bl < jibjl €1 .
® - Hh:h qui est £-mesurable (puisque X est séparable), est donc p-inté-

grable. En appelant y% la restriction 3 X de la forme lindaire 2z - IR z dv,

nous avons y*(x) < W¥(x) , et toutes les conditions du théoréme 1 sont remplies.

I1 existe donc une application w - yz: de Q dans X* telle que, ¥ x€ X,

(a) w - y‘&“)(x) soit f-mesureble |,
(v) R
(e) Jprav =1 ) ulaw) .

D'eprés le théoréme de Hahm-Banach, il existe un prolongement ff(';’) de- v a ¢(Rr)
vérificnt

§g(z> sh(z) fsM¥z)) .

TJes inézalit<s montrent que }Nr(’f) est une forme lindaire positive (car si z<g O,
7#(z) < 0 ) =t que ;’s(l) =1 .

73

% itent normal et » base dénombrable, il existe, d'aprés A. D. ALEKSANDROV [2],

une fonction d'ensemhle p(. , w) non négative et additive, définie sur 1'algébre
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engendrée par la topologie, el satisfaisant a
p(E, ©) = sup{p(h , ©) , & fermé, A<E} ,

pl. s w) étant lide a ;*\ par les relations s

7 = | {a R 7 B
7% (2) jﬁ z(r) plar , w) pour z e C(R)
et
p(4 , w) = lim 7*(x 1) = lim yi(x ) pour A€ i .
] @ 1
o Av’ﬁ o A~

Cette dernidre relation montre que p(A , .) est S-mesurable comme limite dénom-
brable de fonctions mesurables (pour A€ & ).

IS

Pour montrer que p(. , @) peut &tre prolongée & la tribu borélienne B de &
en une probabilité, que nous noterons P(. , w) , il ne reste plus qu'd montrer sa
o-additivité (sur l'algdbre engendrde par % ) puisque nous savons déja qu'elle
est positive et que p(R, w) = y-g(l) =1 .

Or, sur un espace polonais R, la g-additivité d'une fonction d'ensemble v ,
positive et bornée, définie sur une algibre contenant les fermés, est équivalente
4 l'existence, pour tout e > O , d'un compact K , vérifiant y(KE) >vy(R) - ¢
[2]. Tci, v étant une probabilité sur (R , 8) , il est donc possible de trouver,

pour tout 6§ > O et tout entier k , un compact A(k) tel qus

vy 5y L o™k

k_ . P
Comme A" € % , on peut écrire :

@y = el ) e
dtol

1 -2k [

k
A p&* , w) pldw)
(@) w12y

Dy ]
P, o) wlaw) + {p(a¥, )1 275}

cul@@EE, 0 > 1 =275 4 (220 - oG, W >1 2] .
Soit

152 o™ ((paF , w) > 1 227K} + 1 -27F

et
- &
@ - (o5, w) > 1 -2 <527 .

=k
Si bien que 1l'ensemble Qo =N {p(A(k) , ) >1 -2} des w , pour lesquels

p(. , @) est o-additive sur % (donc pour lesquels F(. , ®) est une probabi-

1ité), vérifie 1'inégalité p.(QO) >1 -%,et, 5 6tant arbitraire, Q; est bien

15
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de mesure p égale & 1 , c'est-d-dire que P(. , w) est une probabilité sur
(R, 8) pour u-presque tout w .

P(3, .) , définie sur @, , est f-mesureble pour B e B8 , car comme p(A , .)

1'était, et que U engendre ® , P(B, o) est limite dénombrable de fonction
nesurable.

Wous compléterons la définition de P en choisissant pour P(. , @) une proba-

bilité arbitraire fixe, si w ¢ QO « P est une probabilité de transition de Q
dans R .

Lo relation v(E) = [ p(® , w) p(dw) = [ PE , 0) () , valable pour tout

élément de % , s'étend & 6 ; asutrement dit, v = Pu . Enfin, la relation

;CS;(Z) < hw(z) peut s'éerire P(. , w) < h = pour tout we Q) , c'est-2-dire pour
w-presque tout o .

5+ Fertition d'une probabilité sur un espace polonais dominde par une capacité.

Dans le théoréme précédent, il est possible de remplacer la condition v <h,
qui fait intervenir les fonctions contimues bornées sur & s par une condition ne
faisant intervenir que des parties de ® (&

étant toujours un espace polonais).
Pour cela, rappelons que si ©

est 1l'ensemble des ouverts de R , une capacité,
normalisée, alternée d'ordre 2 sur O , est une fonction f sur O & valeur
dans (0 , 1) telle que

(a) (@) =0 et fR) =1 ,
() flu) g £f(v) si uev ,
(e) fluuv) + flunv) € £u) + £v) .

A la cepacité f associons lz fonction définie sur CG(R) par la relation suivante:

h(z) = inf {z(r)} + r; f({r ;3 =z(r) > inf {z2(r)} + t}) dt (ze€ C(R))
ref ) ref

flous sllons mentrer que h est une fonction sous-linéaire sur C(R) dominée per
% , et que, pour toute probabilité v sur (R, 8) , les relations

“z [z advgh(a) et j u ouvert v(u) g £f{w)

sont équivalentes.
30it =z e G(R) , posons

a = inf {z(r)} et b= sup {z(r)} .
rel ref

16
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La fonction g (t) = f{{r ; =(r) >a + t}) ést décroissante, vaut 1 pour t=0,
et O pour t>DbH - & ; eile est donc intégrible, et

@ b-a
Hg g, () dt = IC g,(t) dtsb -2 ;

il en résulte que k(z) < ¥(z) =t .
Soit A >0,

h(Az) = An + jD f(fr; Az(r) > a2 + t}) 4t

©

‘ t . -
2+ gn f{r s z(r) >a + <) dt = Aa + 2 (&) at
C 1y 0 ®a’A

1

A2+ fc ga(u) A du = a hiz) .

Pour montrer 12 scus-asiiitivité de h , remarquons que «i ¢ < a , on peutécrire

r(z) =c + Jé flir 3 =(r) >c + tj) dt .

Soient clors z, =t z, < 2(4) , et ¢ un nombre inférieur % la fois 2

inf {z,(r)} et inf {zz(r)} .
rek rcR
Four t > C , posons
At = {Zl >c 4+ t}, Et = {22 >ec+t)
Gy = linf(z, , 22) >c o+ t) et o, = {sup(z, , 22) >c+t]
nous avons Ct = At n ?t et Ut = At u ﬁt , et pur suite
£(5,) + £(D,) < r(At) « £(3,)

soit cncore

- £ @

o
R 1 [
o+ r(c) atscs [ f(D) se s [ th) dt v Io £(z,) dt .

c'egt-a-dire
h(sup(z, , 2,)) + 5(int(z, , 2,)) g1 (2,) + hlzy) -
Or, d'apras un théorsme de G. CHOWET ([1], théoréme 5:.1), cette inégalits et la
positive homogéncité de h entrainent que h est sou.-additive.
Nous avons bien montré que h est une fonction scr. -.inéaire sur c(5) dominée
par il .

Soit maintenant v une probabilité sur (R , 39 .

fn e, Yamie., 1) 17
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Si z e C(i) , on peut écrire
f 2z dv = inf z(r) + ,.f(_, v({r 3 z(r) > inf 2(r) + t}) at ;
re? reit
par conséquent, si, poir tout ouvert u, v(u) ¢ f(u) , il en résulte immédiate-
ment
: z dv £ h(z) .

Réciproquement, supposons que ¥ z ¢ 2(3) , r z dv < h(z) . Soit U un ouvert
de R« ¥¢>0, 1l existe une fonction ~ e 2(R) , a valeur dans (0 , 1),

nulle sur ( U , et telle que v(u) €4 % dv + € «

Cr, {r; z(r) >t} cu pour tout t>0G, donc f({r; z(r)>1t}) g flu) ,et

-1
h(z) = e f(ir; =(r) » t}) dt g £(u) .

Nous obtenons v(u) - ¢ < f(u) , clest-a-dire, ¢ étant erbitraire, v(u) < f£(u).

Soient maintenant (7 , £, .) un cspace de probabilité, et « — F(. , w)
une applircation ae & dans l'ensemble des capacités normalisées alternées d'or-
dre 2 définies sur €, tellc cue, ¢ue ®, Flu, .) soit C-mesurable (nous
dirons que F est un noyau alterné d'ordre 2 de Q dans 3 ).

La rel--ien f(u) = j(_ F(v , &) (de) Jéfinit encore une capacité normelisée
elterrnfe d'ordre 2 ; soient h_ 1z fonction sous-linédaire associde & F(. , w) ,
et h celle z2ssocife & f , on a dvidemment

) r :
h(z) = o hw(z) Wdw .
Avec ces nouvelles noiations, le théoréme 3 peut s'-noncer :

THEOPE!T 4. - Four qu'une probebilité v sur (R , 8) vérifie v(u) g h(u)

pour tout ouvert u de R, il est nécegsaire et suffisant qu'il existe une pro-
babilité de transition P de & dans R telle que v = Pp et que, nour u-

presque tout w,
Plu, w g ™u, w pour tout ouvert u de R .

5. Probleme de Fréchet.

Soient deux espaces de probabilité, (R , ¥, v) et (@, 2 ,pu) , et m une
mesure positive o-finle sur le produit (R xQ ; Y & £) . A quelle condition
existe-t-il une probabilité o sur (R xQ ;3 ¥V 9 £) , majorée par m , et de pro-
Jections v et p sur @ et (. respectivement ? Le théoréme 4 va nous permet-
tre de domner une réponse dans le cas o R est un espace polonais et ¥ =8 sa
tribv borélienne.

18
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De fagon plus précise, nous avons :

THEOREME 5. - Pour qu'il existe une probabilité o sur 8 ® £ majorée per m

et de projections v et u sur R et N respectivement, il est nécessaire et
suffisant que, VBe® ot vV Def , on ait

v(B) + u(D) &1 +m(B x D) .

Condition néoessaire. - Elle est évidente : 8i wgm,

v(B) + u(D) =a(B x Q) + al+ x D) = 2(3 x D+ «(B x C D) + a(® x D;
é&‘(BxD)+a(RxCD)+a(RxD)$m(BxD)+1 .

Condition suffisante. - Pour tout B e o , soit I(E , .) un représentint de

1'espérance conditionnelle de 3 par rapport & la o-algdbre £ et la mesure m.
M(B , w) est une mesure de transition de (: dans R , et on a
m(BxD):fDM(B,u)mde (Bed e Det) ,
ol m, est la mesure projection de m sur «,r) ( mO(D) =m(R x D) ). Nous

pouvons sans restriction remplecer m, par sa partie nq complétement continue

par rapport & pu , et m par n définie ainsi :
n(B x D) = fD HE , w) ng &
car, pour tout D sur lequel le restriction de m, est complitement contimue par

rapport & u , n, =my, et 1'inégalité v(B) + p(D) <1 + n(B x D) reste vraie,
tandis que, si (D) = 0, 1'indgalité v(5) < 1 + n(B x D) est vraie z fortiori.

Posons

Pz, w) =min{f£o-' (w) Mu , «) , 1} (u ouvert de R et weQ) ,

dn,

= étant un représentant déterminé de la Jensité de n, par rapport & p , que
nous pouvons choisir partout supérieur 3 ! puisque w € ny . F(u, w) estalors
un noysu alterné d'ordre 2 .

Pour tout ouvert u de R , nous avons

vlu) €1 = p(D) + n(u x D) ;3

prenons pour ensemble D 1'ensemble ol Flu, w) = %;Q (w) Mlu , w) (c'est-a-
dn
dire {w 3 '3.12' (w) M(v , w) €11 ) ; nous obtenons

L= u(D) =‘I‘Q-D  ,

19
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r dn0 v
nu x D) = j, Ku , w) ' (w) pldw) ,
et dn.
vt s oy de s [t 0) g2 () @) = ) P, o) plae) .
Nous pouvons donc appliquer le théordme 4 : il existe une probabilité je transi-

tion P de i dans 2 telle que
presque tout w .

Pu=v et P(u, w < F(., w pour p-

Posons « = P x u , clest-d-dire (B x ) = [ Plu, w) p(aw) ,

alk x D) = \(,J p(dw) = (D)
et

o(B x (\) = .lQ P(3 N w) lJ-(dU) = v(B) .

« a bien pour projections u ¢t v ; montrons que @ < ngmj pour u ouvert

et De £ , nous zvons
n
|

I‘D Flu, o) pdw g 1p M, o) ny dw = n(u x D) .

N

BN

alu x D) = "FD Flu , o) p(dw)

Par approxdmation, 1'inégalité
drent 1la c-algtbre 33 € .

est vraie pour tous les pavés mesurables qui engen-

7. Existence d'une probabilité (sur le produit d'un espace métrique complet sépa-
Teble et de 1'espace de ses fermés non vides) dont les projections sont données.

Soit R un espace métrigue complet séparable dont la distance est notée d .

Prenons not.r ¢ 1'ensemble des fermés non vides w de &, et sur Q introdui-
sons la metrijue de Hausdorff ) :

8(w 5 w') = max{sup d(r , w') , sup d(r', w} o
rew r'ew'
Lapartife de 2 x €t A={(r, w) ; reuw] est fermée pour La topologie pro=
duit ; c'est une consdquence immédiate de la définition de la topologie de € .
Manissons R et € de leurs tribus boréliemmes B8 et [ , et soit u wune

probarilité sur (&2, £) . © étent 1l'ensemble des ouverts de & , définissons F
sur O x Q par

51 si unw#p
Flu, w) =
’ \LO i unw=fF .
Pour w fixé, F(. , u)  est une capacité normalisée alternée d'orare 2 .

Pour u fixé, F(u, .) est C-mesurable ; en effet, {w ; Flu, w) =1} est
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1'ensemble des fermés de R qui rencontrent un ouvert de & ; c'est éviderment un
ouvert.

Soit alors f(u) = .[‘Q Flu, w) p(dw) ¢ f£(u) est une capacité normalisée alter-
née d'ordre 2 , que l'on peut écrire f(u) = p({w ;3 wnu#g}) .

Avec ces notations, nous pouvons énoncer :
THEOREME 6. -Si v est une probabilité sur (R , 8) , pour que v g f

(vlw) g f(w) , vueo), 11 est nécessaire et suffisant qu'il existe une proba-
bilité ¢ sur (R xQ, B89 L) de projections v et p telle que o(A) =1 .

La condition est nécessaire. - Si v g £, nous sommes dans les conditions
d'application du théoréme 4 : il existe une probabilité de transition P de Q
deans ® telle que v =Pu et Plu, w) € F(u, o) ( p-p. p.)s En particulier,
P(R-w, w <FR-=w, w) =0 p-p. pe, ot par suite Plw , w) =1 p-p. ps la
probabilité o =P xp sur (Rx <, 83 ) (cf. § 5) a pour projections v et

b » et nous avons
ald) = .[Q Plo, w) plda) =1 .

La condition est suffisante. - Cela résulte immédiatement des relations

v(u)=a(uxC')‘=01(u><0n2'\)\<a(ﬁx{u; unr~#£¢) ="~ .
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