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Séminairc CIICQUET 301
(Initiation & 1fAnalyse) :
2¢ annde, 1963, n° 3 28 mars, 18 avril et 2 mai 1963

TRAVAUX RECENTS DE L. NACHBIN
SUR L'APFROXTMATION POLYNOMIAIE PONDEREE

par Jean-Pierre FERRIER

Premiére partie

L' approximation polynomiale des fonctions continues sur un intervelle compact
peut se généraliser 3 des intervalles non compacts de la droite. Si on désigne
par CO(R) 1'algébre normée des fonctions continues sur R tendant vers zéro a
1'infini, par ® 1'algébre des polyndmes & coefficients réels, pour pouvoir ap-
procher des éléments de GO(R) , il est alors nécessaire d'introduire une fonce
tion p telle que pP c CO(R) ; on dira alors que p est rapidement décrois—
sante & 1'infini. Ie probléme, posé par BERNSTEIN, consiste alors & donner des
conditions pour que pf soit dense dans CO(R) s auquel cas on dira que p est

un poidse

Une condition nécessaire pour qu'une fonction p , continue et rapidement dé-
croissante & 1'infini, soit un poids est que p ne s'annule pase Si Py s Py
sont deux telles fonctions et si |P1| < Ipzl et p, est un poids, p; est un

poidse En effet si f est une fonction continue & support compact dans R , il

en ost de mdme de -5-?- et, pour tout € > 0, il existe un polyn®me P tel que
1

. by
— szl e, da |f - Ppll < 8]-}-);] < &, or 1'ensemble des fonctions con=

B
tinues & support compact est dense dans CO(R) .

On connait un certain nombre de conditions suffisantes pour qu'une fonetion p
continue, ne s'annulant pas, soit un poids

ae Il existe k >0 tel que |p(x)| € k exp(= |x|)

be La série (sup |X™ p(x) |)"1/ I divergee

xeR
ce Il existe une fonction B continue, partout >0 sur R+ , telle que

1 ' 1 1
log BET soit convexe en log t et que J - log BET dt diverge, avec
Ip(x)| < B(|x]) «

Enfin, POLLARD a démontré qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction p continue, ne s'annulant pas, et rapidement décroissante & 1'infini,
soit un poids est que
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(a) sup{f+ —l—:—g———%ﬁ—d‘t | Pe ® tel que |P| < |--|}=+oo .
+ t

De fagon plus générale, on peut envisager le cas de R" . Désignons par @n
1'algébre des polynbmes réels & n indétermindes, par U (respe SB;;) 1l'en~
semble des fonctions continues p (resp. positives) rapidement décroissantes &
l'infini dens R® , telles que PP soit dense dams Cy(R') » Les conditions
(a), (b), (c), ot 1l'on a remplacé |x| par |x|| , sont alors suffisantes pour
qu'une fonction continue, ne s'sannulant pas, p , appartienne & !Bn o Contrai-
rement au cas oy n= 1l ;, on ne connait pas de condition nécessaire et suffisante.

On trouvera des démonstrations de (a), (b), (c) dans CARIEMAN [2], dens MANDEL-
EROJT [5]e Pour (d) se référer & CARIESON [3] et POLLARD [11], ainsi qu'd AKHIEZER
et BABENKO [1].

Une extension de la théorie a fait 1'objet d'une étude de L. NACHBIN (voir
par exemple [9]). Le cadre envisagé est cclui de l'espace des fonctions conti=
nues sur un espace topologique uniformisable, aves la topologie de la convergence
compactes Le point de vue adopté dans cet exposé différera du précédent parco
qu'on ne supposera pas donnde la topologie et parce qu'on s'efforcera d'énoncer

le plus de résultats possibles pour des fonctions & valeurs dans un corps K
valué complet non discret.

Il serait intéressant d'approfondir les liens entre 1'application polynomiale
pondérée et la rccherche de conditions d'unicité pour le probléme des moments ol
certaines conditions de densité d'algébres de fonctions dans les espaces £P
Le NACHBIN [7] signale un exemple d'application du théoréme de Bernstein dans la
décomposition spectrale de la transformation de Fourier dans f?(Rn) qui comme
on le sait est définie par

£+ 5(£) =/ £f(x) exp(~ 2milx , y) dx .

Du fait que 54 = 1, les seules valeurs propres sont 1, =1, iet =1, et
un calcul simple montre que la somme directe des quatre sous~espaces propres est
1'espace vectoriel des fonctions p(x) exp(= n”x” ) o p € @ o Pour terminer
la décomposition, il suffit de prouver que @ exp(=n] lxll ) est dense dans £° (rRD)
ou encore que Pn est dense dans S;‘z (w) » p désignant le produit par

exp(= 271:“::“2) de la mesure de lLebesgue de R"

Plus généralement, p étant ume mesure positive sur R® telle que
@n c £P(n) » on peut chercher des conditions suffisantes pour que f  soit dense
dans £P(p) « 11 suffit, par exemple, qu'il existe we B tel que 1/wP soit
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p~intégrable, car, pour toute fonction continue.d suppoert compact f et tout

8 € Rf., on peut trouver p € @n tel que ||fw - Ri| < €, d' ol

|/ (¢ - BP ap| < llow - B [/

Dans 1'exemple donnd, il suffit de prendre w = exp(- CHXHZ) avec 0<c <.

1. Prélininairese.

19 On appellera espace uniforme bornologique un espace uniforme X muni d'une
bornologie, c'est-a-dire d'une partie % de B(X) contenent les points, stable
par réunion finie et telle que, si A€ ¥ et BchA, onait Be U (cf. [12],
chapitre I § 2), compatible avec la structurc uniforme dans le sens que 1'adhé—~
rence d'une partie bornée est bornées Si X , Y sont deux espaces uniformes bor-
nologiques, on notera Bg(E , F) 1'espace des applications f de X dans Y
bornées (c'est-a~dire telles que, pour tout borné A de E, f£(A) soit borné)
et quasi-uniformément continues (c'est-i-dire telles que la restriction & tout
borné soit uniformément continue). On notera (Eab) la catégorie dont les objets
sont les espaces uniformes bornologiques, et les morphismes sont les applications
borndes et quasi-uniformément continuess

2° Soit X un espace uniforme ; on dira qu'une famille (fi)ieI d'application
uniformément continues et bornées (au sens usuel) de X dans K est équifinie
si elle est uniformément équicontinue et uniformément bornée, et s'il existe un
entourage V et un entier n tels que, pour tout ensemble A, petit,d'ordre v,
il existe au plus n fonctions de la famille dont le support rencontre A « Il

est alors clair que 2 fi est uniformément continue et bornée.
iel

On vérifie immédiatement les résultats qui suivent.

-81 (£, ), s oee 5 (L3 )4
i;7iq€l i J.neIn
tions de X dans K, la famille (f11 eoe fin)(il""’i JeI xesexl est équi-

sont des fanilles équifinies d'applicem

finiee.

- Si (f, )ieI est une famille équifinie, pour toute famille bornée (A,)

1/ iel
de K, la femille (K ) est dquifinie.

iel
-S51 ¢3: X' > X est une application uniformément continue, pour toute famille
équifinie (£;); 7 sur X, la famille (£, o 9)je7 ©St équifinie.

On appellera V~partition de 1'unité dans X , toute famille équifinie (fi)ieI
d'applications de X dans K +telle que le support de £, soit peti@,d'ordre v,

i
et que



3=04

On dira qu'une algébre unitaire 6 de fonctions uniformément continues et bor-
nées de X dans K est partageante si, pour tout entourage V , il existe une

V-partition de 1'unité composée de fonctions de @ «

Si un espace uniforme X a la structure initiale pour une famille d'applicas
tions ¢, ¢+ X X (a € A) et si, pour tout a, 8, est une algébre parte~
geante sur X , 1'algébre unitaire 8, engendrée par le f o P & fe® ,est
partageante.

On dira qu'un espace uniforme X est Keparacompact, si lfalgébre des appli~-
cations uniformément continues et bornées de X dans K est partageantes Tout
espace uniforme qui a la structure initiale pour dcs applications dans des espaces
K-paracompacts est denc K~paracompact. Par suite, toute limite projective d'es-
paces K=paracompacts est K-paracompacteo D'autre part, il est clair que K est
K~paracompact ; si K est R ou C, c'est évident,et si K est ultramétrique,
on peut choisir des fonctions caractéristiques de‘bouleso

3° On peut développer des notions analogues pour un espace uniforme bornologique
X o On dira qufune famille (fi)iel d'applications quasi-uniformément continues
et bornées (au sens usuel) de X dans K est quasi-équifinie si, pour tout borné

A de X, les restrictions & A forment une famille équifinie. & f; sera
iel

aelors quasi-uniformément continue et relativement bornde.
On vérifie de meme que :

- Si (f ) s 800 o (f )1 e7 Sont des familles quasi-équifinies d'ap-

1€l n *nm
plications de X dans K, la famille (f:.Ll son fin)(ilqeoo,i )eT xee ol est

quasi=équifinie-
- S5i (fi)ieI est une famille quasi-équifinie, pour toute famille bornde

(Ai)ieI de K, la famille (Ai fi)ieI est quasi-équifiniee

=51 ¢ X' X est une application bornde et quasi-uniformément sontinue,
pour toute famille quasi=-équifinie (£, )1eI sur X , la famille (fi ° ¢)iEI
est quasi-équifinie.

Pour tout entourage V d'un borné 4 , on appelle V-partition de 1l'unité sur

A, toute famille quasi~équifinie (f ). eI d'applications de X dans K telle

que . If l <1l et que les reatrlctlons des fi a A forment une Ve~partim -
ie "
tion de A o
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On dira qu'une algébre @ de fonctions quasi-uniformément continue et bornées
est quasi-partageante, si, pour tout borné A& et tout entourage V de A, il

existe une Ve~partition de l'unité sur A composée de fonctions de B o

Si un espace uniforme bornologique a une structure isomorphe dans (Eab) a la
structure initiale pour une famille d'applications 9y ¢ X = Xa (a €A) et si,
pour tout a , B, est une algébre quasi-partageante sur Xa s 1'algébre uni-
taire B engendrée par les f o Py O fe (Ba est quasi-partageantes

On dira enfin qufun espace uniforme bornologique X est quasi-K~paracompact,
si 1'algébre des applications quasi-uniformément continues et bornées de X dans
K est quasi-partageante. Tout espace uniforme bornologique qui a une structure
isomorphe & la structure initiale pour des applications dans des espaces quasi-
K~paracompects est lui-méme quasi-K-paracompact. Par suite, toute limite pro=
Jjective d'espaces quasi=K-paracompacts est quasi-K=paracompacte.

2+ Probléme de Bernstein généralisé.

Considérons la donnée d°un ensemble X , d'une algébre unitaire @ d'appli-
cations de X dans K et d'un espace vectoriel ® d'applications bornées de
X dans K qui soit un O-module, autrement dit, tel que R C® o On désignera
par (1) 1la catégorie dont les objets sont les triplets (X , & , B) et dans
laquelle un morphisme de (X , & ;, ®) dans (X', @' , ®') est une application
¢ do X dans X' telle que, pour tout f e d' et tout ge®' , foped
et goge ® 2 ® &tant 1'edhérence de ¥ pour la topologie de la convergence
uniforme.

Soit (X, &, B) un objet de (%) ; on considére sur X la structure uni-
forme hornologique initiale pour les fonctions de @ o On obtient ainsi un fone-
teur de (%) dans (Eab) qui (par construction) commute aux structures initia-
les, donc aux limites projectivese

Définitions. ~ On dit que (X , & , ®) est de type fini, ou que ® est de
type fini sous @, si ® est un module sur une algébre quasi=partageante ®
sur X o

Il résulte de ce qui a été dit que la propriété de type fini se eonserve par
structures initiales ou limites projectives quelconques. On peut énoncer un cerw
tain nombre de conséquences ¢
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FROPOSITION ls = Soit (X, @ , ®) un objet de (%) ; considérons une appli=-
cation ¢ : X' -+ X et soit (X', &', ®') 1'image réciproque de (x, &, %
par ¢ ; autrement dit @' (resps ®' ) est l'ensemble de fo ¢ o fE€ a
(respe ® )e Si ® est de type fini sous &, W' est de type fini sous ar .

FROPCSITION 2+ = Soit (X , @ , ®) un objet de (%) ; on suppose qu'il existe
une famille (Wi)iel
que le sous-espace engendré par les ® 5 soit dense dans ¥ pour la topologie

de sous~espaces de ® qui soient des sous-l-modules telle

de la convergence uniformee Dans ces conditions, si pour tout i eI, ¥® i est
de type fini sous @ , ® est de type fini sous @ »

PROPOSITION 3 = Soit (X , & , ®) un objet de (%) ; on suppose que & est
engendrée par une famille (ai) je1 de sous—algébress Si pour tout 1, ® est
de type fini sous &; , R® est de type fini sous A o

FROPCSITION 4+ = Soient (X , & , ®) un objet de (%) , A c @ engendrant &,
Wc¥® tel que le sous=U-module engendré par W soit dense dans ® « Pour toute
partie B de A , on désigne par O.B 1'algébre unitaire engendrée par B « Pour
que ® soit de type fini sous & , il suffit que 1l'une des conditions qui sui=-

vent soit réalisée
(e) Pour toute partie finie B de A, ot tout weW, djw est de type fini
sous aB °

(b) Pour toute famille finie £, 5 sse 5 £, de fonctions de A, tout fed,

k
tout we& W, et toute suite p; 5 eee y Py d'entiers, a{f} fll ese fk w est

de type fini sous a{f} o

Etudions maintenant le cas oy ¥® est engendré comme Ud~-module par un seul élé-
ment w o Pour que ® soit de type fini sous & , il faut et il suffit qu'il
existe une algébre quasi-partageante ® telle que, pour tout & € R: s tout
fe@ et tout ge B, il existe he d avee |gfw - hw| < €, soit
|w |l gf =h| <&« Par suite si (X, &, B) et (X, &, B) sont deux objets
de (M) , ® (respo W' ) étant engendré par w (respe w' ) et s'il existe
ke Rf tel que |w| < k|w'| , pour que B soit de type fini sous & , il suffit
que ®'! le soite En particulier, lorsque K est R ou C, pour que dw soit
de type fini sous @ , il faut et il suffit que @|w| 1le soite

by

Revenons & 1'étude de la catégorie (f) et considérons un objet (X , 4, ®) .
Les bornés de X somt les ensembles A € X tels que, pour toute fonction fe @,
f(A) soit bornée Pour cette bornologie les fonctions de ® tendent vers zéro &
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1'infini, autrement dit, pour tout &€ R: s l'ensemble des x € X, tels que
|w(x)| > €, est borné pour toute fonction w € ® ; en effet, raisonnons par 1'ab-
surde : dans le cas contraire, il existerait f € 0 telle que fw ne scit pas
borndes On notera X le quasi-complété de X , c'est-i-dire la réunion dans le
séparé complété de X des adhérences des images des bornés de X , muni de{ia
bornologie engendrée par ces parties. Les fonctions de d se prolongent & X

qui a la structure initiale pour les fonctigns prolongées et X a alors la struc—

ture initiale pour 1l'application n s X =X ,

Supposons meintenant que K soit localement compact, et que ® soit de type
fini sous & . Soient f wune application quasi-uniformément continue et bornée
de X dans K et we® . Pour tout e eK, , l'ensemble des x €X tels que
|w(x)| > € estunbarné & o Soit V un entourage de A tel que 1'oscillation de
f sur tout ensemble petit dordre V soit inférieure & e , et soit (fi)ieI
une V-partition de 1funité sur & composée de fonctions d'une algébre 6 telle
que ® soit un B-module. A étant précompact, il existe un ensemble fini
J €I tel que, pour tout i e I n(CJ le support de fi ne rencontre pas 4 ,
et que, pour tout i €J , il existe x; € A tel que fi(xi) # 0 » Dans ces
conditions, on vérifie que

o 5 gxy) 2wl <aclllells W)
jed
Agtrement dit, B est un module sur 1'algébre des fonctions quasi-uniformément

continue et bornées sur X o

Un cas particulier intéressant est celui ai & est engendrée par un nombre fini

~

de fonctions, car X est alcrs localement compact. Pour que, dans ce cas, ¥
soit de type fini sous € , il faut et il suffit que ® soit un module sur 1'ale

-~~~
by

gébre des fonctions continues & support compact sur X » Si, en outre, ® est
engendré par un seul élément w , il faut et il suffit que, pour toute foncticn
continue & support compact g sur i‘, gw € R » en effet, pour toute fonction
fed, gf est alors continue & support compact, et gfw €0 o Cela signifie
que & est dense dans 1l'espace des fonctions continues & support compact sur

L)

X pour la semi-norme £ ~~s ||ful] o
Dans tout ce qui ve suivre, on supposera que K est R ou C .

Un autre cas particulier est celui oi les fonctions de ¥ sont quasi-unifore
mément continues. On peut considérer sur X la bornologie engendrde par les
parties A telles qu'il existe weB® avec w(x) =1 pour tout x € A, c'est=
a=dire la bornologie la plus fine pour laquelle les fonctions de ¥ tendent
vers zéro & 1l'infini ; elle est donc plus fine que la bornologie initiale pour



3-8
@ o On peut se demander & quelle condition ® est l'espace des fonctions f sur
X quasi-uniformément continues (pour la structure définie par U ) et tendant

vers zdéro & 1l'infini (pour la bornologie définie par ® )e Il est clair que cette
condition entraine le type finie. Blle lui est équivalente si ® est engendré par

un seul élément w , car il suffit de considérer les fonctions sup(ef ) lwl
On voit donc dans ce cas le liem avec le probleme classique de Bernstein.

Enfin, un cas particulier immédiat est celui o K= R et oi les fonctions de
d sont bornées. En effet, R est slors un module sur O s X est précompact et
X compacte Le théoréme de Stone-Weierstrasse prouve alors que @ est 1'espace
des fonctions continues sur T . B est done de type fini sous & .

by

On désignera par @ (K) 1'algébre des polynbmes & k variables & coefficients

dans K et par C (Kk‘ l'espace des fonctions continues tendant wers zéro a
1'infini sur K5 . On peut énoncer (cfo. NACHBIN [6], théordme 2) .8

FROPOSITION 5. = Soient (X , &, ®) un objet de (%) , A cd engendrant o,
WcH® tel que le sous-demodule engendré par W soit dense dans ® « Pour que ¥
soit de type fini sous & , il suffit que,pour tout w € W et toute partie finie
{g, 5 eeey £,} de &, il existe une fonction contimue positive p sur
telle que pPk(K) soit dense dans CO(Kk) et que ¢

in p(fl 3 o0 ,_,k) °

On va donner un autre résultat qui est un peu plus fort que celui qu'on peut
trouver dans les mémoires de L. NACHBIN.

PROPOSITION 6e - Soient (X, @, ®) un objet de (%) , L €& engendrant @,
WcB tel que le sous-f~module engendré par W soit dense dans ® o Pour que ¥
soit de type fini sous & , il suffit que,pour tout we W et tout fe L, 1l'une
des conditions qui suivent soit vérifiée s

(1) Il existe ae )0, 1( tel que ﬂ-{f}lwlga soit de type fini sous a{f} .

(2) Il existe ae )0, L( et une fonction continue positive p sur K de
fagon que p° P, (K) soit dense dans C4(K) ot que lw| g pofe

(2) se déduit de (L) & 1'aide de la proposition le Pour montrer (1), il suffit

de voir que, pour toute famille finie £; , ees, fk de fgnct:;ons de L et
toute famille Py s ooy pk d'entiers, si on pose V= fll ces fik Wy a{f} v
est de type fini sous (‘1{ £} Ceci résulte de ce que

o] < 6 oe 25 [l ™0 [ul®
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On va pouvoir étendre au cas général les résultats classiques relatifs au pro-
bléme de Bernsteine Le résultat qui suit est tiré du cours de L. NACHBIN,1962/63

[8]-

FROPOSITION 7. - K étent le corps R, soient (X, &, B) un objet de (1),
A cd engendrant & ;, W c® tel que le sous-d-module engendré par W soit
dense dans ® o Pour que ¥ soit de type f:m:L sous & , il suffit que, pour tout
weW ct tout fed s la série ”fn w“ divergee

D'eprés la proposition 6, on peut supposer &= {f}, W= {w}, et il suffit
de prouver que a]wll 2 est de type fini sous @ . Remarquons d'abord que, si

hl < 1 » ce qu'on peut toujours supposer,
1% /2 = el oLl Y2

est une fonctlon croissante de n , par suite la série “f2 2l Y/2n divergee Si
an w|| ne tend pas vers 1l'infini, posons

= ((n+ 1) sup ka wlll/k)n
keN

A 1)

sinon posons
Mn = ”fan W“l/z .

Dans tous les cas, Mn est une suite de nombres réels > 0, telle que Ml/ n
tende vers 1'infini, que M;l/ n soit une série divergente et que ”on w“ < l’i .
Considérons alors la fonction ps R - R _, définie pour x # 0 par

M M
p(x) = inf —2- ot par p(0) = My o Comme —~L_ tend vers 1'infini uniformément

nel |x|® |=|®
sur tout compact quand n tend vers 1'infini, p est borne supérieure sur tout

compact d'une famille finie, donc continue et partout strictement positive. Or

Nl 1
=12 M /o
de sorte que,d'apres le théoréme classique de Carleman-Denjoy, p est un poidse

Enfin, comme |w| < —== pour tout m, on a

[£]*"
vl < (p(£))? soit w2 <p(s)

Nous allons maintenant envisager le cas de fonctions & valeurs complexes et
essayer d'étendre le théoréme de Carleman-Denjoye Le probléme a été étudié par
P, MALLIAVIN [4] dans le cas d'unc algébre séparante et d'un poids uniquee Ce
qui suit est tiré d'une partie de son article.
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FROPCSTTION 8e = K &tant le corps C , soient (X, & , ®) un objet de (1) ,
L cO engendrant &, WcR® tel que le sous-U-module engendré per W soit
dense dans ® j supposons que, pour tout f € 4, f£(X) soit négligeable (pour
la mesure de Haar) et que toute composante connexe  de C£(X) contienne un
angle 4L (d'origine quelconque) d'ouverture ¢ telle que, pour tout weW,

o2~ (e/m0) _

neN

alors ® est de type fini sous & o

D'aprés la proposition 6 on peut supposer que W= {w}, A={f}; il suffit
glors de prouver que alwl 1/2 est de type fini sous @ . Supposons, par 1'absurde,
qu'il existe une fonction continue & support compast g sur X telle que gw € &|w ll /2,
Soit alors, d'aprés Hahn-Banech, ¢ une forme linéaire continue sur 1l'espace des
applications bornées de X dans C nulle sur alwll/ 2 ot telle que Vgl wl 1/ )40,
L'image de w par f est une forme lindaire sur 1l'ensemble des fonctions & crois-
sance lente & 1'infini sur C (i. e. majorées par un polynbme en ’ I )e On véri-
fie qu'elle définit une mesure W de support f(X) pour laquellé tout fonction

by

continue & croissance lente & 1'infini h est intégrable et
1/2
/hw=¢«hoﬂlﬂ/)

Par suite pu est non nulle, orthogonale aux polyndmes et si an pose Mu= wan H ’

on a

/129 lau(z)] < Ml/z .

F(Z)=/%E£§% H

on définit ainsi une fonction holomorphe dans e On peut toujours supposer que,
pour tout z € A, d(z, £(X)) > 1 de sorte que de 1'égalité

1L _ oy, &
- 2P 2%z - &)

pn 2
résulte 1l'inégalité, pour tout z € A 3

Pour tout z € Q , posons

)

1 n 2
| 2 |2
Comme 2 (M; / 2)7”{»l ?=w , d'aprés un théoreme classique de Watson (cfe MANDELIROJT

neN
[5], pe 27), F(z) = O pour tout 2z € &, donc pour tout z €Q . Par suite F
est nulle dans le complémentaire de f(X) o

|F(z)| = i-l-ﬁ/-é—éf-gdp(&:)l <
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Soit alors A la densité i sur la couromne r < |z - zg| <R et
Y(z) =‘/ %éégé 3 Y est constante positive pour Iz - zO|-< r , nulle pour
|z = zol >R et toujours comprise entre 0 et y(zy) o Lorsque zy, r , R
varient les w(z) forment un systéme total dans 1'espace des fonctions continues
& support compacte Comme, d'aprés FUBINI, p(y) = = MF) , np(y) = 0, d'oas p=0.

Deuxiéme partie

l. Rappels sur les fonctions différentiableso

I1 n'est pas question ici de définir toutes les notions de différentiabilité ;
on se placera seulement dans le cadre assez général de deux espaces vectoriels
topologiques et bornologiques de type convexe E , F, F étant supposé séparé.
Rappelons qu'une bornologie de type convexe sur un espace vectoriel E est
définie par une partie % de P(E) contenant les points, telle que si A € B
et BeU, AelU et stable par homothétie et enveloppe disquée, et qu'une
homologie est compatible avec une topologie localement convexe si les ensembles
de U sont absorbés par les voisinages de 1'origine et si 1'adhérence d'un en-
semble de ¥ est dans U « Les ensembles de ¥ seront appelés parties bornéese

On dira qufune application f , définie dans un voisinage de 1'origine dans
E et 2 valeurs dans F , est tangente & zéro & 1'origine, si elle vérifie la
condition qui suit s

Pour tout disque borné A de E (tout voisinage disqué de zéro B dans F ),
il existe un disque borné B de F (un voisinage disqué de zéro A dans E)
et aeR* tels que x€ VA entraine f(x) € vB pour tout v € K tel que
lv[ < a o En outre, pour tout voisinage disqué de zéro B de F , il existe un
disque borné A de E tel que,pour tout & € Rf o il existe n € R: tel que
x € M entraine f(x) € AuB pour tout couple (A s #) de scalaires tels que
lul =¢ et A <no

On peut traduire cette condition de la fagon suivante s

Pour toute semi-norme bornéde p sur E (respe toute semi~norme continue q
sur F ) il existe une semi-norme bornée q sur F (respe une semi-norme conti-
nue p sur E) et ae R: tels que p(x) € a entraine (q o £)(x) < ep(x) »
En outre, pour toute semi-norme continue q sur F , il existe une semi~norme
bornée p sur E telle que, pour tout € € Rf sy 1l existe n € RI tol que
£(x) £ a entrafne (g0 £)(x) £ ep(x) «
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Remarquons que si E , F sont deux espacesnormés, mmisde Jour topologie et de leur
bornologie canonique, on retrouve bien la notion habituelle.

Par la suite, on désignera par O(E , F) 1'espace vectoriel des germes de

s

fonction tangente & zéro & 1'origine.

Dans tout ce qui va suivre, on désignera par Ibc(E , F) 1'espace vectoriel
des applications lindaires continues et bornées de E dans F o Ibe(E, F) est
un espace vectoriel topologique et bornologique, les bornés de Lbc(E , F) étant
les parties équicontinueset équibornées d'applications lindaires et la topologie
celle de la convergence uniforme sur les ensembles bornés de E o Il est clair
qu'une forme linéaire continue et bornée, qui est tangente & zéro & 1'origine,
est nécessairement nulle. Par suite, on définira l'espace vectoriel des germes
de fonction différentiables & 1'origine comme somme (directe) des constantes, de
Lbe(E , F) et de O(E , F) o On définirait de fagon analogue 1l'espace vectoriel
des germes de fonctions différentiables en un point quelconque de E

On voit donc qu'une application f d'un ouvert Q de E dans F , différen~
tiable en tout point de Q , définit une application de Q dans Lbe(E, F) .
On dira que f est deux fois différentiable dans Q si cette application est
& son tour différentiable en tout point de Q o La différentielle seconde est
donc une application de Q dans  Lbe(E , Lbe(E , F)) qui est canoniquement iso=
morphe & l'espace Bbc(E , F) des applications bilindaires de E x E dans F,
bornées et hypocontinues, muni de la bornologie des parties équibornées et équi-
hypocontinues et de la topologie de la convergence uniforme sur les bornés de
Ex E, ouencored Ibc(E@E, F) , Eg@F désignant la produittensoriel topo=
logique et bornologique d¢e E par E o En réalité, le théoréme de Schwarz pré-
cise sous certaines hypothéses, en particulier si f est trois fols différentia~
ble, que la différentielle seconde est une forme bilindaire symétrique, donc
définit une application de Q dans LbaEVE,F) oy B.v E désigne le produit symée
trique de E par luiemdme, quotient de E @ E par 1l'espace vectoriel (resp.
fermé) engendré par les x @ Yy =-y®x, suivant que F est supposé séparé ou
none

On définit aisément par récurrence les applications n fois différentiables
dans Q et la différentielle d'ordre n qui est une application de Q dans
Lbc(\V/ B, F) « Si une application f: Q + B est différentiable pour tous les

n

ordres, on dira qu'elle est indéfiniment différentiable. Une telle application

définit alors une application de Q dans Il Lbe(V E s F) qui est canoniquement
n n
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iscmorphe & Ibc([{(V E) , ) , Ul (\V BE) désignant la somme directe des espa-

n n n n

aee \ E, c'est=a-dire 1'algébre symétrique V(E) +topologique et bornologique
M _

de E . Onnotera x, y ~w df(x; y) 1'application de Q «x V(E) » F ainsi

définice Autrement dit x ~~ df(x ; y) est la "dérivée partielle suivent la
direction ¥ " On notera que f sera assimilée & une dérivée d'ordre zéro et
que f£(x) = df(x 3 1)

Si ¢ est une application linéaire continue et bornée de F dans un espacd
vectoriel topologique et bornologique G, f une application indéfiniment dif-
férentisble de Q dans F, ¢ o f est alors indéfiniment différentiable dans
Q et

dle o £)(x 3 ¥) = o(af(x 5 y))
soit
d(p o £) = ¢ o df .

Si ¢ est une application lindaire continue et bornde d'un espace vectoriel
topologique et bornologique H dans E, f oy est indéfiniment différentiable
dans xp"l(n) et

a(f o y)(x 5 3) = af(y(x) 5 9(v))
& § est le morphisme canonique V(H) -+ V(E) défini par ¢ e

Un cas particulier important est celui au E et F sont deux espaces vecto-
riels topologiques munis de leur bornologie canonique, un autre celui ow E , T

sont bornologiques munis de leur topologie canonique c'est-d~dire la topologie
engendrée par les disques absorbcut les bornés si callo~la est canpatible avec la borndogies

2+ Fonetions quasi-analytiques.

Soient E , F deux espaces vectoriels topologiques et bornologiques de type
convexe, f une application indéfiniment différentiable d'un ouvert connexe
do E dans F sépard j on dit que f est quasi-analytique dens Q si, pour
tout aeQ, f£(Q) et daf(a; V(E)) engendrent le mbme sous-espace vectoriel
fermé dens F o On remarquera que de toute fagon df(a ; x) appartient au sous-
espace vectoriel fermé engendré par f£(Q) pour tout a€ Q et tout 'x e V(E) ,
en effet, si x est un monbme X; V eeo VX ,

df(a;x):s-)-c-l——?-f—.—&-(a) .
n
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Notons que f reste quasi-analytique si on munit E de la structure de type
convexe la plus fine ( E est alors limite inductive des sous-espaces de dimene
sion finie) 3 la bornologie de F n'intervient pas alors, et on peut se con=
tenter d'étudier le cas o E est un espace vectoriel (sans structure supplé-

mentaire) et F un espace vectoriel topologique localement convexe séparé.

Si F est le corps de base, une fonction non nulle est quasi-analytique s'il
n'existe aucun point de Q o toutes les dérivées partielles s'annulente En pare
ticulier, si E = " et F=C , une fonction analytique de € c c® dans C©

est quasi-mnalytiqueo

De fagon générale, on appellera classe quesi-analytique tout espace vectoriel
de fonctions quasi-analytiques ;3 cette notion coincide avec celle qui a été in-
troduite par DENJOY, lorsque par exemple E= F =R . Dans ce cas,une CoDe Se, pour
que 1'espacs dus fonctions - £ réslles surun intervalle I c R, indéfiniment dif-
férentiables et telles qu'il existe k € R: tel que lf(n) (x)| < ¥® M o, o
(Mn)neN est une suite de nombres réels positifs, soit quasi-analytique est que,
si on pose

k
ﬁn = inf »i/ 3
ken ’
la série 1/ B, diverge (condition de Carleman ; cfe Se MANDELEROJT [5], chepi-
tre 4. IoIII)o

On va donner une condition suffisante de quasi-analyticité due & L. NACHBIN
r 10]
L .

Soient E un espace vectoriel sur R, o une semi-norme sur V(E) « On dit
que o vérifie la condition de Carleman=Denjoy s'il existe un systéme de géné=
rateurs G de E tel que, pour tout g € G, et tout mondme x , la série

n-l/n ..
a(xu) divergeo

FROPOSITIONs = Soient E un espace vectoriel sur R, f une fonction indé=
finiment différentiable d'un ouvert (pour la topologie finie) connexe Q de E

dens R, telle que sup |df(x ; y)| soit fini et vérifie la condition de
xe0
Carlemen~Denjoy ; alors, s'il existe a € Q tel que, pour tout y € V(E) ,

df(a; y) o £ est nulle dans Q &

En effet, avec les notations qui précddent, il suffit de prouver que, si la
suite des différentielles est nulle en b e Q s il en est de mBme en tout point
ce€Q tel que ¢ =b eRG; on peut en effet relier deux points de Q par une
ligne polygonale & cBté paralléles aux éléments de G o Il suffit alors de prouver
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que df(x 3 x) = O lorsque x est un mondmee Posons

gly) = af(y 3 x) .

dg(u s v) = df(u 3 wx)
de sorte que
sup |dg(u 3 v)]
uel

vérifie encore la condition de Carleman-Denjoy. Par suite, 1'application
h: A-g(b+ ) de (0, 1) dans R vérifie les conditions 3

h(n)(O) = O pour tout entier n
2 sup lh(n) () I-l/n =
neN Ae[0,1]

D'aprés le théoréme classique de Carleman, h(A) = 0, d'ad df(c 3 x) = O

FROPOSITIONe =~ Soient E un espace vectoriel sur R, F un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé sur R, f une fonction indéfiniment dife
férentiable d'un ouvert commexe Q de L dans F s telle que, pour toute semi-
norme p sur F, sug p(af(x ; y)) soit fini et vérifie la condition de
Carleman-Denjoy. Da.nsxies conditions, f est quasi-analytique dans € «

En effet supposons par 1'absurde qu'il existe un point a € Q tel que le sousSe
espace vectoriel fermé C de F engendré par df(a 3 V(E)) ne contienne pas
£(Q) et soit, d'aprés Hahn-Banach, une forme lindaire ¢ continue, nulle sur
G et non sur f£(Q) « On obtient une contradiction en eppliquant & ¢ o £ les
résultats de la proposition précédentee

Remarques = Si o vérifie la condition a(xy) < Va(xz) a(yz) pour que
%711

2n—12n
a(u™)

a(xu™)~ diverge, il suffit que diverge, puisque

a(xun)-l/n > a(x2)-1/2n a(u2n)~l/2n
Si en outre »a(un) 1/n
a(un)'l/ B diverge.

est une fonction croissante de n , il suffit donc que

Montrons maintenant comment la théorie des fonctions quasi-analytiques peut
s'appliquer au probléme de Bernstein, dans le cas oi le corps de base est R «
Soient (X, &, ®) un objet de (N) , A Cd engendrant &, ¥ 1'espace
vectoriel engendré par A, Wc® tel que le sous-l~module engendré par W
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soit dense dans ® e Fixons w et désignons par h 1'application f ~~» elfw

de % dans 1l'espace des applications bornées de X dans C muni de la norme
uniformee On vérifie immédiatement que h est indéfiniment différentiable et -

que
dh(f H fl s fn> = (i)n elf fl cosn fn w
de sorte que @

sup |ah(f § £
£l
Pour que h soit quasi-analytique, il suffit donc que la semi-norme a , définie

par B(f, 5 eeo y £) ~o [WB(£) , eee ; )], P adsignant dci un polynbue,

e £ S ety een £l .

vérifie la condition de Carleman-Denjoye. On peut toujours supposer que HwH <1,
de sorte que

el = (1l 2 (2]

est une fonction croissante de n o D'aprés la remarque, il suffit donc que,
pour toute fonction fe€ A,

I A

neN .

Supposons h quasi-analytique pour tout w € W 3 désignons par B 1l'espace
vectoriel complexe engendré par les it o f parcourt Le B est une alg%-—
bre unitaire autoadjointe de fonctions uniformément continues et bormées sur X »
Comme ® sépare les points de X s B est dense dans 1l'ensemble des fonctions
uniformément continues et bornées sur X . Pour voir que ® est de type fini
sous @ , il suffit de voir que ¥ + iR est un @B-modulee Or la quasi-analyti~
cité de h, appliquée au point f = 0 , prouve que Bw = m, donc que
R + iR est 1'espace vectoriel fermé engendré par les Bw : c'est donc un
B=modulee
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