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Séminaire CHOQUET
(Initiation & 1'Analyse)
2e amnée, 1963, n° 1

SEIECTIONS CONTINUES
par Gabriel MOKOBODZKI

[d'aprés Ernest MICHAEL (*)]

1. Position du probléme.
Soient X et Y deux espaces topologiques séparés, @ : X »Y une application
miltivoque d¢ X dans Y (pour tout x € X, &(x) est un sous-ensemble non vide

de Y ). Quelles conditions doit vérifier le triplet (X ; @, ¥) pour qu'il exis-

te une famille d'applications continues f ayant les propriétés suivantes ?

(@ £: XY et £(x) e o(x) pour tout xe X .
(b) Pour tous x_e X , ¥, € <I>(x0) » 11 existe un voisinage U de x_ tel

que f est définie sur U , continue,
pour tout xe€ U

fe@ UsY, f(x)e dkx)

-
b .

et
f(Xo) =Y
(c) 81 A est fermé dans X et si g est une application continue de A

dans Y telle que g(x) € ®(x) pour tout x € A , alors il existe f définie

sur X (ou dans un voisinage de A ) et
£: XY, f£(x)e o=

pour tout x € X
et

f(x) = g(x) pour tout x e A .
On appellera sélection continue de & » une application continue f définie sur
un sous-ensemble X' de X , 3 valeurs dans Y » et telle que, pour tout x e X',

. fx) € o(x) .

On a ainsi une formlation générale pour les problémes de sections continues

etce, qui semble parti-

d'une application, d'extensions d'applications continues,

culiérement bien adaptée.
.;,.,___.m e e . . v e e
() L'exposé qui suit est seulement une introduction sux travaux de MICHAEL sur
les sélections continues et sur la caractérisation des espaces paracompacts :
MICHAEL (Ernest). ~ Continuous selections, I., Ammals of Math., t. 63, 1956,

po 361—3820
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Une classe importante d'applications multivoques intervient dans les problémes
de sélections continues : ce sont les applications multivoques semi-continues in-

férieurement dont on rappelle la définition :

DEFINITION. - Une application multivogue @ de X dans Y sera dite semi-

continue inférieurement (en abréegé s. c. i.) si, pour tout x e X et tout w ou~

vert de Y tel que &(x) nw# ¢, il existe un voisinage V de X tel que
(x' e V) = (o(x') nw#g) .

2. Exemples de telles applications.

-l
1o Soit f wune application continue de Y sur X ; alors x ~>f (x) est

Se Ce 1e s5i et seulement si f est ouverte.

2° Soit («pa)OLEA une famille d'applications continues de X dans Y ; alors
® , définie sur X par
d(x) = U {¢a(x)} VxeX,
achA

est s. c. ie

3° Une fonction univoque est s. c. i. si et seulement si elle est continue au

sens ordinaire.

4° Soit f wune fonction mumérique sur X , s. c. i. au sens ordinaire ; alors
X ~> Je , £(x)) définit une application multivoque S. c. i.

3« Quelgques propriétés des applications multivoques s. c. i.

Solent X et Y des espaces topologiques.

o 8i (8.)

i‘iel
= U ¢, est s. ce. i.
iel

est une fgmille d'applications s. c. 1. de X dans Y , alors
i

281 ®: XY ests.c.i.,, &, définie pour tout x e X par 3(x) =3(x) ,
est encore s. c. i.

3° Soient Z wun espace topologique, ® et ¥ des applications s. ce i. de X
dans Y et de Y dans Z respectivement. Alors ¥ o ¢ : X » Z , définie pour
tout xe X par

o)) = U Wy,
yed(x)
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est encore s. c. i. En particulier, si Y s'identifie & un sous-espace de 2 et
si ¥ est l'injection canonique de Y dans Z, ® peut 8tre considérée comme

application s. c. i. de X dans Z .

40 Op dira que ¥ : Y » Z est de graphe ouvert, si le graphe de ¥ dans Yx2
est ouvert dans Y x Z , et ¥ est alors s. c. i. Si en outre ® + XY est

Se Ce ie, alors
Yod e« X2

est de graphe ouvert.

50 Soient & , ¥ , des applications s. c. i. de X dans Y . Si ¥ est de gra-
phe ouvert et si @ n¥ est une application multivoque (c'est-a-dire @(x)n ¥(x) #¢
VxeX), alors

x ~> &(x) n ¥(x)
est 8. Ce 1

Applications. - Soient (Y , U) wun espace uniforme, X un espace topologique,
® une application se ce i. de X dans Y .S8i V est un entourage ouvert de U,
alors

Vo ¢ x ~> V(2(x))

ost Se Co i. de graphe ouvert. Cela résulte du fait que 1l'application ¥ - V(y)
est Se c. i. de graphe ouvert.

Réciproquement, si pour tout entourage ouvert V ge U, V& est s. ce 1o,

alors ¢ est s. c. 1.

Voici un lemme utile dans les problémes de sélections :

IEMME 1. = Soit (Y , U) un espace uniforme séparé, et soit F un sous-espace
non vide de Y , complet, donc fermé dans Y . On considére le filtre & gui a

pour base les ensembles V(F) ou V parcourt U.

Io t & sur Y., plus fin que & , converge vers un point de
F.

Démonstration. - Soit 90 le filtre de Couchy minimal associé & 8  Alors 8
admet une trace sur F , d'od le résultat.

4, Deux techniques pour obtenir des sélections continues.

A, - Soient X wun espace topologique, (Y , d) un espace métrique, & wume
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application miltivoque de X dans Y telle que VxeX, ®d(x) est complet

dans Y .

On pose V = d-l([O ,'%() 5 V, estun entourage ouvert de (Y , d) »

PROPOSITION 1. - Soit f, lne suite d'applications continues de X dans Y

telle que

Lo fn est une suite de Cauchy pour la convergence uniforme ;

2° Pour tout n , f =~ estune sélection continue de V. ¢ .

Dang ces conditions, la suite fn converge uniformément vers une application
continue f de X dans Y , et f est une sélection continue de ¢,

Démonstration. - A 1'aide du lemme précédent, on montre que la suite f =~ con-
verge simplement vers une fonction f , et celle-ci est limite uniforme de la sui-
te £ .

n

B. = Soient toujours X un espace topologique et (Y , d) wun espace métri-
quee.

DEFINITION. - On dira que f : X->Y est e-continue si, pour tout x € X ’
il existe un voisinage w de x Ztel que

(x' e w) = a(f(x) , £f(x*)) <e .

IEME 2. - Soit f ~ ume suite d'applications de X dans Y telle gue :
1o fn est une suite de Cauchy pour la convergence uniforme ;

2° Pour tout ne N, et >0, il existe n' > n tel gue fn' soit €=

continue.

Si la suite fn converge simplement vers une fonction f , alors f est con-

tinue.

Soit maintenant & une application multivoque de X dans Y telle que, pour
tout xe€ X, &(x) soit complet. On peut alors améliorer la proposition précé-

dente

PROPOSITION 2. - Soit £, une suite d'applications de X dans Y telle dque :

10 fn est une suite de Cauchy pour la convergence uniforme ;

2° Pour tout m, f ~est une sélectionde V &, et f est g ~continue
(e, | 0.

Dans ces conditions, la suite fn converge uniformément vers une sélection con-

tinue f de ¢ .
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Revenons au probléme des sélections continues. le lemme cuivant montre la néces-
sité d'utiliser des applications multivoques s. c. i.

IEMME 3. = Soient X et Y deux espaces topologiques, & une application mul-
@(yo) s il existe un

tivoque de X darns Y . Si, pour tout x € X, et v, €

voisinage U de x_ et une sélection contimme f de & , définie dans U, et

telle gue f(xo) =Y, s alors ® est s. c. i.

5. Caractérisation des espaces paracompacts.

Soit X wun espace topologique dont tout point est fermé.

PROPQSITION 3. - les conditions suivantes sont éguivalentes :
(1) X est paracompact.
(2) Pour tout espace de Banach Y et toute application s. c. i. ® de X dans

Y , telle que &(x) soit convexe fermé pour tout x e X , il existe une sélection

continue f de ¢ définie sur X tout entier ; pour tout x € X ’ '{x} est fermé.

La démonstration de (1) => (R) repose sur le lemme suivant.

[EMME 4. - Soit V un voisinage ouvert symétrique convexe de O dans Y . Il

existe une sélection continue de @ + V .
Pour tout ye€ Y , soit Uy 1'ouvert
U ={x; xeX, ox)n (y+V) £8};

les ouverts U_ forment un recouvrement de X , et il existe une partition de
1lunité (pi) se7 9wl lui est subordonnée, les supports des p; formant une fa=-
mille localement finie. Pour chaque i eI , Soit vy tel que le support de Py
soit contenu dans Uy » On pose
i
£ =2 p(x)ey; 3

ae f est continue, car les supports des P; forment une famille localement fi-
nie,
be f(x) e ®(x) +V , pour tout xe€ X .
f(X) = Z pi(X) °yi ’

x=U
I3

puisque S c U_ ;5 d'autre paft,
P; Yi
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(eryi) <= 2(x) n (yi +V) £8,

ou encore

(x € U&i) <=> 7y, € o(x) +V .

Enfin
2 pi(xj =1 et )..pi(x).y:.L € o(x) +V,

puisque les p, sont 20 et ®(x) +V convexes

Ce lemme étant démontré, soit V, la boule unité (ouverte) de Y o On définit
1

Vn par récurrence en posant Vn+l ='55fvn « On construit une suite fn qui sa=-
tisfait aux conditions suivantes :

(L) £, X213

@)f&ﬂe(%ék)+wm0 VxeX:

(3) fn(x) e (®(x) + Vn) VxeX.

Une telle construction est possible 3 supposons que 1l'on ait déja défini des £

satisfaisant & ces conditions pour n € k 3 posons

®k+l =¢ N (fk +Vk) °

Par hypothése, ®k+1(x) £9, VvxeX , et ® .1 st s. c. 1.5 il existe alors
une sélection continue f, , de (®k+l + Vk+l) , et 1'on a, pour tout x eX ,

et (x) e .(fk(x) +V, + Vk+1) c fk(x) v,
fk+l(x) € (®k+1(x) + Vk+l) c ®(x) + Vil ®
Enfin on remarque que
+o0
2 V_czav_,
p n
p=n

et que la suite fn est une suite de Cauchy pour la convergence uniforme ; la

fonetion f = 1lim fn est alors une sélection continue de & .

Démonstration de (R) => (1). - Nous admettrons 1'équivalencé des propriétés
L et 1! pour un espace topologique.
le X est paracompact 3
1ty Tout point de X est fermé, et pour tout recouvrement ouvert U de X ,

il existe une partition continue de l'unité subordonnée 3 U , c'est-i-
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dire une famille de fonctions numériques continues > 0, (pU)Ue‘u ’
telle que V Ue U et de py(x) = 0 et, pour tout xe X,

pU(x) =1.

Nous nous raménerans & démontrer que (2) == l'. Soit U wun recouvrement ou-
vert de X , et soit (pU)Ueu une partition continue de 1l'unité subordomnée & U
(si elle existe)e Pour chaque x € X , la fam.llle de nombres réels (pU(X))Ue”u
peut 8tre considérée comme un élément de 2 (u) , c'est-a-dire comme une applica=

tion de U dans E satisfaisant & la condition

It = U‘;Iu ly()] = Uéu py(x) <+ 3

globalement, nous pouvons considérer la famille (pU) comme une application f
de X dans ¢ (u) . Traduisons dans ce langage les conditions imposées & la fa=-

mille (pU)Ueu :
16 £ doit &tre continue lorsqu'on munit zl(u) de la topologie définie par

la norme usuelle : si y € zl (w ,

Iyl = 2 |y(0)|
el

20 Pour tout x € X , soit &(x) c zi(u) défini par

(y € o(x)) <=> (®(U) =0 pour tout U¥ x)
et
2y =1,

Pour tout x € X , on doit avoir f(x) € &(x) o Il est clair que &(x) ##
VxeX, et qie ®(x) est un ensemble eonvexe fermé, donc complet,

. 1
puisque £ (U) est un espace de Banach.

On est ainsi ramené & trouver une sélection continue de 1l'application multivogque

® , ce qu'on pourra faire gréce au lemme suivant :

IEMME 54 - L'application multivogue ¢ de X dans zi(u) s définie précédem-

ment, est semi-continue inférieurement.
Démonstration. = Soit E le sous-espace vectoriel de al(‘u) formé des yezl (w)
tels que y(U) = 0, sauf pour un nombre fini d'ouverts Ue U . Pour tout xe X ,

posons
¢,(x) ={y; yeE, y30, y(0) =0, YUFx; 2yU) =1}.
U
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Lorsqu'on mnit E de la topologie induite par celle de zl(u) , on voit facile~-
ment que ¢, , considérée comme application multivoque de X dans E est s. ce i,

et comme pour tout x € X

o(x) =@ (x) (adhérence dans zl(u) )

il en résulte que @& elle-méme est s. c. i., ce qui termine la démonstration.




