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Séminaire CHOQUET 0L
(Initiation & 1'Analyse)
lre année, 1962, n°® 7 17 mai 1962

ETUDE DES E-STRUCTURES
II. STRUCTURES GENERAIES.

par Michel HACQUE

5« Structures générales.

Struchures générales sur un ensemble.

DEFINITION 5.1, = Une structure générale (S) sur un ensemble E ou une E=-

.

structure est déterminde par une famille S = {pi}ieI de E~applications véri-

fiant 1'axiome :

(Sl) Pour tout couple d'éléments p, et p, de S, il existe un élément Py
de S vérifiant p, c Py et py c Py e

Une E-structure (S) est pré-idempotente si elle vérifie 1l'axiome s

(S,) Pour tout élément P de 5, il existe un élément p, de S vérifiant

2
&szo

Une E-structure (8) est d'un type (T) [seni-parfait, parfait, symétrique,
etc.] si toutesles E-applications de la famille S sont du méme type (T) «

Toute E-applicstion Py de la femille S détermine une structure simple

dlordre Py & laquelle sont associées les notions fondamentales d'ordre pi .

L'axiome (Sl) exprime que la partie S de & est filtrante 3 droite. Soit
g* 1'ensemble des parties de & non vides et filtrantes & droite. La relation
d'ordre sur & détermine une relation de prémordre < sur &% caractérisde par
la condition suivante : " S <S' signifie que, pour tout élément p de S, i1
existe un 4lément p' de S' vérifiant p c p!' ", La condition " S < S' ot
S' <S " caractérise la relation d'équivalence canonique R associée & la rela-—
tion de pré-ordre < . Soit © 1'application de &* dans 6 &] qui, & tout
élément S de & , associe le plus petite partie § = 6(S) de & contenant
S et héréditaire & gache. Il est immédiat que 1l'application © est une appli-
cation surjective de € sur le sous-ensemble & de &% formé par les éléments
de &% constitués per des parties de & héréditaires a gauche. la condition
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S % 8' est alors équivalente & la condition 8 ¢ §' . Ltéquivalence medulo R

de deux éléments S et S' de & se traduit par la condition S =8 ce qui
montre que 1'écquivalence canonique R déduite de le relation de pré=ordre <

sur &% cofncide avec 1'équivelence canonicue associde & l'application © « L'en-
smﬂeSWR,w@mémrhrdmmnww@e%@ﬂe%l&§hﬁmdeméw®e
< par passage au quotient, est donc isomorphe & l'ensemble & ordonné par ineclu-
sion. L'ensemble & est 1'ensemble des copréfiltresde & ( & qui constitue le
copréfiltre "impropre" n'est pas exclu) et 1l'ensemble &% est 1llensemble des
bases de copréfiltresde & o Deux bases de copréfiltres sont équivalentes si et
seulement si elles engendrent un méme copréfiltre.

Une structure gendrale (S) est donc déterminde par une base S de copréfiltre
de & appelée aussi base de (S) « Il y a inter8t & identifier les structures
générales déterminées par des bases équivalentes, c'est-a-dire & considérer que
deux bases équivelentes déterminent une méme structure généra le. Toute structure
générale admet donc une base privilégide unique constituée par un copréfiltre de
& o Néanmains, dans la pratique, cette base n'est pas trés intéressante et il
est préférable de lui substituer une base la plus petite possible. Par exemple,
une structure simple est une structure générale particulidre caractérisée par le
fait qu'elle est déterminée par un copréfiltre "principel" c'est-d~dire ayant une
base constituée par une seule E-applicatione C'est naturellement cette dernidre
base qui est la plus utile. Compte tenu de ce qui précéde, une structure générale

(S) est donc en feit dtun type (T) si elle 2dmet une bamdu type (1) .
~

I1 existe une bijection entre l'ensemble & des copréfiltres de & et l'en-
semble § des structures générales sur & o Lo relation d'ordre sur % déter=-
mine une relation d'ordre sur $ notée < . Si S et S! sont deux bases de
copréfiltres de &, S et & les copréfiltres qu'elles engendrent, (S) et
(S') 1les structures génfrales qu'elles déterminent, il y a équivalence des trois
conditions ¢+ S<S8', Sc St y (8) ©(8%) , qui expriment que la structure
générale (S') est plus fine que la structure générale (S) . e turellement, le
relation d'ordre définie sur l'ensemble %J des structures simples est induite

per la relation d'ordre définie sur § .

Structures uniformes et structures quasi-uniformes. - Une structure uniforme

Sur un ensemble E est déterminée par la donnde d'un ensemble ¥ de parties de

E x E gstisfaisant aux axiomes suivents s

(FI) Toute partie de E x E contenant un ensemble de ¥ appertient a v .
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(FII) Toute intersection finie d'ensemble de ¥ appartient d ¥ .
(U;) Tout ensemble de ¥ contient la diagonale A .
(U,) Ia relation V eV entratne V™' eV .
(%)@mlmmsﬁj'VeV,ileﬁﬂw WeY¥ telque WoWcCV.,
L'ensemble ¥ est appelé le filtre des entourages de la structure uniforme.

Une structure quasi-uniforme sur un ensemble E est déterminée par la donnée
d'un ensemble ¥ de parties de E x E satisfaisant aux axiomes (FI ), (FII)’
(Ul) ’ (U3) e

Soit ® 1'ensemble des parties V de E x E contenant la diagonale A ore
donné par la relation dtinclusion et muni de la loi de composition des parties
de E x E o Muni de ces structures, ltensemble ® est isomorphe au demi~-groupe
réticulé des relations binaires réflexives sur E « Soilent 0 1'ensemble des
parties non vides de ® filtrantes & gauche et 5 1'ensemble des parties non
vides de @ filtrantes & gauche et héréditaires & droite« L'ensemble 0F est
1'ensemble des bases de préfiltres de ® et l'ensemble @ est 1'ensemble des
préfiltres de ® qui sont des filtres sur E x E  appelés "filtres dizgonaux".

Les axiomes (FI), (FII)’ (U;) expriment que ¥ est un filtre diagonal, c'est-
d=dire un élément de f§ . Ltaxiome (Ué) carzctérise les filtres diagoneux dits
"symétrigues™ et l'axiome (U,) caractdérise les filtres diagonaux dits "pré-

idempotents",

DEFINITION 5426 = Une structure pré~uniforme sur un ensemble E est déter~
minée pcr lz domnde d'un filtre diegonal ¥ appelé filtre de pré-entourages.

Une structure faiblement uniforme sur un ensemble E est déterminée par la
donnée d'un filtre diagonal ¥ symétrique mppelé filtre des entourages faibles.

En bref, une structure uniforme [resp. faiblement uniforme ou quesi uniforme]
est une structure pré-uniforme dont le filtre de pré=entourages V¥ est symé-
trique et pré-idempotent [resp. symétrique ov pré~idempotent|.

Soit &' le demi-groupe réticulé des E-applications parfaites qui est un

sous-demi-groupe de & ,maisqui n'est pas un sous~treillis du treillis & .

PROPOSITION 5el. ~ Il existe une bijection canonique v de &' sur ® qui

est

ve————.

19 Un anti-isomorphisme pour les structures d'ensembles ordonnés. (Si

Vl = v(Pl) et V2 = v(Pz) ’ Pl c:p2 est équivalent & Vl o} Vé o)
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20 Un isomorphisme pour les structures de demi-groupes (Si 'Vl = v(pl) ’
V, =v(p,) et V=vlp), p=p,op estdquivalentd V=V, 0¥ o)

Cette bijection est caractérisée par les conditions suivantes :

o —

as A toute E-application parfaite p , l'application v associe 1'élément

de ® V = v(p) constitué par le grephe de la restriction a 1l'ensemble E de

la relation de proximité & associée & P

—al o . o
be A tout élénent V de ® , l'application v associe la Emapplication

. -L . s .
parfeite p =v (V) caractérisée por 1'une des conditions suiventes :

et St s

- Ia E-application p est ussociée & la relation de proximité O caractéri-

sée per ¢ Y 8 X ocst Squivalent 3 l'existence de points y €Y et x€X tels

e (x,y)eV.

- La E-application p est de la forme p = Py ° II dans laquelle 1l'application
I de ®(E) dens P(E) est ddfinie par 1'égalité TI(X) =V(X) pour tout
X e @(E) .

Lo condition (b) de la proposition 342 et la condition (f) de la proposition
3.4 nontrent qu'une E-apnlicetion p est parfaite si et seulement si 1le relation

de proximité & associée vérifie la conditionsuivente :

"Y §X est équivalent & l'existence de points y e ¥ et x eX tels que
yéx".

Compte temu de l'axiome (Eé) cette propriété montre que le graphe V de la
restriction 8 E de la relation de proximité O est un élément de ® o Récipro-
quement, tout élément V de @ est le graphe de la restriction & E de la
relation unique & déterminde per la premidre partie de lo condition (b) et qui
est la rclation de proximité associée & vne E-application parfaite. Pour tout
X € (E) , les perties de E p-proches de X &tent celles qui rencontrent la

partie

vE) = U V(x) ,
xeX
le plus petit p-voisinage de X est donc V(X) , ce qui entraine la seconde
partie de la condition (b)s Les propriétés 1 et 2 découlent immédiatement de la
formle p =py° 1 avec la condition NX) =vVE) oo V=vlp) et p=v (V).

Soient & 1'ensemble des parties non vides de &' filtrontes 2 droite et 6‘
1'ensemble des parties non vides de &' filtrantes & droites et héréditaires a

gauchee. L'ensemble 5% est 1'ensemble des bases de copréfiltres de &' et
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1'ensemble & est l'ensemble des copréfiltres de &' .

IEME 5.ls = L'application v de &' sur @ admet pour extension une appli-

'l - I d . 03 . » *
cation de ®[&'] sur 0] qui détermine un isomorphisme v* de ' sur 0

st
A

. o Pl .
et un isomorphisme ¥ de Y sur 0.

B

Cette affirmation résulte immédiatement de le propriété L de la proposition 5el.

THEOREME 5ele - Il y & identité des structures suivantes :

a. Les structures pré~uniformes déterminées per un filtre de pré-entourages ¥ .

be les structures générales parfaites (8) déterminées par vne base S cons-

tituée de E~-applicationsparfaites.

L'identification est realisée par les conditions suivantes v*(S) est une
base du filtre ¥ ot %'I(YO est unc base de la structure générale parfaite (S).

Par définition, les strucivres générales parfaites (S) sont les structures
générales qui admettent une base S constituée par des E-applicetions perfaites
c'est-d-dire une base de copreéfiltre de & qui est une base de copréfiltre de
& o D'aprés le lemme 5.1, deux bases de copréfiltres de &' céquivelentes sont
assocides & deux bases de filtres diagonaux qui déterminent un méme filtre diago-

nale Il en résulte immédiatement lc théorémee.

Remarques = Si S est une base d'une structure générele parfaite (8) , celle~ci
est déterminde per le copréfiltre S de & et par le copréfiltre St = §neg
de &' . la structure pré=uniforme correspondante est déterminée por le filtre

Y de pré-entourages ayant pour base v (S) et identique & v(S') .

IEMME 5.2+ - Soit ¥ le filtre diagonal ayant pour base 1'élément v¥(8) de

0* associé a une base de copréfiltre S de & .

1° Pour cue ¥ soit un filtre diagonal symétrigue, il faut et il suffit que S

soit équivalent & une base de copréfiltre de &' constituée de E-applications

perfzites symétriques.

2° Pour que ¥ soit un filtre diagonal pré-idempotent, il favt et il suffit que

S vérifie 1l'axiome (32) des structures générales pré=~idempotentes.

Pour qu'un filtre disgonal soit symétrique, il favt et il suffit qu'il admette
une base symétrique. Ia premiére affirmation résulte alors du fait qu'une Ee

application parfaite p est symétrique si et seulement si 1'¢lément Ve®
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associé est symétrique. Ia seconde affirmation découle imnédiatement des propriée

tés 1 et 2 de la proposition 5.l1.

THEOREME 542e = Il v a identité des structures suivantes

. a. Les structures quasi-uniformes [resp. faiblement uniformes] déterminées par

un filtre de quasi~-entourages|resp. d'entourages faibles]‘ ¥ o,

be les structures générales parfaites, pré-idempotentes [resp. symétrigues]

déterninées par une hase S constitude de E-applicetions parfaites, vérifiant

1'axiome (82) [resp. symétricues].

. < os . foma s C s . *
L'identification est réalisée par les conditions suivantes ¢ v (S) est une

base du filtre ¥ et G"I(Y) est une base de la structure générale (S) .

Ces résultats sont des conscquences inmédiates du théoréme 5.1 et des deux par—

ties du lemme 5.2.

THEOREME 5.3, = I1 v a identité des structures suivantes :

as les structures uniformes déterminées par un filtre d'entouvrage V

be les structures générales parfaites, syméiriques, pré-idempotentes (S} déter-

minées par une base S constituée de Ew-applications parfaites, symétriques ct

vérifiant 1'axiome (S?).

L'identification est réalisée par les conditions suivantes : v (S) est une

base du filtre Vv ot = (¥) est une base de la structure générale (S) .

Ce résultct découle de la conjonction des deux affirmations du théordme 5.2.

Remarques = Une structure générale perfaite (S) déterminée par une base S
est aussi déterminée par les bases § et St =8 & » cette derniére étant la
plus grande des bases formées de E-apslications parfaites. Le filtre de pré-
entourages Y associl et 1l'image de S' par 1'application v . Les ¢léments
pesS' et VeV sont 1ids par la relation : p(X) ={Y ; ¥ >V(X)} .qui montre
1'identité des notions d'ordre p et des notions d'ordre V qui se présentent

par exemple dens les structures uniforuese

6e Relations entre les structures générales, les structures sinples et les struce

tures ponctuelles.

DEFINITION 6ele = Etant donnée une E-structure (S) , la E-structure (S') de

type (T) engendrée par (S) est, si elle existe, la moins fine des
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E-gtructures de type (T) plus fines cue (8) .

Structure simple engendrée par une structure générale. — Etant donnée une struce

ture zénérale (S) déterminée par une base S constituée par une famille
{pi}i€1 de E-applicetions, il est irmédiat que la structure simple (Sp) ,
engendrée par (S) , est déterminée par lo E-application p indépendante du

choix de le base S et caractérisée par la relationt p= U p, , c'ecst=d=dire

jer *

pX) = U pi(X) pour tout X e P(E) .
iel
PROPOSITION éele = Llapplication ¢ qui, & toute structure générale (S) ,
associc le structure simple (Sp) enzendrde par (S) , est un projecteur isotone

de 1l'ensemble § des structurcs générsles sur l'ensemble 8, des structures

simplese

Cette affirmation est tne conséquence immédiate des définitions.

IEME Gols = Soit (Sp) la structure simple engendrée par une structure giné-

rale (S) .

10 81 (S) est pré-idempotente, (Sp) est idempotente.

R0 5i (8) est symétrique, (Sp) est symétriques

30 §E_ (s) est n=seni-parfaite [respe nggpénparfaite], (Sp) est ne—semi-

parfaite [respe u=-semi-parfaite].

La relation Z e p(X) dimplique 1l'existence d'un indice i, € I tel que

Ze p&l(X) « 31 (8) ezt pré-idempotente, d'cprés l'axiome (82)’ il existe un

indice i, € I tel que p. c p% s ce qui entralne 7 € piz(X) o Il existe donc

]
un élément Y e P(E) tel que Z € piz(Y) et Y€ piZ(X) » Ces deux relaticns

impliquent 2 e p(Y) et Y e p(X) ce qui provve l'idempotence de la E-applicatim
P

Si 0 est la relation de proximitd zssocide & le E-applicetion p et si 6i
sont les relations de proximité associdées aux E-applications Py s il est immé=

by

diat que la relation p = U p, est équivalente & 1z relation &= [l &, .
i€l -~ . iel
La symétrie des E~apnlicationg Py entreine donc la gymétrie de la E=-application

P o
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Les relations Y, e p(X) et T, e p(X) impliquent 1'existence d'indices i
et i, tels que Y € pil(X) et Y, e pig(X) + D'aprés l'exiome (S;), il existe

un indice i, tel que p, cp. et p. c P, « Il en réisulte les relations
E e B
Y, e pi3(X) et Y, e piB(X) qui entreinent Y, n Y, € Pi3CX) si (S) est n-

semi-parfaite. Il en résulte donc Y, n T, € p(X) qui prouve que (Sp) est N=
semi-parfaite.

Les relations Y € p(Xl) et Y e p(XZ) irpliquent 1l'existence d'indices i,
et i, telsque Ye pil (X;) et Ye piz(x?_) o D'aprés l'exiome (S,), il
existe un indice 13 tel que Py © p:.LB et pi2 c pj_3 e I1 en résulte les rela-

tions Y e piB(Xl) et Y e piBC@Z) qui entrainent Y e pis(Xl uX,) si (B)

est U-semi-perfaites IL en résulte done Y € pX; u Xz) qui prouve cue (Sp)

est u-semi-parfaites

IEME 642, = Soit (Sp) la structure simple engendrée par vne structure génée-
rale (S) .

181 (8) est une structure pré-uaiforme, (Sp) est une structure simple

semi=parfaite.

2° 51 (S) est une structure quasi-uniforme, (Sp) cst une structure simple

seni-parfaite idempotente.

3° Si (S) est une structure faiblement uniforme, (Sp) est une structure

simple semi-parfaite symétriguc.

4° Si (S) est une structure uniforme, (Sp) est une structure simple semi-

parfaite symétrique idempotente.

Une structure parfaite étent en perticulier semi-perfaite, ces affirmations

découlent immédiatenent des theordmes 5.1, 5.2, 5.3 et du lemme Gal.

THEOREME 6.1, = Ia structuro simple (Sp) engendrde par une structure uniforme

(8) [respe une structure faiblement uniforme] est une structure de proximité

[resp. une structure de proximité faiblel.

Ces affirmations rdsultent des deux derniéres propriétés du lerme 6.2, du théo=
réme 4.3, dv. lemme 4.3 et de 1o définition 4el.
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Structure ponctuelle engendrée par une structure simple, - Etant donnée une

structure simple (Sp) déterminée par une E-application p , il est immédiat
que la structure ponctuelle simple (St) engendrée par (Sp) est déterminée
par la E-application ponctuelle t caractérisée par la condition s

t(X) = N p(x) pour toute partie non vide X de E .
xeX

PROPOSITION 6.2, = L'application 9,

qui, & toute structure simple (8 ) ,
p
associe la structure simple ponctuelle (St) engendrce per (Sp) s €5t un pro=

jecteur isotone de 1l'ensemble Sb des structures simples sur l'ensemble 8y

des structures simples ponctuelles.

Cette affirmation est une conséquence irmédiate des définitions.

IEMME €43s = Soit (St) la structure ponctuelle engendrée par une structure

Simple (Sp) .

1o 8i (Sp) est idempotente, (St) est idempotente.

20 8i (Sp) est N-semi-perfaite, (St) est ne-semi~parfaite.

Tout d'abord, si (Sp) est nN-gemi-parfzite, pour tout point x de E, p(x)
est un filtre, ce qui entrafne cue, pour tovte pertie non vide X de E , %(X)

est un filtre. Il en résulte que (St) est Nmsemi=-porfaoites

Si (Sp) est idempotente, la relction 42 € t(x), équivalente & la relation
Z e p(x) , implique l'existence d'un élément Y e P(E) vérifiant 2 € p(¥) et
Y € p(x) . Lo premiére relation inpligue Z € p(y) pour tout y € Y . Ainsi la
relation Z € t(x) dimplicue l'existence d'un &1lément Y € @(E) vérifient
Y € t(x) et tel que, pour tout y €Y, Z €t(y) . Ce résultat nontre que la
E-application t vérifie 1'axiome (V4) ¢t d'aprés la condition (c) de la proposi-

tion 442, la structure ponctuelle (St) est idempotentes

IEMVME 6.4, = Soit (St) 1o structure simple ponctuclle engendrée par une struc—

ture simple (Sp) .

lonéi (Sp) est une strvcture simple n-scni-parfaite, (St) est une structure

pré=topologiquee

2° si (Sp) est une structure simole n-semi-parfaite idempotente, (St) est

unc structure topologiques
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Ces affirmations résultent du lemme 6.3, des théorémes 4.. et 4.2,

THEOREME 6.2. = la structure simple ponctuelle (St) engendrée par une struce
ture de proximité

(Sp) [resp. une structure de proximité faible] est une struc=-
ture topologique [resps une structure pré-topologiquel.

Ces affirmations résultent du lemme 6.4, du théoréme 4.3 et de la définition 4.1,

Structure ponctuslle engendréc par une structure générale.

PROPOSITION 643+ = L'application

qt<>op est un projecteur isotone de 1l'ensem-
ble 8§ des structures générales sur l'ensemble §, des structures simples ponc-

tuelless Pour toute structure générale

(8) , la structure simple ponctuelle

(St) =0y © o est engendrée par (S) .

Ce résultat est une conséquence immédiate des propositions 6el et 6.2,

IEMME ‘645, = Soit (St) la structure ponctuelle eggendrée par une structure
générale (S) .

10 5i (8) est n~semi-parfaite, (St) est une structure pré<opologiques

20 Si (8) est n-semi-parfaite idempotente, (St) est une structure topolo-
giques

Ces affirmations résultent des lermes 6.1 et 6.4,

THEOREME 643, - la structure simple ponctuelle (St) gpgendrée par une struc-

ture quasi-uniforme (8) [resp. une structure pré-uniforme] est une structure
topologique [resp. une structure pré-topologique].

Ces affirmations résultent du lemme 6.5 ou des lermes 6.2 et 6.4.

THEOREME 6.4, - ILa structure simple ponctuelle (St) engendrée par une struc-
ture uniforme

(s) [resps une structure faiblement uniforme] est une structure
topologique [respe une structure pré~topologique .

Ce résultat découle du théoréme 6.3 ou des théorémes bel et Gele

DEFINITION €e2e - Une E-structure est séparée si deux points distimets de E
admettent des voisinages d'un méme ordre disjoints.
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PROPOSITION 644, = Pour qu'une structure simple symétrique idempotente soit
séparée, il faut et il suffit que deux points distincts soient éloignés. En parti-
culier, pour qu'une structure de proximité soit séparée, il faut et il suffit

que deux points distincts soient éloignés.

Ce résultat est une conséquence de la propriété 5 du lemme 4.3.

PROPOSITION 6.5+ = Une structure générale (S) et la structure simple
(Sp) = Qb[(S)] sont simultanément séparées. Une structure simple (Sp) et la
structure simple ponctuelle (St) = ot[(Sp)] sont simultanément séparées.

Ce résultat découle immédiatement des définitionse.

COROLIAIRE 6.ls - Une structure uniforme (S) , la structure de proximité
(Sp) = op[(S)] associée et la structure topologique (St) = Ct[(Sp)] associée
sont simultanément séparées.

7e Structures générales et structures simples.

Structures pré=-uniformes de type fini.

, .
DEFINITION 7+le = Une E-application de type fini est une E-application par-

faite & valeurs dans un sous-ensemble fini de # «

Une E-structure est de type fini si elle admet une base constituée de E-

applications de type fini.

Naturellement, toute E-structure de type fini est en fait une structure pré-
uniforme.

PROPOSITION 7+le = Soit p une E-application parfaite et V 1'élément de ®
associés Pour que la E-application p soit de type fini, il faut et il suffit

que soit vérifide 1l'une des conditions équivalentes suivantes s

1° L'ensemble des éléments p(x) pour x € E est constitué par un nombre fini

d'éléments distinctse

20 L'élément V de ® est de la forme :

k=n c ]
V= UI[X x2
k=1 k k
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dans laquelle les parties Xk de E constituent les éléments d'une partition
finie de E et les parties distinctes 7, vérifient : Xk S

Ces affirmations résultent immédiatement de la définition.

Dans 1l'ensemble &' des E~applications parfaites, pour toute famille {Pi }iEI ’
la E-application parfaite notée p= V P est la moins fine des E-applicatims
iel

parfaites plus fines que les E-applications parfaites Py - D'aprés la proposi-
tion 5.1, si les éléments Vi de ® sont associés aux E-applications parfaites

P; » 1'élément V = () V., de ©® est associé & la E-application parfaite
iel

p = v p. °
jer *

PROPOSITICN 7.2+ = Si {pi}iEI est une famille finie de E-applications de

type fini, la E-application p =\/ Ps est de type fini.
ieT
Ce résultat découle immédiatement de la remarque précédente et de la proposition

Tele

PROPOSITION 7.3 = Si {pi}ieI est une famille finie de E-applications de
type fini, si p=V p; et si p est une E-application semi-parfaite, les
iel - - -
relations P; € P impliquent la relation ¢ p Cp .

La démonstration de cette proposition se raméne au cas ob ¢ I ={l ,2}.

Soient V, , v,
applications de type fini p, , p, et p=p vp, « Solent Ak les éléments
d'une partition finie de E plus fine que les partitions finies de E associées

a vV, et V:2 par la proposition 7.le Ia relation V =V, n V2 implique

et V les éléments de ® associés respectivement aux E-

V(x) = v, (x) DVZ(X) pour tout x €E ’

ce qui entraine

V) =V, (&) n VB .

les relations p cp et p, C p entrainent

V(&) € p(h) et Vy(4) e p(4,)

qui impliquent
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V(&) e p(d)
puisque p est semi-parfaite. Pour tout X € P(T)

VE) = U v(x) =UV(E n Ak) avec V(@) = ¢
x<X k

et
V(X nAk) € p(X nAk)

car si X0 A =f , la reletion est évidente et si XD A #@ , elle résulte
de 1'égalité V(X n Ak) = v(Ak) + I1 en résulte alors les relations
V(X) € p(X n A) qui impliquent

V(X) e f}l p(X n &) = p[Lli(X nA)] =pX)

puisque p est semi-parfaite et qu'il n'y a qu'un nombre fini de parties Ak .
Ia relation V(X) € p(X) , valable pour tout X € P(E) , implique alors P Cp e

Structures pré=-uniformes et structures simples semi-parfaites.

DEFINITION 7.2« - Une E-structure (Sl) dtun type (Tl) qui engendre une
E~structure (Sz) dtun type (Tz) est dite compatible avec (82) .

THEOREME Tele = E{gpplication qb est une application surjective de l'ensemble

%nz des structures pré-uniformes sur l'ensemble Ssp des structures simples

semi-parfaitese

Pour toute structure simple semi-parfaite (Sp) , la classe c;l[(Sp)j de 1'é~

qivalence canonicque associde 2 g constituée par 1l'ensemble des structures pré-

uniformes compatibles evec (Sp) adnet un plus petit élément (S') qui est

1'unique structure pré-uniforme de type fini de cette classes Le filtre ¥ des

———

pré~entourages de (S') admet les caractérisations suivantes ¢

a =
tels que Za soit un pwwoisinage de Xa s les intersections finies d'elements

1081 (2,4 %,)yen désigne la famille des couples d'éléments 2, et X,
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constituent une base du filtre V¥ .

2° Le filtre V¥ admet une base constituée par les éléments de la forme :

- —r—

dans laquelle les B, sont des p-voisinages arbitraires des éléments Ak

d'une partition finie (Ak)ke[l n] Quelcongue de E .
s

D'aprés le lemme 6.2, 1l'application op de & dans $O détermine une appli=-
cation de § dans 8 notée également o_
pu Sp p
Soit (Z . Xa) qep 12 famille des couples d'éléments 2y et Xy tels que
Z  soit un p-voisinage de Xa « Soit Pq la. E-application de type fini asso-

a
cided 1'élément

— ! w
v, =[x, x2]u [Cxa x E] .
I1 est immédiat que p, ost la noins fine des E=-gpplications p vérifiant
Z, € p(Xa) » En particulier : @, Cp « D'autre part, pour tout X e P(E) et

tout ¥ tel que Y € p(X) , il existe un indice a €L tel que Y € e, X) « 11

en résulte donc la relation

p:Up .
ach &

Soit K 1'ensamble des parties finies J de 4 o Soit S! ={pJ}JeK la

famille des E-applications py caractérisées por les relations

Py = Py o
Joc\e/Ja

Naturellement, si J = {a}, Fy =Py «Si Py et Py sont deux éléments de
1

2
S*y J=J,UJ, €K et la E-application Py vérifie : P; C Py et
1
Py C Py « la famille S' vérifie donc 1l'axiome (81) et détermine une struc-
2

ture générale (S') .

D'aprés la proposition 7.2, les E-applications P, sont de type fini ce qui

L.

montre que (S') est une structure pré-unifomme de type fini.
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D'aprés la proposition 7.3 les relations Py € P impliquent les relations

PpC D e Compte temu de la relation
p= VU p
er 2
il en résulte la relation
p=Up
Jek J

qui exprime que la structure pré-uniforme de type fini (S') engendre la structure
simple semi-parfaite (Sp) .
Soit 8 = {pi}iel une base d'une structure pré-uniforme (S) compatible avee

(sp) . Ia relation

1

U p.
jer *

1Y
implique que pour tout @ €A il existe un indice i(a) € I tel que
Ly € Pi(a) (Xa) ’
ce quil entrafne
Po © P1(a) .

Pour tout J € K,

p;=V o c V p
J acy ¢ a€d i)

et d'aprés l'axiome (Sl)' il existe un indice i tel que pi(a) C p; pour tout

a&l , ce qui entraine

a\e/J Pi() < P1 *

Linsi tout élément py de S' est majoré par un élément P; de S o la structure
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présuniforme (S) est donc plus fine que (S') . L'application UP de 8pu
dans § est donc surjective, et pour toute structure simple semi-parfaite
(Sp) , la classe cgl[(Sp)] de 1'équivalence canonique associde & O consti-
tuee par l'ensemble des structures pré-uniformes compatibles avec (Sp) admet
donc un plus petit élément (S') qui est une structure pré-uniforme de type
fini dont le filtre ¥ des pré-entourages est déterminé par la premiére carac-

térisation du théoréme.

Soit S" 1'ensemble des E-applications parfaites p assocides & des éléments
V de la forme indiquée dans la seconde caractérisation du théoréme. Il est immé-
diat que tout élément P € S" est un élément Py € S' « Il en résulte la rela=-
tion Stc S' . D'autre part, l'ensemble S" est constitué par les E-applica~
tions de type fini p vérifiant p cp « Il en résulte la relation S*' c S
qul entragne S' = S" , Cette égalité montre 1'équivelence des deux caractérisa~
tions et que toute structure pré-uniforme de type fini compatible avec (Sp)
doit &tre moins fine que (S') , donc identique & (S') . Ia structure pré-uniforme

(S!') est donc la seule structure pré-uniforme de type fini compatible avec (SP),

COROLIAIRE 7«le = L'application o' qui, 3 toute structure simple semi-parfaite

(Sp) , associe la structure pré-uniforme (S!) = 0'[(Sp)] compatible avec (Sp) ’

est une bijection isotone entre 1l'ensemble Ssp des structures simples semi=-

parfaites et 1l'ensemble Spuf des structures pré-uniformes de type fini. En outre,

1tapplication Op o 9' est 1'identité sur l'ensemble SSD et 1l'application

Py

o! g i i S} S} .
° o est un projecteur isotone de ou sur puf

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme 7.l.

Structures faiblement uniformes et structures de proximité faible.

IEMME 7.ls = Pour toute structure de proximité faible (Sp) , la structure

pré=uniforme (S') = o'[(Sp)] est une structure faiblement uniforme.

Une structure de proximité faible (Sp) est une structure simple semi-parfaite

symétriques fivec les notations du théoreme 7.1, & tout V, est associé un é1é~-

ment V,, symétrique de V, et correspondant au couple

X0 =03, et 2y, =CX, .

les éléments symétriques
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W =V, 0V, = [Cxa x Cxa] U [Cxa, x Cxa,]

constituent une base du filtre ¥ d'entourages faibles de la structure faible=-

ment uniforme (S?!') .

THEOREME 7.2. - Pour qu'une structure simple semi-parfaite (Sp) soit une
structure de proximité faible, il faut et il suffit que la structure pré=uniforme

de type fini associde (S') = c'[(Sp)] soit une structure faiblement uniforme.

L'application ob est une application surjective de 1'ensemble S%u des struc=-

tures faiblement uniformes sur 1'ensemble %bf des structures de proximité faible.

— o o

Pour toute structure de proximité faible (Sp) , la classe Ogl[(Sp)] de 1'équi-

valence canonique associée & O constituée par 1l'ensemble des structures faible-

ment uniformes compatibles avec (Sp) admet ua plus petit élément (S') qui est

l'unique structure faiblement uniforme de type fini de cette classe. Le filtre ¥

des entourages faibles de (S') adumet les caractérisations suivantes :

1081 (Y, , X )y désigne le famille des couples d'éléments Y, et X,

~&loignés, les intersections finies d'éléments
3

v, =0y, x C,Ju [Cxa xCXa]

constituent une base du filtre Y e

2°¢ Ie filtre V¥ admet une base constituée par les éléments de la forme :

ﬁjn :
V = [ x B
k=1 k k

dans laguelle les Bk sont des p=voisinages arbitraires des éléments Ak d'une

partition finie (Ak)kﬁ[l n] quelconque de E .
b4

D'aprés le théoréme 6.1, 1l'applicetion % de 8 dans §, détermine une appli-
cation de gfu dans spf notée également o, . Le théoréme 7.2 résulte immédiate-
ment du théoréme 7.1 et du lemme 7.l.

COROLIAIRE 742 -'L'applicgzigg o' est une bijection isotone entre l'ensemble

Spf des structures de proximité faible et 1l'ensemble gfuf des structures fai-

blement uniformes de type fini. En outre l'application qp e o' est 1'identité
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sur l'ensemble sbf et 1l'application o o ﬂb est un projecteur isotone de Sfu

BUr Seyr

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoreme 7.2.

Structures quasi-uniformes et structures simples semi-parfaites idempotentes.

DEFINITION 7.3. - Soit p une E-application parfaite et V 1'élément de ®
associé. Une partie A de E est petite d'ordre p ou d'ordre V si Axd cV.

Un recouvrement de E d'ordre V est un recouvrement dont les éléments

sont petits d'ordre V .

Une structure pré-uniforme (S) est totalement bornée si, pour tout pré-entourage

V de cette structure,il existe un recouvrement fini de E petit d'ordre V .

IEMME 7.2, - Toute structure pré-uniforme de type fini est totalement bornée.

Pour qu'une structure quasi-uniforme soit totalement bornée, il faut et il suffit

qulelle soit de type fini.

Si une structure pré-uniforme (S) est de type fini, tout pré~entourage V
contient un pré-entoursge de la forme carectérisée dans la proposition 7.l et les
conditions X, C Z

k k
partition d'éléments X, oconstitue un recouvrement fini de E d'ordre V . Ainsi,

entrainent les relations Xk x Xk cV qui montrent que la

toute structure pré-uniforme de type fini est donc totalement bornée.

Soit (S) wune structure quasi-uniforme totalement bornée. Pour tout quasi-
entourage V , il existe un recouvrement fini de E d'ordre V d'éléments Ak .
I1 est immédiat qu'il en résulte au moins une partition finie de E dont les
éléments Xk sont petits d'ordre V « En posant

Zy = v(xk) et V! =tli [%, x zk} ,
la relation (x , z) € V! implique l'existence d'un indice k tel que x e X

et z € %4 , ce qui implique l'existence d'un point y vérifiant (x, y) eV
et (y, z) € V. Il en résulte la relation

v é V! c V2 o

Puisque les éléments V et V2 constituent des bases de la structure quasi-uni-
forme (S) , les éléments V! constituent une base de type fini de (S) i est



7-19

donc de type fini. Linsi toute structure quasi-uniforme totalement bornée est de
type fini.

Ce résultat et la premilre partie du lemme entreinent la seconde partic.

THEOREME 7.3 = Pour qu'une structure simple semi-parfaite (S ) soit idempo-
tente, il faut et il suffit que la structure pré=uniforme de type fini associée

(8" =o¢ [(Sp)] soit une structure guasi-uniforme qui est alors totalement bornée.

L'application o est une application surjective de 1l'ensemble Squ des struc-

tures quasi-uniformes sur 1'ensemble Sspi des structures simples semi-parfaites

idempotentese.

Pour toute structurc simple semi-parfaite idempotente (Sp) y la closse

[(S )] de 1'équivalence canonique associde & o constituée par 1'ensemble des

P
Stvuctures quasi-uniformes compatibles avec (S ) admet un plus petit élément

(S') qui est l'unigue structure quasi-uniforme totalement bornée de cette classe.

Ie filtre ¥ g3§ quasi-entourages de (31) adncb les carectérisations du théo-

réme 7.1,

D'aprés le lerme 6.2 1l'application a, de § dans §; détermine une applica=-
tion de s ~dens Sspi notée égilement 'b « Le théoréme 7.2 résulte immdédiate-
ment du théoréme 7.1 et du lerme 7.2

COROLLLIRE 7¢3. - L'application o est une bijection isotone entre 1l'ensemble

gépi des structures simples sgpi—parfaitegﬂi@ggggpentengp 1l'ensemble quf des
structures guasi-uniformes de type fini ou totalement bqrnées.»En outre 1l'applica=-

tion qpo<f est 1'identité sur l'ensemble gkpi et 1l'application o' o Op est

——————

] 5 i r 8
un projecteur isotone de gqu sur Squf *

Ce resultat est une conséquence imédiate du théoréne 7«3

Structures uniformes et structures de proximité.

DEFINITION 7.4. - Dans une E-structure simple déterminée par une E-application

Py un pP=recouvrement de E est constltue par une famille {Bl de parties

- e o — —

de E telle gqu'il existe un recouvrement de E par une fanille tAk KeK de

perties de E X}Tlflgnt la condition s pour tout ke K, Bk est un pP=voisinage

de Ak « Le pré-entoursge du p-recouvrenent est le pré—entourage

V=2U o
keK [Bk B1]
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I1 mst immédiat qu'une famille finie {Blr}keK de parties de E constitue un
p-recouvrenent fini de E , si et seulement si les {1léments Bk sont les p-

voisinages des ¢élcéuents AI' d'une partition finie de E .

IEME 7.3+ = Le filtre ¥ des entourages d'une structure uniforme totalement

bornée (S) compatible avec une structure de proximité (Sp) admet une base

constituée par les pré-entourages des p~recouvrenentsf{inis de E .

Si la structure uniforme totolement bornée (S) est compatible avec une struc-
ture de proximitd (Sp) s d'aprés le théoreme 7.1, le filtre ¥ adnet une base

constitude par les éléments de la forme

k=n
V = U [ka X Bk]

k=l
dans laquelle les Bk sont des p=voisinages arbitraires des éléments Ak d'une
partition finie (Ak)ke[ 1,n] quelconque de E o Pour tout entourage symétrique
- ’
W, il existe un entourage V wvérifiant Vc W, ILa relation (x, y) € B x B
implique 1l'existence de deux points x' et y' de Al, vérifiant

(x,y)eW et (x',y)eW

puisque

B = V(!Lk) cW (Ak) .
Puisque L, est petit d'ordre V , il en résulte la relation
(xt y,y)eW
qui entraine
(x, ) ew .

I1 en résulte la relation

kalakcw3 .
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En posant

v = . B
) (B = By

il en résulte la relation ¢
Vev cw’ .

e
Puisque les éléments V et W” constituent des bases du filtre V¥ , les éléments
V' constitués par les pré-¢ntourages des p-recouvrements finis constituent une
base du filtre VY . '

THEOREME 7.4. = Pour qu'une structure simple semi-parfaite (Sp) soit une

structure de proximité, il faut et il suffit que la structure pré-uniforme de

-
!

type fini associde (S') :/W'[(SP)J soit une structure uniforme qui est alors

totalement bornée.

L'application cp est une application surjective de 1'en;§mble 8u des struce—

tures uniformes sur 1'ensemble Sp des structures de proximités

v

Pour toute structure de proxinité (Sp) » 1o classe O;l[(Sp)] de 1'équivalence

canonique associée & O conshituée par 1l'ensemble des structures uniformes compa=

tibles (S ) admet un plus petit élément (S?) qui est 1l'unique structure uni-

forme totalement bornde de cette classes.

Ie filtre ¥ des entourages de (5') admet les caractérisations suivantes :

1°8i (Y, , Xghe, Gésigne la fomille des couples d'éléments Yy ot Xq

p~¢loignés, les intersections finies d'éléments

vy, = [CYa x (Y ] uCx, xCX,]

constituent une base du filtre V¥ .

2° Le filtre V¥ odmet une base constituée par les &léments de le forme

k=n .
V:U[’xB_‘
B

dans laquelle les B, sont des p-voisinages arbitraires des ¢léments Ak d'une
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pertition finie (Ak)ke[l,n] quelconque de E o

30 Ie filtre Y admet une base constitude par les pré=-entourages des p=-

recouvrenents finis de E .

Dtaprés le théoréme 6.1, 1l'application 9, de § dans S, déternine une
application de Su dans Z.Sp notée égalerent cp o Le théoréme 7.4 résulte des

théopémes 7.2, 7.3 et du lerme 7.3

COROLIAIRE 7.4, - L'application o' est une bijection isotone entre l'ensemble

8 des structures de proximité et l'ensemble & uF des structures uniformes de
type fini ou totalement bornées [L]e En outre l'application ép o d' egt 1l'iden~
tité sur Sp et 1'application of o cp est un projecteur isotone de Su sur

] S
Ce résultat est une conséquence irmédiate du théordme 7.4

COROLIAIRE 7.5+ = Pour qu'une topologie soit uniformisable, il faut et il suffit
qu'elle soit "proximisable" c'est-a-dire engendrée par au moins une structure de

proximité s En outre toute topologie uniformisable est engendrée par au moins une

structure uniforme totalement bornée.

Ce résultat est une conséquence de la proposition 6.3 et du théoréme 7+4e

8e Structures simples et structures ponctuelles.

Structures de proximité faible et structures pré-topologiquese = Etant donnée

une structure pré-topologique ou topologique (S t) déterminée par une E-

application t , par comvention la t-adhérence a(X) est notée X .

PROPOSITION 8.1, = Pour toute structurs pré~topologique ou topologique (S 'b) ’

les E-relations § et 0, caractérisées par les conditions suivantes t

1o Y-ng est équivalent & Ynx =YnX=¢,

20 Y -52 X ost équivalent & Y n X=g,

déterminent respectivement des structures de proximité faible (S 0 ) et (Sp )
T T 2

dites universelle et canonique.

D'aprés la proposition 3.5, il est immédiat que les relations &, et O,
vérifient les quatre premiéres conditions du lemme 4.3 et déterminent donc des
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structures de proximité faible.

DEFINITION 8.1, = Une structure pré-topologique ou topologique (St) est dite

faiblement proximisable si elle est engendrée par au moins une structure de pro-

ximité faible.

THEOREME 8.l. = Pour toute structure pré-topologique ou topologique (St) la

structure de proximité faible universelle (Sp ) associée est le plus fine des

structures de proximité faible moins fines que (s ) .

Ies structures de proxinité faible (Sp ) et (Sp ) vérifient
2 1

() @) cls)

Pour qu'une structure pré~topologique ou topologique (St) soit faiblement pro=
ximisable, il faut et il suffit que soit vérifide 1'une des conditions équiva=—

lentes suivantes :

1, Ia relation binaire sur E caractérisée par y e {x} est symétrique.

2, la structure de proximité faible universelle (Sb ) associde a (St) est
[ A== i)

compatible avec (St) .

En outre, si (St) est une structurc topolegique, ces conditions sont équivalentes

aux conditions équivalentes suivantec s

1', Ies adhérences distinctes des points de E constituent une partition de
E .

3. La Btructure de proximité faible canonique (Sp ) associéde & (St) est
2 - : -

compatible avec (St) .

Ia relation de proximité d associée & (St) est caractérisée par la condition
Y d X "est dquivalent 3 YnX =@ . Soit & 12 relation de proximité associée

by

3 une structure de proximité faible (Sp) déterminée par une E-application p
vérifiant la condition p ct équivalente 2 la condition & c d « La condition
¥ 8 X équivalente & X s Y implique done Y dX et XavY qui s ecrlt aussi
YAnX=YnX=¢ clestd-dire Y 61 X o Tl en résulte la relation o c 6

équivalente 3 la relation pc p; qui montre que (Sp ) est la plus flne des
1
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structures de proximité faible moins fines que (St) » I1 en résulte immédiate=-

ment la relation

(Sp2) c (Spl) c (St) .

' Si (St) est faiblement proximisable, il existe une structure de proximité
faible (5 ) compatible avec (St) o La relation pcp ct et les relations
p(x) = t(x) , pour tout x € E , impliquent les relations pl(x) = t(x) pour
tout x € E qui montrent que la structure de prokimité feible universelle

(Sp) est compatible avec (St) « Réeiproquement, si (Sp ) est compatible
1 1

avec (S t) , cette structure est faiblement proximisable. Ainsi pour que (St)
soit faiblement proximisable, il faut et il suffit que (Sp ) soit compatible
1

avec (St) .
Les E-applications t et p; sont caractérisées par les conditions suivantes:

tX) ={2; z2=C(¢, :ft-nngzf}; px)={2; 2=00, ¥YnX=Ynx=g}

Pour que (St) soit faiblement proxinisable, il faut et il suffit que (Sp )
1

soit compatible avee (S t) c'est-a-dire que, pour tout x € E , la relation

B

t(x) = P, (x) soit satisfaite. Cette condition est équivalente & la condition

suivante
Y n {x} =¢ implique Y n {x} = 1
clest-d~dire aussi & la condition
Yn{;} # ¢ dmplique xeY .
Cette condition entreine la condition
v e {x} implique x € {;} 3
et réciproquement, si cette derniére condition est satisfaite, la relation

Yn {x} #¢, qui entratne l'existence d'un point ye Y tel que v e {x} ’
implique x e {¥}cY , donc aussi x e Y . Ainsi pour que (St) soit faiblement
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proximisable, il faut et il suffit que la relation binaire sur E caractérisée
par y € {x} soit symétrique.

Pour toute structure topologique (St) la relation y € {x} est reflexive et
transitive. Si (St) est faiblement proximisable, la condition 1 du théoreéme
montre que cette relation est une relation d'éguivalence pour laquelle 1'ensemble
{;} est la classa d'équivalence du point x et que les adhérences distinctes
des points de E constituent une partition de E « Réciproquement, si cette
condition est satisfaite, lo relation v e {x}, qui entraine {y} c {x} , implique
v} = ﬁg} , donc aussi x € f;} « La condition 1 est donc satisfaite et la struc=
ture topologique (St) est faiblement proximisables Ainsi pour qu'une structure
topologique (St) soit faiblement proximisable il faut et il suffit que la rela-
tion y € {x} soit une relation d'équivalence ou que les adhérences distinctes

des points de E conskituent une partition de E .

Si (St) est une structure topologique et si {S_ ) est compatible avec (St)’

P2
cette structure est faiblement proximisable. Réciproquement, soiert (St) une struc-

ture topologique faiblement proximisable et (Sp ) 1la structure de proximité
2

faible canonique associée déterminée pasr la E-application Py caractérisée par
la condition s

&) ={z; z2=Ct, vnix}=g .

La relation Y n {x} = ¢ implique Y n{x}=¢ . La relation Y n [x}£¢ en-
traine l'existence d'un »noint y vérifiant y €Y et y € CE}(. La derniére
relation entraine x € {y} et, puisque {y} cY , il en résulte x € Y qui
implique Y n {x} #¢ . L'équivalence des conditions YT n{X}=¢ et Yn{x}=¢
entratne les relations t(x) = pz(x) pour tout x € E qui montrent que (sz)

est compatible avec (St) o Ainsi pour qu'une structure topologique (St) soit
faiblement proximisable, il faut et il suffit que (Sp ) soit compatible avec
2

(S'b) .

Remarques ~ Si d est la relation de proximité associde & une structure pré-
topologique (St) , la relation y €{x} est équivalente & la relation x4 y .
I condition 1 du théoréme exprime que la restriction & E de la relation de
proximité est syméirique et la condition 1' du théoréme exprime que la restriction

by

& E de la relation de proximité est une relation d‘'équivalence sur E .
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. COROLIAIRE 8,1, = Si I, est 1l'application qui , & toute structure prée=
—= p

),

topologique (St) , associe la structure de proximité faible universelle (Sp
o 1

1'application Oy © Op est un projecteur isotone de l'ensemble 8pt des
1

structures pré-opologiques sur l'ensemble Sptfp des structures pré-topologiques

faiblement proximisables.

Pour toute structure pré=topologique (St) , la structure pré-topologique

o ° 9, [(St)] est la plus fine des structures pré=topologiques faiblement pro-
1

ximisables moins fines que (St) .

Structures de proximité et structures topologiguese

DEFINITIOK 8.2. - Pour tout entier positif n , les ensembles Jn ’ Jﬁ ’ Kn ’

A  sont caractérisés par

A=z{a=(m, 3§, je Jn} .

Etant données deux parties de E disjointes Y et X , une famille dyadique
(w) , d'extrémités Y et X , est déterminée par des éléments u? = Wy (a € 4)

vérifiant les conditions suivantes :

1° Pour tout emtier positif n, wj =71 et “’nn =X .
. 2741

2° Pour tout entier positif n , les eléments w? (j Jn) sont disjoints et

constituent un recouvrement de l'ensemble E .

3° Pour tout entier positif n et tout j e Jg :

Wff = Wty .
J Rj=1 2j

Pour tout entier positif n et tout qe€ K_, les éldments chll et Q;ln sopt

définis par les conditions :
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by

PROPOSITION 842. - Soit & 1la relation de proximité associée & une structure
de proximité (Sp) « Pour tout couple de parties de E, T et X p~éloignées,

il existe au moins une famille dyadique (w) vérifiant les conditions équiva-

lentes suilvantes-:

1 Pour tout entier positif n et tout couple d'éléments q et q' de K

vérifiant q <q'

Py o .
q q'

2° Pour tout entier positif n et tout couple d'éléments i et J de Jn

non consécutifs :

W & .
J

. D'aprés le. lemme 4.3, deux parties Y et X p-éloignées sdmettent des p=
voisinages UY et VX disjointse Il est toujours possible de supposer en outre
que ces p-voisinages constituent un reeouvrement de E , en remplacant éventuel-
lement 1'un d'eux par le complémentaire de l'autre. En outre, ces p-voisinages

vérifient les relations

Y3 VX et UY 6 X .

La famille dyadique (w) d'extrémités Y et X est définie par récurrence.
Tout d'abord 1'équivalence des deux conditions de la proposition est irmédiate
d'aprés le lemme 443 Pour n =1 , les éléments w? avec j € J ~ sont définis

par les conditions

1 1
=T -Y, NZ:VX-X, w2+l=X

1
1 Y

1
wo =Y, w

et vérifient la seconde condition de la proposition. Les éléments Qg et §7én

avec q € Kn sont définis par les conditions :

Y, Q =0

;s G =E-X, LBy, Q

et vérifient la premiére condition de la proposition. Si la famille dyadique (w)



7-28

est déternminée jusqu'au rang n , les éléments u§1 s avec § €J de rang
m=n+ 1, sont définis par les conditions suivantes. Tout d'abord wroa =Y et
w§m+l =X o Pour qedJd; , les éléments disjoints Qg_l s wg s Qéln constituent
un recouvrement de l'ensemble E et, d'aprés 1l'hypothése de récurrence, les élé-
ments QE o et o™ sont p-€éloignés. En leur appliquant une cons‘fruction
analogue & celle qui a été utilisée pour les éléments p—éloignés Wy =Y et

w; 41 =% 5 il est possible de trouver des éléments “’;.1;}:1 et w;':'ll govant des

b - L Id l l s -
réles analogues & ceux des ¢léments 4 et W, « Il en résulte les relations

1 1
- B LBt

q = 2q-l 7 2q

qui expriment la troisidme condition de la définition 8.2. Les éléments w?
(j e Jm) ainsi -définis satisfont aux conditions de la définition 8.2. les rela-
tions

_6- wn+l n+l ‘5 o

q-1 2q et w.?. g~-L

impliquent les relations

m T ol L AP
D (gel) & Bgmt ot T & Xy

qui entrainent les relatiocns

ing.th . 1 t
q q! pour q ehm et q'e Km avec q <g .
La premiere condition de la proposition est donc satisfaite jusqu'eau rang m =n + 1.
I1 existe donc une famille dyadique (w) d'extrémités Y et X satisfaisant

aux conditions équivalentes de la proposition.

DEFINITION 8¢3. = Une famille dyadique (w) d'extrémités Y e% X est conti-
nue pour une structure topologigue (St) 81 pour tout entier positif n et

- ———— et . b i

tout élément q € Jr'x , les éléments OO et Q'Y admettent des voisinages dis-

jOintSo
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PROPOSITION 8,3. = Pour qu'une famille dyadique (w) d'extrémité Y et X
soit continue, il faut et il suffit que soit vérifiée l'une des conditions équi-

valentes suivantes ¢

1° Pour tout entier positif n et tout élément q € JQ :_iléiéﬁiﬂﬁ §72 est

un voisinage de Cg;l et Cgfl est un voisinage de Qén « (Cette condition est

s . PN sy s . n n n g
équivalente & la condition Qq..l c Qq et Q('1 c Qq-l .)

2° En posant wnl = Wnn =@ , pour tout entier positif et tout élément
- - T 2742

q€dJ , 1'élément wg_l U wz U wz+l est un voisinage de 1'élément wz .

Ces résultats sont des conséquences immédiates de la définition d'une famille

dyadique continue.

DEFINITION 8.4, - Deux parties disjointes Y et X sont normalement séparées
dans une structure topologique (St) s'il existe au moins une famille dyadique
(W) d'extrémités Y et X qui est continue pour la structure topologique (St)'

PROPOSITION 8,4. ~ Pour toute structure topologique (St) » la E-relation &

caractérisée par la condtion

Y 6! X signifie que Y et X sont normalement séparés dans (St) ’

——

détermine une structure de proximité (Sp') dite universelle.

L'application Oé qui, & toute structure topoclogigue (St) , associe la struc-

ture de proximité universelle (Sp,) s €5t une application isotone de l'ensemble

S, des structures topologiques dans l'ensemble §p des structures de proximité.

Il est immédiat que la relation &' vérifie les conditions 1, 3 et 4 du lemme
4e3+ la relation (Y, v Y,) 5 X _implique les relations ¥, §' X et Y, 5 x .,
Réciproquement les relations Y, 8t X et X, 6' X impliquent l'existence de
deux familles dyadiques (w') et (w") continues pour (St) o I1 est immédiat
que les éléments QF obtenus par réunion des ¢léments ayant les m@mss indices
dans les familles (w') et (w") caractérisent une famille dyadique (w) d'ex-
trémités ¥, U Y, et X qui est aussi continue pour (St) o Ainsi 1a relation
&' vérifie la condition 2 du lemme 4.3. Si Y et X sont deux parties normale-
ment séparées par une famille dyadique (W) en posant U, = Qi et V, = Qil ,
il est immédiat que ¥ et VX sont normalement séparés ainsi que UY et X .
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Les éléments Uy
de Y et X, ce qui montre que la relation &' vérifie la condition 5 du

lemne 4.3+ La relation de proximité &' détermine donc une structure de proxi-
nité (Sp.) = 95[(3t)] . Ia derniére partie de la proposition résulte du fait que

deux parties ¥ et X normalement séparées pour une structure topologique (St)

et VX disjoints sont donc respectivement des p'=voisinages

sont aussi normalement séparées pour toute structure topologique plus fine que
(5,) «

THEOREME 8.2+ - Pour que deux parties Y et X de E soient normalement
séparées dans une structure topologique (St) s il faut et il suffit qu'il existe
une apggigﬁﬁion £ de E dens 1l'intervalle (0O ’ 1) Egptinue pour la structure

topologique (St) et telle que f(x) =0 pour tout x e Y et f(x) =1 pour
tout x €X .

Soient Y et X deux parties de E normalement séparées par une famille
dyadique (w) d'extrémités Y et X continue pour la structure topologique
(S;) « Pour tout entier positif n , les éléments wg (q € Jn) sont disjoints
et constituent un recouvrement de l'ensemble E o« Pour tout point x €L et
tout entier positif n , il existe donc un entier unique q(n , x) tel que

1
X ew

q(n,x) * En posant
s/

la condition 3 de la définition 8.2 implique la relation
An+1_ (x) c An(X) .

Pour tout x € E , la su¥te décroissante des fermés An(x) , de diamdtre L1/A2°,
constitue une base de filtre qui converge vers un nombre réel y = f(x) , carac-

térisé par la condition : y = f(x) € An(x) pour tout entier positif n . Puisque

-1 1]

il en résulte

y:f(x)e(@,l] .
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Ce procédé détermine done une application f de E dans 1l'intervalle (o, 1) .

Pour tout entier positif n , l'ensemble

Vy(x) = “g(n,x)—l v wg(n,x) U wg(n’x)+l

est, d'aprés la proposition 8.3, un voisinage de wg(n,:) , donc aussi du point

~
-

X . la définition de 1'eprlication £ montre que 1'ensemble f[Vn(x)] a un

diamétre inférieur ou égal i 3/2n e Pour tout point x € E , il existe donc une
suite de voisinages Vn(x) tels que l'ensenble f[Vn(x)] ait un diamétre infé=-
rieur ou ogal a 3/2% . L'application f de E dans (0, 1) est donc contime

pour la structure topologique (St) .51 xeY,

An(X) = kzﬁ- , O entraine f(x) =0
et si x€ X,
A (x) = [1 , 1 +-l——] entraine f(x) =1 .
n 2n

I1 existe donc une application f de E dans (0 , 1) continue pour la structure
topologique (St) et telle que f(x) =0 pour tout xe¥ et f(x) =1 pour
tout xe X o

Réciproquement s'il existe une telle application f , soient u? (j = Jn) les

éléments définis par les conditions suiventes : pour tout entier positif n ,

-1 1 LBl
wo=Y3 w =f (0, 50 -1 w;‘n=f ( = y 1) =X ; W =X

et si q vérifie 2< qg RV -1,

wq--f (E——-z-r-l——-‘,—z—ﬁ[) .

Il est immédiat que les éléments w? (j € Jp) ainsi déterminés constituent les
éléments d'une famille dyadique (w) d'extrémités Y et X et continue pour
(8y) o
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Remarques = Ce théoréme montre que la condition de séparation normale intro-
duite coIncide avec la notion ordinmire définie & l'aide des fonctions numériques

continues et qui se présente par exemple dans les espaces normeuxe

IEME 8.1, = Si une structure de proximité (S ) engendre une structure topo-

logique (St) s Dour que deux éléments Y et X soient p-éloignés, il faut
et il suffit que leurs adhérences Y et T - pour (St) soient p-éloignées et

alors ils sont normalement séparés dans (S ) .

Soit (5_) wune structure de proximité qui engendre une structure topologique
(St) ¢ Si O est la relation de proximité associée 2 (S ) , la condition
Y 3 X entrafne 1l'existence d'une famille dyadique (w) d'extrémités Y et X
vérifiant les conditions de la proposition 8.2 et en particulier les conditions

n 'n - t
Qq_l 5Q q PoUr tout qe J} .

D'apres le lerme 4.3, les éléments Qz_l et Q'g p-éloignés possédent des p-
voisinages disjoints qul sont aussi des voisinages dans la structure topologique
(St) plus fine que (S_) . Il en résulte que la famille dyzdique (w) est con-
tinue dans (St) c'est-a-dire que les éléments Y et X sont normalement sépa-
rés dans (St) o D'aprés la proposition 8.3, les adhérences Y et X dans (St)

vérifient les relations

TP ca® of X =P cqtP
01 o on

qui montrent que le relation Y 5 X entraifne Y& X, la . relation ¥ & X implique
naturellement Y & X o Ainsi les relations Y 5 X et Y 6 X sont équivalentes
et impliquent que gps tléments Y et X sont normalement sépards dans (St) ,

ainsi que Y et X d'ailleurs.

Remarque. - Ce lemme montre que la relation de proximité & .associée A une
structure de proximité (S ) est caractérisde par sa restriction aux ensembles

fermés dans la structure topologlque (St) engendrée par (Sp) .

THEOREME 8¢3. = Pour toute structure topologique (St) la structure de proxi-

mité universelle (S ,) = q;[(St)] agsocide est la plus fine des structures de

proximité moins fines que (St) .

Pour gu'une structure topologique (St) soit proximisable ou uniformisahle,
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i1 faut et il suffit cue soit vérifide 1l'une des comditions équivalentes sui-

vantes ¢

1° Tout point x est normalement séparé des complémentaires de ses volsinages.

20 la structure de proximité universelle (Sp,) associée a (St) est compa-

tible avec (St) .

Tout d'abord d'aprés le corollaire 7.5, il y a identité des structures topoloe

giques proximisables et uniformisables.

Soient (St) une structure topologique et (Sp') = g%[(St)} la structure de
proximité universelle associces Soit (Sp) une structure de proximite moins fine
que (St) . Deux parties Y et X p-éloignées sont normalement séparées dans
la structure topologique engendrée par (S_) , d'aprés le lemme 8.1, Elles sont
donc normalement séparées dans la structure topologique (St) qui est plus fine,
et par suite elles sont p'-éloignées. Il en résulte que (Sp) est moins fine
que (S_,) , c'est=a-dire que (Sp') est le plus fine des structures de proximite

moins fines cuve (St) .

Si la structure topologique (St) est proximisable, elle est engendrée par une
structure de proximité (S_) moins fine que (S_,) , ce qui montre qu'elle est
aussi engendrée par (S_,) « Ainsi pour que (St soit proximisable, il faut et

il suffit que (Sp,) soit compatible avec (St) .

Soit (St') = ot[(Sp.)] la structure topologique engendrée par (Sp,) o la
structure de proxinité universelle associde & (St') est moins fine que (Sp,)
d'aprés la proposition 8.4, et plus fine que (Sp,) d'aprés la premiére partie
du théoreme : elle est donc identique & (Sp,) « Dans la structure topologique
(St') les voisinages de tout point x  sont les complémentaires des parties p'=-
éloignées de x , c'est-d-dire des parties normalement séparées de x dans (St) .
1a seconde condition du théoréme , qui exprime 1'égalité de (St) et de (St') s

est équivalente & la relation (St) c (St') qui se traduit donc par la premiére

condition du théeréme.

COROLIAIRE 8.2, - L'application ol =0, © oé est un projecteur isotone de l'en-

semble St des structures topologiques sur l'ensemble Stu des structures topo-

logiques proximisables ou uniformisables. Pour toute structure topologique (St)

la structure topaelogique ‘%E(St)] est la plus fine des structures topologiques

uniformisables moins fines que (St) .

L'applicaticn

O est une application surjective de l'ensenble SD des struc-
tures de proximité sur 1'ensemble Stu des structures topologiques wnifornisables
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Pour toute structure topologique uniformisable (St) , la classe ogl[(st)] de

1'équivalence canonique associée a L constituée par les structures de proxi=-

mité compatibles avec (St) adrmet un plus grand élément (Sp,) = cé[(St)] .
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