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Séminaire CHOQUET 3-01
(Initiation & 1'Analyse)
lre Année, 1962, n° 3 15 maps 1962

FRONTIERE MINIMALE POUR DES ALGEBRES DE FONCTIONS

par Georges ZELLER-MEIER

1
[d'aprés un article de Errett BISHOP ()]

Soient C un compact et f une fonction continue & valeurs complexes sur C .«

On posera

sS(f) ={x | xecCc, |f]| = |} S(f) est fermé .

Si A est un ensemble de fonctions continues & valeurs complexes sur C , McC

sera dit frontiére pour A , si

MnsS(f) £4 , V fed .

Une frontieére pour A sera dite minimale si elle est contenue dans toute fron-

tiére pour A . Il résulte de la définition que si elle existe, elle est unique.

THEOREME 1. - Si A est une algébre agéparante de Banach de fonctions continues

& valeurs complexes sur C , compact métrisable, il existe une frontiére minimale

pour A g

M, = {x | xeCc, 3 fed, S@) ={x}} .
a. Toute frontiére pour A contient nécessairement My « I1 suffit donc de
montrer que M, est une frontidre.
b. Montrons donc que My n S(£) £¢, V¥V feh.

Considérons

I'= cC 3 r A S(f = .
{Y I Y ’ Y € ’ (Y) Y}

5
c'est un ensemble de fermés de C .

Soit f e A, considérons les sous-ensembles I'' de I tels que

o S(f) e I'r

2° Toute N d'un nombre fini de y € I'' est non vide.

T
(") BISHOP (Errett). — A minimal boundary for function algebras, Pacific J. of
Math., te 9, 1959, p. 629~642.
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Les I'' étant ordonnés par inclusion, ils forment un ensemble ordonné inductif.
D'aprés le lemme de Zorn, 3 [y maximal, tel que

10 S(f) € FO .
2° Toute intersection d'un nombre fini de ye FO est non vide.

C compact == D= N y#@% et D compact.
YEFO
C compact métrisable => I une suite {Yn}nEN Yo € T telque D= N Y,
neN
Soit Xy € D . Posons

£y

£ n
n

) £y, (%)

on a fneA , et comme xOES(fYn) ’

se) =y, () = llel =1

“e

o T
2 "% converge uniformément sur C vers ge A , et on a
n=1l 2
”g”=g(xo) =1 .
V EeN, V x£gy,,ona
o fn(x)l
le@) g 2 |—=5— <1
1 2
car
vV x, Ifn(x)l\<l et xg’yK = Ifx(x)|<1 .
Done

S{(gg c N y_=D .
neNn

Montrons que

S(g) .—.:{xo} => x5 e M
et comme x;€ D c S(f)
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M) N S(f) £ ¢

C. Qo Fo Do

Raisonnons par l'absurde : supposons que S(g) ait plus d'un point.

A séparante => 3 h; € A, h; non constante sur S(g) , on peut supposer
2
lhl|$1 sur S(g et hlzl enun point; h =h; + hf , he L et

lh(x)]g2, vV xe (g avec |h(x)]| =2 <=> h(x) =1.
Donc 3 he A, |h| non constant sur S(g) .

Considérons
E={x|xes@E , |h®]| =2}

E est fermé < S(g) et S(@ ~-E est non vide. Soit x € E « Posons

h
© =gy TR G oSt
et

legll = go(x) =1 8(g) =3(o
hy(x)) =1 @<, v xes( , Ihy@|<1, Vv xes(g -E.

Posons

K=l 21 et v = {xlt + 2®-1) g lny( ]| g1+ 2™ (& - 1))

XGVn ==> lho(x)|>l => Vnﬂ S(g) =¢ .

Done VvV xeV , |g(x)]|<1 etcome V, estcompact 3 p € N tel que

Ph 1
leg@ | "g5, Vv xeV, - .

Considérons maintenant

Py

kzho+4(K_1)°§ggn ke A et k(x1)=1+4(K~1) .
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On a
V xeS(g -E lhO(X)l<1, lgo(X)!=1 = |k(®|<1+4E-1
v oxeC-UV, lgy@ <1, [h@|$t = (k@] +4(&=-1)
P
VEEN, YV xev, |n@lgi+2¥E-1) et @] <3
= |k@®| <1l +4(K-1) .
On a done
k(x) = [x|| ,

done

x, € 5(k) nD£P et Sk n (S(g) -E) =¢ .

Or S(k) nD#APF => ke T, d'aprés l'hypothése d'intersectionsfinies. Dol

(S(e) =E) c S(g) ¢ D c S(k)
ce qui est contradictoire evec S(k) n (S(g) -E) = ¢ .

THEOREME 2. - Avec les mémes hypothéses que pour le théoreme 1 et

U ={x|xec, 3 reh, lld=1, ]f(x)|>-z—, ]f(y)|<zl:,

V ye Dn(x)} ,
1
A DM@ ={y|yec, dlx, 2.

Un est ouvert et MO =N Un o La frontiére minimale est donec un G(s .
neN

a. f€ A . Posons
o (f) ={x | xec, |t®|>2, |fP| <>, vV ye D (¥}
n =1X X e ’ X 4’ p/ 4_’ N n .

Si x,e on(f) » 11 ne peut exister une suite de points y, , Yo 9 vee s Ty ees
tels que

1
Ay » 7)< g7s V p
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. _ 1
lim d(xy » yp) =
p-
>L oy
lf(yp)‘ > 7 p ’
car la boule : {y | yecC, d(xO » ¥) & -rl-l-} étant compacte, la suite {yp}pEN

1
aurait une valeur d'adhérence y, powr laquelle d(xy,y,) =5 => Y% € Dn(X)

et If(yo)l 71- ce qui est contradictoire avee x € on(f‘)

Done 3 D>0 tel que |f(y)|<%, V y, tel que d(x’y)?/"rl'f-D

=> la boule ouverte {x | xeC , d(}r0 , X) <D} c on(i‘)

Donec ¢ (f) est ouvert et, comme U = U o (f) , U est ouvert.
n nT o, N n
ligfl=1
be MOCU Uyscarsi xeMy,, 3 fei, S(f) = {x} , et on peut supposer
llell = lf(x)| . ¥ neN, D (x) est compact et comme |f| <1 sur D (%)
3 pel, ¥ yeDn(x) R ]f(y)l <-.Donc V neN,
pn
xeon(f) => xEUn,V n .
Ce Qe Fo Do
ce N URES
neN MO

Soit x € N Un s nous allons construire par récurrence une suite {gn} el ?
neN
g, € A avec les 4 propriétés

@ g, -gli< —ni-T
(2) Hgn” 3( - __T)
€)] gn(x) =3(1 - ;ﬁ)

@ le,, @ -gn(4)l<5§;1-, Vyep (® .
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En effet
xeU => 3 feh, |d =1, xeq () $
f
prenons gl =%m
1 1
2@ > 2 = llgll< 2«4 <30 IR ICICIEEICEE T

Supposons gy définie : gK(x) =3(L - 2_k) .
g est continue => 3 j>K, jel tel que v yGC-Dj

lege () | <30 -E}K-) + "27{!';'5

xeU, = 3 tea, ld=1, lt@l>2 ot lt@<f,

VyeDj(x) .
Posons
ho.3 _f .
—2k+Ifix§ ’
on a
h(x) = —2r, Ihl<—g, |h@)|<—ir, ¥ yeD, (5 D (
_2_1{:-1—’ \EE-T’ (v ;E:.T’ y jx K(X .

En prenant 8,1 = & *h,onabien g , € A et les propriétés 1, 3, 4. Véri-

fions que 1'on a la propriété 2 :

Si ye Dj(x) ,

g1 D < lg@ | + h@ | < gl +-2-§n-\<3<1 --2—153) +5—K1:T<3(1 --zxé;g) ;

et si yEC-Dj(x) ,

|gK+1(y)|<3(1-§.{.) +;K1:-§+||h|i\<3(1-;{1:g) .
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Or
(1) => g converge uniformément deans A vers g g
@ => llells3;
@ = si yed ( , le@l<lgll+ K'zan ' (:f). —ge( | <30 - -z—rm—)

1
+ z <3 .
n 2K+I

Donec S(g ={x} ==> xeM,.
Ce Qs Fo De

Remarques.

10 8i C n'est pas métrisable, il peut ne pas exister de frontiére minimale.

Considérons I=(0 ,1), C= il , J ensemble d'indices o non dénombra-
ble. A = algdbre des fonctions continues sur C ne dépendant que d'une infini-

té dénombrable de variables.

A est une algdbre séparante de fonctions, elle est de Banach pour la conver-
gence uniforme car si fn - f ,ona f= fO + 2 (fn+l - fn) ce qui montre que
f ne dépend que d'une infinité dénombrable de Variables.

(Le théoréme de Stone-Weierstrass montre que A est l'ensemble des fonctions
continues sur C .)

Or

N, = {x]| xeC, x,=0 sauf pour une infinité dénombrable d'indices}

est une frontiére de A ;

N, = {x | xe €, x,=1 sauf pour une infinité dénombrable d'indices}

est une autre frontidre de A et

N10N2=¢ .

2° La frontidre minimale peut &tre plus petite que la frontiére de Silov.

Considérons
C={z]|zc€ c, lz| =1} .

A
A = ensemble des fonctions continues f sur C telles qu'il existe f sur
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A A
|z| <1 avec £=f swr C, f holomorphe sur lz] <1 et £(0) = £(1) .
A est une algsbre séparante de Banach.

La frontidre de Silov est C 3 la frontiére minimale est C - {1} (principe

du maximum).




