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Séminaire CHOQUET 2-01
(Initiation & 1'Analyse)
lre année, 1962, n° 2 22 mars 1962

ENSEMBLES UNIFORMEAENT INTEGRABIES DE FONCTIONS
ET COMPACITE FAIBLE DANS L'

par Philippe COURREGE

Notationse = Un espace mesuré est un triplet (X s By H) ot B est une tribu
sur 1'ensemble X , et p une mesure positive sur B ¢ Soit (X, 8, p) un
espace mesuré ; Ll(X y B, p) désigne 1l'ensemble des classes de fonctions
p-intégrables équivalentes pour [ « Si f e Ll(X sy By W), et si f estwn
représentant de la classe f , on désignera par /f dp 1'intégrale Ve dp
(/£ au étant indépendant du choix du représentant f ), et par [, fap,
1'intégrale /[ £ 1, du, pour tout iLe B L(X, 8, p) désigne l'ensemble

des classes de fonctlons équivalentes bornées en mesures.

Remarque préliminaires = Supposons que la mesure u est bornée, et soit H

un sous-ensemble de L' s borné dans L” (c'est-i-dire qu'il existe M >0 tel
que Hf”co <M pour tout fe H)e H a les deux propriétés suivantes s

ae i—lio /[lfIZaJ |f] dp = O uniformément quand f décrit H .

be H est faiblement relativement compact dans L1 (c est-d-dlre guc H est
relativement compact pour la topologie o(Ll , L) sur ! )e

En effet, (a) est immédiat puisque /[lf|>a] |f] dp= 0 pour a >M et fe He

On sait que la boule-unité A~ de I* est compacte pour la topologie
1
oL, L) 3 d'autre part, 1l'injection canonique de L~ dans e est continue
quand L” est muni de la topologie faible o(Loo, Ll) , et Lt de o(Ll , Ly .

I1 en résulte que 47 est faiblement compacte dans L1 , d'ou (b)e

Nous ellons montrer ci-dessous que, si (X, B, M) est un espace mesuré con-
venable, les propriétés (a) et (b) ci-dessus sont équivalentes (théoréme de
Dunford-Pettis) .

le Ensembles uniformément intégrabless Définitionse

DEFINITION le = Soit (X, B, p) un espace mesuréds On dit qu'un sous-ensemble
H de L (X s By p) =L est uniformément intégrable ( ) (ou encore que H

1
(7) ou encore "&qui-intégrable" (cf. [3]).



posséde la propriété d'uniforme intégrabilité), si

UI(H) iﬂ; /[lfl?aJ |£| dp= 0

uniformément quend f déerit H [ce qui s'éerit aussi
lim |sup / I£] du| = 0 4]
a-roo [feH [l£lza]

DEFINITION 2. - On dit qu'un sous-ensemble H de Ll(X y By p) a la propriété
d'absolue continuité uniforme (par rapport & ) (2), si

WH V e>0, 3 n>0, V 4e€6, V feH, i) sq = /, |f] auge.

On dit qu'un sous-ensemble H de Ll oest latticiellement borné, s'il existe

f e L1 s £ >0, tel que {gl.s f pour tout g e He.

PROPOSITION le - Tout sous-ensemble laticiellement borné H de Ll(X y B, 1
(o (X, 8, p) est un espace mesuré quelcongue) posséde les propriétés d'uni-

forme intégrabilité, et d'absolue continuité uniformee

En effet, #i |f| < g pour tout f € H s On a
< *
/[|f|>,a] dp g /[g;a] gdu pour tout feH 3

1'uniforme intégrabilité résulte alors du théoréme de Lebesgue eppliqué & la
famille a-»l[gZan, (aeR , a-+x) .

L'absolue continuité uniforme en résulte en écrivant

Jplel =S aieay 120 @ fgepa 12 & <ol *Illelay el an

COROLLAIRE le - Tout sous-cnsemble fini de L1 posséde les propriétés d'uniforme

intégrabilité et d'absolue continuité uniformes

COROLLAIRE 2¢ = Si la mesure p est bornde, tout sous-ensemble H de it ’
borné dans L~ posséde les propriétéds d'uniforme intégrabilité et d'absolue cone
tinuité uniforme.

(2) ou encore que H est Méqui-continu" (cf. [3]).
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1
PROPOSITION ¢ = La réunion d'une famille finie de sous-ensembles de L ,
ayant la propriété d'uniforme intégrabilité (respe la propriété d'absolue conti-

nuité uniformec), & la mdme propriétds

FROPOSITION 3¢ =~ Soit H un sous-ensemble de Ll(X y By 1) o On a les rela=

tions

1° YI(H) => UC(H)
2° UC(H) et H borné dans b o= ur(m) .

écrivons
Sy 12l an < ap(a Il elsey 181 a0

ILa 1° en résultee

Inversement, on a

al[| gl5q1 < 171

done

w(Clel zel) < /el an

“ve

d'ol le 2°%
COROLLLIRE le = Si p est une mesure bornée, on a 3

UI(H) <=> U(H) et H borné dens ! .

En effety, si | est une mesure bornée, UI(H) ==> H borné dans L1 s car
on peut écrire

S 12l &= Jpiega) 12 du % T g15a) 121 @ < ap(x) slsa 1€l a0 o
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Rema.rgue Se

ae S1 pu n'est pas borné, UI(H) n'implique pas nécessairement que H est
borné dans Ll (cfe .ippendice II, exemple 1)

be S1 H n'est pas borné dans L1 s UC(H) n'implique pas nécessairement
UI(H) (cfe ippendice II, exemple 2).

ce Si H est borné dans Lt s UW(H) n'est pas nécessairement vérifié (cfe
Lppendice II, exemple 7).

Ceci montre qu'un ensemble H ¢ L1 » équicontinu en tant qu'ensemble de formes
linéaires continues sur 1'espace de Banach L » he posséde pas nécessairement

la propriété d'absolue continuité uniformee

de Par contre, soit H un sous-ensemble de Ll(X s 8 5 1) déquicontinu en tant
qu'ensemble de formes lindaires sur L~ muni de la topologie of L R Ll) 3 alors
H a la propriété d'absolue continuité uniformes

Bn effet, sous les hypothéses, pour tout e > 0, il existe une famille finie
fi ees £, de fonctions de ! et un nombre n > 0 tel que, pour tout ge L ’

N/t gap en (K=1, 2, ees 1) entraine |/ f2 dp| <& pour tout feH .
K

Soit alors n; >0 tel que u(4) < n,; entraine |f‘ fx dul € pour 1£ K<n
(n existe d'aprés le corollaire 1 de la proposition 1).

On a2 alors
ula) £n; = I/‘; faul ge,
pour tout f e H, d'ol la conclusion, puisque

S lel s 1/ gy £ anl + gz £

2¢ Uniforme intégrabilité et compacité faible dens L1 .

. . , 1
PROPOSITION 4. = Soit ( fn) unc suits d'éléments de L (X, B, p) telle que,
pour tout 4L e ®, la suite n - /‘ " fn dp est convergente dans R .

4ilors, l'ensemble H des f,s H={ £, | n e N} , Posséde la propriété d'absom
lue continuité uniformee
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ae Supposons d'abord que, pour tout L€ @, A . fn dp tend vers O e

I1 suffit de montrer que, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que
ML) g n = I/A £ du| < & pour tout n .

En effety on a alors

/ A IfnI o=/ An[fn>0] £y dp - / I;n[fngo:] fpdp<2e
Pour cela, raisonnons par 1'absurde, et supposons que
3 e>0, V>0, 3 4c6, I m, pa)<n et |/, £ anf >e .
D'aprés le corollaire 1 de la proposition 1, il en rdsulte que
() 3 e>0, Vn>0, Vn, 3 L€68, I m, m2n, Wi)<n
et
/‘.._‘ fm dp > € .

Nous allons montrer qu'on peut, sous cette hypothése,définir par récurrence une
suite (AK) d'ensembles de B deux & deux disjoints, et une suite strictement
croissante (nK) d'entiers telles que '

/AK £, % 2e/2 pour tout K,

et
l/Aj f.‘nK du| < ;.Tfm pour tout j £ K .

Supposons ce résultat établi, et soit i= U Ly 3 on a
K

S, £ au= 2 /, £ ap+/ £ a
L ng 3 LK AJ. np byg Dy H

A T > 5 (1-=) > /4 pour tout K
2
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ce qui contredit 1'hypothése

1in /. £ du= 0 .
noo da n p

I1 reste & montrer 1'existence des suites (AK) et (nK) .

Supposons la construction faite jusqu'au rang K3 on a

Uy, £ ails

€
i j 2J.-|-3+1

et
;.iﬂx‘jzp
pour 11K, 1£J<K, if£j ot n<ny <eee<nge
1im/_‘fnq4=o pour 1 <j<K ,
now
il existe n, tel que
mz2n, => l/ £ apl< e K e our 1< j <K ¢

D'aprés le corolleire 1 de la proposition 1, il existe o tel que

) £ £ .
W) <ng => |/, fnj apl < Gk STRReT Powr LIS K.

En faisant alors n=mny et n=ny+ ng+ 1 dans la relation (h), on obtient
1l'existence d'un enscmble . € B et d'un entier np ; tels que :

|/,

[
£ dpl £ ——r——
i Ng 1 M < 2,]-:-K+1

1

€ .
njdp|\<-2-3.-m pour 1L j<LK ’
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/. £ dp > ¢
4 Mgl

et

nK+l> n

En posant
=4\ U 4, ’
AK-i-l S<K J
on obticnt lc résultat chcrchd.
be Passons au cas générale

Montrons d'abord que
ve>0, 3 n>0, 3 n, V i€B8, V P, q
BLYSn et pya2n = [/l -1 ] als

En effet, autrement, on pourrait trouver deux suites ( pK) s ( qK) et une suite
(i.K) d'ensembles de B , tels que u(AK) (S -1% » Pgs ap =K ot

VRt

-f >
“x Pk ‘11{'&H ©

pour tout K e Ceci contredit le résultat obtenu en (a) s buisque la suite
f =1
( p

q ) est telle que
K K

lin /

f £ d4 =0
Km,\(p 4] W

K K
pour tout L e B d'aprés 1'hypothdses

Soient alors €>03 n ot n tels qu ML) < n ot
Pyazn => [l -1 |ausea

On a d'abord, pour WL) <N et p, q>n,
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Sq/4+€/4=§/2 .

Ensuite, d'aprés la proposition 1, il existe n' tel que u(A) <n' entraine
/A Ifml dp < &/2 pour tout m<n .

Llors, pour m>n et w(L) <inf(n, n') , one
folggl aus Sl aps [ lg g dpg /2 2=

e qui achéve la démonstration.

COROLLLIRE 1o - Si (f,) ost wnc suite d'éléments de L'(X , B , ) conver-
gente pour la topologie c;(L1 ’ L°°) sur L1 s alors 1l'ensemble H des fn

posséde la propriété d'zbsolue continuité uniformes

COROLLLIRE 2¢ = Supposons que ¥ soit un sous-ensemble ® ayant les propriétés
suivantes '

1° KieX ot Kzefrﬁ => KloKze:K.

2° Four tout 4 €8, p(a) = sup KK) .
KCA,Kéﬁ
ilors, (sous les hypothéses de la proposition 4) pour tout € > 0 , il existe
KeX tel que /CK Ifnl dp < € pour tout n .

En effet, on va se ramener au cas oi p est bornée ; pour cela, pour tout n ’
soit p  la mesure £l p, on a

w(a) =/, |£] a0 pour tout acg
et
ha® = S e | ap
Soit v la mesure bornée sur (X , @) définie par

1
v(A) = 2 —=— (A pour tout Le 8 .
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dontrons que 1l'on a encore

1 ’ I'd o .
D'abord, pour tout fe L~ , £ d&tagde positive, on a

/fdp_.;éup/ fdu ’

by

en vertu du 1° et du 2% On = donc, par passage & la limite croissante,
1
[y 15l ap= Is{u? J¢ |£] Ap pour tout £ e L .
En particulier,
(4) = sup p (K) H
Ha(4) = sup

d

on en déduit que

1
v, (i) = — p.n(A) = sup v_(K) H
rr_:l P My (X) Kci P
d'ou
v (&) = sup v, (&) = sup (sup v_(K)) = sup w(K) .
D p kai P K<

Posons alors, pour tout n, N= fpepss }‘h est une mesure btornée non nécessai-
rement positive, et on a

lxn(a)i = |/, £, apl < p (&) pour tout & € @ .
Comme v(4) = 0 => B (i) =0, on a aussi, V(i) = 0 => A (A) 0 o D'gprés
le t.heoreme de Radon=Nikodym, il existe donc, pour chaque n , une fonction

g, eL(X,(B,v) telle que

kn(.;.) = /‘ . fn dp = /A g, dy pour tout L€ B .



2=10

On va pouvoir appliquer alors la proposition 4 & la suite (gn) et 3 1'espace

mesuréd (X, B, v) y ob v est cette fois une mesure borndce.

Soit € >0 « Il existe n >0 tel que v(A).s n entraine /L Ignl dv< e

pour tout n .

v étant bornée, il existe Ke X tel que w((K) <n; donc /CK lgnl dv< e

pour tout =n -

Pour tout n , on a alors
Tox 12l = Joxofs 501 £ @+ Jewefe o) (- %) 9

-~ <
/CKn[fn>,0] &n dp + /Clﬂh[f <0] ( gn) dp < 2¢e
d'ol le résultat cherchde

Remargues.

ae 51 X est un espace localement compact, ® = By » et { une mesure de

Radon positive, on peut prendre pour ¥ 1'ensemble des compacts de X o
be 51 p est une mesure o-finie, on peut prendre pour ¥ 1'ensemble des

L eB tels que Wi) <+ o,

COROLLLIRE 3 (Sous les hypothéses du corollaire 2)e = Pour qu'une suite (fn)
converge faiblement vers O dans L , il faut ot il suffit que, pour tout en-

semble L € B, la suite des nombres /} fn dpe tende vers O o

La condition est nécessaire, montrons qu'elle cat suffisante s

L'hypothése entrafine que lim / fgdu= O pour tout gel”, g étagdes
n-x0

Comme 1'ensemble des fonctions étagées est partout dense dans L= s il suffit
de montrer que 1'hypothése entraine que l'ensemble H des £, est borné des
L1 .

D'aprés le corollaire 2 de la proposition 4, il existe K € ¥ tel que
/CK lfhj dp <1 pour tout n .

I1 nous reste & montrer que 1'ensemble des /k Ifnl dpy n € N, est bornd.

Or, ceci va résulter du lemne suivant de théorie de la mesure :
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IE/IE. - Soit p unc mesure bornée sur 1'espace mesuré (X , @) o Pour tout

n > 0, il existe unc pertition de X en deux ensembles 4 et B tels que

1° I1 existe une partition finie (Aj) de A formdo d'atomes do B rolatifs 3 la

mesure (3).

20 I1 existe une partitiom finie (BK) de B formée d'ensemblecs de ® de

mesure <N e
Y
[Pour une démonstration de ce lemme, cfe 1'article de HLIMOS ()e]

Soit alors, d'aprés la proposition 4, n >0 tel que p(s) <n => /I‘. Ifnl <l

pour tout n .

Lppliquons le lemme & la restriction de p & K
J § / 7 J5 |
|£ | du = e dus 2 f]d .
K'"n j=1 hj n %=1 BK n! O

Coume p.(BK) <n, ona /BK Ifnl dp £ 1 pour tout K e

Comme fn garde un signe constant sur z;j s ON a
/A Ifnl dp = I/i;. tn |
J J
done
1in /1;. £ du=0 ,
N

d'ol le résultate

4 b
THEOREME 1 [DUNFORD-PETTIS]s = Soit (X, 8 4 p) un espace mesuré ayant les
propriétés suivantes

as L7(X s By p) est le duel de Ll(X s By 1)

be Il existe un sous~enscmble ¥ de B tel que s

(3) On dit que E € 8 est un atome relatif & p, si pour tout Fe 6,
FcE => u(F) = W(E) ou u(F) = 03 toute fonction B mesurable est presque
partout constante sur un atome.

4
(") HAIMOS (Paul)e = On the set of values of a finite measure, Bulle Lmere mathe
SoCey e 53, 1947, p. 138=139.



2mll

19 X eost_stable par réunion finie
2° p(d) = sup (K ;

Kek, Ko,
3° pour tout Ke %, WK <+ =.

1 .
idors, pour gqu'un sous-ensembic H de 1'cspace de Banach L (X, 8, p) soit

faiblenent reclativement compact, il faut et il suffit qu'il posseéde les deux

propriétés suivantes

(L) Pour tout e >0 s 1l existe K e X tel que /tK Ifl dpu < e pour tout f €He

(B) H est uniformément intdgrable.

, 1
En outre, H est alors borné dans L7 (X, B8, ) »

de La condition est nécessaireo

1
Supposons que H est faiblement relativement compact dans L~ e

~ Pour montrer (L) raisonnons par 1'absurde, en utilisant le corollaire 2 de la

proposition 4.

Supposons donc que
(k) 3 e>0, VK, 3 fen, Jylflase .

On a vu dans la démonstration du corollaire 2 de la proposition 4 que

J 12l ap=sup f 12| & pour towt feLl .

On construit slors par récurrence unc suite (K ) d'éléments de ¥ deux 3 deux
disjoints, et une suite (f) 4'élénents do B telles que /K £ dp>e

pour tout n . n

' v
D'aprés le théoréme de Smulian (..ppendice I, lemae 3), il existe une sous=suite

(fn ) de (f ) qui converge faiblement dans ! 3 donc d'aprés le corollaire 2
p
de la proposition 4, il cxiste un ensemble K € ¥ tel quc /blilgl ] dp < g/2

pour tout p o On pcut alors éerire,
Jp I8, lauge/zs [ |£ | au .
Ixm np KﬂKm np
Mais, les ensembles K~ ¢&tent deux & deux disjoints, p(K) >2 u(K n Km) 3 donc,
o ;

pulsque p(K) < + », Lin WK n K%Q = 03 done, d'aprés la proposition 4, il

I~co
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cxistec un entier ng tel que
mzmg => /KnK |f ld}«l 9/2 °
P

Done /k }fn l dp < & pour tout m ;;mo ce qui est ebsurde, puisque

m b
./Kw lfn | dp > e pour tout p e
ny p

(A) est ainsi établie

- Raisonnons aussi par 1'absurde pour montrer (B) ; en supposent que H n'est pas

N ‘s . , 1
uniformément intégrable. D'aprés la proposition 3, puisque H est borné dans L
(lemme 1, Appendice I), UC(H) ne serait pas vérifiée, c'ost-a-dire

3 e>0, V>0, 3 feH, 3 Lecb pll) < et /Alfl dp > € .

On en déduit 1'existence d'une suite (An) d'cnsenbles de @ et d'une suite
(fn) dc fonctions de H telles que

1
Wa) €= et/ Ifnl dp > & pour tout n .

D'aprés le théoréme de émulian, on peut extraire de (fn) une sous-suite (fn )

1
qui converge faiblemecnt dans L~ 3 et cette suite mettrait on défaut la conclusion
de la proposition 4. (B) est donc établie

Be Inversement, la condition est suffisantes

Nous allons utiliser le lemme 2 (f4ppendice I)e

Soit € >0, d'aprés (u) ot (B), il existe K €X et a € R tels que

Jog 12l an g e/2 et /flfl?a] |£] ap < /2

pour tout f € H .

r'd
Eecrivons zlors

£=Ilel<alk £+ | e|<alnlx £ % Y| g]5a] £ .
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Si on pbse

£ ej<alk T %% f27 [ g)<alaix T l[lfl;a] £

on a
f=1 45, |f]<al ot []f] duge .

En vertu du lemme 2 (Appendice I), il suffit de montrer que 1l'ensemble M des
fonctions f telles que |[f| < aly est faiblenent relativement compact dans

Llo

1
Montrons d'abord que M est formé dans L° pour la topologic o(L”, L')
Soit f adhérent & 1, ct suppodons que flCK;é 0 « ilors, flCKn[ £50] £0,
7
par cxemple, donc,

/ 10 ke £50] I > O .

I1 existe donc K, €%, ¥ c (K tol que / £l dp >0« Or coci est absurde,
1

puisque, f é&tant adhérent & ., il cxiste un filtre (fi) sur M tel que
/ fi ly dp tende vers / flKl dp 4 ot que / fi 1K dp= 0 pour tout i e

1 1

4iinsi, 1'adhérence de i1 est contenuc dans 1'ensemble des fonctions pe pe nulles
dans CK o Comme la boulc-wnité de L~ est compacte pour o(L” , Ll) , cette
boule=unité est faibleiment fernde § on en déduit que 1'adhérence de M est aussi
contenue dans la boule de rayon a , donc égale & M3 M est donc fermée, et
coume la boule=unité de L~ cst compacte pour oL~ , Lt

dans L7 .

) 5 M est compact

Par ailleurs 1l'injection canonique de M dans L1 est continue lorsque M
est muni de la.topologie induite par oL, Ll) et L' de o(Ll , L) o I1
en résulte donc que Ii est faiblement compact dans L

Ye Si H est relativement faiblement compact dans Ll s H est faiblement

bornée, donc fortement bornée, d'aprés le lerme 2 (hAppendice I)e

GOROLLLIRE Os - Sous les hypothdses (a) ot (b) du théoréme 1, pour que H c L'
soit faiblement relativement compact, il faut et il suffit que H soit borné
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dans L1 s parré de la propriété d'absolue continuité uniforme, et que, pour tout

e>0, il existe Ke X tel que /CKI:E‘I du < e pour tout feHe

COROLLAIRE le - Soient E un espace localement compact, et © une uesure de

Radon >0 sur E .

Pour qu'une partic H dec Ll(E s 6) soit faiblenent relativenent compacte,
il faut et il suffit que

(4) pour tout e >0, il existe un compact K cE tcl gue

/ lf d6 L e pour tout £ e H
CK =

(B) H est unifornédment intégrablca

I1 suffit d'aeppliquer le théoréue 1 on prenant X =E, B= /\g tribu des
ensembles Omiesursbles, W= 6 , prolongement essentiel dc © & B, et pour
¥ 1la fanille des compacts de E o On sait que (5)

1 L
L(E, 0)=L(E, 8, p ’

o

L(E, 6) =L(E, 8, ) ,

que

Q,

L(E, 6) est lc dual de Ll(E s 0)
et que

p(a) = sup W(K) .
Kch

COROLL.LIRE 24 = Soit (X, @ , p) un espace nesuré tel que la nesure B est
o=finiee

. 1
Pour qu'unc partiec H de L X, s s W) soit faiblenent relativenent coipacte,
il faut et il suffit que '

(4) pour tout € >0, il existe Lie B tel que

(5) cfe & cc sujet

COURREGE (Philippe)s ="Théoric de la mesure" s - Paris, Centre de Documentation
universitaire (3 paraitre)e
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W) < + @ ot /C-‘ lf] dp<e .

(B) H est uniforndment intégrables

I1 suffit de prendre pour ¥ la faznille les ansembles de mesure J finiee

On sait, d'autre part, que si u est o=finic, (X sy By p) est le dual de
1
L(XQ‘B’H)‘

COROLLLIRE 34 = Soit p une mesure bornée sur 1'especc nesurable (X s B) o

Pour qu'une partie H de Ll(X 5 B, p) soit faibleient relativenent coupacte,

il faut et il suffit que H soit unifornéient intégrables

En offet, si p ‘est bornde, la condition (u) du corollaire 2 est automatique=
ment satisfaites [Cf. renarque (b) ci-dessous pour une dénonstration directee ]

COROLLLIRE 4+ = Soit p une mesure bornée sur 1'espacc ncsurable (X ’ ®)

Pour gqu'une partie H de Ll(X s By B soit faiblement relativenent compacte,
il feut et il suffit que H soit bornée dans Ll(X s B, 1) , ct parré de la
propriété d'absolue continuité uniforme [définition 2]

Ceci résulte du corollairc 3, et du corollesire 1 de la proposition 3.

Remargues.
ae Les conditions (i) et (B) du théoréme L sont indépendantes (cfs Lppendice II,

exerples 4 ct 5).

be Le corollaire 3 domne, dans le cas oi p est bornée, un résultat agréable.
Montrons directenent lo condition suffisantes

.) ° —
£ stéerit f = l[‘fl<&] £+ l[lfiza] f .

S3i B désigne la boule-unité de L° , on a 1[I £l<a] fe aB o« Lo résultat découle

alors des remarques préliminaires et du lemme 2 (ippendice I)s

’ 1c. Le théoréme 1 entreine que, si H vérifie (i) et (B) , H est borné dens
L" « Ce résultat peut 8tre montré directement sans utiliscr les hypothéses (a)
et (b) .

Supposons donc que H soit uniforiiénent intégrable, et que, pour tout £ >0,
il existe L €@® tel que p(A) <+ o ot /CA Ifl dp £ € pour tout f e H o ilors,
H est borné dans L~
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En effet, an peut ¢crire
_ 1. , T
£=Lnl)el<a] £ TCanllg]<e] T+ '[)iza
Solel dpg ap(a) + fop 12| dus /[lfba] l£] ap

d'oh le résultate

COROLLLIRE 5+ = Sous les hypothdses du théordue 1 (ou des corollsires 1, 2, 3,),
toute partie H lgtticiellenent bornée do Ll est faibleuent rcletivenent corme

pactee

En effet, soit h e it telle que |f|] < h pour tout fe H. On a
J/ hdp= sup /Kh dp 3 done, comic / h duy <+ oy €>0 ¢<tant donnd, il existe
Kex

Ke ¥ tel que /CK hdu < e e I1 en résulte que H vérific (B) ;3 d'ou le corol=

laire, puisque H est unifornément intégrable (proposition 1)

COROLLLIRE 64 = Sous les hypothéses du théoréme 1, (ou des corollaires 1, 2, 3,)
dans 1'espace Ll s toute suite de Cauchy faible, ost faiblenent convergentes

En cffet, si (fn) est une suite de Cauchy faible, n -/ L £, dp converge
pour tout 4 € B « Donc, d'aprés la proposition 4 et son corollaire 2, 1'ensemble
H des fn a la propriété d'absolue continuité uniforme ainsi que la propriété
(4)s Cormze H est faibleouent bornd, H est bornéd dans it (lemme 1, Lppendice
I), donc d'aprés la proposition 3, H vérific emssi (c) 3§ H ost donc faible~
nent relativement coupacte La suite (fn) a donc un point acdhérent (pour la
topologie faible), dans L1 s et puisqu'elle est de Cauchy, elle converge vers
ce pointe

. . 1
3« Parties relativement compactes de L o Convergence faible et convergence en

megureca

Si (X, B, p) est un espace mesurd, nous désignerons par M(X s B 5 p)
1'espace des classes de fonctions mesurables équivalentes (pour p)e [ MX ,8,p
est identique & 1'espace quotient MX , B8 , p)/T od N est 1'ensemble des
fonctions p-négligeables. ]
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Sionpose &(f, g =inf {e | pul|f =-g| > €] <e}, & est une distance in-
variante par translation sur 1, et induisant sur I une topologie compatible
avec la structure d'espace vectoriel de 4, et appellée topologie de la conver-
gence en mesure (pour p )e Pour qu'un filtre (fi) sur i converge vers f
pour cette topologie, il fautv et il suffit que, pour tout e >0,

isl]e; -1 >¢

converge vers O o On dit alors que le filtre (f ) converge vers f 'en mesure".

Sur L (X s By n nous avons donc actuellement trois topologiess la topologie
de la norme (ou forte ( )); la topologie faible, et la topologie de la conver=

gence en mesures.

La topologie forte est plus fine que la topologie de la convergence Bn mesures
En effet Sl[lfl>€] lf’ s done

fLlel zelgg /el ap

Par contre, en général, les topologies faible et de la convergence en mesure ne
sont pas comparables {cfs Appendice II , exemple 6)s

PROPGSITION 50 = Soient (x s By p) un espace mesuré, et H un sous=ensemble

de L (X s B, ) ayant les deux propriétés suivantes

(Ai) ur tout € >0, il existe A€ B tel gue p(A) <4+ o, et /tA If] du gL e
pour tout f € H j

(Bl) H posséde la propriété d'absolue continuité uniforme.

Alors, sur H, les structures uniformes induites par la métrique de L1 s et

par la métrique de la convergence en mesure, coincidente

Il suffit de montrer que, pour tout e >0, il existe n >0 tel que :

fTeH,geld et of, g <n = J|f-¢gl aquge .

6 g '
(") ou encore topologie de la convergence en moyennes
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Soit e>0, f£f,geH, a>0 et Ae @ tel que

(Al) /bA | £] du < &/4 pour tout f e H

[ 12 el dp= Sy oalcar 1€ 6l i+ Jop g agleay 12 - €l 2
lemglpa 17 -l

< a0 s Sy Ll s lelh aue Jpppge o tlel v lelhay o

~N

. e . ‘ /4 .
Soit o= Jay 3 PO a<ng, au(h) < &/4

D'aprés le choix de 4 , le deuxiéme terme est < &/2 o

Enfin, puisque H e la propriété d'absolue continuité uniforme, il existe
Ny >0 tel que p(B) <ny => /p [f] qp<e/8 pour tout £ eHea

Posons n = inf (qo ’ ql) .

Si &(f, g) <n, il existe a >0 tel que a<n et pllf-gl >al <n e
On a alors

Jlt-¢l quge .

Ce Qe Fo Do

COROLLAIRE le = Soit (X, B, p) un espace mesuré satisfaisant aux hypothdses
(a) et (b) du théoréme L (§ 2), ou de ses corollaires 1, 2, 3¢ Alors, si H est

1
un sous-ensemble faiblement relativement compact de L' (X, 8, p) , les struce

tures uniformes de la convergence en moyenne et de la convergence en mesure coine

cident sur H .

COROLLAIRE 2+ = Soit (X , 8, p) un cspace mesurd satisfaisant sux hypothdses
(a) et (b) du théoréme 1 (ou de ses corollaires 1, 2, 3). Llors

1° Pour gu'un sous-ensemble H de Ll(X s B, 1) soit relativement compact
pour la topologie forte, il faut et il suffit qu'il soit relativement compact
pour la topologie faible, et pour la topologic de le convergence en mesuree

2° Pour qu'une suite (fn) d' éléments de Ll(X » B 5 ) converge fortement
vers f e L1 s 1l faut et il suffit qu'elle convorge faiblement, et qu'elle con~

verge cn Lesure vers f o
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La propriété 2° résulte du corollaire l, puisque, si (fn) est une suite fai-

blement convergente, l'ensemble des (fn) est faiblement ccmpacte

Hontrons 1%

V .
Soit (fn) une suitc A'éléments de H o D'aprés le théoréeme de Smulian

(ippendice I, lemme 3) on peut en extraire unc sous-suite (fn ) qui converge
X
faiblement 3 et de cette suite (fn ) , on peut extraire unc sous-suite (i353
K
qui converge en mesure } (me) converge fortement d'aprés 2° 3 d'ou le résule

tat d'aprés le critére de Bolzano~Weierstrasse

. , ey 2 1
Remarquee = Sur un sous-ensemble uniformément intégrable de L~ les topolo=
ies de la convergence en mesure et cn moyenne ne coincident pas nécessairement
g ¥

si la mesurc n'est pas bornée. (cfe sppendice II, exemple 6).

44 Généralisations diversese

. . . ' - rd
Soient ((Xi ) B s pi))ieI une famille d'espaces mesurés, et (fi)ieI un

29 2 17~
| °
élément de 121 L (Xi > B s pi)
On dit que la famille C%) est uniformément intégrable, si

lim / 5 £ ] du=0
N N B PEY R
uniformément en i e

On dit que la famille (f.) posséde la propriété d'absoluc continuité uniforme
si

Si tous les espaces mesurés (Xi s B; 5 p;) sont identiques, on retrouve le ces
étudié au § 1.

PROPOSITION 6e = Supposons qu'il existe un nombre M >0 tcl que “1(X1)-$ M
pour tout i € I « Llors, pour que la famille (fi)iEI soit uniformément inté-
grable, il faut et il suffit qu'elle possédc la propriété d'absolue continuité

uniforme, et que 1l'ensemble des /'Ifil dpi (i € I) soit borné dans R e

La condition est nécessaire ; en effct, on peut éerire
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AT /An[lfi]<a] €51 apg + /An[lfiba] 551 apg

Elle est suffisante, car

e fpay € 151
Done
L
l"‘[lfil 28']53/ I-fil dp .

Ce Qe Fo Do

PROPOSITION 7e = Soicnt ( (Xi B; » pi)) se7 lne famille d'espaces mesurds, et

I 2’ 1
(fi) un élément de iQI L (Xi > B s pi) .
Pour que la famille (fi) se1
' . . Ky - - rd o
qu il existe une application ¢ boréliennc de R+ dans R+ telle que

iel
soit uniformément intégrable, il faut et il suffit

lim -‘E(-aa)-:-l-w,g_t:
a0

sup / ¢ o |£,] dp, <+ w .
iel 1 -

On peub -lors choisir © croissante.

ng

- La condition est suffis nley, en effet soit L >0 tel que

S oo lfil du; S L pour tout ie I .
e >0 étant domné, il existe n tel que a >n => ¢(a) >,-2 done
1 .
gy lpal 1) s < g oy 90 I8l Ay <P st aza
c'est-a=dire

/Hfibaj Ifil dpiSaL pour 2>n N



-~ La condition est nécessairp, en effet pour tout a e R+ s Soit

= S £.] dp,
e = 0w Jpg 50 155] B0y

¥ est une fonction décroissente de a , et lim ¥(a) = O d'aprés 1'hypothdse
a0
d'uniforme intégrabilité.
51 3 ey, ¥ag) = 0, il n'y a qu'd prendre ¢(n) = O pour ng ag et
¢(n) = + « pour n > ag *

Supposons + « > ¥(a) > 0 pour tout a, et soit ¢(n) = @-(}—CE)- pour tout

n €R+ .
Dn a
1im 28 _ o,
N~ n
| £, (w)]

1

| 1
J 9o lfil dp,; =/m dui(w)s W/ lfil iy
puisque ¥ est decroissante, d'oh
Joolglawst
puisque
)
/gl duis/“fi,?o] |£;] ap, < ¥(0) .

Enfin, si ¥(0) = + », il n'y a qu'a prendre ¢(n) = 0 pour n<a, et
(p(n):.-qq;(l-:-l-;- pour n 2>, ot aeR osttel que + ®>Wa) > 0.
Remarquee = Soit v; lamesure >0 sur 1l'espace mesurable (R+ , (BR) image
+
de , par le.] [ V; est we mesure do Radon si j, est une mesure hornée]e

i
n a

/(P°lfi| dpiz/(pdvi .
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Appendice Ie = Quelques résultats sur les topologies faibles dans les espaces

de Banachs

LEME le = Soit B wun espace normée Tout sous=cnsemble de B faiblement borné

est fortcment borné.

En effet, 1'application qui, & tout n € B, associe la formec linéaire
x'* 5 (n, x') sur B' est une isométrie de B dans B" qui permet de consi-
dérer B comac un sous-espace de B" (muni de la topologic forte)e Si H c BN
est faiblement borné, H est équimcontinu, puisque B' o¢st un espace de Banach,
d'ol le résultat, puisque toute partie équicontinue de B" est fortement bornéee

IEM'E 2+ = Soient B un espace de Banach et U 1a boule=unité de B « Sup=
posons que le sous-cnsemble H de B soit tol que, pour tout e >0, il
exiatc un sous-ensemble He de B faiblement relativement compact, tel que

Hc Hs + €U 3 alors H est faiblement relativement compacte

Considérons, comme précédemment, B comme un sous-cspace de B! s ety pour
tout L c B", soit L 1'adhérence faible de /[ dans B¥ .Puisquc H est
fortement borné dens B (lemme 1)y il suffit, de montrer que T c B « Pour tout
>0, 'ﬁe € B, puisquo H ~est foiblement relativement compact dans B
Par ailleurs H + €U cst faiblement fermé dens BM , puisque -ﬁe est compact,
et €U est fermé 3 donec H cﬁg + €0 CB4+ €U

A

Par ailleurs, T cU", od U" est la boule-unitd de B" o Done, pour tout
e>0, Hc B+ eln,

Il en résulte que H est contenu dans 1'adhérence de B dans B" pour la
topologie fortee D'ot H CB, puisque B é&tant complet cst fermé (fortement)
dans B"

- ’ \ b4 o (3
IEME 3 [théoréme de Smulian ( 7)].. ~ Soit B un espace vectoriel normd (8) ;
de toute suite faiblement relativement compacte de B , on peut extraire une

Sous=suite faiblement convergente.

Soit U' la bouwlceunité de B' « U' est compacte pour la topologie

o(B' y B) y ot B' = U nut ,
n

(") s, [2], pe 376

g o .
() ou, plus generalcient, un cspace vectoriel topologique métrisablcs
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Ie lemme 3 résultera alors du lemme 4 ci-dessouse

LEiE 44 = Soient F un espace métrique, E un cspace topologique qui est
réunion dénombrable de sous-espaces compacts, et (fn) une suite d'applications
continues de E dens F relativcment compacte dans C(E ’ F) pour la topolo~
gie de la convergence simples .dors il existe une suite extraite qui converge

simglement.

ae Supposons d'abord que E est un espace compact nétrisable $ soit D une
partie dénombrable de E densc dans E 4, et 4 1'adhérence de 1'ensemble des

£ dans C(E y F) munis de la topologie de la convergencc simplee

Sur ., la topologic de la convergence simple dans E est identique & celle
de la convargence simple dans D « Or, cettec derniére est métrisable, puisque
D est dénombreble et F métrisablee D'ol lec résultat dans ce case

e Supposons seulement que E soit compacte

Considérons la relation d'équivalence R sur E définie par xRy <=> V n ’
fh(x) = fn(y) y ot soit ¢ 1'gpplication canogique dc E gur B =AE/R « Pour
tout n, il exiite une application contjinue fn et une sSule de E dans F
telle que fn = f o @ e Les f séparent lcs points dc B, il en résulte que
la topologic & sur B 1a m01ns fine rendant continues les fn est séparde.
Comme cette topologiec & est moins finie que celle de E/R il en résulte
d'abord que cette derniére cst séparde, et, cnsuite, puisque E est compact,
qu'clle est compacte, donc identique & G » Pulsque 1'enscuble & des fn est
dénombrable, et F métrisable, on en déduit que E est un espace métrique

compacte

Soit B 1'adhérence de l'ensemble i des f, dans CS(E s F) « On a =Ry
et feB => f(x) = f(y) , par passage 3 la limite § donc xRy <=> f(x) = £(y)
pour tout f € B « On en déduit que, pour tout f € B, il existe une applice=
tion continue £ de £ dans F telle que £o ¢=f o Soit B 1'cnsemble des
f ot feB. Considérons alors 1l'application © qui, & tout u e C(ﬁ s ),
associe la fonction uo ¢ de C(E, F) « Sa restrictiond 8 est biunivoque,
d'une part.; et, d'autre part, pour qu'un filtre (u ) converge dans CS( s ),
il faut et il suffit que la basc de flltre des (u. o @) converge dans uS(E F)e
On en déduit que la restriction de 6 2 B est un homéomorphisme de B swr B
pour les topologics induites par (E et (E F) respectivemente Comme
B est compacto, il en est de mlme dc B « On conclut alors cn utilisant (a)
et le fait que E est métriscble.
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ye Envisageons, enfin,le cas oi E est réunion dénombrable de compactse
[ o=compact, comme disent les Russese] Soit (Kp) une suite croissente de come
pacts telle que E=U Kp o I1 résulte de (ﬁ) qu'on peut extraire de la suite

(fn) une sous-suite (fn ) qui converge en tout point de K, , do colle-ci une

1,K
’
sous=suite (£ ) qui converge on tout point do K2 » c¢tee Ic procédé diagonal
K
’
donne alors unc suite extraite de (fn) qui converge en tout point de E = U Kp o
1Y
C. Q. F‘ D.

lippendice II. - Quelques contre=exempless

EXSHPIE le = X cspace localement compact, non compact 3§ B= (BI tribu boré-
lienne de X , et p umesure de Radon >0 non bornée sur X o Si

H= {1, | X compact de X}, H est borné dans L, donc uniformément intém

grable, et cependant, H n'est pas borné dans Ll .

EXEAPIE 2¢ - X coceuble queloonque, # @, 8= AX) , up= e o bel,
et, pour tout n, f = ni{b} .

Si H est l'ensemble des £ , H vérifie UW(H) , car s

}J.(A)S-z]; => bé[. => p(L) =0 => /L. ifi dp=0

pour tout fe Hao tlais si n>a,
[lg,] > a] = {b}

done

/[Ifnbaj Ifn| du=n H
ce qui montre que H n'est pas uniformément intégrable.

EXEMPIE 3+ - Reprenons 1'exemple 2, en prenant pour X un espace compact, et
@ la tribu borélienne de X « H vérifie la condition s V e s 3 K compact
tel que /CK |f] du <& pour tout f e H [prendre K= X 1]

Cependant H n'est pas borné dans Ll(X » By )y, donc H n'est pas relati-
venent compact faiblemente
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Linsi H vérifie les conditions (a) et (b) du théoréme 1 de GROTHENDIECK
([2], pe 400), sans &tre faiblement relativement compacts

Pour rendre 1'énoncé de ce théoréme correct, il suffit d'ajouter la condition

" H borné dans L' ",

EXEMPIE 4¢ = X=R, 8= 8, tribu boréliennc de R , u mesure de Lebesgue ;

£ = 1[n,n+l] H={f | nen} .

V4 co . Ve o rd
H est borné dans L , donc uniformnément intégrables

Cependent pour tout compact K , il existe n tel que
/CK’fn‘ ap = 1 ’

donc H vérifie (B) et non (4)e

EXEMPIE 5+ =~ Reprendrc 1'exemple 2 ou 1'exemple 3¢ H vérifie éviderment (4),

mais H n'est pas uniformément intégrablce

EXEMPIE 6e = X=R, B= Bz s M mesure de Lebesguee La topologie faible
sur Ll(X s By p) n'est pas moins fine que la topologic de la convergence en

mesurce

En effet, soit
1
fn::'a'l[o’n] L4

(fn) tend vers zéro on mesure, nais /-fn ldp=1 pour tout n, donc (fn)
ne tend pas vers zéro faiblement, ¢t ceci, bicn que 1'ensemble des (£) soit

uniformément intégrable et borné dans L~ .

EXEMPIE 7¢ = W mesure bornée sur (X, 8) et (AK) suite d*enscmbles de @
deux & deux disjoints tels que p(AK) = L/2K pour tout K « Si on pose

K
fK::2 1

ne satisfait pas UC(H) .

AK pour tout K, et H= {fk | K e N} s H est borné dens L1 et
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