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2-01

ENSEMBLES UNIFORMÉMENT INTÉGRABLES DE FONCTIONS

ET COMPACITÉ FAIBLE DANS L1

par Philippe COURRÈGE

Séminaire CHOQUET
(Initiation à l’Analyse)
1re année, 1962, n° 2 22 mars 1962

Notations. - Un espace mesuré est un triplet (X , (B ~ )~) eu Ë est une tribu

sur l’ensemble X , et  une mesure positive sur B  Soit (X , Il) un

espace mesuré ; L1(X , ß , ) désigne l’ensemble des classes de fonctions

~intégrables équivalentes pour ~ . Si f ~ L (X ~ (B ~ )~) ~ et si f est un

représentant de la classe f , on désignera par / f 1’ intégrale / ~ dp
( / f d~ étant indépendant du choix du représentant ~ )~ et par lA f d~ ~
l’intégrale / ~ 1, pour tout A E L~(X ~ E ~ ~) désigne l’ensemble
des classes de fonctions équivalentes bornées en mesures.

Remarque préliminaire. - Supposons que la mesure a est bornée, et soit H

un sous-ensemble de L ~ borné dans L~ (c’est-à-dire qu’il existe M> 0 tel

que M pour tout H a les deux propriétés suivantes :

a. lim |f| l 0 uniformément quand f décrit H .

b. H est faiblement relativement compact dans L (c’est-à-dire que H est

relativement compact pour la topologie 03C3(L1 , L~) sur L ). 
En effet, (a) est immédiat puisque |f| d  = 0 pour a >M et f e H 

On sait que la boule-unité A~ de L~ est compacte pour la topologie
L ) ; d’autre Part, l’injection canonique de L~ dans L est continue

quand L~ est muni de la topologie faible 1~) ~ et 1~ de 

Il en résulte que est faiblement compacte dans 1~ ~ d’où (b)~
Nous allons montrer ci-dessous que, si (X ~ (B ~ )~) est un espace mesuré con-

venable, les propriétés (a) et (b) ci-dessus sont équivalentes (théorème de
Dunford-Pettis).

1. Ensembles uniformément intégrables. Définitions.
,

DEFINITION 1. - Soit (X , ß , ) un espace mesuré. On dit qu’un sous-ensemble
H de L (X ~ s ~ ~) = L est uniformément intégrale ( ) (ou encore que H

( ) ou encore "équi-intégrable" (cf. [3]). 
........



possède la propriété d’uniforme intégrabilité), si

t!l(H)

uniformément quand f décrit H [ce qui s’écrit aussi

DÉFINITION 2. - On dit qu’un sous-ensemble H de L1(X , ß , ) a la propriété
d’absolue continuité uniforme (par rapport à Il) ( )~ si

On dit qu’un sous-ensemble H de L est latticiellement bornée s’il existe

tel que pour tout g =H .

PROPOSITION 1. - Tout sous-ensemble laticiellement borné H de L~(X ~ (B ~)
(où est un espace mesuré quelconque) possède les propriétés d’uni-
forme intégrabilité et d’absolue continuité uniforme~

En effet, ~i pour tout on a :

l’uniforme intégrabilité résulte alors du théorème de Lebesgue appliqué à la
famille g , (a ~ R+ , a ~ + ~) .

L’absolue continuité uniforme en résulte en écrivant

COROLLAIRE 1. - Tout sous-ensemble fini de L~ possède les propriétés d’uniforme
intégrabilité et d’absolue continuité uniforme. 

~ 
’ ’

COROLLAIRE 2. - Si la mesure ~ est bornée, tout sous-ensemble H de L~
borné dans L°° possède les propriétés d’ uniforme intégrabilité et d’absolue con-
tinuité uniforme. 

’ 

’

~ ~ ou encore que H est "équi-continu" (cf. [3]).



PROPOSITION 2. -. La réunion d’ une famille finie de sous-ensembles de L ~
ayant la propriété d’uniforme intégrabilité (respw la propriété d’ absolue conti-
nuité uniformo), a la même propriété.

PROPOSITION 3 - Soit H un sous-ensemble de L1(X , ß , jj) . On a les rela-

tions

Ecrivons

d’où

La 1° en résulte.

Inversement, on a

donc

d’ où le 2°.

COROLLAIRE 1. - est une mesure bornée, on a :

En effet, est une mesure bornée, -~- H borné dans 1~ . car
on peut écrire



Remarques~ 
a. Si  n’est pas bornée, UI(H) n’implique pas nécessairement que H est

borné dans L (cf. appendice II, exemple 1).

b. Si H n’est pas borné dans Ll, ttC(H) n’implique pas nécessairement
ttI(H) (cf. Appendice II, exemple 2).

c. Si H est borné dans L ~ UC(H) n’est pas nécessairement vérifié (cf.
Appendice II, exemple 7).

Ceci montre qu’un ensemble H c équicontinu en tant qu’ensemble de formes
linéaires continues sur l’espace de Banach L , ne possède pas nécessairement
la propriété d’absolue continuité uniforme.

d. Par contre, soit H un sous-ensemble de L (X ~ ? ~ ~) équicontinu en tant
qu’ensemble de formes linéaires sur L~ muni de la topologie L~) ~ alors
H a la propriété d’absolue continuité uniforme. ’

En effet, sous les hypothèses, pour tout e > 0 , il existe une famille finie

~1 ... f~ de fonctions de L et un nombre ~ > 0 tel que, pour tout 

t/ ~ g e r} (K == 1 ~ 2 ~ ... n) entraîne j / fg d~j ~ e pour tout f ~ H .

Soit alors ni > 0 tel que )~(A) ~ ~~ entraîne ) /. f.. l pour 1 ~ 
( ~ existe d’après le corollaire 1 de la proposition 1).

On a alors

pour tout f E H 1 d’ou la conclusion, puisque

2. Uniforme intégrabilité et compacité faible dans L1 .

PROPOSITION 4. - Soit une suite d’éléments de L l{X , telle que.
pour tout A e la suite est convergente dans R

l’ensemble H des f~, H= ). n ~ N} .possède la propriété d’abso-
lue continuité uniforme..



a. Supposons d’abord que, pour tout A e 03 ~ /. f tend vers 0 .

Il suffit de montrer que, pour tout e > 0 , il existe ~ > 0 tel que

p(A).$r) => pour tout n.

En effet, on a alors

Pour cela, raisonnons par l’ absurde, et supposons que

D’ après le corollaire 1 de la proposition l, il en résulte que

et

Nous allons montrer qu’on peut, sous cette hypothèse, définir par récurrence une
suite (t~ ~ d’ensembles de S deux à deux disjoints, et une suite strictement
croissante d’entiers telles que 

’

et

Supposons ce résultat établi, et soit 1.. = U on a

K K

d’où



ce qui contredit l’hypothèse

Il reste à montrer Inexistence des suites ~l~ ) et ~n ) .
Supposons la construction faite jusqu’ au rang on a

et

pour ~~j ~K~ i/ j et n.r~..~ ~~r*
Puisque

il existe n~ tel que

D’après le corollaire 1 de la proposition existe r~ 0 tel que

En faisant alors 11 = r~~ et n = n 0 + n~ + 1 dans la relation on obtient

l’existence d’un ensemble A E (8 et d’un entier n K+ ~ tels que :



et

En posant

on obtient le résultat cherché.

b. Passons au cas général.

Montrons d~ abord que

En effet, autrement, on pourrait trouver deux suites (p..) ~ (qK) et une suite

(~:K) d’ensembles de c~ ~ tels que ce (%) 5 § , PK’ K et

pour tout K . Ceci contredit le résultat obtenu en (a)~ puisque la suite
(f -f ) est telle que
PK ~K

pour tout A E ~ . d’après l’hypothèse.

Soient alors s >~ 0 ; r~ et n tels que ~1:~ ~ r~ et

On a d’ abord, pour et r



Ensuite, d’ après la proposition 1, il existe ~’ tel que (A)  r)* entraîne

.A ~2 pour tout m  n .

pour rn >~ r et ~,( l~~ ~ r~’ ) : on a 
’

oe qui achève la démonstration.

COROLLAIRE 1. - Si (f ) est une suite d’éléments de conver-

gente pour la topologie sur L1 , alors l’ensemble H des f n
possède la propriété d’absolue continuité uniforme.

COROLLAIRE 2. - Supposons que K soit un sous-ensemble B ayant les propriétés
suivantes :

(sous les hypothèses de ltà proposition 4) pour tout E > 0 , il existe

K e x tel que CK l fn| d» s e Pour tout n .

En effet, on va se ramener au cas di p est bornée; pour cela, pour tout n ,

soit  la mesure f ) 1 p , on an n

et

Soit v la mesure bornée sur ~~ f (B) définie par



Montrons que l’ on a encore

D’ abord, pour tout f E L1 , f étagée positive, on a

en vertu du 1° et du 2Q. On a donc, par passage à la limite croissante,

En particulier,

on en déduit que

Posons alors, pour tout ~,- est une mesure bornée non nécessai-
rement positive, et on a

Conne v(A) = 0 =>. p (i’à) = 0 , on a aussi, 03BD(A) rr 0 => X (A) = 0 . D’ aprèsn n
le théorème de Radon-Nikodym, il existe donc, pour chaque ; , une fonction

g e L1(X , é , v) telle que



On va pouvoir appliquer alors la proposition 4 à la suite ~ g ) et à l’ espace
n

mesuré ~~ ~ ~i ~ v est cette fois une mesure bornée.

Soit E > 0 . Il existe ~ > o tel que 03BD(A)  ~ entraîne A | gn| 1 
pour tout n.

v étant bornée, il existe K E ~ tel que donc Î s

pour tout s~ ~

Pour tout n ~ on a alors

d’où le résultat cherché.

Remarques.

a. Si X est un espace localement compacta (B = et p une mesure de

Radon positive, on peut prendre pour K l’ensemble des compacts de X $

b. Si  est une mesure 03C3-finie, on peut prendre pour K l’ensemble des
A ~ (8 tels que )~(A)  ~ oo .

COROLLAIRE 3 (Sous les hypothèses du corollaire 2). - Pour qu’une suite (f )
~ n

converge faiblement vers 0 dans L ~ .il faut et il suffit que. pour tout en-
semble A e la suite des nombres /. f d)~ tende vers 0 ~

La condition est nécessaire, montrons qu’elle est suffisante ?

L’hypothèse entraîne que lim / fg d~ = 0 pour tout g ~ L~ g étagée." 

Comme l’ensemble des fonctions étagées est partout dense dans L~ ~ il suffit

de montrer que l’hypothèse entraîne que l’ensemble H des f 
n 

est borné des
L . 

’

D’après le corollaire 2 de la proposition 4, il existe K ~ K tel que

CK d   1 pour 

Il nous reste à montrer que l’ensemble des L )f ) n e N est borné.

Or~ ceci va résulter du lemme suivant de théorie de la mesure :



lEi/ME. -. Soit ~ une mesure bornée sur l’espace mesuré (X , (B)  Pour tout

~ > 0 , il existe une partition de X en deux ensembles A et B tels que

1° Il existe une partition finie do A formée d’atomes do S relatifs à la

mesure p ( 3 ) 
" 

2° Il existe une partition finie de B formée d’ensembles de (B de

mesure ~ ~ *

[Pour une démonstration de ce lemme, cf. l’article de HALMOS (4).]
Soit alors, d’après la proposition 4~ ~ > 0 tel que )J,(~) ===> /, jfj 1 

pour tout n.

Appliquons le lemme à la restriction de p à K

Comme (BK)  q , on a B
K 

l l i pour tout K .

Comme 1 garde un signe constant sur ,’.. , on a
n j

donc

le résultat.

THÉORÈME 1 [DUNFORD-PETTIS]. - Soit (X , 03B2 , ) un espace mesuré ayant les

propriétés suivantes :

a. Bj, ~) est le dual de L (X~ (B~ 
b. Il existe un sous-ensemble K de 03B2 tel que:

( ) On dit que E e (jg est un atome relatif si pour tout F ~ (B ~
F ~ E ~ (F) = ou = 0 ; toute fonction (B mesurable est presque
partout constante sur un atome.

( ) HALMOS (Paul). - On thé set of values of a finite measure, Bull. Amer. math.
Soc., t. 53, 1947, p. 138-139.



1~ K est stable par réunion finie ~

2° ~(A)= sup ~(K) ~

3° pour tout  + 0153~

Alors, pour qu’un sous-ensemble H de l’espace de Banach Il) soit

faiblement relativement compacta il faut et il suffit qu’il possède les deux
propriétés suivantes :

(A) Pour tout e>0 ~ il existe tel que pour tout f =H .

(B) H est uniformément intégrablec

En outre, H est alors borné dans 

a. La condition est nécessaire~

Supposons que H est faiblement relativement compact dans L .
- Pour montrer (A) raisonnons par l’ absurde, en utilisant le corollaire 2 de la
proposition 4.

Supposons donc que

On a vu dans la démonstration du corollaire 2 de la proposition 4 que

On construit alors par récurrence une suite (K ) Bêlements de K deux à deux

disjoints, et une suite (f ) d’éléments de H telles que /. du > e
pour tout n .

Diaprés le théorème de 0160mulian (appendice I, lemme 3), il existe une sous-suite

(f~ ) de (f~) qui converge faiblement dans L~ ~ donc diaprés le corollaire 2

de la proposition 4~ il existe un ensemble K e K tel que /rT.. )t J e/2
pour tout p $ On peut alors écrire~ P

,Mais, les ensembles K~ étant deux à deux disjoints, )~(K) ~2. n K ) ; donc,’ 

m 
~

puisque  + lim n K~) = 0 ; donc, d’après la proposition 4 il
m~~



existe un entier ~0 tel que

Donc /ï. 1 e pour tout ce qui est absurde, puisque
m p

/~ 1 pour tout p.

(A) est ainsi établie

- Raisonnons aussi par l’absurde pour montrer (B) ; en supposant que H n’est pas

uniformément intégrable. D’après la proposition 3, puisque H est borné dans L
(lemme 1, Appendice I), UC(H) ne serait pas vérifiée, c’est-à-dire

On en déduit l’ existence d’une suite (Ap) d’ensembles de 03B2 et d’une suite
n

n do fonctions de H telles que

D’après le théorème de 0160mulian, on peut extraire de (f ) une sous-suite (f )
1 

n n ,
qui converge faiblement dans L ; et cette suite mettrait en défaut la conclusion
de la proposition 4. (B) est donc établie

P~ Inversement, la condition est suffisante.

Nous allons utiliser le lemme 2 (Appendice I).

Soit e > 0 ~ d’après (A) et (B)~ il existe K e K et a ~ R tels que

pour tout f eH.
,

Ecrivons alors



Si on pose

on a

En vertu du lemme 2 (Appendice 1)~ il suffit de montrer que l’ensemble N des

fonctions f telles que al~ est faiblement relativement compact dans

L~ ~

Montrons d~ abord que M est fermé dans L pour la topologie 

~1 ~ et supposons que f~-rv 3~ 0 ~ Hors~ 
par exemple~ donc,

Il existe donc Ki ~ K ~ K. c CK toi que / fl~ 
1 

dp. > 0 . Or ceci est absurde,

puisque, f étant adhérent il existe un filtre (f.) sur M tel que

1K1 
1 

tende vers  f1K
1 

et que  fi 1K
1 

d  = 0 pour tout i .

Ainsi, l’adhérence de H est contenue dans l’ensemble des fonctions p. p. nulles

dans Comme la boule-unité do L est compacte pour L1) , cette

boule-unité est faiblement fermée ; on en déduit que l’adhérence de M est aussi

contenue dans la boule de rayon a ~ donc égale à M ~ M est donc fermée~ et

comme la boule-unité de L est compacte pour 03C3(L~ , L1) , M est compact
dans L~.

Par ailleurs l’injection canonique de M dans L est continue lorsque M

est muni de la.topologie induite par L) et L de Il

en résulte donc que M est faiblement compact dans L ~

y. Si H est relativement faiblement compact dans Li, H est faiblement

bornée, donc fortement bornée, d’après le lemme 2 (Appendice I).

COROLLAIRE 0. - Sous les hypothèses (a) et (b) du théorème 1, pour que iI c I/
soit faiblement relativement compacta il faut et il suffit que H soit borné



dans L1 , parré de la propriété d’ absolue continuité uniforme, et que, pour tout

e > 0 , il existe K ~ K tel que )f) pour tout f eH.

COROLLAIRE 1. - Soient E un espace localement compact, et 9 une mesure de

Radon ~ 0 sur E e

Pour qu’une partie H de e) soit faiblement relativement compacte,
il faut et il suffit que

(A) pour tout e > 0 , il existe un compact K c E tel que

(B) H est uniformément intégrable.

Il suffit d’appliquer le théorème 1 en prenant X = E , (8 = A" tribu des

ensembles ~-mesurable s~ p = 6 ~ prolongeuent essentiel do e à ? ~ et pour
K la famille des conpacts de E. On sait que ( )

que

et que

C(ROLLAIRE2. - Soit (X , 03B2 , ) un espace mesure tel que la mesure  est

03C3-finie.

Pour partie H de L1(X , B , ) soit faiblement relativement compacte,
il faut et il suffit que 

’

(~) pour tout e > 0 , il existe S tel que

( ) ce sujet : .

COURRÈGE (Philippe).... "Théorie de la nesure" . - Paris, Centre de Documentation
universitaire (à paraître).



(B) H est uniformément intégrable.

Il suffit de prendre pour K la famille les ensembles de mesure  finie.

On sait, d’ autre part, que si  est a-finie, 03B2 , ) est le dual de

L~(X~ (6, ~) .

COROLLAIRE 3. - Soit  une ne sure bornée sur l’espace mesurable (X , (B) w

Pour qu’une partie H de 03B2 , ) soit faiblement relativement compacte,
il faut et il suffit que H soit uniformément intégrable.

En effet, si p est bornée, la condition (~) du corollaire 2 est automatique-
ment satisfaite. [Cf. remarque (b) ci-dessous pour une démonstration directe.]

COROLLAIRE 4. - Soit  une mesure bornée sur l’espace mesurable (X , 03B2) .

Pour qu’une partie H de 03B2 , ) soit faiblement relativement compacte,
il faut et il suffit que H soit bornée dans 03B2 , ) , et parré de la
propriété d’ absolue continuité uniforme [définition 2].

Ceci résulte du corollaire 3, et du corollaire 1 de la proposition 3.

Remarques 

a. Les conditions et (B) du théorème 1 sont indépendantes Appendice II,
exemples 4 et 5)*

b. Le corollaire 3 donne, dans le cas où  est bornée, un résultat agréable.
entrons directement la condition suffisante.

désigne la boule-unité de résultat découle
alors des remarques préliminaires et du lemme 2 (appendice I).

c. Le théorème 1 entraîne que, si H vérifie (A) et (B) , H est borné dans
L . Ce résultat peut être nontré directement sans utiliser les hypothèses (a)
et (b).

Supposons donc que H soit uniformément intégrable, et que, pour tout e > 0 ,
il existe A tel que (A)  + co ot |f| d   e pour tout f 

H est borné dans L ~



En effet, an peut écrire

d’où

d’où le résultats

COROLLAIRE 5. - Sous les hypothèses du théorème 1 (ou des corollaires 1, 2, 3,),
toute partie H latticiellement bornée do L est faiblement relativement com-

pacte.

En effet, soit h 6 L telle que |f|  h pour tout f e H . On a

/ h d~ = sup /. h donc, corme / h d~  + e > 0 étant donnée il existe
K6K 

"

Ke K tel que h e . Il en résulte que H vérifie (B) ; d’où le corol-

laire, puisque H est uniformément intégrable (proposition 1)*

COROLLAIRE 6. - Sous les hypothèses du théorème 1, (ou des corollaires 1, 2, 3,)
dans l’espace L ~ toute suite de Cauchy faible, est faiblenent convergente.
En effet, si (f ) est une suite de Cauchy faible, n ~ A f d  converge

pour tout A e (B  Donc, diaprés la proposition 4 et son corollaire. 2, l’ensemble
H des f a la propriété d’absolue continuité uniforme ainsi que la propriété
(~). H est faiblement bornée H est borné dans L (leiame 1, Appendice
I), donc d’après la proposition 3, H vérifie aussi (c) $ H est donc faible-

ment relativement compact. La suite (f ) a donc un point adhérent (pour la
topologie faible), dans L1 , et puisqu’elle est de Cauchy, elle converge vers
ce point.

3. Parties relativement compactes de Li. Convergence faible et convergence en
mesure.

Si (X ~ ? ~ ~) est un espace mesurée nous désignerons par (B ~ p)
l’espace des classes de fonctions mesurables équivalentes (pour ~ ) [ M(X . (8 .p)
est identique à l’espace quotient (B ~ où K est l’ensemble des

fonctions ~-négligeables.] .



Si on pose g) = 1 ~,~ l ~‘ «. g ~ > ~~ ~ E ~ i à est une distance in-

variante par translation sur jv1 ~ et induisant sur 1~1 une topologie compatible
avec la structure d’espace vectoriel de et appellée topologie de la conver-

gence en mesure (pour  ). Pour qu’un filtre (fi) sur M converge vers f

pour cette topologie, il faut et il suffit que, pour tout e > 0 ,

converge vers 0 . On dit alors que le filtre (1. ) converge vers f "en mesure".
i

Sur 113 , p) nous avons donc actuellement trois topologies: la topologie
de la norme (ou forte (6)), la topologie faible, et la topologie de la conver-

gence en mesure.

La topologie forte est plus fine que la topologie de la convergence nn mesure.
En effet 1 1 1 zei ~ ’ ~ ’ ’ donc

Par contre, en générale les topologies faible. et de la convergence en mesure ne
sont pas comparables (cf. Appendice II , exemple 6).

PROPOSITION 5 4 .. Soient ~X ~ ~ ~ ~,~ un espace mesuré, et H un sous-ensemble

de ~i ~ )J.) ayant les deux propriétés suivantes

(A~) pour tout e > 0’. il existe tel que ’~r1I/B A/j  ~. ~’. et /rA !fj 
pour tout f E H ;

(B1) H possède la propriété d’ absolue continuité uniforme.

.Alors,, sur structures uniformes induites par la métrique de 
par la métrique de la convergence en mesure, coïncident.

Il suffit de montrer que, pour tout ~ > 0 ~ il existe 11 > 0 tel que : 
.

B. /6B ; ou encore topologie de la convergence en moyenne.



Soit ~ > 0 , f , a>0 et A ~ B tel que

"r 
-

D~ après le choix de A ~ le deuxième terme est $ s/2 ~

Enfin, puisque H a la propriété d’ absolue continuité uniforme, il existe

111 > 0 tel que (B)  ~1 ===> B |f| d   ~/8 pour tout f 

Posons -q~) ~
Si g) ~~ il existe a >0 tel que a~ et ~[)f- g), ~.a] r) .

On a alors

. c. Q. F. D.

COROLLAIRE 1. - Soit (X~ (B~ p.) un espace mesuré satisfaisant aux hypothèses
(a et (b) du théorème 1 (§2). ou de ses corollaires 1. 2 3. Alors, si H est
un sous-ensemble faiblement relativement compact de L (X . 8 , ~) . les struc-
tures uniformes de la convergence en moyenne et de la convergence en mesure coïn-
cident sur H .

COROLLAIRE 2. - Soit (X~ @~ ~) un espace mesuré satisfaisant aux hypothèses
(a) et (b) du théorème 1 (ou de ses corollaires 1 2~ 3). Alors

1° Pour qu’un sous-ensemble H de (B~ ~) soit relativement compact
pour la topologie forte il faut et il suffit qu’il soit relativement compact
pour la topologie faible, et pour la topologie de la convergence en mesure.

2° Pour qu’une suite d’éléments de LBX ,(B , ~) converge fortement
f e L ~ il faut et il suffit u’elle converge faiblement et qu’elle con-

verge en mesure vers f .



La propriété 2° résulte du corollaire 1, puisque, si ~f ~ est une suite fai~»

blement convergente, 1? ensemble des (f ) est faiblement compact*

entrons 

Soit (f ) une suite d’ éléments de H , D’ après le théorème de Smulian

(Appendice 1, lemme 3) on peut en extraire une sous-suite (f ) qui converge
nK

faiblement ; et de cette suite (f ) , on peut extraire une sous-suite (f )
nK ~K

qui converge en mesure ; (f ) converge fortement diaprés 2° ; le résul-
mK

tat d’après le critère de Bolzano-Weierstrass.

Remarque. - Sur un sous-ensemble uniformément intégrable de L~ les topolo-

gies de la convergence en mesure et en moyenne ne coïncident pas nécessairement

si la mesure n’est pas bornéeo ( cf. appendice II~ exemple 6) .

4. Généralisations diverses.
Soient ( (x. ~ z ~i. l y ~.. ~ ~ . l ~.E I une famille d’espaces mesurés, et (f . ) . z lE T un

élément de L1(Xi , Bi , i) .
3. l.E

On dit que la famille (f.) est uniformément intégrable, si

uniformément en i .

On dit que la famille ~f~~ possède la propriété d~ absolue continuité uniforme
si

Si tous les espaces mesurés (Xi , 03B2i , i) sont identiques, on retrouve le cas
étudié au § 1.

PROPOSITION 6. - Supposons qu~ il existe un nombre 14 > 0 tel que ~.(X.)  M
pour tout i Alors, pour que la faille soit uniformément inté-

grable~ il faut et il suffit qu’elle possède la propriété d’absolue continuité
uniforme.. et que l’ensemble des / |fi| ( (ie I) soit borné dans R .

La condition est nécessaire ; en effet, on peut écrire



Elle est suffisante, car

Donc

C.Q. D.

PROPOSITION 7. - Soient ((X~ B~ ~ ~~ famille d’espaces mesurés, et
un élément de H L1(Xi , 03B2i , i) .

Pour que la famille soit uniformément intégrable, il faut et il suffit
qu’il existe une application (p borélienne do R dans R telle que

lim ~.=+ ., et~ 

0n peut alors choisir 03C6 croissante.
’~I°~/~1~

- La condition est suffisante, en ef f et soit L > 0 tel quo

e > 0 étant donné, il existe n tel que a  n ~ 03C6(a)   a ~ donc

c’est-à-dire



~ La condition est nécessaire en effet pour tout soit

W est une fonction décroissante de a , et lim W( a) = 0 d’après l’ hypothèse
a-zo

d’uniforme intégrabilité.

Si E ao , Wao> = ° , il n’Y a qU’à prendre 9n> = ° pour n 5 ao et

?(n) = + m POUr n > a~ .

Supposons + co > W(a) > 0 pour tout a , et soit p(n) =  pour tout

n 

Dn a

puisque T est décroissante, d’ où

puisque

Enfin~ si ~(0) =+ ce , il n’ y a qu’ à prendre (p(n)= 0 pour et

03C6(n) = x 03A8(n) pour n ou a ~ R+ est tel que + > 0.

Remarque. - Soit 03BDi la mesure  0 sur l’espace mesurable (R+ , (Bp ) image
de i par |fi| [ 03BDi est une mesure de Radon si u. est une mesure bornée].

On a



Appendice I. - Quelques résultats sur les topologies faibles dans les espaces
de Banach.

1. - Soit B un espace norme. Tout sous-ensemble do B faiblement borné
est fortement bornée

En effet, l’ application qui, à tout n ~ B , associe la forme linéaire
x’ ~ (n , Xl) sur B’ est une isométrie de B dans B" qui permet de consi-
dérer B comme un sous-espace de B~ (muni de la topologie forte) $ Si H c B"

est faiblement bornée H est équi-continu, puisque B’ est un espace de Banach,
le résultat, puisque toute partie équicontinue de B~ est fortement bornée.

IEMME 2. - Soient B un espace de Banach et U la boule-unité do B. Sup-
posons que le sous-ensemble H de B soit toi que, pour tout e > 0 , il
exiate un sous-ensemble X de B faiblement relativement compacta tel que
H c H 

c 
+ eU 3 alors H est faiblement relativement compact.

Considérons, comme précédemment, B comme un sous-espace de B" , et, pour
tout A ~ B" , soit’! l’adhérence faible de A dans B" . Puisque H est

fortement borné dans B (lemme 1)~ il suffit, de montrer que ’B c B . Pour tout
~ > 0 , H~ ~ B , puisquo H~ est faiblement relativement compact dans B.
Par ailleurs ~ + e7 est faiblement fermé dans puisque Tî 

~ 
est compacta

et e? est fermé? donc ’Bc’S ~,
s

Par ailleurs, ’!î c U" , où U" est la boule-unité de B". Donc, pour tout
e>0, Hc B+eU" .

Il en résulte est contenu dans l’adhérence de B dans B" pour la
topologie forte. D’où H c B ,puisque B étant complet est fermé (fortement)
dans B" ~

3 [théorème de 0160mulian (7)]. - Soit B un espace vectoriel normé (8) ;
de toute suite faiblement relativement compacte de B, on peut extraire une
sous-suite faiblement convergente. 

Soit U la boule-unité de B . U’ est compacte pour la topologie
B) , et B=U nU’ .

n

(7) cf. [2], p. 376.

( ; ou, plus généralement, un espace vectoriel topologique métrisable.



Le lemme 3 résultera alors du lemme 4 ci-dessous.

Soient F un espace métrique~ E un espace topologique qui est

réunion dénombrable de sous-espaces compacts. et (f) une suite d’applications
continues de E dans F relativement compacte dans C(E , F) pour la topolo-

.gie de la convergence simple. il existe une suite extraite qui converge
simplement.

a~ Supposons d’abord que E est un espace compact métrisable ; soit D une

partie dénombrable de E dense dans E ~ et A 1’adhérence de l’ensemble des

f dans C(E , F) munis de la topologie de la convergence simple.

Sur : , la topologie de la convergence simple dans E est identique à celle
de la convergence simple dans D. Or, cette dernière est métrisable, puisque
D est dénombrable et F métrisable. D’où le résultat dans ce cas.

P. Supposons seulement que E soit compact.

Considérons la relation d’ équivalence R sur E définie par xRy (===> V n ,
= fn(y) , et soit 03C6 l’application canonique de E sur E = E/R . Pour

tout n ~ il existe une application continue ~ et une seule de E dans F
A ~ 

’ n A

telle que fn = fn ° 03C6 . Les f séparent les points do E , il en résulte que
la topologie 5 sur E la moins fine rendant continues 

n 
est séparée.

Comme cette topologie S est moins finie que celle de E/R , il en résulte
d’ abord que cette dernière est séparée~, et, ensuite~ puisque E est compacta
qu’elle est compacte, donc identique à 5 o Puisque l’ensemble 1 des n est

dénombrable, et F métrisable, on en déduit que E est un espace métrique
compact.

Soit B l’adhérence de l’ensemble A des f dans F) . On a xRy
et feB =~ f(x) ==f(y) ~ par passage à la limiter donc xRy ==> f(x) = f(y)
pour tout f ~ B . On en déduit que, pour tout f ~ B , il existe une applica-
tion continue  de È dans F telle que  03BF 03C6 = f . Soit Ê l’ensemble des
f eu f 6 B . Considérons alors l’application 6 qui, à tout u e C(Ê , F) ,
associe la fonction u de C(E , F) . Sa restriction à Ê est biunivoque,
d’une part.; et, d’autre part, pour qu’un filtre (u.) converge dans C~(Ê ~ F) ,
il faut et il suffit que la base de filtre des (ui o (p) converge dans F).
On en déduit que la restriction de e à B est un homéomorphisme de  sur B

pour les topologies induites par F) et F) respectivement. Comme
B est compacte, en est de môme de B . On conclut alors on utilisant (a)
et le fait que E est métrisable.



y. Envisageons, enfila le cas où. E est réunion dénombrable de compacts.

[ 03C3-compact, comme disent les Russes.] Soit (K ) une suite croissante de com-

pacts telle que E = U K . Il résulte do (p) qu’on peut extraire de la suite
P ~

(f ) une sous-suite (f ) qui converge en tout point de Kl’ de celle-ci une
sous-suite (fn2,K ) qui converge on tout point ’ 

etc. Le procède diagonal

donne alors une suite extraite de (f ) qui converge en tout point de E = U K a
~ 

p P

G. F. D~

Appendice II. - Quelles contre-exemples.

EXEMPLE 1. - X espace localement compact, non compact ; B = (Ey tribu boré-

lienne de X , et  mesure de Radon  0 non bornée sur X . Si

H = 1 K compact de X} ~ H est borné dans donc uniformément inté-

grable~ et cependant, H n’est pas borné dans L ~

EXEMPLE 2. - X ensemble queloonque, ~ ~ , ?= P(X) ,  = ~b où 

et, pour f 
Si H est l’ensemble des f ~ H vérifie car :

pour tout 

donc

ce qui montre que H n’est pas uniformément intégrable.

EXEMPLE 3. - Reprenons l’exemple 2, en prenant pour X un espace compact, et
(B la tribu borélienne de X . H vérifie la condition : V e , B K compact
tel que CK |f| d   ~ pour tout f ~ H [prendre K= X il.
Cependant H n’est pas borné dans (B ~ ~) , donc H n’est pas relati-

vement compact faiblement.



Ainsi H vérifie les conditions (a) et (b) du théorème 1 de GROTHENDIECK

~~2~a p. 400), sans ~tre faiblement relativement compact.
Pour rendre l’énoncé de ce théorème correct, il suffit d’ajouter la condition

" H borné dans L 1 t~.

EXEMPLE 4.- tribu borélienne de mesure de Lebesgue ;

H est borné dans L~ ~ donc uniformément intégrable
Cependant pour tout compact K ~ il existe n tel que

donc H vérifie (B) et non (A)$

EXEMPLE 5. - Reprendre l’exemple 2 ou l’ exemple 3. H vérifie évidemment (A),
mais H n’est pas uniformément intégrable.

EXEMPLE 6. - X = R , mesure de Lebesgue. La topologie faible
sur L 1 ~X f ~ ~ )~) n’est pas moins fine que la topologie de la convergence en
mesure.

En effet, soit

(f~) tend vers zéro on mesure~ mais / f 1 d~ == 1 pour tout n ~ donc (f )
ne tend pas vers zéro faiblement, et ceci, bien que l’ensemble des (f ) soit

uniformément intégrable et borné dans L .

EXEMPLE 7. -  mesure bornée sur (X , S) et (AK) suite d’ensembles do (B

deux à deux disjoints tels que (~(~) == 1/2~ pour tout K ~ Si on pose

~K = ~ ~ tout K ~ et H = {f~ ) Î K e N} ~ H est borné dans L~ et

ne satisfait pas tC(H) .
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