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Séminaire CHOQUET 1=01
(Initiation & 1'Analyse)
lre année, 1962, n° 1 ler et 8 mars 1962

PRINCIPE DE BALAYAGE, PRINCIPE DE DOMINATION (1)

par Gabriel MOKOBODZKI

le Notationss Position du probléme.

Soient X wun espace compact, G un cbne convexe de fonctions numériques cone

tinues sur X , et soit H un compact de X o

1° On dit que C satisfait au principe du balayage dens H si, pour toute
mesure H\Z‘O sur X , il existe une mesure v > 0 de support dans H , telle

que
Jfdvg/fap pour toute f eC .
2° On dit que C satisfait au principe de domination dans H si les relations
(£ e0) (£(x) >0, V xeH impliquent (f(x) >0, V xeX).

Le probléme posé est le suivant 3

Existe~t~il, pour un cbne convexe C donné, un plus petit compact H tel que
C satisfasse aux principes de balayage et de domination dans K e Moyennant
des hypothéses convenables sur C s ce probléme admet une solution, et il y a
équivalence entre les principes de domnination et de balayage dans un compact H

donné.

Enfin, on peut se demander s'il existe un plus petit ensemble & c H tel qu'il
existe, pour toute mesure p >0 sur X s une mesure Vv portée en un sens plus
ou moins strict par 1l'ensemble & , et telle que

/ fadv /'f dp  pour toute f e C v

1 e re . P . 2 Il
(") Le présent expose constitue la rédaction développée de 3

HOKOBODZKI (Gabriel)s = Balayage défini par un cBne convexe de fonctions
numériques sur un espace compact, Ce Re Acade Sce Paris, te 254, 1962,
Pe 803805,
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2¢ Préliminairese

Soient E un espace topologique séparé, < wune relation d'ordre sur E .

PROPOSITION 2ele =~ Les conditions suivantes sont équivalentes

1° Le graphe de £ daens E x E est fermé.

2° Soient x, y € E si, pour tous voisinages V et W de x et y respec-

tivement, il existe x'e V et y'e W tels que x'< y' , alors x Ky o

3° L'application multivoque

x ~ A=1{y; yeBE, y<x}

est semi-continue supérieurement (définition équivalente au graphe fermé).

S5i g vérifie ces conditions, on dit qu'elle est compatible avec la topologie
de E

Définitions = Soient E et F deux espaces topologiques séparése On dira q'une
application multivoque ¢ de E dans F est semi-continue supérieurement

(se co 54) au sens fort si

1° pour tout x € E, ¢(x) est un compact de T,

2° pour tout voisinage ouvert W de ¢(x) dans F s il existe un voisinage
ouvert V de x dans E, tel que

(x* e V) => o(x') cW .

PROPOSITION 2424 - Soient toujours E et F deux espaces topologiques sépa=-

rés, ¢ une application multivoque sSe ce Se au sens fort et f une fonction nu~
mérique Se ce Se (sens ordinaire) définie sur F « On pose

foolx)= sup f(y), V xeE .
yep(x)

A‘Lors_ foe=h est se ce se sur E &

En effet, si f e o(x) <A, ¢(x) est contenu dans 1'ouvert

We {ys yeF, £(y) <A} ’

d'ol le résultate
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PROPOSITION 243+ = Soit ¢ une gpplication multivoque Se ce S8e de E dans

F « Si, pour tout x € B , il existe un voisinage V de x et un compact KX

de F, tels que

(x* e V) => (o(x') cK)

alors ¢ est semi-continue supérieurement au sens fort.

Démonstrations

ae La condition (1) est vérifide, car ¢(x) est fermé dens un compact pour

tout x *
be Soit W un voisinage ouvert de ¢(x) 3 (W n K est compact, donc fermé.

D' autre part, le graphe de ¢ restreintd V est fermé dans V x K o4 I1
résulte d'un théoreme classique que l'ensemble des y € V, tels que
ofy) n (CWn K) £F , est fermé dans V , et ne contient pas X «

Application. = Soient E wun espace topologique séparé, <« une relation

d'ordre competible avec la topologie de E .

Soit A ={y3; yeEj; y<x}.Onsuppose que, pour tout x e E, il existe

un voisinage V de x et un compact K CE tel que
(x'* e V) => (AX' c K) )

PROPOSITION 244+

1° L'gpplication x -~~~ AX cst So ce S» au sens forte

2° Toute famille filtrante décroissaute d°éléments de E admet un &lément

minorante Par suite, tout élément de E est minoré par un élément minimal.

Soicnt maintenant F un cspace veetoriel topologique localcment convexe

sépapé, C, , G, doux cBnes convexes fermés de F .

PROPOSITION 2456 =~ 81 G; n (- G,) = {0} et si C, est 3 base compacte B,

alors Cl + 02 est un cdne convexe fermé.

Démonstrations = Soit x & G, + G, 5 ceci s'écrit encore

- (L=-MNB)nC;=¢g
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pour 13A >0 , et aussi pour A= O, puisque C; n (=~ C)) = {0} .

Considérons le convexe compact D= U (Ax = (1 -A) 3) .0na Dan c, = g

0<A<1
I1 existe alors un voisinage convexe ouvert V de O, tel que
(D+ V) n G, = 7 o Soit alors 03 le cbne convexe ouvert engendré par (D + V) .
On a 03 no, = g et - G, c “0'3 e Il existe une forme lindaire continue f

sur F telle que
f(y) >0 pour tout y e C,
f(y) < 0 pour tout ye Cy
- et par suite
f(y) >0 pour tout y e C, .

D'ot 1'on a f(x) <0 et f£(y) >0, pour tout y € C, + G, ; autrement dit :
x ¢ Cl ¥ 32 .

3e Etude du balayage.

Ces préliminaires étant établis, abordons notrc problemes

Notationse = Soient X un espace compact, c(x) 1'espace vectoriel des fonc-
tions numériques continues sur X , muni de la topologie de la convergence uni-
forme, ¥(X) 1'espace des mesures sur X , muni de la topologie vague, m(x)
1'cnsemble des mesures positives sur X €' (X) 1'enscmble des fonctions posi-
tives de C(X) .

' d
DEFINITION 3+le = On dit qu'un ensemble C ¢ G(X) est lindairement séparant,
si quels que soient x; , x,€ X, X, £ X, 5 il existe deux fonctions

fl ’ f2 € C dont les restrictions au compact {xl ’ xz} soient linéairement

indépendantes.

Soit alors un cbne convexe C c C(X) séparant lindairement les points de X e
On. pose ¢

X = {x; xeXs f£(x) >0, V fecC} 3

henx) s /fraps0, V fecC} .

(@]
(@)

I
-
iy o

.
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On suppose que Gy n (= T (x)) = {0} .
Ceci est équivalent & 1'existence dans C d'une fonction fy> 1. (Considérer

un hyperplan fermé séparant strictement CO et le compact =~ ml(x) o)

‘s - +
En outre, pour éviter un cas trivial, on supposera X £X

DEFINITION 3.2+ = Le cdne vaguement fermé G, définit une relation de pré-
ordre sur MX) : (p<<V) <= (v=-p € Cp « Soient p et v e M(Z) 3 on
dira que p est une balayée de v si p <<v etque pe (X)) se balgye dans
un ensemble A universellement mesurable s'il existe v elf(X) s V<U,

v étant portée par A .
DEFINITION 343+ = Un ensemblc borélien A C X sere dit stable si, pour tout
x € A ot toute belayée o de e _, ona oCA) = 0«

Toute intersection non vide de compacts stables est un compact stable (toute
réunion d'ouverts de mesure nulle est de mesure nulle) et tout compact stable

contient un compact stable minimale.

Toute intersection dénombrable d'ensembles boréliens stables est un ensemble

borélien stablee

PROPOSITION 3.1,

1° Pour toute £ € C n C(X) ’ f-l(O) est vide ou est un compact stablce

2° Tout compact stable minimal non~contenu dens x* est réduit & un pointe

Un tel point sera dit un point~frontiére.

Démonstrationes

1° Soit xef‘l(o);éq!,etsoit o<<e , 020.0na 0g/fdogf(x)=0;
par suite, /£ do= 0.

2° Soit K un compact stable non contenu dans X s ot solent x, 4 x, e K,
x, # X, 5 avec X ¢ x* .

Il existe alors f; € C telle que f,(x;) <0 et que £, et f, soient
linéairement indépendantes dens K « (On rappelle que fo€C et que fy>1 o)

Soit alors

T
>\.= lnfm H

xeK
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-l -l .
ona A<O, posons g=f; = Xye+na g (O)nK£LF et g (0) nK, qui

est un compact stable, différent de X «

Par suite, pour tout K stable minimel K¢ X' , ona K= {x} s

COROLLAIREs = Soit & 1'ensemble des points frontiérese Si f € C et si

£f(x) >0 pour tout x e &, alors f(x) > O pour tout x ¢ X
£,(x)
(Considérer 1la fonction f = Ay o A= :Lnf -——(—-) lorsque A< 0)

DEFINITION 3e4e = Soit C* 1le cbne convexe fermd engendré par les mesures
= (ex-ox) ou x€X et o, est une balayée de ex. Ona C¥co _e_‘g c*

0

définit une relation de Préordre notée < plus fine que <<

PROPOSITION 342+ = Le cbne C* ainsi définicst saillant, et définit donc une
relation d'ordree

La proposition va résulter des doux lemmes suiventse
IEME 3ele = Soit C'={f; fecdX); /faux0, Vv peC*}.
Si f;, fy € C', alors inf(f, , f) e C' .

I1 suffit de vérifier, pour les p e C* y K=&, = q 4 que

Jinf(£, , £5) da, < mf(£; , £,)(x) .

Or

[t do, c£i(x0)
J £, do_ < £,(x) ,

d'el lc résultate

Enfin C' est fermé, et C'> C

LEME 3426 = L'espace vectoriel H= C!' = C' ost réticulé et partout dense
dans dX) .

Cela résulte de 1'identitéd

inf(hl-gl,h2~g2):inf(hl+g2,h2+gl)..(gl+g2) .
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On applique ensuite le théoréme de Stone-Weierstrasse.
Considérons asintenant la restriction de < & I (X) x I (X)
LEAE 343s - Pour toute u e I (X) , il existe un voisinage V de p dans

7 (X) » 6t un compact X c M (X) tel que l'ensemble Ap' = {vi v el (X) ; v<pl
soit contenu deans X pour tout p'e V AT (X) W

En effet, il existe fyeC, f5>1.

Soit V , défini par la relation
(WeV) <=> [/fydlu=-p)| <e
alors Au' est contenu dans le compact
K={v; vell(X ; /fodvsffodp+e} .

Nous sommes donc dans les conditions de la proposition 2e4e Nous en déduisons

les corollaires suivantse

PROPOSITION 3e34 = m‘“(X) est inductif pour la relation d'ordre opposée & =< e
Par suite, toute p e M (X) admet une balayée minimale (Nous sous~entendrons

toujours "minimale dans JTL"’(X) "),

DEFINITION 3.5+ = Pour toute p eI (X) , on pose
*
P(w) = (0 =77(X)) n C

(on a aussi P(u) = p = 41 ) et, pour toute f € C(X) , on définit f* sur
W (X) per

f¥u) = sup /£ do .
o€P(p)

PROPCSITION 3.4
1° Pour toute p e M'(X) s F(p) est convexe et compacts
2° L'gpplication multivoque P est Se co Se au sens forte

3° P est positiveuent homogéne et concaves
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P(kl B+ Ky “2) ) (kl P(pl) + k P(pz)) avec k; , k> 0 .

COROLLAIRE.

1° Ies fonctions f  sont positivement homogénes, positives concaves, semiw

continues supérieurement dans I (X) o Par suite, si pe I (X) ,
/ f*(sx) du(x) € £¥(u)  pour toute £ e OX)

( % est enveloppe inférieure d'une famille de formes linéaires continues dans

JILJ‘(X) , convexe et compact)s

2° 8i p est minimale, P(u) = {0}, f*(p) = 03 pour toute f € ¢(X) , la

mesure H est portée par

. *
Ao={x; xeX; f(sx)-.:O}

qui est un G6 N

Remarques - Les relations (P(u) = {0}) et ( p est minimale) sont équive-
lentese Donc si p est minimale, et si v<pu, vel (X)), v 1'est aussie

Définitione = Pour tout f e ¢(X) , on définit T sur X per

T(x) = sw /fdo H
0203 o<e,

pour tout x € X , on a 1l'identité
() = £2(x) + (- D" (e)

PROPOSITIONs = Pour tout couple o, & € m(x), o< e, s ona /T dogF(x)
pour tout fe ¢(X) »

Démonstratione = On a

JTdo=/fdos /(=)  do</fdo+ (= )* (o) ;

or
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(= )% (o) = sup (/£ do -/ £ av)

pVae]
d'ou
JTacgsup / £favgsup /£ dy=F(x) .
V<o v<8X

COROLLATRE. = Soit £ e €'(X) 5 si (D™ (0) n'est pes vide, c'est un G,
stable.

DEFINITION 3.7+ - Soit T 1'ensemble des couples (£, p) 5 £ € (%) ,
bhell(X), u# O, tels que /f du= 0. On définit la relation suivante sur
T s

(e, W =l (g V1 &= [(p<V) et (B<H)] .

PROPOSITIONe. = Soit (f , M) € T avec p minimale
1° u ne change pas xr et K est portée par le Gs stable (';'t")"l (0) «
2° I1 existe (f', p') €T, telque (f', W) — (£, W avec, de plus,

la condition f'(x) > 0 s pour tout x € xt .

Démonstratione

1° Pour toute mesure v >0 , portée par x*t sy ona 0<vyj par suite, si p
est minimale, p ne charge pas X" o D'autre part, p est portée par le Gg
-1 . -
A_f et par f (0); par suite, p est portée par leur intersection (%) 1 (0) «

2° Soit K wun compact de X tel que K c ('f")"1 (00, KnX" =g ot
. -1
R(K) > p(X)(L =€) ot 1>e>0 e Come (T) (0) est un Gg » on peut trou-
ver un compact K'> K qui soit un G o K' jouissant des mBmes propriétés
que K o

L'espace X étant normal et T se ae Se , il existe une fonction f' e cr(x)
telle que f'> T et que f""l(O) = K' « Le couple (f', pK,) répond 3 la
questions. :

Remarquee = Il est équivalent de dire que x est point-frontiére ou que g,
est minimgles
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PROPOSITIONe = Soit (f, W € T avec M minimale, Il existe alors un point-

frontiére dans £ (Q) «

Démonstrations = On construit, par récurrence, une suite (£ , ) d'éléments
de T +telle que

“we

(fo ’ Ho) = (f ) PO
(fn+l ’ “n+1) — (fn ’ p'n)

i) nx =g .
Le compact

k=N 740 =N @)™ (0)
n B n
est stable et KnX =g .
Par guite K contient un point frontiéree

COROLLAIREs = Soit A un Gy tel que An&=g@, alors p(4) = O pour
toute mesure minimales On dit encore que les mesures minimales sont pseudo-portées

par & e

PROPOSITIONe = S'il existe dans C' une fonction fl telle que

(hyvel™@, pév, n<v) = (Je,@m</z o)

alors l'ensemble & des points-frontiére est un G6 et toute mesure minimale est
portée par & .

En effet, on a alors & = (;f"l")"l (0) = Ay et toute mesure minimale est portée
1

par Afl o
Cette condition est, en particulier, réalisée lorsque X est métrisable.

Cas particulier qui fournirait le théoréme de représentation intégrale de

Choquete = Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé,
X un convexe compact de E .
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Soit C 1'espace vectoriel des fonctions affines continues dans X e

Ie cdne C cst lindairement séparant et les points-frontiére sont les points
extrémaux de X o Enfin le relation (u <<v) équivaut d dire que p et v
ont mdme barycentre et mdme masse totales

4, Réciproque du principe de domination dans un compacte

Rappelons que dans nos hypo+'®ses figure la condition
Con{ T(®)=1{o} .
Soit alors H un compact de X tel que les conditions

(reC) , (f(x)> 0, Y xeH) entrainent (r e &(X))

(principe de domination dans H ).

Cela signifie encore que, si l'on a f fdo >0, pour tout o € CO et pour
tout o e I (H) » alors /£ dp >0 , pour toute K e M (X)

Mais WX) est localement convexe ct séparé pour la topologie vague, et C(X)
est son duale Par conséquent, le principe de domination signifie que

THE ¢ Cp + il :) N

Or, d'aprés la propcsivion 2.5, Cq dT(H) est fermé lorsque Cyn (- 5t (n)) ={0}

et que H est compact, donc

ot T(H)

1(X) c o

ce qui n'est autre que 1l'expression du principe de belgyage dans H




