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Sémine.ire C. CHEVALIEY 5-01
TR 16 juin 1958
TORSION HOMOLOGIQUE ET SECTIONS RATIONNELLES .
par Alexandre GROTHENDIECK

[Cet exposé a gté rédigé et complété sur certains points en septembre 1958,

1, Espaces homegénes de groupes aifines résolubles.

Comme dons les exposés précédents, on suppose fixé une fois pour toutes un corps
‘de bese Xk algébriquenent clos.

"PROPOSITION 1. - Soient X uﬁ espace algébrique affine, G un groupe affine

connexe unipotent. Alors tout espace fibré principal P localement trivial sur

5 de ggouge G, est tr1v1alo

Récurrence’ sur n= din(G) + 81 n =0, c'est trivial, si n=1 , on sait que
G est isomorphe au groupe ‘additif ko ({67, théoréme 4) donc le groupe des
~ classes de fibrés prineipaux locﬂlenent triviaux sur X , de groupe G, s 1dentif16

a’ Hl(X ’AMX) s dfol Oy désigne le faisceau des anneaux locaux de X . Ce groupe
est nul s1 X est affine, comme il est bien connu.

‘Supposons n > 1, et le résultat démontré pour les dimensions < n . Il existe
alors un sous-groupe fermé invarient G' de G , distinct de (¢) et de G .
Dtaprés un théoréme de Rosenlicht, G  fibré par G' est localement trivial,
d'od il résulte aussit8t que P est un fibré principal localement trivial sur
P/G' , de groupe G? 3 d'~utre part P/G' est un fibré'prinéipal localenent tri=-
vial sur X , de groupe G/G' . Comme G' et G/G! sont des groupes affines
connexes résolubles unipotents ([47), corollaire au théoréne 3), de dimension
< n , l'hypothdse de récurrence montre que les fibrés précédents ont chacun une
section réguliére. En composant ces sections, on trouve une section réguliére de
P sur X , ce qui prouve que P est trivial.

' 1
REMARQUE. - On s'est seulerent servi du fait que H (X ’AEX) =0 . On peut
montrer aussi facilement que le résultat obtenu reste encore valable si on
ne suppose plus G connexee.

PROPOSITION 2. - Soient R un groupe affine résoluble connexs, R' un sous-

groupe fermé comnexe, N (resp. N!') la partiec unipotents de R (respe. R'),
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T (resp. T') un tore moximal de R (resp. R'), on suppose T!' CT . On a
R=T.N, R'=T,N (produits semi~-directs de groupes algébriques), ge_ qui
permet d'identifier T & RN, T' & R'/N', d'ob un morphisme naturel

p ¢ R/AR' = T/T

i. Ce morphisme p définit R/R' comme un espace fibré trivial sur T/T! ,
de fibre N/N!'

it. N/N' est isomogphé (en tant que variétd algébrique) A un espace affine
K" . '
o

Signalons tout de suite le corollaire suivant, résultat de la conjonction de(i)
et(ii) et du fait que T/T' est un tore, donc est isomorphe a jEfn (Ca]) s

COROLLAIRE., - Soient R un groupe affine résoluble connexe; R' un sous=-groups

4 b i} .
ferné connexe, alors R/R' ost une variété isomorphe 3 K x k™ » donc isomorphe
v AMA AN

a4 un ouvert d'un espace affine km+n °
AN

* Démontrons la proposition 2.

i. Coome T est un tore, T' un sous=-tore, il résulte facilement de [4 ],
corollaires 3, 4 au théortme 2, p. 4,qu'il existe un autre sous-tors T"  de
T tel que T s'identifie au produit des groupes algébriques T' et T" « On
peut donc identifier T/T' & T® ., Définissons

£t T" x N —> R/R!
par
£,(t" , n) = t"n nod R' ;

~on obtient un morphisme de variétés satisf~isant fo(t" , On') = fo(t" , 1) pour
n' € N' , Comme la variété quotient de T" x N par N' s'identifie & lo wvariété
produit T" x (N/N') (c'est par exemple une conséquence du fait que N fibré
par N' est localement trivial, d'aprés le résultat cité de Rosenlicht), £
définit par passage au quotient un morphisme de variétés

(0]

£: T x (N/N') = R/R' .
" Définissons de m&me un morphisme

g, ¢ R=>1T" « 4(N/N')
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par
go(t"t'n) = (t", trote ™ mod N')

pour t'e " , t' €Tt , neN (riotant que 1l'application (t" , %' , n) = t"t™m
de TWx T'xN dans G est un isomorphisme de variétds algébriques). On a pour
reR, rekR, go(l‘l") g (r) , car on peut derire r = t't™n , r' = tin!
(the ™, e T, neN, n'elN') Q'od rr' = t".(t't ). ((1:"'1 nt! )n*)

ot par suite g (rr') = (t, (1-,'1-.1)((1;"'1 ntl)n‘)(t'tl) nod N') or 1'expression
éerite dans 1e deuxiéme facteur du deuxilme mambre est congrue mod N' au trans—
formé de (ti nt!) par (t't}) (le trensforné de n' par ce néne élément

étant dans N'), donc est congrue & t'nt'” , d'ou

g (rrt) = tv , ttatt™ nod 1) = g,(r)
Per suite g définit par passage au quotient un morphisne de variétés
o .
g s R/R' =5 T x (N/N')

On vérifie aussit8t que gf et fg sont les applications identiques, donc f
est un isomorphisie de variétés. Comme eet isomorphisme est compatible avec les
projections sur T/TY = T ,(4) est démontré.

ii. On procdde par récurrence sur din(N) = n , 1l'assertion étant triviale si
n=0, et résultant du fait que N est isomorphe a k si n=1, Supposons
n >1, et 1l'assertion démontrée pour des dinensions < n . Soit
d ,ldim(N) - din(N') , on procdde par récurrence sur d , 1'assertion étant tri-
viale.s1 d =0 . Supposons d > 0 , et 1%assertion dérnontrée pour des différences
de dimension < d + On a donc N' # N, donec le nornalisateur connexs N* de N
est distinct de N' ([6], N° 1, lerms). D'aprés le résultat de Rosenlicht déja
cité, N est fibré localement trivial sur N/N" , ds groupe N" , donc ls
£ibré associé N/N' est fibré localement trivial sur N/M , de groups N"/N' .

D'aprés 1l'hypothése de récurrence, N/N" est isomorphe & un espace affine,
donc a fortiorl est une variété affine. En vertu de la proposition 1, coume
N"/N* est un groupe affine unipotent connexs, il s'ensuit que le fibré précédent
est trivial, donc N/N' est isomorphe & la variété produit (N/N®) x (Ne/N') .
On est ramené & prouver que le deuxilme facteur est un espace affine. Si
N £N, 1.6, dm(N") <n , cela résulte de l'hypothdse de récurrence. Sinom,
N' est inverient dans N, et N/N' est un groupe affine unipotent connexs.
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Si la dinmension de ce dernier est < n 1l.s. TN £ (s) , on a fini d‘aprés
1thypothdse de rdécurrenoes On est donc ramené & prouver que N est isonorphe

4 un espace affine. Comne dim(N) >1 , il existe un sous-groupe invariont ferné
connexe N'" de N distinet de (e) et ds N , et on achdve comne ci-dessus en
considérant N comme fibré localement trivial sur N/N® y de groupe structural
Ne o,

2. Classes de cycles sur les cspaces fibrés.

Les trois propositions suivantes peuvent s'énoncer et se prouver dans le cadre
de la théorie axiomatique développée dans les exposés précédents, lorsque
1'axione d'exactitude (E) est vérifid. Nous 1'énoncerons seulement dans la
théorie de Chow, A(X) désignant 1l'anncau des classes de cycles de 1'espace
quaéi-projectif non singulier X . -

PROPOSITION 3, = Soient E un espace fibré sur un esprce algébrique X, a un
point de X, F la fibre d¢ E au-dessus de a , 1 ¢ Fa —=> E le¢ norphisne
~d'injection, f 1la projection de E sur X . On suppose X et E (donc aussi-

F ) quesi-projectives non singulicres. On suppose E localenent trivial en a .
Alors 1'homonorphisne i+ A(®) -—»A(Fa) est surjectif.

i. Supposons d'abord que E soit trivial, donc on peut supposer que E =X x F ,
avec 1i(b) = (2 , b) « Soit alors y € A(F) , on a éviderment y = i*(lx x¥)
c6 qui prouve(i) dans ce case Dans le cas général, soit U wun ouvert contenant
a tel que f.l (U) soit fibre trivial sur U , d'aprés cc qu'on a vu, 1'hononor-
phisne de restriction A(£7 (U)) - A(F ) est surjectif 3 on scit d'autre part
 qu'il en est de néne de 1 'homonorphisne de restriction A(E) =3 A(f™ (U))
(propriété d'exactitude), donc 1* qui est le composé de ces homomorphisnes
est lui aussi surjectif,

COROLLAIRE, = Sous les conditions de la ppopositlon 3, supposons f propre et

X' connexse Alors il existe un z.€ A(E) tel que £, (z) = 1y s et

7 ARX) = A(E) est un isonorphisme de A(X) sur un groupe facteur direct
ds A(E) .

Soient g 1ls morphisme F, —> (a) induit par £, § 1le morphisme d'injection
(a) = X , et considérons le diagramme commutatif

EeF
e

X« (a)
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En vertu de l'exposé 4, proposition 2,on a g, 1* = j* £y e Or on a j* =
(1'augnentation de A(X)) si on identifie Ala) a Z . Désignons de plus
1'homonorphisme g, ¢ A(Fa) — 3\ par % o Alors la formmule précédente stécrit

(1) % (1%(2)) = ¢(£,(2)) (z € AE))

Or on peut trouver, en vertu de la proposition 3, un 2z € A(E) tel que i (z)
soit un élénent donnd de A(F a) , et en particulier tel que %x(1*(z)) = 1 .+ Donc
on a alors €(£,(z)) =1 , co qui signifie que £, (z) =13 »

Considérons alors 1'app11catlon z' = f, (z2') de A(E) dans A(X) o BElls est

inverse & gouche de £% 3 A(X) —> A(E) , carona f (zf (x)) = £,(z)ex
(formule de projection) = x puisque £ *(z) =1y o Cela achéve la dononstration.

On notera que, dans ce corollaire, l'hypothése que £ soit propre est essen=-
"tielle, la conclusion Stant en défaut, par exemple, si E est l'ensenble des
points non nuls d'un fibré vectoriel non trivial de rang 1sur Xo

PROPOSITION 4. - Soit E un espace f£ibrd localenent isotrivial (of o exposé 1)
de fibre F , de groupe structural un groupe lindaire comnexe G , de base X .

On_suppose E F , non singulidres et guasi- projectives. Soient
ae X, F = :f.‘ (a) la fibre ds a , ou f E > X désigne lo projection
du fibre. So:.t. n un entier >0 , 6t supposons qu'il existe un revétenent

g : X' =X de X , non remifié en a , de degré n , st tel que le fibré
g (E) sur X' sgoit trivial gu dessus d'un voisinege de g (a) . ilors le

conoyau de 1% 3 AE) --?A(Fa) cst annulé par m .

On en déduit immédietement la conséquence suivante $

COROLLAIRE. - Supposons qu'on ait des entiers m; > 0 satisfaisapt cux
conditions enwisagées pour m , &t soit d 1le plus grand commmun diviseur des
m; « Alors le conoyeu de 1% : AE) = A(Fa) est annuld par ~d .

Démontrons 1a proposition 4. Se servant de l'exactitude, on est aussitdt ramené
‘au cas ou X' est non ramifié sur X , et E' = g-1CE) est trivial au-dessus de
tout X! (sn effet, on peut remplacer X par un voisinage ouvert convenable
de a)e. : '

Soient a} (1 =1 <mn), les polots de 1'inage inverse de a » Identifions E!
a4 X'xF , alors l'inage réciproque par h ¢ E' —E de F=F, estla réunion
F' des (e. ) x F =F; o Do fagon précise, h induit un :Lsonorphisme

h, ¢ F

-l
4 1 -)F s St on a hi = 845 9 ol 833 est un autonorphisme de F
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défini per un élénent de G . Soit enfin, pour tout x' €X',

1,38 F=>E =X' xF

défini por i () = (= , ¥) + Soit maintenent Y€ A(F) ; il existe un élénerd
z' de A(E') tel que i (z2') = ¥ pour tout x' €X' il suffit de prendre
z' =1y x § Consadcrons alors le diagramne cornmtetif

F e

koL

E BB

on est sous les conditions d'application de 1a proposition 2 de l'exposé 4, donc
ona h, jr¥=1* hy . Posons z = h,(z') , on a done

= g%
1*(z) =B, 3M(a) = &= (s 4), (7).
l<ism 7?2 .
La proposition 4 sera prouvée si nous prouvons que lc dernier membre est égal

Y

3 m; . Or cela résulte aussitft du

IEMME 1. = Soit, G un groupe linéaire connexe opérant dans un espace algébrique

non singulier quasi-projectif F . Alors les opérations de G dans A(F) sont

triviales.

Ce lerme lui-mfnme résulte de la conjonction des deux lermes sulvants @

LEMME 2, = So:Lt G un groupe lindaire comnexe. Alors pour tout X € G, il

existe une partle fermée C de G , contenant x et 1'é1lérent neutre ¢ , g_t,_

| isomorphe & une pertie ouverte de la droite affine ,.}ﬁ .

En effet, on sait ((5]) que x est contenu dens un sous-groupe de Borel de
G , ce qui nous raméne au cas oh G est résoluble. En vertu du corollaire 1
3 la proposition 2, il en résulte que G est isomorphe en tant que variété
algébrique 3 une partie ouverte U d'un espace affine. L'assertion s'ensuit’
en prenant 1l'intersection avec U de la droite affine joignant les deux points

envisagés de. U .

IEMME 3. = Soient S , V., W trois variétés algébriques, on suppose v et W
quasl-projectives et non singulidres, et S isomorphe & une pertilec ouverte de
1'espace affine &n e S0it \ un morphisne d¢ S x V dans W , et pour tout
'seS soit ¢, 1o morphisme v —> ¢(s ,v) de V dans W . Alors
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1s morphisme 'f* : A(W) = A(V) est inddpendant de s .

Soit 1, t V>S5 x7V dofini par 1 (v) =(s, v) ; on a done Yg = Y, et
on est ramene a nontrer que i est indcpendant de s . Soit p 1la projection de
S xV sur V, en vertu de l'GXposé 4, proposition 6, 1'honomnorphisne p* de

A(V) dens A(S x V) est surjectif. On est donc ramené & prouver que 1 p* est
indépendant de s ; or cet homomorphisne est en effet égal a (pi )* ’ i.e. a

1'identits, C0ED

REMARQUE, = On obtient une veriante de la proposition 4, se prouvant de fagon
toute analogue, en remplagant 1l'équivalence rationnells par lféquivalence algé=
brique, et en supposant seulenent en revanche que le groupe algébrique G est
CONNEXE o

PROPOSITION 5¢ = Soient £ ¢ E~X un morphisns de varidtés quasi-projectives
non singulidres, = un pointde X , F, = £ (a) sa fibre, 1 ¢t F, —E 1o
morphisme d'injection, n 1la dimension de F_ On suppose 1'appl_5_.cation tangente

f' surjective en tout point de F . Supposons la condition suivante vérifiée,
(pour un entiesr d >0 donné) @

1. Il cxiste des entiers n; > 0 , de plus grand commun diviseur 4 , et des
revétenents g ! X --)X de X, non rauifiés en a , de degrés Dy tels
que les fibrés E, g:L (E) aient une section réguliére au voisinage de g (a) .

Sous ces conditions, on a ¢

1. I1 existe un z € An(E) tel que w(i:(z)) =d ..

’ . . .
DEMONSTRATION. - Soient n, des entiers tels qus “~ n, my =d.. Soit U; un

voisinage ouvert de g;J(a) sur lequel existe une section régulisre 8y de Ei ’
et soit Z; 1'adhérence dons By de Si(Ui) » enfin soit “a; la classe de

Zy dens A(Ei) o Solent h, l'application maturells d¢ E; dans E ,

F, = h™ (F) s 6t soit h:1 1'application Fi -~ F induite par h . On a comme
plus haut un diagromie comrmtatif
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d'ou On conclut encore 3 compte tenu de la proposition 2 de l'ecxposé 4, que
Hi* Ji = ia hi* « Posant Zi = hi*(zi) , on en déduit facilenent que

x(i*(zi)) =m, . Posant alors z=Zm.i 2} 4 on aura bien ‘A(i;(z)) = Zni mo=d,

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - Sous les conditions de la proposition 5, supposons de plus que

£ soit propre. Alors on a f£,(z) = d.dy , et 1l'hononorphisne £* a un noyau

qui est ammulé par d .

La premiére assertion résulte de la formule (1) suivant la proposition 3, et
la deuxi®me en est une conséquence immédiate, car en vertu de la formule de
projection on aura d.x = f*(zf*(x)) pour tout x e A(X) .

RENMAROUE. - I1 semble plausible que réciproquenent, si f est propre la cone= .
dition(ii) implique(i) Pour le prouver, il suffirait de savoir que dans toute
classe de cycles sur E , il y a un cycle représentatif qui coupe tranSVGrsalement
la fibre F, On peut espérer qu'un énoncé ds ce typs, précisant le "lerme de
Chow" de la theorls des intersections, soit valable en toute généralité.

" 3. Construttion de sections de fibrés & 1l'aide de représentations lindaires.

Soient G un groupe algébrique, F un sous-groupe fermé. Alors G est un es-
pace fibré principal localement isotrivial de base G/F , groupe structural F
(cf. exposé 1). Par suite, pour toute représentation réguliére u de F dans
un groupe algébriqué F' , on peut considérer le fibré principal associé au
précédent, qui est un fibré localement isotrivial de groupe structural F' .

81 en particulier F'!' est le groupe des autonmorphismes d'un espace vectoriel V ,
j.e. 81 u est une représentation lindaire de F , alors on obtient méme un

fibré localement trivial sur G/F , de groupe structural F! (loc. cit.), d'ol

un £ibré vectoriel localement trivial sur G/F , appelé f£ibré vectoriel homogens

associd & la représentation lindaire u ds F , noté V(u) « En tant qu'espace

algébrique, c'est l'espace quotient de G x V par le groupe de transformations

F , opérent par f.(g, v) = (gf , u(f™ ).v) . Corme G opére par translations &
gauche dans l'espace fibré principal G sur G/F , il opére par transport de
structure sur le fibré associé V(u) (de fagon conpatible avec ges opérations sur
la base G/F) ; de fagon précise, g' & G définit 1ltopération sur V(u) déduite
par passage au quotient 3 partir de 1l'application (g, v)—>(g'g, v) de

G x V dans lui-néme.
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Supposons de fagon générale que l'on ait un espace fibré vectoriel E de
base X , et un grcupe algébrique opérant sur E (donc aussi sur X) en respec-
tant la structure de fibré vectoriels Seit W un souse=cspace vectoriel de
dimension finie de l'espace des sections régulidres d¢ E sur X s Supposons
W invariant par G « On a donc une représentation linéanire naturelle du groupe
G per des automorphismes de W . Cette reprdéacntation est rationnelle. la véri-

fication n'offre pas de difficultés : soit P 1le fibré principal associé & E ,
H = Autgké) son groupe structural, alors les sections régulicéres de E sur X
8'identifient aux applications rdguliéres de P dans K? qui sont covariantes
par H , ce qui nous rendne aussitdt 3 vérifier notre égéertion dans le cas d'un
fibré trivial P x k , le groupe G opérant via des opérations de G sur le
seul facteur P . 5258 ce cas, le résultat est bien connu et résulte du fait

que toute fonction régulidre sur G x P est combinaison linéaire de fonctions
de le forme %(g) \y(p) s Ou Q(xy) st une fonction régulidre sur G(P) .

Revenant & la situation G, F , u, V(u) envisagéc plus haut, supposons naine
tenant que G/F soit une variété compldte. Alors 1l'espace des sections W(u)
de V(u) sur G/F est de dimension finie, d'aprés un théoréne bien connu df &
SERRE (cf. par exemple [7]). On obtient donc une représentation rationnslle de
G dans W(u) , appelée représentation lindaire de G induite par la représen-
tation lindaire u de F o D'aprés ce qui précdde, c'est une représentation
rationnelle de G

Conservons les hypoth&ses et notations précédentes, et supposons de plus qu'on
se soit donné un espace fibré prineipal P , localenent isotrivial de groupe G,
de base X . Alors P/F est un espace fibré localsment isotrivial sur X , de
fibre G/F compléte, associé & P (efe exposé 1). Le morphisme de projection

£f: PF-X

est propre. De plus, on constate eussitdt que P est un espace fibré principal
localement isotrivial sur P/F , de groupe F . Par suite, la représentation
linaire u de F permet de considérer encore sur P/F 1le fibré vectoriel associd,
que nous noterons V(u , P) « Do méne, la représentation linéaire v de G dans
W(u) , induite par u , permet de construire un fibré vectoriel sur X , associé

& P ot 3 cette représentation, et que nous désignerons par W(u , P} « Ceci

dit, on constate aussitdt que les sections régulidres de W(u , P) sur un ouvert

U de X s'identifient aux sections régulitres de V(u , P) au-dessus de

llouvert £ (U) de P/F , llsspace vectoricl fibre ds W(u , P) en x €X
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s'identifiant de facon naturelle & l'cspace vectoriel des sections régulidres de
V(u , P) au-dessus de la fibre f-l(x) ds x dws P/F . la vérification de
ces faits est laissée au lecteur.

Soit maintenant N la dimension de G/F,, et supposons que N soit aussi la
dimensicn de la représentation u ds F dans V , donc aussi le rang du fibré
vectoriel V(u) sur G/F . Supposons de plus qu'on ait une section régulidre
s de V(u) au-dessus de G/F , transversals 3 1la section nulle, et soit d Ile
nombre total de zéros de s (dont chacun a nécessairenment la rmltiplicité 1). Si
on désigne comie ci-dessus par x un point de X , on peut (en choisissant un
point d¢ P au-dessus de x) identifier la fibre fnl(x) de x dans P/F avec
G/F , et la fibre W(u, P)x de W(u, P) en x s'identific 3 l'espace vectoriel
des sections de V(u) au-dessus de G/F « Par suite s peut s'interpréter
comme un élénent de la fibre W(u , P)x « Soit alors S wune scction réguliére de
W(u , P) eu-dessus d'un voisinage U de x , telle qus S(x) = s . En vertu de
ce qui précéde, S peut aussi s'identifier & une section de V(u , P) au—dsssus
de £~ (U) « Par construction, la restriction de cotte section & la fibre £ (x)
de x n'est autre que & , donc est transversals & ln section nulle du fibré
V(u , P)If (x) , et son nombre total de zéros est d « Soit alors X' 1'ensenble
des zéros de cette section S de V(u, P) sur £ (U) , jo dis qus X' coupe
transversalenent la fibre f-l(x) , 65 le nombre de points d'intersection est
exactenent d . Seule la premiére assertion denande une virification. Or elle

résulte aussitdt du "critére de nultiplicité 1" et du lerme suivant

LEMME 4. = Soient Y un espace algébrique non singulier, Y' un sous-espace
fermé non singulier, E un fibré vectoriel sur Y , ds rang N, E' sa restric-
tion & Y', s une section régulidre de E nu-dessus de Y , tells qus le

cycle des zéros Z de s cxiste et coupe proprement Y' . Soit s' la restric-

tion de s & Y' , Alors le cycle des zéros %' de s' cxiste, ct cst {gal au
cycle produit. Z.Y'

La vérification est immédinte ¢ poar définition, ona 2 = t—l(lkE) s OU
tt Y—=E xE est 1'application définie par t(y) = (oy » 8(7)) , et ob AE
est le cycle diagonel d¢ E . On a, avec les notations correspondantes,
Zr =t (ZSE, « Soit i 1le morphisnme d'injection de Y' dans Y , on a donc
2.7 = 170(2) =17 67 () =) (AR) = (G x DT (BE) , o
j ¢t E'! >E est le morphisme d'injection. Or om vé rlfle au881t8t que

(3 x J)_l(AE) = Qg, » d'ol enfin Z.Y' = £ (A
CeQeFoDe
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LY

Ltassertion relativc & X' est donc prouvées On en conclut aussitdt, tenant
compte du fait que le morphisme f est propre, que, & condition de remplacer U
par un voisinage plus petit de x , X' est un revétenent non ranifié de degré

d du voisinage U de x . De plus, si on désigne par P! 1'image réciproque
de P par la projection g ¢ X' => U, il y a une section réguliére naturclle de
P'/F au-dessus de U .

Nous avons donc démontré le résultat suivant, qui renplace avantageusement dans
cartains cas la réciproque hypothétique de la proposition 5 envisagée dans la

remarque & la fin du nunéro précédent.

PROPOSITION 6+ = Soient G wun groupe algébrique, F un sous-groupe forné tel
que G/F soit complet, N la dimension de G/F . On suppose qu'il existe une
représentation linéaire rationnslle u de F, do rang N, tclle que lo fibré
vectoriel homogéne correspondant V(u) sur G/F adnette une section réguliére,
trensversale & la section nulle, et dont le nombre total de zéros est d . Alors
pour tout espace fibré principal localement isotrivial P , de groupe structural G ,
dc basc non singuliére X , et pour tout point x ds X, il existe un woisinage
U de x, un revEtement non ranifié g: X' —>U de degré d, tols qus,
désignant par P' le fibré principal sur X' inage réeiproque de P , le fibré
associé P!'/F admette une section régulidrc.

Cela signifie aussi que le groupe structural de¢ P' peut se réduire & F

Posons alors la A¢finition suiverte ¢

DEFINITION. - Un groupe algébrique F est dit spécial si tout fibré principal

localement isotrivial de groupe structural F est localenent trivial.

. Une caractérisation ¢lémentaire des groupes algébriques affines spéciaux est
donnde dans 1l'exposé 1. On y a vu aussi qu'un groupe affine comnexe résoluble,
ainsi que le groups G€(n) , sont spécisux. On obtiendra plus bas une caractirisa-

tion "homologique™ des groupes affines spéciaux.

COROLLAIRE de la_propdsition 6e = Sous les conditions de cette proposition,
supposons que F soit un groupe affine spécial (par exenple un sous-groupe dé
Borel de G supposé affine). Alors on peut nfne choisir g ¢ X' => U de tells

gsorte que P' soit trivial.

D'aprés ce qui précéde, on sait seulement, le groupe structural de P' pou=-
vant &tre réduit & F 'y, que P' est localement trivial. Je dis qu'ad condition de
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renplacer U par un voisinage plus petit de x , P' sera néne trivial. Cela
- résulte aussit8t du lerme suivant

LEMME 5. = Soit F un groupe affine spécial, et soit P un fibré principal

localement isotrivial (donc looalement trivial) de groupe G , de bass X . Soit

S une portie finie de X , contenue dnns une partic ouverte affine V de X «

Alors il existe un voisinnge V' de S tel que la restriction de P & V' soit

triviale.

Supposons d'obord qus F soit le groupe Gf(n) ; notre assertion est alors
équivclente & la suivante ¢ pour tout fibré vectoriel E sur X , il existe un
voisinage ouvert V! de S tel que E|V' soit triviale On psut éviderment
supposer X lui-mfme affine (en le remplagint par V). Soit, pour tout se S ,
(6:)1fsigsn ~une basc de 1la fibre d¢ E en s . Il est alors bien connu, en vertu
de la théorie des frisceaux algébriques cohérents sur les variétés affines (cfo
par exenple FAC de SERFE [9]) qu'il existe, pour 1 £i <n , une section régu-

lidre fi de .E telle que fi(s) = ei pour tout 8 € S . Les fi définissent

alors un hombmofphisne du faisceau 152 dens E , surjectif en les points de S

en vertu du "lemme de Nakayama'. Donc, pour des raisons de rang il est bijectif

en ces points, donc bijectif dans un voisinage ouvert de S . Supposons paintenant
qus F soit un groupe affine spéeial quelconque, on peut donc supposer que c'est
un sous-groupe fermé du groupe lipdaire F! = GE(n) . En vertu de ce qui précdds,
le fibré principal P! associé & F , de groups F' , o une restriction triviale

4 un voisinage V' de S , i.6. s'identifiec & un produit V' x F' . Corme P

se déduit’ de ce fibré par restriction du groupe structural, il est donné par

une section réguliére de P!/F , i.6. par une application régulidre u de V!
‘dens F!'/F . On constate alors que P sera trivial si et seulenent si cette
application se reldve en une -pplication réguliérec ds V' dans F' « Or soit
"T=u(S) . On sait que F' fibré par F est localenent trivial, F étant spécial
(exposé 1). Je dis qu'il existe méme une partie ouverte U de F'/F , contenant

la partie finie donnée T de F'/F , et tells que la restriction de F' au-
dessus de U soit triviale & en effet, si F' est trivial au-dessus de l'ouvert
U, de F'/F , il suffit de choisirun a ¢ F' tel que T C a.J  :un tel a
efiste, éar pour t €T , 1l'ensenmble des a € G tels que t €& a'.U0 s 1ece

a € Ub s 68t une partie ouverte non vide ds F' , soit Fp, et l'intersec-
~tion des F!

t
peut supposer que u(V'!) C U . Alors u adnet un relévenment

est donc non vide. Remplagant maintenant V' par u-l(U) , on

GoQoFoDO
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REMLRQUE. - Si le groupe G est affine, il est inutile dens Dénoneé ds 1o propo-—
" sition 6 de supposer X non singulier. En effet, on se ranéne aussitdt au cas

ot X est non singulier, en notant que tout x €X adnet un voisinage ouvert

U, tel que P|U soit isomorphe & 1'inage réeciproque, par un norphisne

us U—>Y, d'un fibrd principal localenent isotrivial Q sur une variété

non singulidre Y (et on peut méne choisir Q indépendant de P). Pour le

voir, on suppose quc G est un sous-groupe ferné du groupe G' = Gé(n) , et on
considére G' comme espace fibré principal Q@ sur Y = G'/G , dc groupe struc-
tural G

4. Anneeu caractéristique et torsion.

Soient G wun groupe algébrique affine connexe, B un sous-groupe de Borel de
G ,,Bu 1n partie unipotente de B, T un tore naxinal de B (donc de G). On
sait que B est le prodult seri-direct des groupes algébriques T et B
([5], théoréme 3), ce qui permet d'identifier T et B/BY . Corme les curacteres
rotiomnels de B induisent sur BY 1c carcotére trivicl, il s'cnsuit quc lo groupe
decs corcctércs. raticnnols de B s'ilentific au groupe ? des caradtdros rationnels

dc T (qui est un groupe isomorphe a z® s n détant le "rang" de G)e
M

D'aprés le résultat de Rosenlicht, G est un espace fibré principal localenent
trivial sur G/B de groupe structural B . Par suite tout caractére rationnel ;(
de B, i.6. tout honomorphisne rationnel de B dans k , définit un cspace
fibré pr1n01pal principal localement trivial associé, de groupe structural k
Un tel espace fibré peut Etre considéré corme associé 3 un fibré vectoriel
de rang 1 sur G/B , dont la classe & un isonorphisme prés pcut &tre considéré
corme une classe de diviseurs, c c'est=a=dire un élénent de (G/B) ’ noté
cG()() . On obtient ainsi une application naturelle

cg ¢ ',P\—)Al(G/B)
qui est un homomorphisme de groupes, COIME on constate aussitSt.

On l'appelle l'homomcrphisme caractéristiqus pour le groupe algébrique affine

connexs G . Soit S(T) 1'algdbre symétrique du Z-module T (qui est donc
isomorphe & une algebre de polynfues & n 1ndeterm1nees), alors ¢, 96 prolonge
en un homomorphisme d'algtbres graduées 3

(441) cg ¢+ S() = 4(a/B)
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appelé encore homomorphisme ceractéristique. Son image est un sous-anneau ds
A(G/B) , appelé le sous=onneau caractéristiqus de A(G/B) .+ Il dépend évidemment
de G (et non seulement de 1= variété G/B).

Soient maintenant G , G' deux groupes algébriques affines connexes, u un
homomorphisme régulier d¢ G dans G' , B un sous-groupe de Borel de G , B!
un sous-groupe de Borel de G!' contenant u(B) « Alors u induit d'une part un
morphisme G/B = G'/B' d'ol un homonorphisne d'anneoux graduds
A(Gr/B') = 4(G/B) 3 d'autrs part il induit un honomorphisme B —>B' d'oh par
transposition un homonorphisme B' -—> B et par prolongenent a 1'algtbre symétri-
qué un homomorphisme d'annscoux S(B') —_ S(B) « Ceci posé, il y o commutativité
dans le diagramme |

a OG
8(B) —= A(a/B)

(442) 7 )

(A1) —8% a(a1/BY)

e
Pour le voir, il suffit de se borner aux éléments de degré 1 dans S(B') , i.c.
a B s €t alors notre assertion résulte de la fonctorialitd de la classe de
diviseurs associée & une olasse de fibrés vectoriels de rang 1.

Supposons meintenant que u soit le norphisme d'injection dans G!' d'un
sous-groupe fermé G de G' + Considérons le diagramne d'homonorphismes naturels &

G! /Bt

Te

(4.3) o/8 L5 ar/8 L ar/a
o

IEMME 64 = i; Le morphisme p g8t une nrojection d'espace fibré localenent
trivial, de fibre B'/B , et p* : A(G'/B') = A(G'/B ) est surjectif.

ii, Le morphisme q est une projection de fibré localement isotrivial de
groupe structural G , associd au fibré principal G' =~ G'/G (de groups G) et
& 1'espoe de représentation G/B de G . Pour que le fibré G!'/B sur G'/G
admette une section rationnelle, il faut et i1 suffit que G' £ibré par G

admette une section rationnelle, ie.ce Soit localenent trivial.

. oy
iiie L'homomorphisme B! —> B est surjectif.
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DEMONSTRATION. - 1. En vertu du résultat de Rosenlicht, G' est fibré locale—
ment trivial par B' , de base G'/B' . En prenant ls fibré associé & ce fibré
principal, et l'espace de représentation B'/B du groupe structural B' , on
obtient donc un espace fibré localenent trivial de fibre B'/B , qui n'est autre
que G'/B . En vertu du corollaire 1 & la proposition 2, la fibre B'/B est
isomorphe & un ouvert d'un espace affine« En vertu du corollaire 1 au théorcne 3

de 1'exposé 4 , il s'ensuit bien que p* est surjectif.

ii. la premidre assertion est évidents. Il en rdéshlte que G'/B fibré sur
'G'/G admet une section réguliére au-dessus d'un ouvert U de G'/G si et seu-
lement si le groupe structural de l'espace fibré principal G' sur G'/G peut
se réduire de G & B . Mais en vertu du résultat de Rosenlicht, cele implique
déja que ce fibré est localement trivial sur U, done (trenslatant U) sur
tout G'/G . Cela signifie aussi que G' fibré par G admet une section ration-

nelle.

3. Soit T wun tore maximal ds B, T' un tors maximal de B' contenant T .
On est ramené & prouver que ft 5T est surjectif, ce qui est contenu dans [4],
théoréme 2, corollaire 3.

THEOREME 1. - Soient G' un groupe algébrique affine connexe, G un sous-

groupe fermé connexe, B un sous-gr.upe de Borel de G et B' un sous-groupe de

Borel de G' contenant B . Considérons le diagramme d'homomorphismes canoniques

(4e3)s nlors on a les relations suivantes dans 1'anneau de Chow A(G/B)

In(eg) = ¢*(mog) < In ¢ =In i*

#n d‘autres termes, l'anneau caractéristique dans A(G/B) est ltinage per \f*
de 1'anneau caractéristiqus de G!'/B' , ot 1* st \?* ont méme image.

La premiéfe assertion rééulte de la conmutativité dans (4.1) et du lemme 6,
111, la deuxilme résulte de la formls ¢ =1* p* et du fait que p* est
surjectif (lemme 6, id.

Pour énoncer des corollaires, introduisons la définition suivante 3

. DERINITION 2. = Soit G un groupe algébrique affine connexc. On dit que G

a8t sans torsion si le scus—anneau caractéristique de A(G/B) est identique &

A(G/B) tout entier, i.e. si 1'homomorphisme g est surjectif.
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Nous allons caractériser les groupes sans torsion au nunéro suivant. Borrcns—
nous pour l'instant & remarquer qu'un groupe algébrique affine connexe résoluble
est trivialement sans torsion, et que le groupe Gl(n) est sans torsion en vertu
de 1o détermipation explicite de A(G/B) donmnée pour G = G¥n) dans 1'exposé

précédent, corollaire 1 au thiorcme 1.

COROLLAIRE 1. = fivec les notations du théoréme 1, supposons qus G' soit sans
torsion (per exemple G' = G&(n)). Alors ona Im cq = In 1% = In xf*

On en ddduit ¢

COROLLAIRE 2. = Soit G un groupe algébrique affine connexs, - B un sous—-groups

de Borel de G o Alors le sous—anneau caractéris.tiqﬁe de A(G/B). est exactement
l'ensemble des éléments de A(G/B) ayant la propriété suivante & pour tout

fibré principal localement isotrivial P de groups G , ds base X, et tout

point a& P, si on des:l.gne par j 1e morphisme G/B —> P/B d¢fini par a, T
appartient 3 1'image de ¥+ L(p/B) = A(G/B)

Ia condition énoncée est manifcstement nécesseire, car en procédant comme au

début de ce numéro, on définit un homomorphisme naturel

s(B) — A(p/B)

(qu'on pourreit encore appeler 1'homomorphisme caractéristique pour le fibré P),

et on a commutativité dans ls diagramme

s(B) —>-A(P/B)
ey S

A(G/B)

pour des raisons évidentes de fonctorialité (gnéralisant la commutativité dans
(4.2)) La condition énoncde est suffisante, car immergeons G dans un groupe

= G(n) , et prenons P = G' fibré par G, a = é1ément unité de G' . Donc
onaura j =41 (ou i est 1'homomorphisme i de (4.3), et par suite ‘§ eIn 1*
en vertu du corolleire 1, il s'ensuit que §elmcg o

COROLIAIRE 3. = Avec les notations du théoréme 1, supposons que G' soit sans
torsion, et qus G' fibré par G  admette une section rationnelle. Alors G est

sans torsion.

En effet, 1 st l'injection d'une fibre dans un espace fibré localement trivial ;
par suite 1* est surjectif (proposition 3), donc en vertu du corollaire 1 il en
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est de méme de cq

I1 résulte en partisulisr du corollaire 3 q'un groupe algébrique affine spécial
(donc néces-=airement connexs) est sans torsion ¢ il suffit en effet de le plonger
dans un groupe G' = Ge.(n) et d'appliquer le corollaire 3.+ Nous allons voir
au numéro suivaent que ceci limite de fagon draconienne la catégorie des groupes

algébriques spéciauxe

COROLLAIRE 4. = Soit G un groupe algébrique affine connexe, B un sous-

groupe de Borel de G o Alors le sous-anneau caractéristique de- A(G/B) est
d'indice fini dans A(G/B) .

On plongs encore G dsns un groups G' = G{(n) , et on oppliqus 16 corollaire 1,
qui affirme que le soys-anneau caractiristique est égal & Im 1* . Comme 1
‘6st une injéction de fibre dans un fibré localement isotrivial, il résulte de la
pfoposition 4 que le conoyau de 1* est un groupe de torsion. Pour prouver
qu'il est méme fini, il suffit de noter que A(G/B) est un groupe ayant un
nombre fini de générateurs. Ce dernier fait résulte de la ddcomposition cellulaire
ds G/B ([8] et [4] proposition 7) (impliquant que les cellules dans une décompo-
sition cellulaire standnrd de - G/B ont des classes dans A(G/B)  qui engendrent
co groupe abélien)s = Notons que le corolleire 4 peut remplacer le "théoreme ds
transgression" de Borel pour obtenir la plupart des résultats classiques dans la
théorie cohomologique des espnces classifiants de groupes de Lie compacts. Nous
n'insisterons pas ici sur cette application possible de la Géométrie algébrique
4 la Topologies

Soient toujours G un groupe algébrique affine connexe, B un sous-groupe de
Borel, N 1n dimension de G/B + Considérons l'homomorphisme %t AN(G/B)-*rji ’
(aéfini gréce au fait que G/B est complite), il est évidemment surjectif, et
en fait il est bijectif, comme il résulte du fait que dans la décomposition
cellulaire de G/B , il n'y a qu'une seule cellule de dimension O « Considérons
1l'ensemble des éléments de AN(G/B) EAE qui sont dans le sous-anneau caractéris-
tique, c'est un sous-groupe de iﬁ de la forme d;& ,6tona d >0 en vertu du

corollaire précédent.

IEFINTTION 3. - Ltentier d précédent est appslé l'indice de torsion du groupe
algébrique affine connexe G o« Si { est un nombre premier, on dit que G a de la
{ ~torsion ai A divise d . '
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La signification de 1l'indice de torsion d est explicitée dans le théoréme
suivant

oo
THEOREME 2. - Soient G un groupe algébrique affine connexs, B un sous-groupe de

Borcl, d' un entier » O . Ies conditions suivantes sont équivalentes @

i+ Pour tout espace fibré principal localement isotrivial P , de

structural G , quesi-projectif et non singulier, et toute injection j ¢ G/B — B/B
définie par un élément a de P, le conoyau de 3% ¢ a(p/B) —A(c/B) est
annulé par 4! .

ii. Le econoyau de 1l'homomorphisme caractéristique Sq est annmulé par 4d',

i d'.A(G/B) est contenu dans le sous-anneau caractéristique de A(G/B) .

iii. L'entier 4! est un multiple de l'indice de torsion d ds G .

ive Il existe des entiers n, > 0 , de plus grand commun diviseur d' , et des
représéntations lindaires u, de B, de degré N = dim(G/B) , tels que le fibré
vectoriel homogéne sur G/B associé 3 u, - admette une section réguliére, trans-

versale & la section nulle, et ayant exactement m, ZET0S o

ve 11 smste des entiers m, >0 de plus grand commun diviseur d4' , ayant

les proprietes suivantes ¢ pour tout espace fibré principal localenent isotrivial

P , de groupe structural G , de base X , et pour tout point x €X , on peut

trouver un voisinage ouvert U de x , des revetements non ramifiés g * X = U
, tels que l'image inverse gi L(p) de P soit un f:.bre

de U, de degrés m,
trivial sur X

3

DEMONSTRATION. - On a (1) => (ii) , ocar en repronant le railsonnement de la
deuxiéme partie du corollaire 2 au théoréme 1,(ii) apparait comme un cas parti-
culier de(i) puisque Im cg = Im 1* . on a(ii) =>@ii) trivialement. Nous prouvons
plus bas que(iii) implique(iv) D'autre part,(iv) implique(v) en vertu du corollaire
3 la proposition 6 (compte tenmu de la remarque de la fin du numéro 3). Enfin(v)
implique(i) en vertu du corollaire & la proposition 4.

I1 reste donc & prouver que(iii) implique(iv), ou encore que(iv) est vérifié
en prenant d' = d (indice de torsion). Soit R 1e radical connexe de. G , posons
= G/R , alors B' = B/R est un sous-groupe de¢ Borel de G' et G/B est
isomorphe 3 G'/B! ., Comme G' est semi-simple, les résultats de [1] ar
le groupe al (G'/B!) des classes de diviseurs sur G'/B!' s'appliquent 3
al (G/B) « Il en résulte en particulier que ce groupe al (6/B) est un groupe libre,
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ayant une base (51 y sev En) formé des classes de diviseursgositifs D; .
I1 en résulte facilement que tout sous-groupe M d'indice fini ds A (G/B)

admet une base formée de combinaisons lindaires & coefficients strictement positifs
des X, (Prendre un élément de il dont toutes les coordonnées soient stricte-
ment positives et qui soit primitif dans M comme premier élément d'une base de
M ; on ajoute alors aux autres éléments de la base des multiples assez grands de
ce premier é1ément). Il en sera en particulier ainsi pour le sous-groups ¢ (T) de
al (6/B) (qui est bien d'indice fini en vertu du corollaire 4 au théoréme 1) Done
ce sous-groupe admet une base (\71 g see s 7 ) formé de classes de diviseurs
sur G/B dont chacun est une combinaison lindaire & coefficients tous >0 des
cellules de codimension 1 de G/B . Alors le groups des él¢éments de AN(G/B) qui
sont dans le sous-anneauacaracterlsthue de A(G/B) est le groupe engendré par
les monSmes - 71 . y)nn y BVEC 0 F eve + o = N . Donc d est le plus -

grand commun diviseur des entiers w( 71 17 n) =m . Or soity pour 1 <i<n,

4 w caractére d¢ B dont l'image par °G est 71 » 6t considérons la repré-—
sentation linéaire u de B qui est somme directe de N représentations lindaires
de rang 1, le caractére ﬁi ¥y figurant x; fois. I1 suffit de montrer que
1l'on peut trouver une section régulidre s du fibré vectoriel homogéne V(u)
sur G/B associd & u s telle que s soit transversals a la section nulle et
8it exactement m 2zéros. En tout état de cause, si le cycle des zéros de s
existe, il est bien de degré total m , car la classe de son cycle des zéros est
égals & ¢ (V(u)) (derniere classe de Chern du fibré vectoriel V(u)) , donc &
70;1 see vn en vertu de la formule d‘additivité pour les classes ds Chern
(V(u) étant une somms dirscte de fibrés vectoriels de rang 1, le fibré de classe
9y ¥ figurant fois). Tout revient donc & trouver unec section s transver=
sale & la section nulle, i.c. ayant exactement m 2zéros distincts. Or se donner
une section mégulidre de V(u) revient 3 se doni}er des sections réguliéres de ses
composantes de rang 1, qui sont les fibrés vectoriels associdés aux classes de di=-
viseurs S i' qui sont des combinaisons linéaires & coefficients tous >0 des
cellules de codimension 1 de G/B . ILe cycle des zéros de s (s'il existe) est .
le produit des cycles des zéros des composantes de s » qui sont des diviseurs
positifs ééuivalents aux Si (Si flggrant & fois) et par ailleurs arbitraires.

I1 suffirait donc de prouver l'assertion suivante : soient Di y l=ic<cr,

By

des diviseurs sur G/B , combinaisons lindaires & coefficients tous >0 des
sellules de codimension 1 de G/B . Alors on peut trouver des diviseurs positifs
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Di‘ rationnellement équivalents aux Di tels que les Di se coupent partout avec
la multiplicité 1. Malheureusement, cette assertion n'est pas démontrde. Cepen=
dant, 1l nous suffit, pour notre objet, d'utiliser une forme affaiblie de 1l'assere

tion précédente, & savoir le

IEME 7. - On peut trouver un diviseur positif 0 sur G/B tel qus, pour tout
diviseur D ggg G/B tel que les coefficients de l'expression de la classe de

D au moyen des classes des cellulesg de codimension 1 soient supérieurs & ceux

de A s et pour tout cycle 2 >0 sur G/B , Sans composante multiple, on puisse
trouver un diviscur positif D! , rationnellement équivalent & D , tel que les
multiplicités dans Z,D' soient toutes égales & 1.

Ce lembe implique que 1l'assertion conjecturals faité ci-dessus est vraie dans
1ls cas oh les coefficients des Di sont "assez gfands". Elle devient donc vrais
quand on remplace les D par m Di s OO m est un entier.assez grand. Appliquant
ce résultat pour m --ﬂ et m= 22 s OU 21 et XQ sont deux nombres premiezs
entre eux et premiers & d , on achévera la démonstration de 1l'implication
(i1i)—@v) .

Il reste donc seulement a prouver le lemme 7. On sait que G/B est une variété
projective. Soit donc A une section hyperplane de G/B dans une immersion projece=
tive £ de G/B dans un espace projectif P(V) . Si D est comme dans le lemms,
alors D est ratlonnellsment équivalent & D+ D s avec D >0 . Comme D
st rationnellement équivalent. & ses translatés, le systome lineaire des d1v1seurs
>0 qui sont rationnellement équivalents a D n'a pas de point fixe, donc
définit un morphisme g de G/B dans un espace projectif P(W) o Il s'ensui’.
que le systéme linéaire des diviseurs » 0 équivalents & C}+ Do définit encors
‘une immersion projective (car un sous-systéms lindaire convenable du systéms
lindaire précédent définit une immersion projective dens P(V e W) , composée de

G/B £ZE;P(V) x P(W) et de 1l'immersion naturelle de P(V) x P(W) dans P(VeW)) .
Aingi, le systéme lindaire des diviseurs >0 déquivalents & D est ls systéme
lindaire des sections hyperplanes dans un plongement projectif convenable de

G/B . Le lemme 7 résulte aussitdt de 13, car il est bien conmu que, pour un cycle
Z sans composante multiple dans l'espace projectif Ph s 11 existe une section

hyperplane qui coupe 2 avec la multiplicité 1 partout.
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COROLIAIRE 1 au théorime 2+ = Pour qus G soit sans torsion (définition 1) il
faut et il suffit que son indicec de torsion 4 soit égal & 1.

COROLIAIRE 2. = Soit 4 un nombre prenicr. Pour que G n'ait pas de ze—torsion,
il est nécesseirs et suffisant que 1l'homomorphisme composé

| s(8) — A(a/B) — A(G/B) —9&/2&

soit surjectif.

REMARQUES o

1° On peut se demender si dons 1'énoncé des conditions (iv) 6t (v) du théordme 2,
on ne peut remplacer l'ensemble des entiers m, por le seul entier d4' lui-
méme. D'oprés la démonstration du théoréme, il en serait ainsi si on pouvait
trouver des caractéres j\i y see ﬂn de B, tels que les classes de diviseurs
V/ i associées aux A1 solent des c%asses q’cz diviseurs positifs, ot des entiers
Xy 3 seey & =0 tels que % ( Ny eee \7nn) =d (indice de torsion). Comme
on connzit diverses expressions explicites de A(G/B) et de 7 en termss de la
structure de G (ou seulement du diagramme du groupe semi-simple G!), la ques=-
tion de savoir si des Xi et des 0&_“ comme ci-dessus peuvent &tre trouvés
(pour un G donné) est en principe une question de pure théori_e des groupes et
doit pouvoir se décider par le calcul du moins dans ls cas oh G est simple et
simplement comnexs, en traitant cas aprés cas. Les calculs cependant semblent d'une
complication décourageante j nous indiquerons au numero suivant une autre méthede,
permettant de prouver le résultat voulu quond d =1 (théoréme 3). Notons seu-
lement ici que si l'assertion faite peut se prouver pour les groupes simples
simplement cohnexss, on cn conelursit facilement qu'elle est vraie aussi pour
les groupes semi-simples simplement connexes, d'oh on déduirait que si G est
un groupe algébrique affine connexe quelcéor\zque » on peut trouver des ?ﬂi et des
% (l<i<n) tels que (711 cee ?nn) divise une puissancc de d ,.1e6.
n'eit pas d'autres diviseurs premiers A que ceux intervenant dans dans la torsion
de G . C'est ainsi que nous procéderons au numéro sulvant, lorsque d =1

2° I1 n'est pas difficile de montrer que A(G) est _isbmorphe au qubtient de
A(G/B) par 1'idéal engendré par °G(§) (voir remarque a ln fin de 1'exposé
précédent). Il s'ensuit aisément, utilisant le corollaire 4 au thcoréme 1 et le
corollaire 2 au théoréme 2, que A(G) est un anneau fini, et les diviseurs pre-
miers de 1l'ordre de A(G) sont exactement les nombres premiers intervenant dar}s

la tcrsion de G o
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5. Caractérisation des groupes algébriques spéciaux.

Le but de ce numéro est de prouver l'énoncé suivant

THEOREIE 3. - Soit G un groups algébriques. Pour que G soit spéeial, il faut
et il suffit que G soit affine, connexc et sans torsion. Dans le cas ou G
6st un groups affine secmi=-simple, ces conditionssignifient aussi que G est iso-
morphe & un produit direct de groupes de la forne S{n) st Sp(n) .

On o v& dans l'exposé 1 qus si G est spdeial, il est affine et comnexs. En
vertu de ccrollaire 3 au théoréme 1, il sera alors sans torsion. Réciproquement,
supposons que G soit affine, connexs, sans torsion, prouvons qu'il est spécial.
En vertu du corollaire & la proposition 6, cela va résulter du fait suivant s il
existe une représentotion lindaire régulidre u de rang N = dim(G/B) ds B,
telle que le fibré vectoriel homogéne V(u) sur G/B associé & u admette une
section réguliére 8 ayant exactement un zéro. On prendra pour u une somme direc-
te de représentations linéaires de rang ! de B , associée donc & des caractéres

s (1<€1i<N) de B, Soient V3 les clnsses de diviseurs °G( Y\i) sur

G/B assocides aux fj » L'existence de s signifie donc qu'il existe des divi-
seurs positifs Di de classe 71 s tels que le cycle produit des Di cxiste et
soit de degré total 1, IJ. revient au méme de dire que l;—s \7 ; sont les classes

de diviseurs positifs, D; et que ’}{(71 9 ses g 71\1) =1 (car remplagant les

Di par des transletés convenables, on pourra supposer que le cycle produit des .
Di existe)s Or G d&tant sans torsion, ltappligation ﬁ -é»Al (G/B) est surjective.

Notre assertion est donc équivalente & celle du lemme suivant.

IEMME 8. - Soient G un groupe algébrique affine comnexe sans torsion, B un
sous—groups de Borel de G o Alors il existe sur G/B des classes
(<1 <N=ain(G/B)) de diviseurs positifs telles qus hy eee VN) =1,

Nous ne nous servirons du fait que le groupe algébrique affine connexe G

est sans vtovrsion gue sous la forme suivante A(G/B) ost 1'anmneau engendré par
ses 41éments de degré 1. Alors hypothése et conclusion ne changent pas si on
remplace G par G' = G/R, oh R est le radical connexs d¢ G (car G/B est
isomorphe 3 G!'/B'), On peut donc supposer G semi-simple. On sait qu'il existe
alors un groupe algébrique affine semi-simple simplement connexe et une isogénie
u de G' sur G, appliquant un tore maximal T' sur un tore maximal T avec
des exposants radiciels tous égaux & 1 ([23] proposition 1). Alors u induit
un morphisme G'/B' —» G/B , je dis que c'est un isomorphismes. Par raison
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d'homogénéité, il suffit de prouver que c'est un morphisme biratiomnel, et pour
ceci 1l suffit de prouver qu'il induit un isomorphisme de la cellule ouverte B!.s!
sur la cellule ouverte Bee ([8]). Or celn résulte aussitdt des résultats de

[8] et de la définition des exposants radiciels [3].

On est remené ainsi au cas o G est semi-sinpls simplenent connexs, A(G/B)
étant de plus engendré par ses éléments de degré 1, ce qui signifie que G est
semi-simple et sans torsion. Nous allons domner plus bas le principe de la démonse

tration du lemme suivant,.

- IENE 9 (CHEVALLEY-BOTT). - Soit G un groups algébrique semi-simple sans tor-
sion. Alors G est isomorphe 3 un produit dc groupes du type. sn) et Sp(n)

On est donc ramené & prouver le lemme 8 pour un tel groupe produit G « On
vérifie aussitbt qu'il suffit de le prouver pour des groupes du type S€(n)
6t du type Sp(n) « Dans le premicr cas, on vérifie que l'injection S&(n) —> Gf(n)
définit un isomorphisme de 1a variété de drapeaux associés & G = S€(n) dans
celle associde & G¥(n) , i.c. la variété des @rapeaux ususls dans l'espace vec-
toriel de dimension n e Soit D cette variété ;3 utilisant les fibrations succes=
sives de D avec des espaces projectifs en fibres, nous avons donné dans l'expo=
86 4, théortme 1, corollaire 1 la structure de A(D) , qui o une base formée

d'éléments de la forme

E 000 sp—l (05_ (xi é— p "'i)

ou les S 1 sont les classes de diviseurs qui correspondent aux facteurs de rang 1
dans ls scindage naturel du fibré trivial de rang n sur D . Posons

?i=§1+".+31 (Ofrisp—l)

alors les 7 1 sont des classes de diviseurs positifs (associés aux poids domi-
nants fondementaux de Gf(n) , définissant les représentations dans les pulssances
extérieures successives de k ). On vérifie facilement, ut.lllsant la définition
des ¥, 5 et les formules (17) de 1'exposé 4, qu'on a

X1 by o s | | » ‘
%(gl ese p ),..0 Sl (ql 9 ooe ’(xp-l) ﬁ(p -1 9 e 1)

(g P L Spt) -1
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d'ol on conclut facilement, compte tenu de  T(1 + ')fi) =0,

k(?lp-l y?lz)-z Xy 7p~1) =1

Cela prouve le lemme 8 pour G = S Q(n) o On procéde de fagon analogue pour
G = Sp(n) . Soit V un espace vectoricl de dimension 2n muni d'une forme alter=
née non dégénérée £ . On désignera par D =D(V , £) la variété des drdgeamc
symplectiques dens V , iees des drapcaux v, c V2 C eae C'v2n =V dans V tels
que pour i<n, Vi soit totalement isotrope de dim i et V.?.n - soit la

variété orthogonale a V. « ilors D est une sous-v-riété fermée de la variété

de tous les drepecux de V , c'est un espace honogéne nlgébrique sous G = Sp(v, £) .
On vérifie sens difficulté' que cct espace de transfornation est isomorphe a un

G/B . Soit alors de fagon générale D; 1la variété des drapeaux V, € eee cV,,avee
dinV, =1 , les V

i i

Dn est isomrophe & D , et D, est isomorphe & un fibré projectif sur D, 4

associd 3 un fibré vectoriel Ei sur D, , (savoir ceclui dont la fibrs en le

étant des sous-cspaces totalement isotropes de V . Alors

point (V1 y soe Vi-l) est l'espace vectoricl (Vi-l)o/vi—l » Ou 1o ° désigne
1l'orhtogonel pour f)e. Cela donne la structure de A(Di) en termes de cclle de
A(Di-l) , d'ol de provhe en proche la structurc de A(Dn) = A(D) « De fagon pré-
cise, on a sur D un fibré vectoriel symplectique E naturecl, savoir le fibré
constant défini par V , muni d'un scindage par dcs sous-fibrés vectoriels

Fi C oee CF2n =E ,ol pour ign , F, cstun sous-fibré totalement isotrope

de reng i dont 1l'othogonal est F, . « Considérons alors, pour 1 s€i<n, le
facteur Fi/Fi-l s 6t soit ‘E 3 la classe de diviscurs associde au fibré dual

du fibré précédent. Utilisant 1o propriété (I.11) de l'exposé pricédent, on trouve
que les

Oﬁ
1 Xn
El eee §n (O = °<i =2n - 1"21)

forment une base du &-—module D « De plus, coome E' est trivicl et adnet un
scindage dont les facteurs sont de rang 1 et ont des classes ji et = fi s ON

obtient entre les ¥, la relation T 1 (1 + 31 -%5,) =0, 1.,
1<icn

2
1l - =
TTa-5)=0

qu1 stéerit aussi ZE? .oygi =0 (l 51{5 n) .
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Posons alors

= Tt e +Si (0=<1i<n)

alors les Y5 sont des clgsses dec diviseurs positifs sur D, (assocides aux
poids donminants fondonentaux de G = Sp(V , £) , qui correspondent aux représen—
tations linéaires irrdéductibles de G dans les puissances extériecures successives
de V)o

D'autre pert, les formules (17) de 1l'exposé préoddent donnent encore

u(gzn-l 00 %) =0 =i (gl,...,gn)<(2n-1,2n-3,...,1)

ce qui donne facilement

%(721’1 -1 21’1—3 yn) =1

Cela prouve le lemme 8 dans lc cas G = Sp(n) . Ainsi, le théoréne 3 est une con-
séquence du lerme 9, dont nous allons esquisser naintenant une démonstration.

Soient G un gr upe algébrique connexe scni-sinple, T un tore maximal de G ,
B un sous-groupe de Borel d6 G contenant T , N 1le normalisateur de T , W
le groupe de WGyl N/T , qui s'identifie aussi & un groupe d'automorphismes du -
groupe discret T o On a vu dans [ 8] que l'ensemble dcs orbites de B oprant
sur G/B est en correspondance biunivoque avec W , & 1'¢lément w de W corres-
pondant 1'orbite X, de g mod B (o g, ostun rspresentant de w dons N).
Soit z(w) 1a classe dans A(G/B) du cycle adhérence de X, dans G/B . Nous
avons déja remarqué, comme conséquence de la proposition 7 de l'exposé préeédent
et de 1o relation A%n) =%, que les (W) engandrent le Z-nodule A(G/B)
En fait, CHEVALIEY a montré que les z(w) forment .méme une base du géqmodule
A(G/B) , ot il a donné des formules explicites qui permsttent d'exprimer en prin-
cipe la loi d'anneau dans A(G/B) & l'aide de cette base, i.es d'exprimer
z(w)z(w!') comme combinaison lindaire des z(w") .

Nous ne donnerons pas ici la formule de Chevalley, et nous nous bornerons & en
signaler une propriété importante : les coefficients qui y interviennent ne
dépendent pas du corps de base (et en particulier sont indépehdants de la caracté-
ristique de ce dernier) ; ils s'expriment directement & l'aide de le configuration
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formée par le systéme des recines dans le groupe abélien libre T W étant
considéré comme le gréupe des automorphismes de cette configuration), ou mfme,

si on préfére, & l'side du diagramme de Dynkin de G « En partioulier, pour connai-
tre la structure de 1l'annecu A(G/B) correspondant & un diagrarme de Dynkin donnd,
11 suffit de le faire quand on prend pour G un groupe semi-simple connexe sur

1e corps des complexes,correspondant & ce.diagramme de Dynkin. En particulier,

pour déterminer les diagrammes de Dynkin qui correspondent & des G tols que 2(G/B)
soit engendré per ses éléments de degré 1, il suffit de déterminer les jroupes
semi-simples complexes G pour lesquels A(G/B) a cette propriété. Cela permet
d'appliquer des méthodes transcendantes (voir muméro suivant) qui montrent que ces
groupes sont exactement ceux isogdnes & des produits de groupes de 1n forme SA(n)

st Sp(n) , et ayant done par suite un diagramme somne de diagrarmes du type

SQ(n) et Sp(n) « Cela prouve donc lc méme résultet sur un corps de base algébri-
quement clos arbitraire. Enfin, pour que le groupe algébrique semi-gimple connexs
G soit sans torsion, il faut et il suffit qu'il soit simplement connexe (1.c0

f —at (G/B) est surjectif) st que 4(G/B) soit engendré par ses ¢léments de
degré 1. Cela signifie donc que G est lui-mlme isomorphe & un groupe produit

de groupes de le forme - sfn) et Sp(n) .

REMARQUES o

1° La démonstration ihdiquée est de nature transcendante. Bien entendu, la for-
mile de Chevalley donne en principe un moyen de vérifier la lemme 9 par voie al-
gébrique, utilisant la classificntion des groupes algébriques simples simplenent
connexes par leurs diagrammes de Dynkin. Mois les calculs semblent inextricablement

compliqués.

20 On o obtemu en pessant la structure de A(G/B) pour G = si(n) , qui a une
forme trés voisine des résultats obtenus dans le théoréme 1 de l'exposé précédent.
" 11 est d'silleurs facile d'obtenir l'analogue complst de ce théoréne, donnant
1a structure des ammeaux de Chow associés aux diverses variétds de drapeaux symplec-—
tiques qu'on peut assocler & un fibré symplectique. Comparer exposé 4, paragraphe 3
remarque 3.

3° Il y a divers résultets qui donnent quelque plausibilité a la conjecturs
suivante.

Soient G un groupe algébrique (non nécessairement connexs, ni affine), B un

sous-groupe de Borel (i.6+ un sous-groupe fermé lindaire rdésoluble meximal ; il

résulte des théorémes de structure des groupes lindaires que G/B est une
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yariété compléte)s Soit P un fibré principel localenent isotrivial de groupe

'G, de base X o On suppose E et X non singuliers quesi-projectifs, et on con=
sidére le fibré associ¢ E = P/B sur X, de fibre G/B . Soit a un point de

X, F = f-l(a) sa fibre dans E , 1 3 Fﬁ = E lc norphisme d'injection. Est-
11 vral que pour que P soit localenent trivial en a , il fout et il suffit
qu'il existe un z € A(E) tecl qus =K(1*(z)) = 1 ? La nécessité de la condition
est triviale (cf. proposition 3). La suffisance impliquerait que si P est locale=
ment trivial en un pcint, il 1l'est partout. On peut se demander s'il est méme vrai
gite 8i deux fibrés loc~lement isotriviaux sont isomorphes au voisinage d*un point,
11s le sont au voisinage de tout pointe (Ceci amdne encore & générnliser la con-
jecturs cl~-dessus, en rempl-gant le groupe G par un fibré en groupes cu-dessus de
X o la conjecture envisagée est vraie si G est abélicn, sous réserve que la
réciproque de la proposition 5 (envisagée dans la remarque qui la suit) soit
vrales, On peut montrer aussi quc cette conjecturc est vraie si G est un groupe
quotient de G{{n) (par exemple lc groupe projectif GP(n - 1)) , en utilisant
des sections de fibrés vectoriels corme dans le nunmdro 3.

6+ Relotion avec la torsion homologique.

Nous supposons 2ons ce numéro que le corps de basc est lc corps ‘sa des complexes.
Alors tout espoce algébrique est aussi un espace annlytiqus complexe (cf. SERRE [10 ]
Pe 1)e A ce titre, il est muni d'une topologic qui en fait un espace localement
compact, et par suite d'un anneau de cohomologie B (X) = B (x s Z) o Soit mainte-
nant X une veriété analytique complexe de dimension n en touéwboint.Nous adnet—~
trons qu'on peut & tout cycle analytique complexc Z sur X , de codimension
complexe i , associer une classe de cohomologie p(z) é-Hzi(X) , cette opération
étant compatible avec les produits cartésiens, les images inverses et les images
" directes propres, (et par suite aussi avec le prdduit de cycles regpe lo cup=
produit)et étant donnée sur les cycles non singuliers par dualité de Poincaré. Ces
faits ne semblent pas figurer actuellement dans la littérature (ni méme dans
quelques paplers secrets), ot il cst & espérer qu'il se trouvera une bonne volonté
pour combler cette locuncs Nous allons nous servir de p(z) lorsque X est une
varidté algébrique non singuliére, et 2z un cycle algébriqus sur X . Se servant
des propriétés énoncées, on voit méne que si X st quasi=projcctive, on obtient
un homomorphisme p de l'anneau de Chow A4(X) dans H*(X) y doublant les degrés
(NoBs = En fait, il sera méme vrai que deux cycles algébriquement équivalents sont

homologues ).
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Supposons de plus que X soit nmuni d'une suite (Xi) de sous-espaces fcrués,
tels qus X, soit de dimension i et X, - X, s8oit réunion de composantes
connexes Vi’j qui sont isomorphes (en tant qus veriété algébrique) 2 C « I1
résultc alors de 1 proposition 7 de 1'exposé précédent que les classes duns
A(X) des Vi ,j forment un systéme de générateurs de A(X) . D'autre part, les
V 1,1 con81dcres comme parties fermées de X rmni de sa topologie "usuelle',
en définissent une décomposition cellulairc, donc les classcs de cohonologie des
cellules forment une basc de H*(X) o Combinant ces dsux faits, on trouve que
1thomomorphisme canoniqus A(X) —e-H*(X) est un isonmorphisne. En particulier, comme

les G/B ont une Aécomposition cellulairs, on trouve

IﬂmﬂE 104 = Soit G un groupe algébrique affine connexe sur G , et s0it B

un sous-groupe de Borele. Alors 1'homonorphisne cancnique A(G/B) — 1%(a/B) est

un isomorphisne d'anncauxe

D'autre pert, A'aprés la définition axiomatique des classes de Cherm, on voit
que l'homomorphisme canonique LA(X) —%—H*(X) est compatible avec la formation
-de classes de Chern de fibrés vectoriels algétriques. Par suite, avec les notations

du lerme 10, 1'homomorphisme composé
A *
S(B) = A(G/B) — H™(G/B)

est 1'homomorphisme ceractéristique du fibré topologique G de groupe structural

B (compte tenu que la cchomologie de l'espace classifiant de B s'identifie

a S(ﬁ) » comme il est bien connu). Ainsi, les nombres preniers qui sont de torsion
pour G considéré comme groupe ~lgébrique (cf. définition 3 et corollaire 2 du
fhéoréme 2), sont exactement ceux qui divisent 1'ordre du conoyau de 1'homomorphis-

ne caractéristique
s(B) — H*(a/B)

Or 11 est biecn connu (et d'ailleurs élénenteire i partir du fait que le conoyau en
question est bien fini) que ce sont aussi les nonbrecs premiers qui interviennent
dans la torsion de 1l'cspace clagssifiant pour G . Donc @

7N .
THEOREME 4. = Soit G un groupe algébrique connexe affine sur le corps .9, .
Alors les nombres premiers £ intervenant dens la torsion de G considéré
comne groupe algébrique (cf. définition 3) sont exactement ceux qui interviennent

dans la torsion de l'espace classifiant du groupe topologique G .
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Supposons naintenant que G soit seni-simples Donc G est isomorphe au groupe

- algébrique associé & un groupe compact semi-simple K , ct 1l'esprce classifiont

de. G est homotope & celui de K + Or il est conmu (BOTT) que le seul cas ol ce

classifiont est sens torsion, est celui ob K est un produit de groupes spéciaux

unitoires et symplectiques unitaires, i.6. ol G &5t un produit de groupes
Sf(n) et Sp(n) . Cele achdve de prouver le lemms 9 du n® 5, et par 1a le
théoréne 3.

REM:RQUE. - En toute rigusur, il faudrait pour que cette dénonstration soit

coupldte, que les faits Snoncés au début de ce muméro soient dénontrés, et que

le résultat de Bott soit publié. Cela devrait donner envie a sertains de prouver

le lerme 9 par voie directee

(1]

(2]
(3]

(4]

[5]
(6]
[7]
[8]
[91
[10]
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