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Séminaire C. CHEVALLEY 401
E.N.S., 1958
Rttty 2 y 96t 12 juin 1958

/o ’
SUR QUELQUES PROPRIETES FONDAMENTALES EN THEORIE DES INTERSECTIONS

par Alexandre GROTHENDIECK

Ces trois exposés ont pour but de développer un certain nombre de propriétés
communes & diverses théories (globales) d'intersection en géométrie algébrique.
Beaucoup de ces propriétés (plus précisément celles des paragraphes 1,2,3) sont
aussi valables pour des théories d'intersection dans d'autres contextes (variétés
topologiques, variétés analytiques complexes, et sans doute les tyariétés arithmé-
tiques"). Les propriétés envisagées dans les paragraphes 4,5,6 sont cependant assez
spéciales aux anneaux de classes de cycles en géométrie algébriqus, relativement 2
des relations d'équivalence qui peuvent 8tre de types divers (équivalence rationnslle
ou équivalence algébrique, équivalence définie par la considération de 1'anneau des
classes de faisceaux, qui intervient dans 1'énoncé actusl du théoréme de Riemann-
Roch). Notons dds & présent que toutes les propriétés que nous serons amenés 4 en~-
visager seront satisfaites pour la théorie de 1'équivalence rationnells dans la
catégorie des espaces algébriques quasi-projectifs non singuliers. Il en sera de
méme en remplagant 1l'équivalence rationnelle par 1'équivalence algébricue (dont
la définition, classique est calquée sur celle de 1'équivalence rationnelle, et
n'a paé été reproduite dans ce Séminaire). Comme les démonstrations sont essentiel=
lement les mémes que pour l'équivalence rationnelle, nous ne les avons pas repro-=

duites.

Dans un dernier exposé, nous appliquerons la notion d'anneau de Chow, et certains
des résultats obtenus, & un probléme d'existence de sections rationnelles dans

~ certains fibrés algébriques.

1, Le formulaire général d'une théorie globale des intersections.

Dans touts la suite, nous supposons donnée une catégorie ;& d'espaces algébriques
(non nécessairement irréductiblss) sur }ﬁ! les morphismes dans ;g étant les
morphismes d'espaces algébriques définis sur 2& o Pour simplifier, nous supposerons
3& algébriquement clos. On supposera seulement, dans les deux numéros qui suivent,

qus AX satisfait aux conditions suivantes @
.€V.l) La catégorie T est stable par l'opération X x Y , et contient une .
variété réduite & un point e . Si X é;z , tout espace algébrique isomorphe & X

est.dans V .
o0
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En plus, on suppose fixé un anneau commutatif A ; et les données suivantes
réalisées @

ae Un foncteur contravariant X —> A(X) de V dans la catépgor.e des A-modules

S4 f: X=»Y est un morphisme dans V', on notera f le morphisme de A(Y)
dans A(X) qui lui est associé.

be Pour tout morphisme propre £ ¢ X =>Y , on donne un homomorphismes de

N -modules 3 £, &t A(X) - A(Y) , de telle fagon que A(X) devienne un foncteur

coveriant de X relativement aux morphismes propres : id . = id (gf)

il -

(Pour la notion de morphisme propre, voir [2]).

¢ Pour deux objets *X , Y €V, on donne un homomorphisme de modules

A(X) N A(Y) = A(X x Y)

L'image d¢ x e y par cet homomorphisme est motée x x y

deSi X € V est un espace a jebrique irréductibls, on donne un  A~homomorphisme
£: A(X) = W (1'augmentation).

Relativement & ces données, on -suppose satisfaits les axiomes (Tel) & (1e9) qui
vont suivree.

% ) On a les formules suivantes @
(£ x 8)*(x, x 7,) = £°(x,) x g¥(y)
(£ x @) (xf xyy) =2 (x) x¢g(y)

pour des morphismes f ¢ Xl -)-X2 et g Y Y dans V (supposés propres
dans la deuxi®ms formuls), et x4 e Ax, ), yi € A(Y ) « (Fonctoralité du produit
cartésien x x y par rapport a f 9_’9_ f )e

51.2) On a la formule

X (y)) = ely)

pour tout morphisme f ¢ X —»Y dans V, X et Y irréductibles, et y gA(Y) .
(Fonctoralité de 1'augmentation pour f‘? .

(I.3) On a la formule
ANV

x x y) = &(x) <(y)
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pour X,YeV, X et Y irrédductibles, x €A(X) , y €A(Y) . (Compatibilité
MA
de l'au@Entation avec le produit cartésien).

(I.4) Associativité et commutativité de l'opération x « On a
AMA . .

(xxy)xz=xx (y x3)
yxx:S*(xxy)

(x eAX) , yea(¥Y), z<ca(2), X,Y,2 €V) , ol dans la deuxiime formule,
8 désigne la symétrie du produit X x Y . '

(1. 5) S1 (s) eV V est une variété réduite & un point, alors l'augmentation
£t A((e)) - A sst un isomorphisme (structurede A(X) pour X réduit & un
' Eo:mt).
Choisissons alors une fois pour toutes une variété (s) e‘x réduite & un point.
Soit 1, l'unique élément ds A((s)) tel que &(16) =1 .

(I.6) On a la formule
AN
X x 1e = le xX =X
lorsqulon identific X x (¢) et (¢) x X & X de la fgon usuells (X E.'X) .

Pour tout X € V, soit Ay 1'uniqus morphisme de X dans (¢) , et posons
~n : .
oAk
(1) 1X - )‘X(le)

(11 résulte de (IeR) que cette définition de 1y ne dépend pas du choix de
(6))e On a alors les formules suivantes

() f*(ly) =1y pour £ ¢ X —»Y un morphisme dansV
6(1X)=1 pour X €V
AN

et les formules
_ * *
(3) xx1ly=p(x), 1y xy=py(y)

pour X , Y'e‘x y X AX), yeiA(®), p, et p, désignant les projections
de ¥ x Y sur ccs deux facteurs.
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Démontrons par exemple la premidre formule (2), et la premidre formule (3). On a
A% _ * Ly Lk * _ .
Itat = Axaplle) = (Ag x W) Q1) = B) x A1) = 1y *y

(en utilisant (I.6) pour la deuxidme égalité, (I.l) pour la troisiims). De méme,
AN M
on a
% * % . & *
Xxly=xx 'XY(le) = idx(x) x ')\Y(ls) = (:n.dx x ')‘Y) (x x 15) = pl(x)
en utilisant (I.6) et p; = idy ’AY pour la derniére égalité.
S1 X elx s 6t si a e€X , il est parfois utile d'introduire l'unique morphisme

u de (¢6) dans X dont l'image est (a) . On a alors, si X est irréductible

@ uy(x) = ()1

En effet, pour montrer que les deux membres sont égaux, il suffit en vertu de
g;z ) de prouver que leurs images par € le sont, ce qui résulte de (I.2) et de
Q) =1

Pour tout X G'NY\ » s0it Oyt X —=»X x X 1lc morphisme diagonals. On posera
pour x , x' & A(X)

5y wxt = B3x x x)

On définit ainsi sur A(X) une loi de composition bilinéaire.

PROPOSITION 1. - Pour tout X €V , la loi de composition (5) fait de A(X)
une N =-elgébre associative et con;;utative ayant pour unité 1X s 6t l'homomorphis-
me £: A(X) =+ N\ (défini si X est irréductible) est un homomorphisme d'algbres
unitaires (i.e. est une augmentation de la A-algdbre A(X)), Si f ¢ X —3Y
est un morphisme dans V , alors £* s A(Y) = A(X) est un homomorphisme de
NA-algébres. Si X , Y GAX , alors 1'homomorphisme A(X) e,\A(Y) ~(X x Y) est un
homomorphisme d'algébres, et méme d'algebres augmentées si X et Y- sont
irréductiblese

La démonstration est laissée au lecteur. Indiquons seulement que la commutativité
6t 1'associativité de la loi de composition dans chaque A(X) résultent des deux
formules g L4 )e Par la suite, nous considérons chaque A(X) comme un anneau
gréce 3 (5).

La derniére assertion dans la proposition 1 st'écrit
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(6) (x x y)(x' x y*) = x=x' x yy!

(x,x' €A(X), y,y' eA(¥), X, YeV) .On obtient on particulier
MA
(x x IY)(lx xy) =X xy o Ccla s'écrit, compte tenu de (3)

(7) xxy=p & py) (x €A ,yer®), X,Yel)

ce qui redonne la loi de produit cartésien connaissant la structure de produit dans

les A(X) et les opérations £ .

Sauf pour écrire la premidre formule (I 1), nous n'avons pas encore utilisé
1'opération f o les trois axiomes qui restent domnent des relations entre f
et f .

(I.7) Soient X, X (1 Sisn) des objots dans V, £, 8 X =»X des
isomorphismes des Xi sur des parties ouvertes deux a dcux disjointes de X dont

la réunion est X . Considérons les homomorphlsmes f et :t‘ de A(X) dans
la somme directe %j- AX,) 5 et de -L'LA(X ) dans A(X) , définis per la famille

(f ) resp. par la famille ((i‘i) ) « Alors £* et f, - sont des isomorphishes
:anerses l'un de 1l'autre. (Reclproc:.te des opérations f et f )e

En particulier, si f est un isomorphisme d¢ X sur Y (X, Y € V) alors
les isomorphismes £ et £ . Sont inverses l'un de 1'autre.

Soit f : X —» 7Y un morphisme d'une variété X dans une variété Y . Soit Y!
une sous-var:l.ete de Y. Ondit que f est transversal 3 Y¥' si, pour tout point
x € £ (Y') , les conditions suivantes sont satisfaites : x est simple sur X ;
f(x) est simple sur Y et Y! ; tout vecteur tangent 3 Y en f£(x) se met sous
la forme de la somme d'un vecteur tangent & Y' et de 1l'image (par l'applicatlon
dérivée de £ en x ) d'un vecteur tangent & X en x . On sait que £ (Y') est
‘alors un gsous-espace fermé non singulier de X .

(I.8) Soit f wun morphisme propre d'un espace algéhrique X €V ‘dams un espace

algébrique S €V ; soit Y wun sous-espace fermé de S tel que f soit transver-
sald Y et que l'onait Y&V, Z= f"l (Y) ex_; alars, si iﬂ ’ jZ - sont les
injections canoniques de Y et Z dans S et X respectivement, et f, la

restrictionde £ & 7 , ona
*
i3e = (&),

(compatibilité des images directes avec les opérations de restriction & des sous-

espaces) .
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Soient f et g des morphismes d'espaces algébriques X et Y dans un espace
algébrique S ; supposons que h =f x g+ X x ¥— S x S soit transversal & la
diagonale A 3 de S x S ; nous poserons alors

-1
XxSYzh(AQ 3

cet espace s'appelle le produit fitré de X et ¥ swr S.

PROPOSITION 2. - Soient f , g des morphismes d'espaces algébriques X , Y
dans un espace algébrique S tels que f x g soit transversal & la diagonale de

S xS ; solent ¢ et ¢ les restrictions & X x5 Y des projeotions de X xX

sur X et Y. Supposons que X, Y, S ,X xg Y soient dans V et que f soit

propre. Alors ¢ est propre et on a
* _ »
g f* = ‘-P* CF . ‘
Avant d'établir ce résultat, nous établirons d'abord une autre formule. La

situation étant celle de la proposition 2, soient de plus X' , Y' des espaces

algébriques appertenant & V , u un morphisme propre de X' dans X, v un
morphisme propre de Y' dans Y, f!' =fu, g' = fg ; supposons que f' x g'
soit transversal & la diagonale de S x S et que X! xg Yt soit dans NYA .
Soient Lf' ’ q)' les restrictions & X! xg Y' des projections de X' x Y' sur
X' et sur Y' ; si x' € A(X') , y' €A(Y") , posons

X xg ¥t o= @ TE)YTE) = 1T x ),
ot 1i' est l'injection canonique de X' xg Y' dans X' x ¥* (1'égalité des

deux derniers membres de cette formule se vérifie facilement) ; soit enfin
U xgq V la restrictionde uxv a X! xg Y* . On a alors

(8) (@ xg V) (&' xg ¥') = (x') xg v, (") -
En effet, on vérifie facilement que l'application u x v est transversale & la
soug-varidté X *g Y de X x Y ; il suffit alors d'appliquer 1l'axiome (},J..%) au

morphisme propre u x v de X' x Y' dans X x Y et au sous-espace X Xgq Y de
X x Y dont 1'image réciproque est évidemment X' xg Y.

On notera que la démonstration subsiste sans medification si on remplace la
condition que f x g soit transversal 3 la diagonale de S x S par la condition
un peu plus faible suivante : l'image réeiproque de la diagonale de S x S par '
f x g est un sous-espace fermé de X x ¥ qui appartient & V (on le désigne
encore par X xg Y ) et la condition de transversalité est satisfaite pour tout
‘point de X xg ¥ qui appartient 3 (wxv)E xY¥) .
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On peut muintenant déduire la proposition 2 de 1la formule (8) comme suit. On
applique (8) en y remplagant S par S, X par S, Y par Y, X' par X,
Y* par Y, u par £, v par Idy, f per Ids, g par g, donc f!
par g , X' par un élément x € A(X) et y' par 1Y . Ltimage réeiproque de
la diagonale de S x S par IdS x g est l'ensemble [ des points
(s ,y) €SxY tels que s = g(y) ; ctest un sous-espace fermé de S x ¥ qui
appartient & Y cer il est isomorphe & Y ; siun point (g(y) , y) de cet
engemble appartient & (f x Id’Y) (X xY) , y est simple sur Y et g(y) L'est
sur S , d'ou il résulte que la condition de transversalité pour IdS x g est
satisfaite en ce point. Par ailleurs, si T est la restrictiona [ de la
projection S x ¥ -—> Y , m* et T, sont des isomorphismes réeiprogues l'un
de l'autre (axiome (I,7)). On voit alors facilement que la formule (1) donne la
formule cherchée (g*_f*) (x) = (\P* ({)*) (x) -

COROLLAIRE 1. -~ Soient £ : X — Y un morphisme dans X.« , Y' une partie

fermée de Y telle que Y' eV , X' = f"l (1) GA\L; on suppose f transversale
& Y' .Solent i: Y' —> Y et j 3 X' —» X les morphismes d'injection,

f' la restrictionde f & X' ;ona

‘ * . *
C)) £ 1 o=, .
I1 suffit d'appliquer la proposition 2 en y remplagant S par Y , X par Y'
Y par X, f par i et g par f ; on vérifie immédiatement que 1 x f

est transversal & la diagonale de Y xY ; ' xy X s'identifie a f-l (") .

La notation suivante sera souvent commode : soient X €V, , 7 une partie
fermée de X avec Z eV , 1 le morphisme d'injection Z —> X ; on posera
“alors

px(Z) = ix-(lY) .
Les noté,tions étant celles du corollaire 1, ona
(10) p (£ (1)) = £ (py (1)
on a en effet (£* 1) (ly,) = (G, £ (Ay) -

COROLLAIRE 2. - Soient E et V des espaces algébriques non sigguliers dans
vV , f un morphisme propre de E dans V , V' une partie ouverte de V telle

gue pour tout a € f"l (V*) =E' , l'application tangente & f en a soit

surjective. Soient i : V! — V et j : E'—> E les morphismes d'injection,
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f' le morphisme de E' dans V! induit par f . On a alors

o B o
(11) E, =15 .

I1 suffit d'appliquer la proposition 2 en y remplagant S par V , X par B
et Y par V'.

(1.9) Soient X , Y eV , f un morphisme propre de X dans Y, X e AX) ,
y € A(Y) ; alors on a ‘

£ MR =y £ &

(formule de projection).

~ On notera que, si on supposait X et Y non singuliers, 1'axiome (w) serait
une conséquence de la proposition 2. On applique en effet la proposition 2 en y
remplagant S per Y x Y, X par X xY¥, ¥ par ¥, £ par f x Idy,

g par le morphisme diagonal y —> (y , y) 3 si X et Y sont non singuliers,
1a condition de transversalité est satisfaite ; par ailleurs, le produit fibré
de X xY etde Y audessusdu Y x Y s'identifiea X .

PROPOSITION 3. - Soient X €V , Y et Y' deux parties fermées de X qui se
coupent transversalement, avee Y , ¥* , Y nY¥' dans V . Alors on a

(12) pr(Y NYY) = py(¥) pye (YY)

En effet, 1'hypothése signifie que le morphisme diagonal AX est transversal

au sous-espace Y x Y' de X x X , d'ol en vertu de (10)
pe (D) oy (¥) = A3(py (D) x By (1) = Ay (Pyx (T x Y1) =
= px(A;(l(Y x Y1) = pg(¥ A YY)
(La relation
py () x pg(¥') = py x (¥ x ¥")

résulte aussitdt de (I.1) et des définitions, compte temu de 1y v, = lylx 1YZ') s
Cela prouve (12).
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RED’I&RQUES 'Y

1° On notera que dans ce numéro, nous ne supposons pas les A(X) gradués, afin
d'englober dans cec formalispe aussi le cas ou par exemple V est la catégorie de
tous les espaces algébriques non singuliers, et A(X) 1le égbupe des classes de
faisceaux sur A(X) , tel qu'il est défini dans le rapport de BOREL-SERRE [1]. Au
numéro suivant, nous examinons les faits spéciaux relatifs au cas gradué.

2° Dans les théories cohomologiquos usuelles de 1'intersection 1l'axiome de
commutativité (I.4) n'est pas vrai tel quel, et doit se remplacer par un axiome
d'anticommubativité (faisant intervenir les structures graduées). Nous aurions

pu ne pas postuler l'axiome de commutativité, nais avons préféré 1'écrire par

pure raison de commodité, pour n'avoir pas & distinguer la gauche et la droite.

3° Quelques bons auteurs répugnent & la considération d'espaces algébriques
réductibles, i.e. qui ne sont pas des variétés. La considération des espaces
réductibles est cependant techniquement bien commode, (par exemple 1l'image inverse
par un morphisme d'une sous-variété fermée peut fort bien &tre réductible, et
on répugne & la décomposer en ses composantes). On notera d'ailleurs que si ;x
était défini (par un des bons auteurs mentionnés plus hauts) comme formé unique~
ment de variétés, on peut élargir la catégorie ;x en la catégorie ;K' fornée
des sommes disjointes X de variétés Xi S1énents de ;x , 6t définir A(X)
comme la somme directe des A(Xi) , on définissant de plus de fagon évidente
les opérations £ y £, et x dans la catégorie ainsi élargie. Alors l'axiome
(I.7) sera satisfait (vu qu'il sera devenu définition) ainsi que tous les autres
axiomes gﬂ&i) & ﬁE;ﬁ) supposés vérifids dans ;X .

4° Soient f : X —»Y un norphisme dans V., f,
la projection d¢ X x Y sur son prenier facteur. On suppose Y eomplet de gorte

cX x Y son graphe, P
que p, est propre, donc p;, est défini. Si ye A(Y) , on a alors la formule

(13) ) = py (g () (g x 7))

* h)
En effet, ona ly xy = pz(y) (formles (3)), prY(Cf) = f;(lx) y Ou
f'' 3+ X—=$X xY est défini par £'(x) = (x , £(x)) « La deuxidme formule
résulte du cas particulier de (I.7) signalé aprés 1'énoncé de cet axiome, et
qui implique g*(lx) =1y, si g: X— X' est un isomorphisme dans Y, ).

Par suite, on a



4-10
% *, %
Py (Tp) e (g x ¥) = £1(1y) ppy) = £L(E7 (R, (D))
la derniére égalité résultant de la formule dc projection. On obtient par suite
- A \E
pl*(PXxY(\f)-(lx x Y)) = Py f; f'* P;(Y) = (pl f')* (pz f') (Y) °

Or pf'=1dy , P, f' =f, d'ol la formuls (13).

La formule (13) redonne pour Y complet une définition de 1'opération f* en
termes des opérations £, » x , 6t de la loi de produit dans les A(X) o Mais une
telle définition n'cst plus possible si Y n'est pas comdlet, ce qui explique
pourquoi, dans l'axiomatique présentée ici, nous avons dfl en tout état de cause
supposer données les opérations £ et £, s (le choix restait alors de prendre
soit l'opération x , soit le produit dans les A(X) , comme autre donnée ; nous

avons choisi la premidére pour des raisons de simplicité).

2. Cas gradué,
Dans ce cas, on suppose que X = A(X) cst un foncteur contravariant de &X
dans la catégoric des A -=modules grodués & degrés =0 (les opérations £*

étant supposées par suite de degré O0). On suppose de plus que si f ¢ X —»Y

est un morphisme propre dans V, X et Y étant équidimensionnels de dinensions
AN

respectives m et n, alors f, est homogéne de degré n = n o L'homomor-

phisme A(X) LN A(Y) = 4(X x Y) cst supposé de degré O « Enfin si X éax

est irréductible, on Suppose que l'augmentation ¢: A(X) =»/\ s‘annule sur

les AY(X) avee i>0 s €t induit un isomorphisme de AO(X) sar N .

Sous ces conditions, pour tout X €V , A(X) est un anncau gradué.

De plus, on introduit une nouvelle donnde, qu'on va expliciter. Pour tout
espace algébriqus X , soit P(X) le groups des classes de fibrés vemtoriels
de rang 1 sur X (la loi de composition de ce groups-étant donnée par la mule
tiplication tensorielle des fibrés vectoriels)e Si L est un tel fibré de rang 1
on désigne par cl{(L) ou c;x(L) sa classe, qui est un é1lément de P(X) o On

a donc
cly(L o Lt) = o1y (L) + cly(L1) , oly(E) ==c1y (L)

Si £f: X—> Y est un morphisme d'espaces algébriques, alors la foarmle
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* -1

£7(cly (L)) = ey (£ (L)
définit un homomorphisme £* de P(Y) dens P(X) . hinsi P(X) devient un
foncteur contravariant en X , 3 valeurs dans la catdgorie des groupes abéliens.

Nous supposons maintenant qu'on a, en plus des donndes (a), (b) , (e) , (d)

du numéro précédent, la donnée suivante

e« Pour tout X 6‘:/: s on donne un homomorphisme de groupcs abéliens

Pyt P(E) >4 (X)

qui est fonctoriel par rapport aux opérations £* sur P(X) ’ At (X) o

On supposera de plus l'axiome suivant gatisfait ¢ .

(I.10) (Compatibilité des classes de Poincaré de cycles avec les classes carac—
béristiques des fibrés de reng 1). Soient X €V, L un fibré vectoriel de

rang 1 sur X, 8 une section réguliére de L transversale & la section
nulle, Y 1'ensemble de ses zéros ; supposons ¥ en\i o Alors on a

pe(¥) = py (el (L))

(Rappelons qu'une section réguliére s d'un fibré vectoriel E est dite trans—
versale & la section nulle 8,9 si s est un morphisme dc X dans E transver-
sal & la partie fermée s_(X) de E).

Si X cst un espace algébrique, E un fibré vectoriel sur X , on désigne
par P(E) 1le fibré projectif associé. La fibre P(E)x ds P(B) au point xe X
est donc l'ecspace projectif P(E ) associé a l'espace vectoriel E s fibre de
E en x «Soit £ P(E) —->X 1& projection d¢ P(E) sur X, considerons sur
P(E) lc fibré vectoriel f (E) image inverse doe E par £ . Il y a un sous-
fibré canonique de rang 1 de f (E) , dont la fibre en un point d de P(E)
est la droite: d dans Eg = £ (E) q° Le fibré dual de ce sous-fibré est noté

LE » on a donc une 1nclu31on
v -
I‘E € f 1 (E)

On pose alors, gi P(E) €V
M
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(14) 3e = B () ey () € & (PE®))

Avec les notations précéddentes, soit g ¢ X' =% X un morphismec d'espaces algébri-

ques, et soit E' = g"1 (B) 1e fibré vectoricl sur X' image inverse de E par
g « Alors P(E') s'identific & 1l'image inverse de P(E) par g, d'oh un

morphisme canonique g de P(E') dans P(E) , rondant commutatif le diagramme

P(E') £ PE)
f'_i J,f
v £ x
(ou £' désigne la projection de P(E') sur X'). D plus, lc fibrd Ly, sur
P(E') s'identifie 3 l'image inverse par g du fibréd L, sur P(E) . Onen
conclut en particulier la formule

(15) T =€ (%)

Lorsque la base X -est réduite & un point e , alors E stidentifie & un espace
vectoriel V , et P(E) 3 1l'espace projectif associé P(V) . La considération du
fibré LV sur P(V) est alors classique ¢ l'espace des sections réguliéres de
Ly sur P(V) s'identifie au dual V de V, 1'homomorphisme de V dans
1'espace des sections de Ly étant celui 3ui se déduit de 1'homomorphisme cano-
nique du fibré vectoricl constant P(V) x V sur Ly » transposé de 1'homomorphis—
me d'injection naturel de Ly dans le fibré constant P(V) x V , Toute section
non mulle s de Ly est transversale 3 la sectionnulle, et son ensemble des zéros
est l'hyperplan de P(V) défini par 1'¢lément de i qui correspond & s o Par
suite, en vertu de M), si H est un hyperplan affine de P(V) , on a la
formule suivante (sn supposant que tout espace projectif appartient & ‘X) ¢

ppy) () =3y

ou conformément & (14), on pose 3y = pP(V) °1P(V) (LV) « Comne une sous-variété
affine Q de codimension q de P(V) est toujours 1l'intersection de q hyper—
plens affines Hi de P(V) , la proposition 3 montre, par récurrence sur gq , que
l'on a

(16) ppy) @) = (Z)? (g = codin Q)

En particulier, si V est de dimension p , et si a est un point de P(V) ,
la formule (16) donne(avec q=p =1 et q =p)
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— \p=1 _ P _
En vue de ce qui vo suivre, nous allons supposer dans la suite de ce numéro
que ~Y~ setisfait & la condition suivante @

SV.Z) Si E est un fibré vectoriel sur X& V, alors le fibré projectif asso-
cié P(E) est dans ‘X o

Sous ces conditions, on va prouver :

PROPOSITION 4. = Soient X €V, X mon singuliser, E um ibré vectoriel de
rang p sur X, f le morphn.me de projection de’ P(E) sur X . Considérons

A(P(E)) comme_un A(X)=module, grfce & l'homomorphisme d'anneaux
£* 3 A(X) — A(P(E)) « Alors lcs classes (EE (0 =4 =p-1) sont linéai-

rement indépendantes sur 4(X) .

On va d'abord prouver les formules

- i
f*(E'E) =0 si 0<i1<p=2

(17)
£,(3 g‘l) =1,

Les premiéres formules sont vraies pour une raison de degrds, car f diminue les
degrés de p -1 , et A(X) est & degrés posi'bifs. Pour prouver la dcrniére
formule, on voit aussitt, appliquant g;l ), qu'on peut S6 ramener au cas ol

X est irréductibles Dens ce cas, corme X =f (; 1y est do degré 0, la
formule & démontrer x = 1X dquivaut (en vertu de ce qui a été dit dans le
premier alinda de ce paragraphs) & la relation ¢g(x) =1 . Soient U wune
partic ouverte non vide de X , E' le fibré induit per E sur U, donc P(E?)
cst le fibré induit par P(E) sur U .Soient 1 ¢ U—=X et j P(E') =» P{E)
les morphismes d'injection, ot f£' s P(E') = U 1la projection de P(E') sur
U', induite par £ Appliquant le corollaire 2 3 la proposition 2, ¢n trouve
1%(2,(32)) -f:(j*(gp‘ln ,or FGEN = HEpTT = 5T, @

i (f (gp-l)) = f'(gE ) . Comme €(x) = £ (1*(x)) , on est ramené & prouver

que f‘(; ) = 1., En prenant U assez petit, on est donc renené au cas ou E
est un produit X x V . 4lors P(E) = X x P(V) , ot si on désigne par g la pro=-
Jection de X x P(V) sur son deuxleme facteur P(V) yona ILp= g (LV) done
Ep =8 (;v) et g E 1y = 1y EV . Comme la projection f de
P(E) sur X n'est autre que idy x ’AP(V) (ot, conformément & la notation
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introduite dans le paragraphe 1, ‘AP(V) est 1'unique morphisme de P(V) dans la
veriété (e) réduite au point €) on obtient

2,(5 ™) = (ay x Np(yy)y Uy x BT

cq ' - ' -1
= (147, (y) x Ap(yye (57 =1y 2 e 7 ) ¢

. , 1
Or en vertu de la premiére formule (16 bis), qui psut s'éerire S%‘ = ua*(le)
(ob, conformément aux notations du paragraphe 1, u, st le morphisme de (e)
dens P(V) dont l'image est le point a), on aura

de(r)e (BF7) = Dp(u)e Banlle) = Oppyyty)y () =34, (1) =1,

d'ou

p=1

]
|

f(g

) =iy x1 =1y,

ce qui achéve d'établir (17).

Supposons maintenant qu'on puisse trouver entre les g% 0<gi<p - 1) une

o -1
. relation non triviale 128 Xy fé‘ = 0 , & coeffledents Xy e A(X) Soit j 1e
plus grand indice tel que xj #£0 s multipliant lo relation donnée par §E j
on peut supposer N} #0 . On aurn aussi f*( }'___xi EE =0 . Or, utilisant la
formle de projection, le premier membre stéerit™ S_ Xy f*( E) , donc en vertu de
(17) est égal & x__; o On trouve donc X, = 0, ¢e gui est absurds, et achéve

p=
la démonstration de la proposition 4.

Dans tous les cas rencontrds jusqu'd présent, la propriété suivante, plus

forte que celle énoncée dans la proposition 4, est vérifide

(I.11) Pour tout X €V, et tout fibré vectoriel E sur X de rang p , les
( EE) (0=i< p=1) forment uns base de A(P(E)) considérée comme module sur
A(X) de 1o fagon naturelle,

Un des buts des paragraprhes 4,5,6 est de montrer que cct axione est vérifié en
particulier en théoric de 1l'd¢quivalence rationnelle. Dans le paragraphe 3, nous
allons supposer les axiomes (I.l) a w satisfaits, et en déduire la détermina-
tion de 4A(Q) pour certains espoces fibrés Q + Pour l'usage que nous aurons
4 en faire dans le dernier exposé, scule la détermination de A(D) , lorsque D
est une variété de drapeaux (de type (1., 1 , ees 4 1)), sera nécessaire.
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Nous allons montrer maintencnt que toutcs les donndes envisagées dans l'axioma-
tique envisagée dans les deux paragraphes précédents, ct les axiomes (I.1) a (I.10),
s'gppliquent en théorie de 1l'équivalence rationnelle pour les espaceslgzgébriéaggM
non singuliers quasi=projectifs. Eggsscctﬁfiéﬁ ?rie, V désignera la catégorie des
esprces algébriques quasi-projcctifsvTette cotcgorle satisfqit tr1v1alencnt ala
condition QXJM) du paragraphe 1, et on psut montrer sans difficulté qu'elle satis-
fait aussi & la condition (2:3) du présent paragraphe. On prend pour A 1'anneau
Z des entiers. Si X€ ¥V, A(X) désigne le groupe,gradué par la codimension, des
classes de cycles sur X (pour 1'équivalence rationnelle). Si f est un morphisme
dans ;& 1a définition de £* st donnde dans 1texposé 3 n° 4 (ou on a adopté la
notation f ) On prouve, dans loc. cité quc A(X) devient alnsi un foncteur
contravariant en X , i.6. que (gf)* = £* ¢ (1a relation 1d* = 1d étant
comne d‘'habitude triv1ale). On définit de méme dans loc. cité 1l'opération
£, : A(X) = A(Y) quand f est un morphisme propre, commc l'opération déduite
de l'opération "image directe de cycles" par passage au quotient. La relation
(gf) = g, f, résulte ici immédiatement de la relation analogue pour les opérations
sur les cycles eux-mémes ¢ ainsi A(X) ‘est bien un foncteur covariant de X
relativement aux morphismes propres. L'opération x (produit cartésien) est aussi
définie dans loc. cité & partir de l'opération de produit cartésien de cycles.
Enfin, si X est irréductible, on désigne par ¢ 1'homomorphisne de A(X) dans
2 qui est nul en degrés >0 , et qul prend la valeur 1 sur la classe du cycle
(X) . Cette définition a un sens, en d'autres termes cette classe (X) définit une
base de A°(X) « En effet le groups des cycles de degré O admet une base réduits
au cycle (X) , d'autre part n(X) n'est rationncllement équivalent & O que
si n=0, comme on voit aussit8t sur la définition (un cycle de déformation dens
X x T , pour des cycles de degré O dans X , étant nécessairement un rmultiple
de X x T). Les cénditions sur les degres données au début de ce parsgraphe sont
vérifides. Enfin, on a un isomorphisme classique entre P(X) en A}CX) (X espace algé
brigque non singulier), obtenu en associant a tout fibré vectoriel L de rang 1l sur
X 1a classe du diviseur d'une section ratiomnelle de L qui n'est nulle sur
aucune composante de X (elasse ne dcpendant pas de la section choisie)e Cela
donne 1'homomorphisme py 3 P(X) -wa.(X) , dont on sait bien qu'il est fonc-

toriel.
L'axioms (Te1) a été vérifié dans loc. cité, les axiomes (I 1) a (I 6) se véri-

fient trivialement. Notons que la multiplication dans A(X) dcflnls dans la
formule (5) est celle envisagée dans le paragraphe cité, de sorte que A(X) est
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Jdtanneau de Chow de X . On voit d'ailleurs tout de suite que 1X est la classe

du eyele X . La vérification de (I.7) est triviale.

Pour vérifier l'axiome (I.8), observons que tout élément x e A(X) peut &tre
représenté par un cyele £ tel que €.2 soit défini (cf. exposé 3), ce qui
entraine que f(g) Y est défini. La classe j; (%) est celle'représentée par.
€.2 , considéré comme cycle sur Z , et son image par (f,) ~est représentée
per £(£.3) =£(E.£71 (D) = £(€).¥, en vertu de 1a formule de projection.
pour les cycles ; or f£(£).Y est un représentant de 1la classe (;}Y f )(x) |
Ltaxiome (I.9) ("formule de projection") est prouvé sussi dans loc. cit Enfln
la formule (w) résulte aussit8t de la définition méme de Py P(X) ——)A“ Xx) .

REMARQUES »

1° Pour bien faire'et inclure les thcéories cohomologiques les plus inportantes,
nous aurions dfi, dans les propriétés dthomogénéité envisagées dans le prenier
alinéa de ce paragra he,imposer que si £ : X —>Y est un morphisme propre de
2 dans YO , alors f cst homogine do degré 2(n - m) (et non de degré (n-m)) ;3
la donnée (e) est alors un hononorphisne Py de P(X) dans IS (X) (et non dans

(X)) o Cela améne alors & doubler les degrés dans 1l'anncau de Chow, qui devient
alors un anncau gradué anticommutetif (voir renarque 2 du paragraphe 1), mais dont

tous les degrés sont pairs (de sorte qu'il est aussi commtatif). Corme dans la
suite de ces exposés, nous aurons seulenent affaire a des groupes de classes de

cycles, nous n'avons pas voulu ici inposer cette modification aux notations regues.

20 I1 semble plausible que parmi toutes les thdories satisfaisant aux axiomes
(I.1) (1. 10), Q{ étant la catégoric des cspaces algébriques non singuliers
quasi-pro,]ectlfs pour fixer les idées), la théorie de Chow C ,ol on prend

A(X) = c(X) ey A (6(X) désignant 1l'anneau de Chow X) puisse &tre caractérisée

abstraitement comme étant la "théorie ninimale", au sens suivant : pour toute autre
telle théorie G (avee des groupes gradués B(X) , etc) il existe un homomor—
phisme unique de la théorie (@ dans la thdorie 4 (par quoi on entend la donnés,

pour tout X & V , d'un homomorphisme de  A-modules graduds P A(X) = B(X) ,
fonctoriel pour £* et £ % ? conpatible avec les augmentations et les produits
cartésiens, et la formation de classes caractéristiques de fibrés vectoriels

de rang 1). Cet homomorphisme t? transformerait nécessairenent la classe d'un
cycle irréductible non singulier Y de X en pX(Y) € B(X) , et 1la classe d'un
diviseur D (non nécessairement non singulicr) de X en pX(_'A(D)) é B(X) ,

ou A (D) € P(X) east la classe de fibrés vectoriels de rang 1 qui correspond 2 D -
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La dénonstration de la conjecture ci-dessus permettrait d'éviter complétenent les
difficultés qu'on rencontrc dans le formalisne actuel de la dunlité de Poincard

en Géométrie Algébrique (cfs [3 ], duss & la présence possible de singularités dans
les cycles, difficultés qui nc tarderont pas i sec présenter & nouveau dans les théo-
riecs cohomologiques plus porfectionnées qui sont appelées & remplaccer celle

qu'on vient de citer,

3+ Classcs de Chern et fibrés en drapsauxe

Pour sinplifier, nous supposons dans tout ce paragraphe que les X ex sont des
espaces algébriques non singuliers. Pour l'instant, c'est seulenent dans ce cas que

l'on sait construire une théorie "des intersections" satisfaisant aux axiomes du
paragraphe 1. Nous supposons de plus qu'on se soit donné une théorie inpliquant
les données et les axiomes des paragraphes 1 et 2. En fait, cs qu'on va dire
s'appliqus, sous des conditions plus larges, explicitées dans [4] : les données
essentielles sont (a) et (e) , l'axiome essentiel dens la question étant % )
qui donne la structure de A(P(E)), lorsque E est un fibré vectoriel sur

~un X GX .

Soient X &V, E un fibré vectoriel de rang p sur X, P(E) 1e fibré en
cspaces pro,]ectlfs associé, Ly 1e £ibré vectoricl de rang 1 sur P(E) défini
dans le paragraphe 2 et EE e al (P(B)) sa "classe caractéristique". Du fait que,
en vertu de %), les fé- (0 1 <p - 1) fornent une base de A(P(E)) ,
considéré comme module sur A(X) , on peut trouver de fagon unique des éléments
ci(E) € Ai(X)' (définis pour tout entier i =0) satisfaisant aux conditions ¢

2

150 04 ®) SE =0

(18)
' cO(E)=l, ci(E)=O s1 1>p

Les ci(E) s'appellent les classes de Chern de E , ci(E)_ est dit la i-iéme
classe de Chern. On pose

(8 bis) o(8) = o, (€)

et c(E) est appelé la classe de Chern (totale) de E ; sa donnde équivaut

donc & la donnde de tous les ci(E) .

On prouve (loce cité, théortme 1) que les ci(E) satisfont A toutes les proprié-
tés usuellcs des classes de Chern, et en particulier aux propriétés suivantes,
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qul les caractdérisent ¢

i. Fonctoralité des classes de Chern (relativenent 3 f* et aux images inverses
de fibrés vectoricls).

ii. Normalisation ¢ si E est de rang 1, alors c:l (E) = Px Clx(E) .

iii. Additivité ¢+ O —=E' = E —>E" —» 0 cst une suite exacte de fibrés vecto-
~riels sur X, alors ona c(B) = ¢(E!) c(E") . :

(Seule cette dernidre propriété n'est pas immédiate sur lo définition donnée).

La théorie des classes de Chern est utile dans la détermination d'un anneau
du type A(Y) (Y € V) dans un grand nombre de cas, dont nous donnons un exemple
intéressant dans ce Mﬁmnéro. Signalons déja que si E est un fibré vectoriel sur
X eV, alors la connaissonce des c; = ¢, (E) ddternine compldtement la structure
de 1l'anncau A(P(E)) quand 4 = A(X) est supposé connu, car on aura manifestement 3

A(P(E)) o} A[f]/ﬁ[E:].(gp + 0 fp-l + eee + °p)

Clest oe résultat que nous allons généraliser ici. .

Soit V un espace vectoriel de dimension p sur k . Soit
T = (Pl 3 eee pk)

une suite de k entiers >0, de some p « Un drapsaun de type 4V de V est
une suite croissante vV, < V2c oes ch =V de sous-espaces vectoriels de V ,
avec dim V, =p; + ees + D, o L'ensemble Day(V) des drapeaux de type IV de
V est un espace homogéne sous le groupe Gl(V) des automorphismes de V . Si

H est le stabilisateur d'un drapeau de type ar , on voit aussitdét que H est

~un sous-groupe fermé de Gl(V) contenant un groupe de Borel (groupe des matrices
triangulaires), et l'on explicite faCilsﬁsnt une section ratiomnelle de Gl )
fibré par H . On peut alors munir Dy(V) de la structure algébrique d'espace
homogéne, qui fait de qu(V) une variété compléte. (On montre facilement que

cette variété est ratiomnelle, et méme "spéeiale" au sens de l'exposé 2, mais
nous n'aurons pas besoin de ces faits). Plus généi'alement on déduit de ce qui
précéde que si E est un fibré wectoriel sur un espace algébrique " X , on
- peut définir alors le fibré qu(E) des drapeaux de typs ¢ de E .« O'est un
fibré algébrique localement trivial sur X , dont la fibre en un point x¢ X
est la variété D‘ﬂ’(Ex) des drapeaux de type I de la fibre E, de E en x .
Prenant 9T = (1'y p = 1) , on trouve P(E) , faisant "= (1 y soe s 1)

' P
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on trouve le fibré en drapeau ususl D(E) , enfin faisant 4= (n , n) (avec
n +n=p) on trouve le fibré en variétés grassmanienncs de type (m , n) associé
a E .

Supposons de nouveau 4V quelconque. Soit £ 1a projection de D qT(E) sur X o
Alors 1ls fibré vectoriel £ (E) sur D (E) adnet une suite canonique croissante
de sous-fibrés vectoriels E; < B, ¢ eee E, =E, E, étant de rang
P, * ees + Py o Soit F, = Ei/Ei_l (l<i=k) (enposant E_ = sous-fibré nul
~de E). Posons (supposant X et D“(E) dans AX) :

(19) oW =om)ertn )  Gei<k, 1sisp)

Ces S1éments de A(DQT(E)) sont 1iés par la relation k:.(i'm1 E)) =‘737 c(FJ.') s lece

(20) Zoi = 11 (Z c(j))
: 1=)sk lsispj i

ol on pose ¢, = pi(E) s 6t ob (conformément 2 l'usage quand on est en présence
d'une algdbre sur un anncau de base A(X)) on crit aussi c; pour 1l'élénent de
la A(X)-algébre A(P(X)) correspondant & 1'élément ¢, de A(X) « Le but

de ce paragraphe est de prouver le théordme suivant. '

i

- THEOREME 1. - Soient X €V, E un fibré veotoriel do rang p sur X, Dy(E)
le fibré en drapeaux de type T=(p 5 oo Py ) associé & E , o, = ¢y E)
(1< 4sp) les classes de Chern de E . On sugEose I}T(E) € V Sous ces ces
conditions, les é1éments (19) engendrent la 4(X)-algdbre A(Dq.r(E)) s St les p

" relations homogénes entre les c('” déduites de (R0) engendrent 1'idéal des
rolations de ces générateurs.

Nous nous servirons du lemme suivant, de nature purenent algébrique‘é

- LEMME 1. - Soient A un anneau cormrmtatif avec unité, p un entisyr =0,
'(ci) (1 =1 <p) unc fanille d'éldments de A , soit C lz A-algdbre eng ndrée

per des générateurs g (1 <1 =p) sounis aux relations

6—i(§1’ 0"’-§p)=ci (151$P)

o les g3 désignent les fonctions symétrigues élémentaires. Soient

Py s ses Py des entiers =0, de somme p , et soit pour 1 € js k

5(3) - (gl(j) cee §(.'])
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avec
-Sj(_j) = E(""gj po() +1 .
Posons

cj(.j) = G’i(gfj) 9 see 51();)) (1 <j=<k, lsispj)

et soit B la sous-algdbre de C engendrée par les céj) o Alors ¢
1. Les élénments de lo forme

(g(l))"( (1) s (E(k))“-(k)

avece
OSOQ(j) = (O(fj) 9 cee M(j)) s(pj -1 ’ pj -2 9 oo 1 9 O)
. Pj
forment une base de € considéré comme nodulc sur B .

i1, Les générateurs c,_,(_'j) de la h-algdbre B satisfont aux p relations

isobares déduites de la relation

(= cug= TT (2 o))
l<icp l=j<k 1e:!.sp‘_I

(ci et cj(.:i )ét.ant affecté du poids 1), st ces p relations engendrent 1'idéal
des relations entre les o::ij o '

Faisant en particulier k = 1 , on obtient le

COROLLAIRE, = Lgs é1éments de C de la forme

1 see Sp-l (OS O(iép"i)

forment uns base de C considéré comme module sur A .

Prouvons (i) Montrons d'abord que les éléments envisagés dans (i) engendrent.
le B-moduls C , en utilisant seulement le fait que C est uns B-algébre
engendrée par des groupes de variables J) (1 <] <k) tels qus les fonc-
tions symétriques élémentaires par rapport aux ‘variables de chaque groupe pro=-
viennent d'un élément de B . Une récurrence imédiate sur k nous rameéne
aucas oi k=1, 1.6, au cas envisagé dans le corollaire. Dans ce cas, on
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procéde par récurrence sur p , l'assertion étant triviale si p=1 .81 p> 1,
on vérifiec aussitdt par rdcurrence sur i, & 1l'aids des formules

51(31 9 cee gp) = El 6‘1—1-( ;2 9 eve -§p) + €i(f2 y vee s Sp)

que les fonctions symétriques élénentaires en 32 s eee E sont dans la
sous-algebre A[fl » donc (par hypothdsc de récurrence C est engendré en tant
qus module sur AT, ] par les &léments de la forme fz eee f avec

0< o, <p-i. D'autre part, la forrule TT(Sl §i) =0 donne

P p-l P, _

ce qui montre que 1&[31] est engendré en tant que A=module par les éléments

§1 1 (o< oy <p - 1) . I1 en résulte que les é1léments de la forme envisagde
dans 16 corollaire engendrent bien le A-modulse C . Prouvons maintenant que les
éléments envisagés dons (1) forment méme une base du B-module C o Pour ceci,
solent A, B, , C  les anneaux définis coms A s By C, meis & partir de 1'an-
neau de polyndmes by = 3[6’1 s see ‘Tp] ot des éléments &, dudit anneou. I1
est alors immédiat que C se déduit de C, par extensj.on des scalairesde la
Ao-algébre CO » compte tenu de l'homomorphisme d'annsaux de Ao dans A qui
envoie & g Sur 4 . De plus, B s'identifie alors & la sous-algébre de OC
engendrée par B ° * I1 s'ensuit aussit8t qu'il suffit de prouver (i) pour le
Bo-module C, ¢ en effet, il en résultera alors que B est facteur direct dans
C, (en tant que B -module et a fortiorl en tant que Ao-module), donc B est
aussi 1'algébre déduite de B, en étendant les scalaires & A , donc une base de
C, sur B, définit unec base de C sur B . Prouvons donc (i) dans le ces
particulier envisagée. On constate aussitét que C, est l'anneau des polynémes

en Ty, eee $p (& eoefficients entiers), A s'identifiant au sous-anncau
formé des polyn6mespar rapport aux 6y = G}L(fl y see Ep) s lees l'ensenble.
des invariants du groupe symétrique Sp « De méne, il est bien connu que Bo

est l'ensemble des invariants du sous~groupe G =S_ x ees xS ds Sp . I1

P P

‘en résulte que le corps des quotients de B, est l'emsembls des invariants, sous
G , du corps des quotients de C, o Appliquant 1a théorie de Galois, on trouve
que le rang de¢ C_ ‘sur B, est égal 3 l'ordre de G , c'est-3-dire A

Byt ++o p ! o C'est aussi le nombre des générateurs emwisagés dans (1), donc i1
n'y a aucune relation non triviale entre ces générateurs.
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Prouvons (ii)e. Les p relations envisagdes sont bien vérifiées dans B , car
elles reviennent & 1'identité de polyndnes en une irdéterninée t , & coefficients
dans B

(+) oo e 7T (2 )
l<j<k 1ﬁ&pj

qui s'éerit aussi, en tant qu'identité entre polynfmes & coefficients dans C 3

1L ++%,) = (7vT 1L+t (j)
11:; S 12}5& 1<isp, S

et qui est donc manifestement vérifide. Soit alors B! la A-algdbre engendrée
par des générateurs c_,:_(']) sounis aux seules relations (#') déduites de (%) ,

quand on y renplace les o(']) par c} () ¢ Soit C' 1a B'-algébre sngendrée
per des generateurs i(J) l<j<k, 1si<p :I) sounis aux seules relations

o (g,(j) ) wee gt(j)) _cg(:l) lsj=k, 1=1i &pj) , qui peuvent aussi
s'écrire

TT 1 +t§.(j) Z G’(j) ti
tedspy esspy

Ces relations, jointes & (#'), montrent que l'ona ¢ = §( SR, *g}')) e Par
suite, il existe un homomorphismec de A-algebres unique de C dans C' qui
transforne gi' en § - Cet homomor-hisne induit un homomorphlsme de B sur la
sous-algébre de C' engendrée par les o’i( §i(j) ’ ...,'g' J)) s 1ec. par les

c_,:_(j) laquells sous-algebre s'identifie & 1?') lui-néne. On a done un honmonorphis—
J

tion de B') un homomorphisme de B' sur B , transforment of 3} en

3 corme on a aussi {par défini-

KON

conclut que ces deux homomorphispes sont des isomorphisnes inverses l'un de 1'autre
en particulier B! =»B est injectif, ce qui prouve (ii). Le lerme est démontré

me d¢ B sur B! transformant c(j ) en c
on

Nous pouvons maintenant dérmontrer le théoréne 1. Envisageons d'abord le cas par-
ticulier T= (1 5 ses 5 1) , alors 1'énoncé est le suivant s

COROLLAIRE 1 au théoréme le - Soient X<V, E un fibré vectoriel sur X,
D(E) 1le fibré en drapeeux de E , 51 sere s Ty .les classes dans A (D(E))
des_facteurs qui interviennent dans le scindage canonique du fibré vectoriel sur
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D(E) image réciprogue de E . Alors A(D(E)) est.la L(X)-algbbre engendrée par
des S ' sounis aux seules relations

51(51 s see gp) =ci(E) .

En effet, cette relation étant bien vérifide en vertu de 1l'additivité des cl-sses
de Chern, 11 reste seulenent & prouver, compte tenu du corollaire au lerme, que
les é1énents de A(D(E)) de 1la forne

[~}
1 X p-1
3 e ngI. (0 x; <p~1)

forment une base du A(X)-nmodule A(D(B)) . On procdds pa:b récurrence sur p ,
l'assertion étant triviale si p =1 . Soient X' le fibré projectif associé &
E, E' le fibré vectoriel sur X' image réciproque de E , F! 1le sous-fibré
de reng 1 cenonique de¢ E! , et F! =:E'/F1' o Llors D(E) s'identifie au fibré
D(F') sur X', et les é1énents To s eeeny Ep de A(D(E)) s‘identfient aux
élénents fondanentaux dans A4(D(F')) . D'aprés 1l'hypothése de récurrence, les

X2 & p-1
%2 ece ¥pu (=%, =p-41) fornent uns base ds 4(D(F')) sur A(X'),

_ x o
tandis qu'en vertu de l'axione (I.11), les élénents §,° (1 '€ X, €p =1) foment
une base de A(X') sur 4 o Par suite, les éléments 311 §£f"‘
1= X, =p = i) formert une base de A(D(F')) = A(D(E)) sur A(X) , ce qui
prouve le corollaire 1. '

Prouvons nmaintenant le théoréne 1 dans le cas général. On peut considérer D(E)
comne fibré au-dessus de D *(E) , et de fagon précise D(E) s'identifis au pro-
duit fibré sur Dy(E) des fibrés en drapsaux D(Fl) y eoe o D(Fk) sur D.".(E) .
I1 en résulte (& l'side du corollaire 1 déja prouvé, par une récurrence irmédiate
sur k) que C = A(D(E)) , considéré comme module sur B! = A(D.n,(E)) , adnet une
base formée des éléments de la forme envisagée dans le lerme 1 (1), en désignant
par §§j) (1=<1 s.pj) les éléments de A(D(E)) , classes des facteurs qui

interviennent dans le scindage canonique de 1'image inverse, sur D(E) , du fibré

F j sur D'TT(E) o En particulier, B s'identifie A un sous-anneau de¢ C § d'aillsurs
la structure de C est celle exprimée dans le corollaire 1. D'ailleurs les

; ij) ne sont autres que les T, eA(D(E)) , comie on le constate aussitbte
D'autre part, il résulte de 1l'additivité des classes de Chern qus l'on a
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(.‘l) - 61( S(j) cee S(j)) Posons 4 = A(X) s on voit done que B contient la

~sous-nA-algebre B! de C engendré par les 0(3) « Prouvons que B = B! . En
effet, en vertu du lemme, (i), on a dans C un systene d'élénents qui est une
base & la fois pour la structure de B-module et de B'-module, cela implique
B = B! , Ainsi les cij) engendrent la A-algébre B = A(D (E)) . L'idéal des
relations entre ces générateurs est de plus donné par le lemme 1 (i1). Cela
achdve la démonstration.

REMARQUES o

1° Comne dans le peragraphe précédent, il y aurait intérét & énoncer le théoréne 1
dans le contexte anticommutatif.

20 Le théoréme 1 donne en particulier la structure ds D(V) pour un espace
vectoriel V . On retrouve en particulier l'anneau associé A une variété grassna-
niemne. On notera que le résultat obtenu est indépendant ds la théorie des inter-
sections choisie, et ne dépend que de l'anncau de base N .

3° Lorsque A contient le corps des rationnels, il existe un théoréme plus
général que le théoréme 1, permettant lorsque l'on a un fibré algébrique princi-
pal P sur X , de groupe structural un groups linédaire cornmexs G , et un
sous-groupe H de G contenant un sous-groupe de Borel, de calculer A(P/H)
connaissant A(X) et les "classes caractéristiques" du fibré P . Lorsque A
ne contient pas J& , par exemple A =2, un tel énoncé ne peut plus exister pour
tout G , & cause des phénoménes de "torsion" qui seront examinés dans un exposé
ultérisur.

4° Pour énoncer le théoréme 1, nous avons dfl nous placer dans une théorie ou les
A(X) étaient gradués. Indiquons rapidement les résultats correspondants lorsque
L(X) est 1l'annesau K(X) des classes de faisceaux sur X (V étant la catégorie
de tous les espaces algebriques non singuliers), tel qu'il est défini dans [1 7.
Soient E un fibré vectorisl de rang p sur X eV y et soit
2 X(IE) é:K(P(E)) la classe du fibré vectorlel I « C'est donc un élénent
inversible de K(PCE)) . On déduit de la formule de Kiinneth, et de la ‘structure
cohomologique connue d'un espace projectif (cf. FAC [5])que 1l'on a les formmles
suivantes (ot f est la projection P(E) =»-X) 3

. f;(fé):'o si -(p-1)<si <0

@)
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I1 en résulte aussitdt, corme dans la proposition 1, que les
iz (e<isp-1)

sont linéairément indépendants sur K(X) . D'autre part, le fibré f—l (E) e IE
M

sur P(E) contient un sous-fibré de rang 1 trivial, d'ou résulte (en vertu
de la formule d'additivité pour A 1;) que A, (f-'1 (E) e IE) =0, ce qui
sfécrit aussi

(22) A ®L) =1 -EQy + K@ + coo + (- 1)P APE)E =0

et permet de calculer QE corme combinaison lindaire (& coefficients dans

K(X)) les f,é (0=i=<p-1), compte tenu que P (E) est un élément inver—
sible de K(X) « Dtautre part, utilisant les résultats des paragraphes 4,5, 6, on
prouve qus 1es X,é forment un systime de générateurs de K(P (B)) considéré
comne module sur ~I§(X) « Donc 11s forment néne une basec. Conrte tenu de (22) s cola
détermine la structure dtanncau de A(P(E)) connaissant le A -anneau

K(X) et 1'é1énent E de K(X) . Sa structure de A =-anneau est aussi déterminde,
temant compte de A (’QE.) =1 + @E t .

Utilisant le résultat précédent, et procédant corme pour le théoréne 1, (par
utilisation du lemme), on trouve que plus généralement NE(D“(E)) est le A -anneau
engendré au-dessus du A-anneau AI&(X) par les zénérateurs f f l<j=k)
classes des fibrés vectoriels F; » les seules relations entre ces générateurs

dtant celles déduites (au sens de la théorie des "N\ =anneaux) des relations
i
N (fj) =0 si i>p 3
(23) '
fl + eee + fk = E

On peut dire aussi qu'en tant que K(X)-algebre, K(D“(E)) est engendrée par les
générateurs '

’f(fj) l<j<k, l<is<p,)

sounis aux p relations résunées dans la formule

(24) Zootewt = TT (S Renh .
1<igp l<jsk 1~i‘pj
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4. les axiomes d'exactitude et d'homotopic.

Dans les trois parégraphes qui suivent, nous allons exaniner des propriétés
spéciales au cas ou les groupes A(X) sont des groupes de classes de cycles en
géométrie algébriques Par ailleurs, pour les paragraphes 4 et 5, nous n'aurons
besoin que d'une partie de l'exiomatique développée dans le paragraphe 1, que
nous allons expliciter maintenant. La généralité ainsi gagnée sur le paragraphe 1
n'est d'ailleurs pas illusoire, car les résultats obtenus s'appliqueront aussi
aux divers groupes de classes de cycles (pour 1! équivalence ratiomnslle, ou
algébrique, ou des "classes de faisceaux") sur des espaces algébriques guelconques,
(singuliers ou non).

Nous supposons donnée une catégorie V d'espaces algébriques, satisfaisant aux
MA .
conditions suivantes ¢

(Ve3) st X €'X » tout espace algébrique isomorphe & une partis ouverte de X ,
ou & un sous-espace fermé non singulier de X , est aussi dans 'X s si X et Y
.sont dans V , alors X x Y est dans V ; V contient la droite affine k .
AN * M0 AN A

On suppose de plus qu'on a les donndes (a), (b), (c), (d) du paragraphe 1, avec
cependant les restrictions suivantes £* ntest défini que si le norphisine
f: X=Y dans V ~est un isomorphisme de X sur une par‘b:.e ouvertede :Y ;

£ * ntest défini que s1 F estun isonorphisme de X sur uné part;le femse de- Yoo
Par ailleurs, on suppose que les lois fonctorielled (gf)* =gt y (gf) =g, £,
et los lois ané.logues pour’ l'appljcation identique, soient satisfaitese De plus,

on suppose domné, pour tout X eV, un élénent 1y dans A(X) . On suppose -
satisfaits, relativement 3 ces donnees, les axiones (I.l) 3 (I.7) du paragraphe. 1,
ainsi que les formules (2) dudit paragraphe, donnant 16 fomalisme inpliquant les

" élénents unitést 1X R

De plus, nous supposerons les deux axiomes plus spéciaux suivants satisfaits s

&Ei) (Axiome d'exactitude)e Soient X €V, Y une partie fermée do X
- appartenant & V , U son complémentaire ouvert, 1 : Y =>»X et j ¢ U~>X

les morphismes d'injection. Alors la suite d'homomorphismes suivante
, i ]
A(Y) = A(X) BA@U) =0

est exacte.

9‘{1 (Axiome d'homotopis rationnelle)e Soit X €V, alors 1'application
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x-)xxlk

M

de L(X) dans L(X x k) est surjective.
M

(N.Bo~ Dans tous les cas rencontrés ou cet axiome est valable, on peut méme prou=
ver que l'application envisagée est bijective ; mais nous n'curons pas besoin de
ce fait).

D-ns les deux prochains paragraphes, nous n'‘utiliserons directement que ces deux
axiomes. Cependant; pour les établir dans les cas particuliers que nous avons en
vus, nous vérifierons dans ces cas l'axionms %) ds nature auxiliaire ci-dessous,
et un affaiblissement (HD) de 1l'axiome d'homotopie, axiomes dont la vérification
“n'offrira pas de diffigt:l“te’se Nous envisageons donc les axiomes suxiliaires.
suivants ; (dont le premier exprime essenticllement que A(X) “est bien un
groupe de classes de cycles sur X) @ '

‘ (Z) Soient X € V irrédductible non singulier de dimension n , et x € A(X)
tel qus £(x) = 0 . hlors il existe une partie fermée R de X de dimension
€ n -2, une hypersurface non singulidre V dans X' =X = R et un élément

x' ds A(V), tels que 1'on ait J*(x) =1,(x') , od J: X! =X et
i+ V-—->X' sont les morphismes d'injectione

(MH'R) (&xiome d'homotopie pour les diviseurs). Soient X SV, V irréductible
non singulidre, Y une hypersurface non singulidre de X telle que le diviseur
défini par Y soit linéairement équivalent & O « i 1'injection de Y dans
X o Alors on a i*(lY) =0, |

PROPOSITION 5, = L'axiome d'exactituds (E) joint aux axiomes (Z) et (HD) ci-
ot \a/) 8% \u) o
dessus implique 1'axiome d'homotopis (H) .

On prouvera l'énoncé gﬁ) par récurrence sur n = din X , 1'énoncé étant trivial
si n <O . Supposons donc n=>0 , et 1l'énoncé prouvé pour les valeurs stric-
tement inférieurss de la dimension. Soient Y un sous-espace fermé quelconque
de X, Y' l'ensemble de ses singularités, U=X-Y, U'=X-1',

Y, =0'-U=Y-Y', sofent 13 Y —=>U' et . J: U -~>»U' 1les injections
canoniques, et T: Yl x~]§—)U' xnl»i et 3- : U xﬁ-—)U' ><”1::A lss injections
correspondantes pour les produits avec ’5 » 6t considérons le diagramme suivent

1 *
My 5 a@) b oaE) — o0
. % *
(%) lpyl - lpUl J,p[]

4(T, x k) -$A(U' x k) 3—>A(U x k) => 0
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ot les fléches verticales désignent les produits cartésiens avex 1k « Ce diagran=-
ne est commutatif en vertm ds &IW}A o Supposons din Y <n , alors I¥ prenmiére
fldche verticale est surjective d'aprds 1'hypothése de récurrence. Considérons

ls diagramme suivant d'injections canoniques 3

Lo axBra
- 1

Soit enfin x €A(X x k) + Posons
AN 4

P B €401V, 550N mPWe AU k) .

Avec ces notations, on a le Remme suivante

LEMME 2. - Supposons que t e Im p; » alors E'glm p;, .
Cela résulte aussitdt du diagramme (%), compte tenu de 1'éxaotitude de la
deuxidme ligne (résultant de 1'axiome Q‘I‘)) et du fait que p; est surjectif.
1

COROLLAIRE. = Supposons qu'on puisse trouver une partie fermée Y de X , ds
dimension <n = dim X , telle que la "restriction" k (x) de x & Uxk
(o U=X=Y) soit dans In pU « llors ona x e€In pX .

En effet, du lemme 1 résulte que 1l'hypothdse sera encore vérifiée en rempla—
- gant Y par-l'ensenble Y' formé des points singuliers de Y . On voit ainei
de proche en proche gu'elle sera vraie aussi si on remplace Y par g s Ce qui
prouve le corollairc.

e corollaire nous montre qus, pour prouver X e In p; » on peut enlever ds X
tout sous-ensemble fermé de dimension < n'" . En particulier on psut supposer X
non singuliéree. Alors X est réunion disjointe de ses composantes irréductibles.
et on peut se ramener au cas o X est irrdductible (en utilisent % ) et
(I.7))+ Evidemment, la quest:.on est résolue si x =1y e =1y x 1k « Par suite,

remplagant x par x - e(x)l k , 6t utilisant e(lX k) =1, on est ramend

au cas ob £(x) =0, Utilisons alors 1'axione (Z) Si R est la partie fernde
de. X x k , de dimension =din(X xalf.) -2=n-1 , qui intervient da.ns,l'enonce
de cet axiome, alors l'aghérence de la projection de R sur X est de dimension
<n -1 ’ on peut donc en vertu du cdrollaire précédent supposer que R est
vide, donc qulon a x = i*(x') y o 1i: V=»X xk est ls morphisme d'injection



429

d'une hypersurface non singuliére fermée V de X x k dans X x k s 6t x' un

élément de A(V) o Soient Vi les composantss :ereductibles de V Utilisant

w, on voit que x est somme d'éléments provenant d'éléments xi des A(Vi)
ce qui nous raméne au cas ou V est irréductible. Appliquant & nouveau (2), on
psut enfin se ramener au cas ol x' est 1'élénent 1V de A(V) o Adnett?gns un

instant le

IEMME 3+ = Solent X wune variété non singulidre, D wun diviseur sur X x&cﬁ R

alors il existe un ouvert non vide U de X tel gus le diviseur induit par

D gsur Uxk goit lindnirenent dquivalent a O .

Ce lemme nous randne alors au cas ol le diviseur défini par V est lincaire=-
nent équivalent & O . Mais dans ce cas, en vertu de (D), x=1 L1y) est mul,
donc on a bien x éImpX .

Rests é prouver le lerme 2+ On peut éviderment supposer X affine, D preniers
Soit A 1'anneau affine de X , alors D correspond & un idéal premier non nul
ninimal 2 de Aft] (t étant une indéterminde), et la conclusion du lerme
signific qu'il existe mm fe A, £#0, tel qus 1'idéal p.Af[t] soit
principal (ot A, est l'anncau des fractions de 4 de 1la forme gf & , &VeC
g € A). On peut éviderment SuUpposer gque la projection de D dans X est dense,
ce qui signifie que A r\p = (0) , ou encore NS = #, ot S est l'ensemble des
élénents de A d.if‘fercnts de O . Bsla signlfie aussi que hy est l'inmage réci=
proqus d'un idéal premier D' de A[t]S =Xt], o K= st désigne le corps
des fractions de A . Comme K t] est principal, D' adnet un generatsur P,
que 1'on peut supposer dans A[t] . Soit 4= P.A[t] s On a pS qS- , i.e.
(p/q)S =0, donc 11 existe f &S tel que. f(p/q) 0, iee (R/q)s =0 (ob
Sf est 1o partic miltiplicativement stablo de A ongendree par f ) ou encore
pSf '-,33: s en d'sutres ternss 1'idéal pi":f = p.Af[t] admet ls générateur P' .
Cela achéve la démonstration du lerme 2, donc de la proposition 5

Notons maintenant que l'axiomatique envisagée au début de ce paragfaphe est
’verifiee manifestement quand on prend pour V la catégorie de tous les espaces
algébriques non singuliers, A(X) designant le groupe des classes de cyelss pour
1’equivalsncs lineaire. (La définition de f s T o Sous les conditicns indiquées,
6t celle du produit cartésien, de l'augmentation et de 1*élément 1y , étant évi-
dente, ainsi que la vérification des axiomes (I.l) a (I.7)et des formules (2)).
Ceci dit -
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THEOREME 2. - En théorie de 1l'équivalence linéaire dans la catégorie V "de tous
MA

los espaces algébriques non singuliers, les axiones (E) et (H) d'exactituds
) M T M
et d'homotopie sont vérifiés. )

En effet, les axiomes (Z) ot (HD) sont vérifiés trivialement. En vertu de la
proposition 5, il rcste donc vorlf:n.er seulenent l'axiome d'exnctitude (E)
Avec les notations de cet axiome, il est imnédiat que ;] est surjectzve, car
tout cycle sur U est 1o trace sur U d'un cycle sur X (obtenu en remplagant
les composantes irréductibles du cycle donné par leurs adhdércnces dans X). D'autre
part on a éviderment ;]* i, = 0 , il reste donc & nontrer que le noyau de j*
est contenu dans 1'image de i, , ce qui va résulter du

. LEMME 4. - Soient X un espace algébrique non singulier, Y une partie fermée
de X, U=X=-Y, z uncycle sur X tel que la trace d¢ 2z sur U goit

lindairenent équivalente & O . Alors il existe un cycle z' dans X , lindaire-
ment équivalent & 2z , et dont le support est contenu dans Y .

Par hypothdse il existe un cycle Z sur U x k tel que pour toute composante
de Z , sa projection dans Xk soit dense, et tel que 1l'cn ait  afU = 2(0) - 2(2)
(avee. las notations habltuelles) Soit Z 1e cycls sur X x k obtenu en
remplagant les composantes irréductibles de 2 par leurs adh‘grences dans X x}i .
Alors les composantes irréduct.ibles de Z ont encore une projection dense dans
k, de plus Z|U x Xk =2. Il en résulte aussitdt que z(t) = Z(t)|U pour
tout te k, d'od z(o) -7(1) = ('(o) ~7Z(1))|U « Comns 1le prenier membre est
z|U , cette formule signifie que z' =z = (Z(0) =Z(1)) a une restriction & U
qui est mulle, i.6. a son sup'por‘t dans Y . D'autre iaart z' est linéairenent
édquivalent & 2z « Cela prouve le lerme 4.

REMARQUES, - Comne nous 1'avons signalé plus haut, une théorie de 1l'équivalence
lindaire des cycles, satisfaisant aux conditions indiquées au début de ce para=-
graphe, peut aussi se développer dans. des espaces algébriques quelconques (pou-
vant avoir des singularités). En effet, si % est un cyele sur un produit X x T,
ou T est non singulidre, alors il résulte de la théorie d'intersections'dévelop—
pee par Je=P. SEBRE dans son cours au Colldge de France en 1958, que l'intersection
Ze(X x t) = Z.p2 (t) peut se définir cormme un cycle sur X x T , pourvu que la
condition usuelle sur les dimensions d'intersections ensemblistes soient vérifiées
(12 formule de Serre fhit intervenir une somme alternée de longueurs de modules Tor
‘calenlés sur les anneaux locaux de T). Ce cycle sera éviderment. porté par X x t,
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et sera donc de 1a forme Z(t) xt , o t ost un élérent de T . Cela permet de
définir les cycles lindcirenent équivalents & zéro sur X corme ceux qui sont de

la forme Z(0) = Z(1) , ob 2 est un cycle sur X x k o Lo théoréne 2 sera valable
alors dans la catégorie de tous les espaces algébriques (1a dénonstration donnde
étant valible telle quells). la méne démonstration s'applique & 1'équivalence al=-
gébrique. Enfin, les cxiomes d'exactitude et A'honotopie sont aussi valables en
théorie des groupes de classes de faisceaux; (cf. [1]). Ia dénonstration utilise en-
core essentiellement la proposition 5, qui ranéne & prouver l'axione d'exnctitude
qui est une conséquence de propriétés de prolongenent de faisceaux algébrigues
cohérents.

5, Application & certains espaces produits.

- Dans ce pcnr'w graphe, nous supposons les conditions du début du parapraphe précé= -
dent satisfaites, ainsi que les axiomes (E) st (H)

PROPOSITION 6. = Soient X e V U un espace algébrique isomorphe 3 un ouvert

d'un espace affine k » Alors l’honomorphisme x=>x x1l; de A(X) dans
A(X x U) est surjectif. '
On peut supposer que U est un ouvert de A}in « En vertu ds (I.1), le diagrarme

AX) —> &(X x~]§n) — A(X x U)

est comrutatif, la deuxiéme fléche désignant 1'honmomorphisme de rest.riction. Conne
ce dernier est surjectif en vertu de (E) , on est ranené au-cas o U = k « S1

n =0 1l'assertion résulte de (I. 6), si n=1 c'est ltaxione (H), enfin pour n>1
on le démontre par une récurrence immédiate, utilisant l'associatlvite du produit
~cartésien (axione %))o

PROPOSITION 7. = Soient XeV , (X,)qoy_, une suite croissante de perties
fermées dc X appartenant & V ,avec X =X, u : X, =X et
vy (X -X 1) => X, les morphisnes d'injection, S; une partie de A(Xi) o

Soit S = Uu (Si) < 4(X) . Supposons que pour tout 1 , vi(Si) engendrs le

N ~ncdule A(Xi - Xi—l) o Alors S engendre ls /\-module L(X) .

(NeB. ~Onaposé Xy =8, ie. X -X, = xo) « Dinonstration par récur-
rence sur n , l'assertion étant triviale si n =0 . Supposons n>0, et
1'assertion démontrée pour les valeurs strictenent inférieures de n o Soit, pour

0O<icn-1, ui : Xi -a.Xn_l le morphisne d4'injection, et soit
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St = 0 iL) . ui *(Si) « I1 résulte de 1l'hypothise de récurrence, appliquée a
sl sn-
Xn-l et la suite des Xi (0 <i <n-l) qu¢ S' engendre le A =moduls A(Xn_l) .

Considérons alors la suite :
%

A(Xn_l) .(.u}l‘:_l.).’; AX)) l‘-‘-—-—-aA(xn - xn_l) —3 0

qui est exacte en vertu de gg )« Corme v;(Sn) engendre ls A -noduls A(Xn - Xn-l)
et qus S' engendre le A -nodule A(Xn_l) , 11 s'ensuit aussitét que
(un-l)* (s) v S, engendre le A -nodule 4 (Xn) « Or ce systéne de générateurs

n'est outre que S , comme on constate aussitbt.

En conjuguant les propositions 6 et 7, on obtient des infornations sur l'engendre-
nent de A(X x P) lorsque P admet une suite croissante (Pi)O si<n de
.part.ies femées, telles que chaque Pi - Pi-l soit isonorphe & une somne disjointe
d'ouverts d'espaces affines. Le cas lc plus simple et le plus importantestle suivont:

COROLLAIRE. - Soient P un espace projectif de dinension n, F, (0 =1 <n)
une suite croissante de sous-espaces linéaires, avec Pi de dimension 1 ,

on suppose les P, dans V. Soit X €V . Alors tout é1lénent de A(X x P) est

somne d'éléuents de la forme X x pP(Pi) y oi x €A(X) et ol on pose

pP(Pi) = wi*(lPi) s w; gtant le morphisme d'injection P, —> P.

Ona xx pP(Pi) = (idx)* (x) x “i*(lPi) = ui*(x X 1P1) » o uy =1dy x Wy est lo

morphisme d'injection X x P, => X x P « Soit S, 1l'enseuble des élénents de

i i

A(X x P,) de la forme x x 1 « On veut donc prouver que 8 =U u, (S,) engen-
i Pi ix 4

dre le A-podule 4(X x P) , pour ceci on applique la proposition 7. L'hypothése

de -cette proposition est vérifiée, car on aura' vI(Si) = ensenble des

x x lpi_Pi-lé AX x (P = Pi-l)) . Or P, =P, , est un espace affine, donc
en vertu de la proposition 6 on a v;(si) = A(X x (Pi - Pi—l)) , cela dénontre

le corollaire.

6. Applicotion & certains espaces fibrése.

by

D-ns @e paragraphe, nous supposons & nouveau que l'axiomatique du paragraphe 1
est valable, et nous supposons de plus, comne dans le paragraphe précédent, que
(Ve3) et les axiomes SE) et (H) sont valabless (D'ailleurs, dans le théoréme sui-

M

AR A
vant, nous n'utilisons que Sﬁ)).
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THEOREME 3. - Soient X un espace algébrique non singulier appertenant & X 5

E un espace algébrique non singulier, f un morphisme de E dans X 1el que
1'epplication tangente en chague point soit surjective, S wune partie de AE) °

On_suppose la condition suivante satisfaite ¢ pour tcute partie localenent fernée
irréductible non singuliére Y de X, £t (Y) est dans V , st pour tout

X € i&(fﬁl (Y)) on peut trouver une portie ouverte non vide U de Y tel que
x!£7 (U) soit dans le 4(U)-~uoduls engendré par 1*(9) ,ou 1 ¢ £ (U) —>E
est le morphisme d'injection. Sous ces conditions, S engendre A(E) considéré

comme module sur A(X) .

Utilisent (I.7), on est aussitft ramené au cas ou X est irréductible. On procé-
de par récurrence sur n = dim X , 1l'assertion étant triviale si n = 0 . Supposons
done n >0, et l'assertion dérontrée pour les valeurs strictenent inférieures de
la dinensione Soit U une partie ouverte non vide de X , soient Y=X~-U,

Y' 1l'ensembls des singularités de Y , posons U =X -1 , I, =0 =U= Y -1
T=rl@w), Tr=e2@), T, =£(4) . Sodent 4t Y, =0 ot

jt+ U=>U' les morphisnes d'injection, 1 @ Yl =T et JT: T>T

les morphismes d'injection correspondants, enfin, désignons aussi par abus de
langage, par f;,f',f lcs morphisnes T—=U0, T =U' et 'Y-l ~>Y, induits

par f . Considérons alors le diagramme 3

A(Yl)(s) —:lf-éA(U‘)(S) —-1-*—>A(U)(S) —> 0

o

A('fl) —25 4(T) L A(T) =———>0

ou la premiére fléche verticale est définie en utilisant la structure de

A(Y, )=nodule sur A(Yl) définie par 1'homomorphisme d'anneaux fr : A(Yl) -)A("'fi)
et la famille d'éléments de A(Tl) s indexée par S , déduite du morphisme
d'injection ¥, =~ E et de la partie S de A(E) . Les deux autres fléches
verticales sont définies de la méme manidre. Le diagramme précédent est commutatif :
clest immédiat pour le deuxidme carré, compte tenu de la transitivité des opé-
rations g* , 6t du fait que ';]-* est un bemererohisme d'anneaux ;3 pour le premier
carré, on utilise 1~ formule ¥y .= 'i-* ff (paragraphe 1, proposition 2, corcil-
lairs 1) et la "formule de projection" %) pour i . D'apres l'hypothése,de |
récurrence, la premidre fldche verticale est surjective. Il s'ensuit, utilisant
1'exactitude de la deuxiime ligne, qus si x €A(E) est tel qus x|T = T5(x|T)
est dens 1'imags do A(0)®) , alors x|T* est dans 1'dnags de A(U') ), or
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on peut toujours trouver, par hypothése, un ouvert U=X -7Y tel que 1l'hypothése
précédente soit vérifiée. Lo méme hypothese sera donc encore vérifiée en remplagant
Y par l'emsecmble Y' de ses singulerités, puis Y' par (¥')* etc., de sorte
qu'on voit de proche en proche que ce sera vral aussi pour Y = ¢ 9 1eee Oon a

x ¢ln (A(X)(S)) s ce qui démontre le théorénms 3.

COROLLAIRE 1. - Soient X €V un espace alzébrique non singulier, E un espace
fibré localement trivial sur X dont la fibre F st isomorphe 3 un ouvert U
d'un espace affine, f la projection de E gur X . On suppose que pour toute
partie localement fermée non singulidre Y de X, £ (Y) appartient & V .
Sous ces conditions, £* . A(X) = A(E) est surjectif.

I1 suffit de vérifier que, prenant S = (1 ) , la dernidre condition du theoreme 3
st vérifide. Or il suffit de prendre l'ouvert U assez petit pour que £ (U)
fibré sur U .soit tr1v1al, ie6s s'identifie au produit U x F . Alors en effet
1'homomorphisme ralk L(U) ~ A(f"1 (U)) est surjectif, en vertu de la proposi-

tion 6. Cela dénontre le corollaire 1.

COROLLAIRE 2, = Soient X € V un espace algébrigque non singulier, E un fibré
vectoriel de rang p sur X, P(E) le fibré projectif associée. On_suppose
qu'on est dans le cas gradué, i.e. que lo theorie d'intersection envisagée satis-—
fait aux conditions du paragraphe 2. Considérons la classe g € At (P(E)) définie
dans le peragraphe 2o Alors les g%’ (0<i<p-1) ongendrent le A(X)-module

L(P(E)).

Soit S 1l'ensemble des §%‘ (0 «i<p=-1) . Montrons que les conditions du

théoréme 3 sont satisfaitese Si Y est une partie localement fermée non singuliére
de X, alors la partic de P(E) au-dessus de Y est le fibré projectif associé
au fibré vectoriel sur Y induit par E j conme Y €V, 1l s'ensuit que ce
dernier est dans V en vertu de ln condition (V.2) du paragraphe 2. Reste & véri-
fier le derniére condltion du théoréme 3. Avec les notations de ce théoréme, on
prendra la partie ouverte U de Y assez petite pour que le fibré induit sur

by

U par E soit trivial. Cela nous raméne & prouver le corolleire 2 dons le cas ou
E est un fibré trivial X x V (V &tant un vectoriel de .dim p sur k). Dans
. . MN
ce cas P(E) =X x P(V) , et un ealcul fait nu paragraphe 2 (dens la démonstration
cys i N ‘s

de 1= proposition 4) montre que ¥z = ly x pP(V)( el :‘L) , o on désigne par
(Py)g< 1spl We suite croissante de sous—ebpaces linea:.res de P(V) , P
de dimension 1 o Par suitc on a, pour X cha(X) , xgE =X x pP(V)( el i)
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D'aprés le corollaire & 1 proposition 7, les é1lénents de cette forme (pour

x €4(X), O0<i<p~-1) engendrent 1o A-nodule 4(X x P(V)) , en d'autres
termes les EE (0<i<p-1) engendrent le A(X)-module A(X x P(V)) , ce qui
achdve la déuonstrotion du corollaire.

Conptd tenu de la proposition 4 du paragraphe 2, on voit donc qus les ¥ E
(0 €1 <p=-1) forment une base du A(X)=module &(P(E)) . En d'autres termes,
sous les conditions envisagées dans ce paragraphe, l'axiome % ) du paragrapkc 2
est vérifid. D'aprés lc théordme 2, il cn cst ainsi cn particulicr en théoric de
1'équivalence linéeirc dans la catégoric des cspaces algébriques non singuliers

quasi-projectifs.

REMARQUES. = Sous les conditions du corollaire 1, il n'est pes toujours vrai que
1'homomorphisne £ soit bijectif. I1 en est toutcfois ainsi chaque fois gque E
adnet une section régulidre, comne on voit aussitft. Il en est de nlme lorsque E
est un fibré en fibres A}an , dc groupe structural le groupe linéaire affine (néne
si E n'adnct pas de section régulidre) : on le dénontre en considérant le fibré
en espaces projectifs E obtenu en fermant projcctivenent les fibres de E , et
en utilisant l'axiome (E) pour E ot la pertic ouverte E de E, (dont le
complémentaire est aussi un fibré en espaces projectifs). Utilisant le résultat
précédent, on montre sana difficulté que si P est le fibré principal associé
3 un fibré vectoricl E de ramg p sur X (donc P est justiciable du
corollaire 1), alors £* st un hononorphisme de A(X) sur L(P) dont le
noyeu est 1'idéal de i(X) cngendré par les ci(E) (1 g1 <p) « (En effet, si
G est le groupe linéaire A p variables, T ls tore naximel et B DT le sous-
groupe de Borel de G , alors P/B est 1a variété de drapeaux D(E) , donc
L(P/B) est conmu, d'autre prrt PAT est un fibré affine sur P/B , donc A(p/T)

by

est isomarphe & A(P/B) , enfin pour calouler A(P) & partir de A(B/T) on est
ramené a calowler A(Q) lorsque Q est un espace fitré principal sur ¥ associé
3 un fibré vectariel de rang 1 , ce qui n'offre pas de difficultés gréce au
corolleire 1 et & 1llaxiame d'exactitude).
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