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ESPACES FIBRES ALGEBRINUES

par J.~P. SERKE,

[Le texte qui suit, rédigé en septembre 1958, différe sensiblement de 1'exposé
oral, ne serait-ce que par sa longusur Je
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INTRODUCTION, -~ La définition des espaces fibrés algébriques donnés par WEIL [19]
suppose ceux-ci localement triviaux. Cette hypoth&ése a certaines conséquences

fAcheuses : un rev8tement non ramifié n'est pas un espace fibré, un groupe algébri-
que n'est pas nécessairement fibré par un sous-groupe. Le but de cet exposé est
de proposer une définition plus large, celle des espaces fibrés localement isotri=-

viaux, qui échappe & ces inconvénients.

Dans tout ce qui suit, le corps de base: k est supposé algébriquement clos,
de caractéristique quelconque. Nous suivons la terminologie et les notations de
FAC [157, & cela prés que nous appelons "espaces algébriques" (resp. "morphismes")
les "variétés algébrigues" (resp. "applications réguliéres") de FAC ; pour nous
conformer & l'usage du séminaire Chevalley, nous réservons le terme de Mvariété"
au cas irréductible. | ~

I1 ne serait pas bien difficile d'étendre les résultats de cet exposé aﬁvoas d'un
corps de base quelconque j pour une base réduite & un point, on retrouverait la
situation étudiée dans LANG=-TATE [13]. Il serait plus intéressant de se placer
dans le cadre de la théorie générale des schémas de GROTHENDIZCK (ef. [12]) 3
pour la théorie des rev8tements (n° 1), c'est facils § par contre dés qu'oh aborde
les espaces fibrés proprement dits, on se heurte 2 des difficultés sérieuses (en
voici un exemple typique ¢ s1 G est un schéma de groupes sur un schéma donné,
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et si H est un schéma de sous=—groupes de G , peut-on définir un schéma quotient
G/H 2).

1, Revétements non ramifids

1.1, Définition d'un cspace entier sur un autree.

Soit 9rs Y —»X un morphisme d'un espace algébrique Y dans un espace algébri-
que X o Nous dirons que Y st entier sur X gi la condition suivante est
réalisée ¢ ’

(E)e = I1 existe un recouvrement ouvert affine X, ds X tel quo led

. -] . .
Yi = 9 (Xi) soient des ouverts affines ds Y , st que, gi Ai (resp. Bi)

désigne 1'amneau de coordonnées de X, (resp. Yi) » llanneau B, soit un

Ai-module de type. finie

(On dit aussi que Y est un revétement de X)o

Si Y est entier sur X , l'image directe V(Q_Y) du faisceau des anneaux locaux
de Y est un faisceau cohérent de _C_)X-algébres ¢ c'est évident localement (avec
les notations de (E), la faisceau W(0y) est défini, sur la variété affine
Xi s par. le Ai-module Bi)' Inversement, tout faisceau cohérent de g‘,—algébres ’
dépourvu d'éléments nilpotents, correspond & un revltement Y et & un seul.
8i x €X, les points de Y au-dessus d¢ x correspondent aux idéaux maximaux
de l'anneau semi~-local ‘&'(_O_Y)X » €t leurs anneaux locaux ne sont autrés que les

localisés de cet anneau semi-local.

Si Y est entier sur X et si X est affine, il en est de méme de Y o En
effet, soit A 1'anneau de coordonnées affines de X , et soit B 1'ensemble des
gsections de ‘ST'(Q_Y) 3 d'aprés les propriétés é1émentaires des variétés affines,

B est un A-moduls de type fini, donc est une algdbre affines L'algébre B corres-
pond donc & une variété affine Y' , entidre sur X , et on vérifie facilement que
Y' coincids avee Y (par exemple 2 cause du fait que TT(QY) = T((Qy,)).

Le résultat précédent montre que si Z est entier sur ¥ et Y entier sur

X, alors 2 est entier sur X .

REMARQUE. - la condition (E) entraine que % ost un morphisme propre (au sens
~ de CHEVALIEY [8]) et que %t (x) st fini pour tout x &X . Inversement,

ces deux conditions entratnent (E) (CHEVALLEY, non publié) ; comme nous n'aurons
pas besoin' de ce fait, nous nous bornerons & signaler qu'on peut le démontrer en
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utilisant le théoréme des fonctions holomorphes de Zariski, sous la forme de
GROTHENDIECK ([12], théoréme 4).

1.2, Défirition d'un revetement non ramifié.

Soit vt Y =—+X un rev8tement. On dit que ce rev8tement est non ramifié en
un point y € ¥ ayant pour image x = w(y) 8l la condition suivante est
satisfaite ¢

. ~
(NR). = L'homomorphisme vy -qx —)-6-57 défini par ¢¥ est un isomorphisme.

(De fagon générale, on note A le complété d'un anneau local A pour la topolo-
gie définie par lcs puissances de son idéal maximal).

La condition (NR) se.décompose en deux j tout d'abord § doit 8tre injective
(ce qui signifie que 1'application r est localement. surjective, conc'litiovn.trés
large, vérifiée par exempls si X et Y sont irréductibles et de méme dimsnsion) ;
ensuits, f¢ doit 8trc surjective, ce qui dquivaut 2 dire que 1'idéal maximal my
de 9-y est engendré par 1l'idéal maximel i % de O M Lorsque X et Y sont
irréductibles et de méme dimension, on retrouve bien la définition de la
ron-pemification du séminaire CHEVALLEY [7], page 5-15.

[La condition (NR) n'est "raisonnable" qus parce que le corps de base k est
Supposé algébriquement close Dans le cas géndral, il faudrait supposer que §y
est un O -module llbre (nécessairement de type fini), et que son discriminant est
1nvers:.ble dans 0 + Cette définition psut se metire sous plusieurs formes équi-
valentes, mais nous nt'insisterons pas li-dessus. ]

Si x est un point ds X , on dit que le revétement Wi Y ->X est non
remifié en x 8'il est non ramifié en tous les ppints de Y se projetant en X .
Si ces points sont en nombre de n , le complété de 1ltanneau semi-local
W(_Y 4 ©st isomorphe a (-x) ;3 c'est donc un 0  ~moduls libre de rang n , et
son radical est engendré par m o En utilisant 1es propriétés agréables de
la complétion dans un anneau 1ocal (cf. par exemple [4], exposé 18, ou GAGA [161
annexe), on vait qu'il en est de mdme pour M(Qy), + En d'autres termes :

(NR)!. -~ L'anneau semi=-local 'ﬂ‘(_QI)x est un 9—x <module libre, st son radical

est engendré par M, o

Inversement, il est imuédiat que (NR)* entraine que Y est non ranifié en X

Enfin, on dire que le revetement 97: Y —+X' est non ramifié s'il est non
remifié en tout point (de X oude Y , c'est la méme chose).



1-04

Si Y est non remifié, le faisceau 'rr(p_Y) est localement libre (la réciproque
étant bien entendu inezacte) s son rang est donc constant sur toutc composante
conngxe de¢ X 3 on l'appelle le _q_e_g_x;e_é_ du revétement (sur la composante connexe en
question) ; en vertu de ce qui précéde, c'est aussi le nombre de points de Y
ayant pour image un point donné de X . Si ce rang est partout égal 3 1 , 1l'appli-
cation 97 est un isomorphisme & c'est évident sur la condition (NR)'

Si 9: Y=¥»X est un revltement quelconqus, ll'ensemble des points x €X au-
dessus desquels Y est non ramifié forme un ouvert. Si X et Y gont irréductibles
¢t de méme dimension, cet ouvert est non vide si et sculement si l'extension
k(Y)/k(X) est séparable (cf. [7], loce cit.).

1,3. Opérations sur les revétements non ramifiés.

Toutes les propriétés formelles des revétements topologiques se laissent transpo-

ser. De fagon précise ¢

ae. Transitivité des revétecments. =Si Z =Y et Y —X sont des revétements

non ramifids, le composé Z —>X est un revétement non ramifié.

C'est éviden’b, puisqu'on sait déja que Z est entier sur X (n° 1.1).

b. Produit de deux revetements. = Si Y —»X ot Y' —» X' sont des r ev8tements

non ramifiés, le produit Y x H! =>X x X' est un rev€tement non ramifié.

C'est évident.

¢+ Revetement induit sur un sous-espace. = Soit Y —> X un revétement non ramifié,

soit X' c X, et soit Y' son image réciproque. Alors Y' —»&X' est un revéte-
ment non remifié ; de plus, pour tout point y €Y' se projetant en x €X',
1tidéal de Y' dans Qy 6st engendré par 1'idéal de X' dans Q‘x .

Soit o 1'idéal de X' dans O posons A = ‘“(Q_Y)x , anneau semi-local de
ot (x) dans l'espace algébriqus Y . Dtaprés (NR)' 1l'anneau Ax est un:
Q-x -module libre, et son radical est engendré par QO il en est donc de méme
de 1'anneau quotient Ax/ b, considéré"comme 0 ]/ & =modules En particulier, le
complété de cet anneau est isomorphe & (Qx/ &)° , en notant n 1le degré en x
du rev&tement. D'aprés un théoréme de CHEVALIEY [6] (voir aussi [4], exposé 19),
cet anneau complété n'a pas d'éléments nilpotents, et il en est a_fortiori de méme
de Ax/&xAx . Ceci montre qus &A_ n'est cutre que 1'idéal défini par Y' dans
Ay, d'ol le résultat cherché.
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[On pourrait éviter d'employer le théoréme de Chevalley (qui est spécial aux
anneoux locaux de la géométrie algébrique), en montrant que tout anneau semi-local
qui est non ramifié sur un anncau local sans éléments nilpotents n'a pas non plus
d'é1éments nilpotents. ]

d. Image réciproque d'un rev8temente = Soit Y = X un revétement non ramifié,
soit f 3 Z-—>X un morphisme, et soit Z xy ¥ 1'image réciproque de Y par
£ . Alors Z xy Y —>»Z est un revétement non ramifié.

D'aprés (b), le produit 2 x ¥ est un revétement non remifié de Z x X o On
applique alors (c) au graphe de f , plongé dans Z x X . (On peut d'ailleurs

préciser (d) comme on l'a fait pour (c) ; nous laissons 1l'énoncé au lecteur).

6. Sectionse = Soit Y —>X un revétement non ramifié et soit s ¢+ X =Y
“une section de ce revitement, L'imige s(X) de s ost alors ouverte et fermée

dans Y , et la projection s(X) => X est un isomorphisme.

Le morphisme s est propre d'eprés [8], proposition 1. Son image s8(X) est
donc fermée, et il est clair que s(X) —*X est un isomorphisme. Si y es(X) 1les
. enneaux locaux ds Y ot de s(X) en y ont néme complété (3 savoir :Q_x) 3 comme
celul de s(X) est quotient de celui de Y , ils coincident, ce qui montre que s(X)

est'dgal & Y dons un voisinage de y, autrement dit que s(X) est ouverte

f£. Unicité des rcldvementse = Soit Y —+ X un revetement non ramifié, soit 2

un espace algébriqué, et solent gi » 8y deux morphismes de Z dans' Y « Si ces
deux morphismes ont méme projection f ¢ Z2—=>X , et s'ils prennent la méme valeur

en un point z € 2 , ils coincident en tout point de la conposante connexe de 2z

En prenant l'image réciproque de ¥ par £ : Z-—»X , on se reméne au cas ol

g et =% sont deux sections 3 on applique alors (e).

1.4, Revétements galoisiens non ramifiés.

Soit Y wun espace algétrique, et soit ¢ un groupé fini d'automorphismes de Y .
L'espace quotient Y/y est muni de fagon naturelle d'une structure d'espace
annelé ; on seit (cf. par exeuple, [17], paragraphe 3, ou [18], chapitre III, n° 12)
que c'est méme un espace algdbriqus si (et seulement si, d'aprés le théoréme de

Chevalley cité au n°® 1.1) la condition suivante est sabisfaite 3

(%) Toute orbite de o est contenuc dans un ouvert affine de Y

Cette hypothése montre que 1l'on peut recouvrir Y par des ouverts affines Yi
stables par q 3 si B, désigne 1l'anncau de coordonnées de Y, , le groupe
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q opére sur Bi y et l'anneau Ai des invoriants de Bi est une algebre affine.
La structure d'espcce algébrique de Y/g peut alors 8tre définie en "recollant"
les variétés affines Xi corrcspondant aux Ai .

Comme de plus les B, scot des A;-nodules de type fini ((18], loc. cit., lenme 10)

on voit que Y est entier sur Y/tﬂ .

Posons X = Y/g , ot soit x € X o Soit A = w (OY)x 1'anneau semi=local de
-1 . - .
o (x) dans Y « Le groupe ¢ opere sur Ax , 6t on peut donc définir ses

3 q . rPAs 28 (o} -
groupes de cohomologie H (g , Ax) ; par définition, on a H (9{ , Ax) = Qx .

Du fait que le couple (0 0 ) est plat (GAGA, annexs), on déduit facilenent @

ey , Me 0)=0%g, M) e 0 ’
»’(& 0 =x ﬂ’ -Qx_x

pour tout Qx-module de type fini M sur lequel opére o En appliquant ceci &

A ~ A~
M= Ax , €t en remarquant que M s, _Qx =M=110 s on obtient 3
= y—»-x"y

Hq(ﬂz s Ax) egxﬁx = Hq((:‘i ,» T §-y) ’

A
le produit étant étendu aux y sc projetant en Xx . Corme & perrute les -Qy ’
un résultat bicn connu montre que le membre de droite s'identifie a Hq(g' v ? :Qy) ’
ou i‘{y désigne le sous-groupe de g laissant fixe le point y choisi. On obtient

donc ¢

a. Pour tout y € Y se projetant en x € X , on a un isomorphisne 3

”» A
Hq(ﬂy,gy)=Hq(g,Ax)ao 8, s =0, 1, «0 o
-X

Supposons =2lors que le groupe S{ opére sans points fixes, c'est-2~dire que

que ?fy = {6} pour tout y € ¥ . En appliquant (a) avee q = O , on obtient
A _ A q " A - . q " - .
-Qy_gx et H(j’Ax)GQKQx 0 pour g» 1 , d'ou H(:{,Ax)—o puisque
A
le couple (Q_X , Qx) est plat. Autrement dit @
bs 51 ¢ opére sans points fimes sur Y , le revétement ¥ — Y/g est non romi-
fié, et 1l'on a Hq((j, AX) =0 pour gzl st x eY/ef .

On dit alors que le revétement Y —-FY/E( cst un revétement galoisien non ranifié
de groupe de Galois g - Les é1léments de ¢ définissent des automorphismes de
ce revétenent ; si X est connexe, la propriété d'unicité 1.3 (f) montre que ce

sont les ssuls.
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On noters que, néme si X est connexe, l'espoce Y n'est pas nécessairement
connexse Si YO est une composante connexe de Y , le sous-groupe % de g
forné des ¢é1léments laissant stable Y =~ fait de Y un revétenent galoisien
non renifié de X , de groupe de Gnlois 3'0 .

1.5, Construction du revétenent galoisien associé 3 un revétement non ranifié

quelconque e

Soit X un espoce commexe, et soit Wi Y —>X un rev8tement non ramifié de
X , de degré. n . Nous nous proposons de construirc un rev8tement galoisien non

ramifié de X , dont Y soit le quotient.

Pour cela, soit Yn 1ltimage réciproquc dans ™ dc 1a diagonale de X‘n d'apres
1.3, on obtient alnsi un revétcment non ramifié Yn —X , de degré égal & nn 0
De plus, le groupe symétrique S.'n opérec sur ce revetcment. Soit T 1'enscmble
des points de Y}IZ laissés fixes par &u moins uné pcrmutation o e Sn distincte
de 1'identité ; d'aprds l.3. f£), l'ensemble T est & la fois ouvert et fermé dens
Y; « Soit Z ‘son complémentaire ; c'est un revétement non romifié de X , dont
les points sont les systémes (y; » ee¢ yn) de points de Y , ayont méme image
dans X , et tous distincts ; le degré de 2 est donc n } . Lc groupe Sn est
un groupc d'automorphismes sans points fixes de 7 ; par passage au quotient, on
en déduit un revltement non ramifidé 2/ ,Sn —>X , do degré 1, c'est-a-dire un
isomorphismc d'aprés 1.2. Ainsi, 2 ost un revétement galoisien non ronifié de X,

dc groupe de Gnlois ,S'n 3 on constatc tout de suite que Y s'identifie au

quotient Z/S . Lc rev@tement Z est donc le revltcnent cherchée

Si Y est connexe, on peut prendre une composante connexc Z de 2 de groupe
de Galois q iy 5 on constatc alors que Y s'identifie & 2 / h , avec

b= N8y « Lo revétement Z st le "plus petith revétement galoisien non
remifié de X domincnt le revdtement Y § on laisse au lecteur le soin de préciser

cet énoncée

[Lorsqus X & Y sont des variétds normales, le revtement Zo ntest cutre que

ls normalisé de X dans la plus petite extension galoisienne de k(X) contenant

k(Y) e
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2. Espaces fibrés principaux.

2.1. Systéme fibré..

Soit G un groupe algébrique (non nécessairement connexc), et soit E wun espace
algébrique. Nous dirons que G opére & droite sur E si 1l'on s'est donné un
morphisne F ¢ E x G—+E vérifiant les deux identités :

ae F(x, 1) =x pour tout x ¢E .
be F(x, gg')=F(F(x, g), g) pur xeE, geG, g'cG.

On écritd'ordincire F(x , g) sous la forme x.g de tolle sorte que les identi~
tés ci-dessus s'derivent xdd = x et x.(g.g') = (x.g)eg' « On notera que les trans-
lations x —+x.g (g fixé dens G) sont des automorphismes de E

On définit de nlme la notion de groupe opérant 3 gauche sur un 6SpCee

Soit P un espace algébrique sur lequel le groupe G opére & droite, et solt
Tt P —»X un morphisme de P dans un espace X . Nous dirons qus (G, P, X)
est un systime fibré si lton a v(x.g) = 97(x) pour tout x €P . Ia notion
d'isomorphisnc de systéme fibré est clairc (pour X et G fixés). Il en est de

méme de la notion d'imoge réciproque par un morphisme £ ¢ X! =¥ X s on définit

P' comme le sous-espoce de X' x P formé des couples ayant méme image dans X
(e P = X' xy P) , ¢t on définit W: P' = X' et F' s P' x G—rP' de

fagon évidente.

2620 Définitions .

Soient X un espace algébrique, G un groupe algébrique, et (G,P,X) un
systéme fibré. Nous dirons que ce systéme (ou, par abus de langage, P 1ui -méne )
st trivial s'il est isomorphe & X x G muni des opérations (x , g).g' = (x, gg')
et de lo projection canonique X x G —» X . Nous dirons qu'il est isotrivial s'il
existe un revBtement non ramifié f£ s X' —+ X tecl que 1l'imenge réciproque de
P par f soit un systéme trivial (de base X').

Bous dirons enfin que P est localement trivial (resp. localement isotrivial)

si tout x € X possdde un voisinage U au-dessus duquel P est trivial (respe
isotriviel). Un systéme fibré (G , P , X) locnlement isotrivial sera aussi
appelé un espace fibré principal de base X et de groupe G . Cette terminologie
est une extension dc celle de WEIL [197], qui se bornait au cas localement triviale
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243 Construction d'esprces fibres isotriviaux au noyen de cocyclese

Soit X wun espace algébrique, et soit P wun espace fibré prineipal de base X
qui soit isotriviales Ceci signifie qu'il existe un rev&tenent non remifié
X' =X sur lequel P devient trivial. Vu 1.5, on peut supposer que X' est
goloisien sur X j soit g eon groupe de Galois.

Notons VU (X' , G) 1le groupe des morphismes de X' dans G ; le groupe q
opére sur (X', G) par la pdgle @
(ef)(x') = £f(x'es) (on fait opérer o a droite sur Xt) .
On peut donc définir H°(3, sy F(X'*, G)) , qui est un groups, ot Hl(% , (Xt , G))
qui est un ensemble avec point marqué (cf. FRENKEL [ 9], ou GROTHENDIECK [10]).

PROPOSITION 1. - Les classes d'espnces fibrés principaux de base. X et groupe
G dont 1'image réciproque sur X' est triviale correspondent bijectivement sux
élénents de Hl(g, r(xr, G)) . '

Soit P un tel espnce fibré, ot soit P' CX' x P son image réciproque per
£f : X' —¥X . Par hypothese, P' cst isomppphe & X' x G « On a donc un diagrafi=-
me commutatif ¢

X' x G=>P
ﬂi . lﬁr
Xt =+X .

L'espace P! peut &tre considéré comue 1'image réciproque par v du revétement
Xt —»X . D'aprés 1.3, c'est donc un rev8tcnent non ranifié de P , évidement
galoisien de groups . Ainsi, P s'identific 2 P'/g , et tout revient 2
déterminer les opérations de § sur Pt = X' x G . Ces opératiops doivent €tre
compatibles avec la projection ' de X' x G sur X' , ot doivent commter aux
opérations d¢ G . On en déduit leur expression

(xt, g)eo = (x'ee , Fylx')eg), seg ,

ol {, est un morphisme de X' dans G dépendant de ¢ , c'est=a~-dire une
1-coohdtne de q 4 valeurs dans V(X' , G) « En exprinant 1l'associativité

(x', gee® = ((x', g)e 6)T , & ,%v ey,

on obtient 1l'identité s
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Px') = gplxt o )ep (x1) , der fep= (€5)° « %y »
ce qui signific que ¢ —> ¥g st un l=cocycle. Inversenent, la donnée d'un tel
cocycle permet de foire opérer ¢ sur X' x D, ot de définir P commc le quotient
X! x Géy (1a propriété () du m° 1.4 est bien vérifide, car tout sous-ensemble
fini d'un groupe algéhrique est contenu dans un ouvert affine). Enfin, on vérifie
inaédiatenent que deux cocycles Y et W}Pcorrespondent 4 des espaces fibrés

principaux isomorphes si et seculement s'ils sont cohomologues.

En appliquent la proposition 1 aux ouverts de X , et en passant & la linite
(suivant différentes basecs de filtre), on obtient 3

2. Soit x ¢ X un point fixé. Les classes d'espaces fibrés pr1ncipaux de basse
un voisinage d¢ x qui deviennent triviaux sur un voisinage de £ (x) dans
X' correspondent aux éléments de 1l'ensemble H (EK My (x* , G)) , en notant

F;(X' , G) 1le groupe des germes de morphismes des v01s1nggcs de £ (x) dans G .

EXEMPIE, - Prenons G = G, groups additif. Le groupe fi(X' , Ga) n'est autre
que 1'anneau semi-local de f-l(x) » noté A dans l.4. En appliquent 14 (v),
on voit donc que Hl(:x ’ Ax) = 0 , autrement dit que tout espace fibré principal
q

de groupe G est localement trivial. Nous donncrons plus loin une autre démons-

tration de ce fait,

be Supposons X' et X irréductibles. Les classes d'cspaces fibrés principaux
de base un ouvert non vide de X (non pricisé) qui devicnnent trivisux sur un
ouvert non vide de X' stable par ¢ correspondent aux éléments de
H (’Z y k(X' , G)) , ou k(X' , G) désigne le groupe des applications rationnelles
de X' dans G . On notera que Hl(:{ , k(X' , G)) est aussi 1l'ensemble des
classes d'espaces howogénes principaux sur G , qui sont définis sur k(X) , et ont
un point rationnel dens k(X') (cf. LANG-TATE [13]) 5 cela provient de ce que
la "fibre générique" d'un fibré principal est un tel espace homogene «

2.4 Critére d'isotrivialité localee.

Soit (G, P, X) un systéme fibré. Considérons les deux propriétés suivantes

(FP). = S1 y et y' sont deux é1léments ds P ayant méme projection sur X ,
il existe un g € G et un scul tel que y' =7ye8 ; 1l'application qui, & un tel
couple (y , y') , fait correspondre 1'élément g , st un morphisme du sous=
espace T de P x P ol elle est difinie dens le groupe G .
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(En topologic générale, cette propriété est souvent prise corme d¢finition des
espaces fibrés principaux). '
(SL). = Pour tout x € X , il existe un revétenent non ramifié £ : U' ~—» U,
ou U est un voisinoge de x , et un morphisme s ¢ U' =% P tels que
wtosg=f sur U,

(On peut considérer s comme une "section locale multiforne" , non ramifié

au voisinage de X).

PROPOSITION 2. = Pour qu'un systéme fibré soit localenent isotriviol, il faub
et il suffit qu'il vérifie (FP) ot (SL).

Supposons queé P soit localemecnt isotrivial. Si P devient trivial gur le
revitement U' =% U , la propriété (SL) est évidemment satisfaites Pour vérifier
(FP), on pcut roisomner localement, c'est-3-dire supposer que P = X' x G/ Y. g opérant
sur X' x G ou moyen d'un cocycle Yy o Solt T' le sous-cspace de X' x G x X' x G
formé des couples t' = ((x , g) , (x' , g')). tels que x =x' ; ce sous-espace est
stable par , ¢t son image dons P est le sous-espace T défini dans (FP). Si
t' ¢ T' posons or(t) = g-l g' ;s un calcul imndédiat nontre que le morphisme
@' ¢+ T'=>»G vérific ©' o6 = O' pour tout e donc définit par passage
au quoticnt un morphisme © ¢ T ~» G « On a éviderment y' = y.o(y , y') pour
tout (y , y') €T, ce qui montre que (FP) est vérifid.

Réciproquement, supposons (FP) et (SL) vérifiés. Si f @ Uf => U est un revéte~
ment ayant les propriétés postuldes dans (SL) nous allons montrer que l'image
réciproque P! de P sur U' est triviale. En effet, cette lunge réciptoque
possdde une section s' (correspondant a o), et vérific (FP). Soit & : T ->G

lc morphisme d¢ T dans G tel que y' =y.8(y , y') pour (v, y') €T . On
définit alors deux morphismes réciproques 3 '

&t X' xG=>P' et ¥ P'—=X'=xG,
par les formules 3 ' | '

S(x', g) =sx)eg ot T = (%G, oH, s(wF)) .

On en déduit bien que P! est isomorphe & X' x Ge
C. Qs Fo D.
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Questionse

10 Est-il possiblc de remplaccr la propriété (SL) par la propriété (plus faible)
suivente ¢

(SLF)s = Pour tout x € X , ¢t tout yeP sec projetant on x , il existe un
honomorphisne 8 3 6y_—+ Ox tel que le composé 8 o N  goit 1'identitd sur 6x ?

Cctte propriété signifie que le systime fibré P posséde une "section localc
formelle" en chaque point de la base.

2° On peut méme se demander si la propriété (FP) n'est pas sufiisante & elle
ssule pour assurer qué P est localement isotrivial (X d&tant défini come le

quotient P/G § bien entendu, il frudrait démontrer que ce quotient est un espace
algébrique, sous des hypothéses rcisonnables).

2.5 Preniers excnples d'espoces fibrds principauxe

Les exenples les plus importants sont @

a. Les espoces fibréds localencent triviaux, considérés par WEIL [19], et classifids

par lui dans certains cas (notamment lorsque G = Gm s groupe nultiplicetif).

be Les revétcments non ranifids X' —»X qui sont galoisiens de groupe de Galois

q e En effet, un tel revetement définit un systéme fibré qui devient éviderment
trivial sur X! lui-néme ; c'est donc un espace fibré pr1nc1pal isotrivial, de
groupe .

[La définition des espaces fibrés principaux que nous avons adoptde est, en
sorme, la plus restrictive qui contienne comme cas particulicrs les fibrés du
type (a) et ceux dm type (b), ot qui soit stable par les opcrations usuelles
(cfe n° 3)]

¢« Un groupey fibré par un sous-groupe. Do fagon pricise ¢

PROPOSITION 3, =~ Soit G; un groupe algébrique, G un sous-groupe algebrique
de Gi s 6t s80it H = Gl/b 1'espacc honogéne quotient, rmuni de la structure
d'espace algébrique défini dans [7], -exposé 8. Si 1'on fait opérer G sur G
par translations & droite, 1c systéns (G, G » H) est un espace fibré principal

dec base H et de groupe G

D'aprés la proposition 2, il suffit dec montrer que (G , G H) vérifie les
axiomes (FP) et (SL). Si y , y! 3 G, ont mlne inage dans H = G /G , il existe
geG tel que y' =y.g, et cet element g stéerit g= y'.y « Puisque la loi
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de composition est un morphisme de G, x G, dans G, 5 on voit biem que l'axiome
(FP) est vérifié. Reste & construire une "section lecale multiforme", réguliere en
un point donné de H . Soit G10 la composante connexe de 1'élément neutre de G ,

solt G, =G NG,et B = 10/(?0 3 les variétés G et H sont irréducti-

bles, et H_  est la composante comnexe de 1! élément origine de H . On sait (7],
loc. cit.) que l'extension k(Glo) /k(&?o) des corps de fonctions rationnelles est
séparable ; il s'ensuit aussitét qu'il existe une soug-variété irréductible X!

de Gy o de méme dimension que H , et telle que la projection X' —> H/ défi~ -
nisse une extension finie séparable k(X')/k(I-Eo) « (I1 suffit de prendre pour X!
une sous-variété de G; passant par 1'élément neutre et ayant en ce point une
.variété tangente transversale a celle de G ). D'aprés 1.2, il existe alars un
 ouvert non vide U de H‘Lo dont l'image réciproque u! 'dans Xt consf.itue un
revétement non ramifié U' —> U . La propriété (SL) est done vérifiée au-dessus
de U puisque U' c X' ¢ G'1 . Par translation, on en déduit qu'elle est vérifiée
partout, : "~ C. Q. F.D.

REi{/RQUE. = Soit (G, P , X) un systéme fibré. Supposons pour sinplifier que
X soit irréductiblec et que P —>X soit surjectifes Le raisonnement fait ci-dessus
montre olors que, si l'extension k(P)/k(X) est séparable, et si la propriété

(FP) est vérifide, il existe un ouvert non vide de X au-dessus duquel P est

isctriviale

2.6 Systimes fibrés difinis par des revetements radiciels.

Au lieu de définir les espaces fibrés principaux au moyen des rev8tements non
ramifids au sens du n® 1, on peut songer & utiliser des revétements radiciels.
La difficulté est que l'on ne sait pas définir en général ceux de ces revétements
qui sont "bons", c'est-d-dire ceux qui doivent jouer le r8ls des rev8tements non
remifiés. On ne le sait, grfce & CARTIER [5J, que dans le cas des variétés non

singulidres ¢ si Y est une telle variété, on se donne un sous-fibré vectoriel E .
du fibré tangent TY s 6t on suppose que les sections rationnelles S(E) de E
forment une p-algdbre de Lic restreinte (c'est-a-dire sont stables pour le crochet
6t la puissance p-i&éme) 3 on définit alors sur Y une nouvelle structure de va-
riété en prenant comme fonctions réguliéres celles qui sont annulées par les dériva-
tions DeS(E) . 81 X =Y/E est la vﬁriété ainsi obtenus, lfapplication canoni-
que Y =X fait d¢ Y un "bon" revétement radiciel de X , de hauteur 1. Pour

E =Ty, on obtient X =Y.
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Soit meintenant G un groupe algébriques Sur Y x G donnons-nous un fibré E
corme ci-dessus, cn exigeant que E soit invariant par translation, et qu'en
chaque point E soit supplémenteire de TG dans TYxG 3 dans le langage de la
géonétrie différenticlle, E est une connexion intégrable (ef. [5], n°® 6).

Si ltonpose P= (¥ x G)/E , et X =Y , on constate que (G, P, X) est un
systéme fibré, qui devient trivial sur Y . Un tecl systéme fibrd est-il localenent
isotrivial ? D'aprés les résultats de Cartier, il est trés vraisemblable que la
réponse est affirmative 3 il en est en tout cas ainsi, come il 1'a nontré, lorsque
G = Ga' ou Gﬁ « I1 ne devrait pas &tre difficile de traiter de méne le cas du
groupe Gpn , d'ol, sans doute, tous les groupes lindéaires ; peut-étre pourra=t-on

posser de 13 au cas général.

3. Opérations sur les espaces fibrés principauxe

Nous allons voir que les espaces fibrés principaux (localsnent isotriviaux)
jouissent de propriétés tout analogues & celles dont on a 1l'habitude en topologie
(ef. par exemple GROTHEKDIECK [10]). Comme les démonstrations ne présentent aumune
difficulté, nous nous bornerons & de bréves indications.

3.1 Caractdre fonctoriel en X de ﬁl(x y G)

Soient X un espsce algébrique, et G un groupe algébrique. L'ensenble des
classes d'espaces £ibrés principaux de base X et groupe G sera noté ﬁl(X y G) o
Les classes d'espaces fibrés localement triviaux forment dans ﬁl(X y G) un
sous-ensemble qui n'est autre que le premier "ensemble de cohomologie" Hl(X y G)
en notent G le frisceau des germes de morphisnes de X dans G (ef. [10], ' .
n° 5.1 ou [9], n® 3). Le groups Ho(x , G) sera également noté (X , G) ; c'est
le groupe des morphismes de X dans G .

Soit £ : X! =3X un morphisne. Siv P est un espace fibré principal de base
X et gfoupe G , l'image réciproque P' de P par f est encore un e€space
£1bré principale En effet, 1l faut vérifier que le systéue fibré P! =P xg X' oet
localement isotrivial j la question étant locals, on peut supposer que. P est
~ isotrivial, i.e. qu'il existe un revétenent non ranifié Y —» X sur lequel P
devient trivial j; mais alors P' devient trivial (transitivité des images récipro-
ques) sur Y' =¥ xy X', qui est un revetement non ramifié de X' d'eprés 1.3 ;
donc P! est Bbien localement isotrivial.
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lOn dédutt de 13 une application f£* 3 i x, 6 - (X', G) qui fait de
H (X , G) un foncteur contravariant en X (nous verrons plus loin que c'est aussi

un foncteur covariant en G)e

Soient P et P! deux fibrés principaux de base X et X' . Pour qus P' soit
s \ * . . . .
isomorphe & £ (P) , il fout et il suffit qu'il existe un diagramnc comnutatif 3

p Dop
£

Voo

4

Xt = X .
(F commutant aux opdérotions de G)

En effet, l'application F définit un norphisme P! — £*(P) , ¢ qui nous
ranéne 3 démontrer notre assertion lorsque X' =X, f ‘Stant 1'identité. De plus,
on peut supposer que P et P! deviennent triviaux sur un revétenent Y —»X
non ranifié, grloisien ds groupe o . Cos deux espaces s'identifient donc &

(¥ x G)éy ¢t (¥ x G)/q 1e groups ¢f opérant sur Y x G au noyen de cocyeles
f5 &b Qg o Lo morphisme F définit un morphisme F' 3 ¥ x G =¥ x G, ot il
est ¢lair qu'un tcl norphismc est nécess:.irenent un isomorphisnce. D'ou, par passage
au quoticnt par o » lc frit que F lui-géne est un isomorphisne.

On voit en particulier qu'un espoce fibré prindipal est trivial g8'il a une section.

3.2 Construction des espoces fibrés associése

Soit P un espzce fkbré principal de base X et groupe G , ot soit F un es-
pace algébrique sur lequel le groupe G opére & gauche. Nous nous proposons de
construire 1'espace fibré associé & P , de base X , ot ds fibre F . Nous
devrons toutefois faire une hypothése sur F @

(#%) Tout sous-ensemble fini de F est contenu dans un ouvert affine de F .

Jtignore si cette hypothése (ou une hypothése analogue) est ndcessaire ; de
toutes fagons, elle est automatiquement remplie si F est quasi=projective.

PROPOSITION 4. = Faisons opérer G & droite sur P x F par la formule
(y , £)eg = (yog g-l.f) . I1 existe alors un espace algébrique Q et un seul tel

que P xF solt un espace fibré principal de base Q ¢t de.groupe G .
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L'egpace Q est l'cspace fibré associé cherchée. On le notera P W0 F . Soﬁ
unicité est évidente [defagon généralc, la connaissance d'un fibré principal P
et de son groupe structural G détermine la base : c'est le quotient P/G § Dunie
de la structure annclée quotient (vérification imiédiate sur les moddles locaux
2.3)Js Son existence est un probléme local. On peut done supposcr qus P = X! x G/ g
ot X' —*+X est un revétement galoisicn non remifié, de groupe de Gnlois
opérant au moyen d'un cocycle P (cfe 243)e On construit alors Q comme quotient
X x F/g » ol ¢ opére sur X! x F par la forrmle :

(x' y £)e6 = (x'a 5 , \.Pf(x').f) .

La condition (%) de 1.4 est vérifide, grfice a 1'hypothdsc (i) ci-degsus . L'inege
réciproque sur X' x F du systéne fibré (G, Px F , Q) est isonorphe &
X' x F x G- (celeul facile) , d'ol la propositions’

EXEMPLES ,

as 81 F est un ensemble fini, l'espace fibré P xG F st un regftcnent non
rrnifié de X . Inversement, si X est connexe, tout revétenent non remifié de X
peut s'obtenir ainsi, d'eprés l.5.

be Si ¢ F —+F! est un norphisme d'espnces algéliriques 4 opérateurs, on en

déduit un norphisne t P x0 F =P x0 F! ,

ceSi £ ¢ X' =—>X est un morphisme, 1l'inage réeiproque de P xG F par £ est
isomorphe & P! xG F,ou P'= f*(P) « En particulicr, on voit que les fibrés asso-
ciés PxGF —>» X deviennent triviaux (localement) sur des revétements non ramifiés.

3.3 Extension du groupe structurals

Soit © ¢ G —»G' un homomorphisme du groupe G dans un groupe G' « On psut
foire opérer G & gauche sur G' par la formule '

geg' = 0(gleg* .
Corme G' vérifie évidemment la condition (#%) , l'espace fibré associé P " G
est défini. De plus, comnme G' opére sur lui-néme par translations & droite, et.
que ces translations cormutent eux opérations de G , le groupe G' epére & droite

sur PxGG' .
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PROPOSITION 5. = Si P est un espace fibré prineipal de base X et groupe G,

s rd s 2 .-% . »
le fibré associé P x G!' est un espace fibré principal de bagse X et groupe G' .

La question étant locale, on peut supposer qu'il existc un rev8tenent non ranifié
£t X' =+X tcl que £7(P) soit trivial. Il cn sera alors de méne de
£5(e % ar) ,
C. Q¢ Fo Do
Nous noterons © (P) 1'cspace fibré principal P x G' + On obtient ainsi une
application 6 : ﬁl( G) -é-ﬁl(X G') qui fait de Hl(X G) un bifoncteurs

On peut donner de 9*(P) une ocaractérisation analogue & cclle donnée dans 3.1
pour l'image réciproque.

344 Produits. Cas ou G est cormutatife.

Soit I un ensemble fini, et, pour tout 1 ¢ I , soit Pi un éspace fibré prin~-
cipal de base Xi et groups Gi o I1 est clair que T Ri .est alors un espace
fibré principal de base TTXi et de groupe TTGi s d'ol une application canonique $
witx, , 6)—=Farx, , W)
i’-fi 3! 1/ ¢

Si tous les Xi sont égaux & un néne espace X , l'application diagonale pernst
d'appliquer H (T Xi s G) dans Hl(X G) (en posant G = Gi s pour sinmpli-
fier les notations).

PROPOSITION 6. = L'application canonigue Tfﬁl(X , 91) —+-ﬁ;(X s G) 8t bijective.

Les homomorphismes de projection G —éfGi définissent une application en sens
inverse, et on vérifie tout de suite que les deux composés sont égaux & 1.

Supposons maintenant que G soit com.utatif. Ltapplication sorne
8t GxG=—+G &tent un homonmorphisme, on a une application
s, 0 F@,exn=Fa,0 fx,->¥x, ,
c'est=a~dire une loi de composition dans ﬁl(X s G) o

PROPOSITION 7. - La loi de composition définie ci-degsug fait de HICX »y G un
groupe commutatif,

Clest irmédiat.
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Bien entcndu, lcs applications £* sont conpe tlblcs avce la structure de groupc
de ﬁl(n s G) « De plus cette structure induit sur B (X , G) sa structurc natu-
relle de groupe de cohonologice

3.5 BRestrictiondu groupe structural.

Soit G un groupe et soit H un sous-groupé de G « Soit dtautre part P un
espace fibré principal de basc X et de groupe G . Puisque H £ G, le groups
H opére & droitc sur P .

PROPOSITION 8, = L'cspace P est un espace fibré principal ds groupe H et de
bage P xG G/H . Si de plus 1la fibrotion de G par H (cf. proposition 3) est
localenent triviale, et si P lui-méme est localenent trivial, cette fibration

est localement tr1v1ale.

(Noter que l'espace fibré associé P x G/H est bicn defini, puisque G/h
vérifie lo condition (x%) d'aprés [18], Chapitre V, n°® 20).

La question étant locale, on peut supposer que 1l'innge réciproque P! de P sur
un revétenent non romifié X' —$ X est triviale. On a alors P! = X' x G , et il
68t clair que P' est un espace fibré principal de base X' x G/H et groupe H ,
d'ou la preniére partic de 1= proposition. La scconde partie se dérontre de néme.

PROPOSITION 9. = La donnde d'un espace fibré principal de groupe H est équivalent
3 celle d'un espace fibré principal de groups G , runi d'unc section du fibré
associd en fibres G/H .

(C'est 1le critére hobituel de "restriction du groupe structural",'convennblenent
précisé). |

Soit Q wun fibré principal de groupe H et base X o L'injection i ¢t H—G
permet de lui associer un fibré principal 'i*(Q) = Q xH G de groupe G ; le fibré
associé & i*(Q)‘ ot de fibre G/H est canoniquement isomorphe au fibré associé
3 H de méne fibre j coome H opére sur G/H en laissant fixe l'origine, ceci

définit une section canonique de ce fibré.

Inversement, partons d'un. flbre principal P de bass X et groupe G , et
d'une section s ¢ X =» P x G/H du fibré associé en fibres G/H . D'apres la
proposition 8, on peut considérer P comne un espace fibré principal de base.

P x° G/H et de groups H ; on peut donc définir s*(P) = q , image réciproque
de ce fibré par s , et c'est un espace fibré principal,de base X et de grdupe
H. '
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En éerivent quelques diacgrarmes, on vérifie que les applications que nous venons
de Aéfinir sont réciproques 1l'une de l'autre.

PROPOSITION 10. = Soit Q un cspace fibré principal de base X et groupe H
Supposons que 1l'espace fibré =1 5&(Q) =P xH G soit localement trivicl, et que

la fibration de G par H soit localenent triviale. Alors Q est localenment

trivial.
R

En effet, la dénonstration de la proposition 9 nontre que Q est inage réeipro-
qus de P considéré coune fibré principal de groupe H et base P o G/H 3
d'aprés la rroposition 8, cet cspace fibré est localenent trivial, et il en est
donc demfmede Q .

(Variente. =~ Lo triviolité locale de P signifie qu'il existe localenent un
norphisme P =>G compatible avec les opérations de H 3 en le combinant avec
un nmorphisne enslogue G —> H , on obtient bien la trivialité locnle de H).

EXEMPLIE, - Isomorphisnes de deux fibrds principaux. Soient P et P! deux fibrés

principaux de méme groupe G « Ils Aéfinissent un fibré P xy P* de groupe G x G »
Si 1'on fait opérer G x G sur G par translations & droite et & gauche, on en
déduit un fibré associé (la fibre étant G x G/& , ou A désigne la diagonalc).

Les sections de ce fibré correspondent aux isomorphismes de P sur P! , ou, ce

qui revient au méme, aux restrictions du groups structural G x G & A

3.6 Suites extctes associdées & un sous—groupe.

Tous les résultats du Chapitre V du rapport de GROTHENDIECK [10] qui ne font pes
intervenir des groupes de cohomologie de dinension =2 sont valables pour les
fibrés considérés ici. Nous nous bornerons & nentionner les plus inmportants.

Reprenons d'abord la situation du numéro précédent, et soit H un sous-groupe
algébriqus d'un groupe algébrique G . On a alors (cf. [10], pe 71, corollaire &
ls proposition 5.2.1, voir aussi FHENKEL (9], n°® 16)

PROPOSITION 11, - On a unce suite exacte ¢

63 = T'(X, H) = (X, G) I v (x , G/H)-Q'l-aﬁl(x R _H_)—)?fl(x » G) .

[Noter que le groupe T(X,G) opbre sur F(X,G/H) , et que 1'on a u(g) = g.1 &
L'exactitude en (X , G/H) signifis que d(f) = d(f') si et seulement s'il
existe geC (X, G) avee f' = g.f , cf. [10]]s A
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Lo définition de d : V(X , G/H) — ﬁl(X y H) est la suivante ¢ un élénent
f €V (X, G/MH) définit une section du fibré trivial X x G/H , donc (proposition 9)
un espace fibré principal de groupe H dont l'extonsion & G est triviale j; de plus
la proposition 9 montre que l'on obtient par ce procédé tous les cspaces fibrds
jouissant de cette propriété, c'cst=d-dire justement le noyau de
ﬁ"(X s H) -*rﬁl (X, G) « Le fait que d(f) = d(f') équivaut 3 l'existence de

ge " (X, G) tel que f' = gf se vérifie sans difficulté.

PROPOSITION 12 ([10], proposit.ion 5.301)e =81 H ost un sous-groupe invariant
dens G, 1a suite H (X, H) —H' (1 G) > (X, 6/) est cmacte. De plus,
}g_gr_gy_& r, G/H) opére sur i (X , H) st deux élénents de 7 (X, H)
ont méne image dans H x, g_) 8l et seulenent s'ils sont congruents suivant
ce groupe de permutotions. ‘

L'exactltude resulte immédiatenent de 1- proposition 9. Les opcrat:.ons de
, G/H) sur it (x, _I-_I_) se définissent de la fagon suivante

Soit P un espace fibré principal de groupe H ; l'espace fibré associé de fibre
G/H est trivial (en tant qu'espace fibré principal de groupe G/H). Si on
1'identific & X x G/H , on voit que tout élément g du groupe (X , G/H) en
définit une section, donc aussi (prOposition 9) un autre fibré P' de groupe H
et ayont mfne image que P dans ﬁ (X, G) . L'élénent P! est 1e transforné e
P par g, st la propos:u.‘blon 9 montre bien que dsux élénents de H x, H) ont
néne inmage dans H (x ’ Q) sl et seulenent s'ils sont transformés 1l'un de ltoutre

par un élément du groupe (X , G/H) .

On peut dire des choses plus précises lorsque H est commutatif ou nieux lors-
qu‘il est contenu dans le centre de G .+ Dans ce dernier cas, ﬁl (X H) 'opére
sur (X G) , deux éléments de ce dernier ensemble étant congrus suivant ce
groups si et seulenent s'ils ont méme image dans it (X , G/H) (cf. [10], propo~
sition 5.5.2 ou [9), n°® 18). Enfin, si G lui-nfme est commtatif, on a

PROPOSITION 13, - Si H est un sous-groupe d'un groupe cormutatif G , on a une
suite exacte de groupes abéliens ¢

0—p T(X, H) = T(X,a) = r(x, oM >&x,n =>tx, s =i xom
REMARQUES o

10 51 la fibration de G cst localenent trivicle, on peut écrire une suite exacte
analogus & celle de 1a proposition 13, ou les Hl usuels reuplacent les H1 o
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Cela se voit, soit en utilisant la proposition 10, soit directenent en remarquent
que 1l'on a dans ce cas (et seulement dans ce cas) une suité exacte de faisceaux :

0—H—=>G—=>GH—0.

2° On pecut se demander s'il est possible de définir des groupes de cohomologic
supérieurs HA(X , €) qui permettent d'étendre la suite exacte de la proposition 13
en toute dimension. GROTHENDIECK a nontré qus c'est bien le cas (non publié), et il
senble néme que ces nouveaux groupes de cohomologle, lorsqus G est fini, fournis—
sent la "vraie cohomologie" ndcessaire pour la démonstration des conjectures de
Weils Voir & ce sujet l'introduction de [12].

4, Critéres de trivialité locals. Groupes spéciauxe

4.1 Groupes spécicuxe

Soit G wun groups algébrique. Nous dirons qu'il est spécial si tout fibré princi-
pal de groupe G est localement trivial.

Id \ .
THEOREME 1. - Tout groupes spécial est connexe et linéaire.

la démonstration sera donnée au nunéro suivant. Nous allons comencer par dénon-

trer quelques lemnes.

IEME 1. - Soit G un sroupe algébrique spécial, et soit H un sous-groups Je
G « Pour qu¢ H soit spécial, il faut et il suffit que la fibration de G par H
soit localenent trivialce

Ie nécessité est Svidente. Pour dénontrer la suffisance, soit Q un espace fibré
principel, de base X ot de groupe H . L'espace fibré P = Q xH G st localenent
trivial, puisque G est spécial. I1 en est donc de méme de P, d'aprés la propo-
sition 10.

LEMME 2+ = Soit Qs G —~+ A un honomorphisme d'un groupe algébrique G sur
une variété abélienne A . la restriction de  au centre C de G est alors

surjectives

Lo quotient G/C est un groupe lindaire (cfe ROSENLICHT [14], théoreme 13 3 la
démonstration n'est pes difficile : on fait opérer G par autonorphismes intérieurs
sur les quotients ge/hin s O O désigne 1ltanneau local de 1'élénent neutre,
et on montre que 1'on obtient ainsi une représentation lindaire fidéls de G/c).

L'homomorphisme G/C —»A/ l-f(C) est donc nécessairement trivial (puisque A/ ‘f(c)
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est une variété abcélicnne), ce qui nontre que A = Y(C) .

IEMME 3, - Les hypothéses étant celles du lennc 2, il existe un nonbre fini

de nombres premiers p; tels que, pour tout nombre prenisr A # P; » tout élénent
de A d'ordre { soit inmage d'un élénent de G d'ordre A

Le lemme 2 permet de remplacer G par son centre, c'est-a-dire, de
supposer G commtatif. Soit R le noyauds ¢ : G =>» A , ot soit R/ la con=-
posente comnexe de 1'¢lément neutre dans R . Le groupe R/Ro est un groupe
fini ; nous prendrons pour Py les nonbres preniers divisant l'ordre de R/Ro ’
augnentés éventuellenent de la caractéristique. Si £# P; » la nultiplication
par £ est surjective dans Ro (son application tangente est surjective, et
¢'est un hononorphisne), donc aussi dans R . Il en résulte bien que tout éldnent
d'ordre Q/de A est image d'un éléument d'ordre fa_de G .

IEMME 4., - Soit X une variété non singuliére, soit A une variété abélienns,

et soit P un espace'fibré principal de base X et de groupe A « Les trois

- propriétés suivantes sont équivalentes

"1, P est trivial.
iie P est locclenent trivial.

iit. P a une section rationnellee

Les implications (1) = (i1) => (ii1) sont claires. Montrons que (iii) = 1)
I1 suffit pour cela de prouver que toute section rationnelle de P est réﬁg&li‘ere
(1,64 &St un norphisnme). Le question étant locale, on peut supposer P de la
forme (X' x A)/g , oi X' est un revltement galoisien non ranifié de X , de

groupe de Galois q - La section s de P correspond & une section s8' de

X' x A = X' invariante par ﬁ , c'est-a-dire & une application rationnells de

X' dans A . Mais X' est non singulidre (puisque X 1'est et qus le revétement
X! = X est non remifid) ; d'aprés une propriété bien connue des variétés abélien=-
nes (cf. WEIL [207], théoréme 6) ltapplication s' est partout régulisre, et 11 en

est de méne de s ,
Ce Q¢ Fo Do

442 Dénonstration du théoréme 1.

as Nous allons d'abord montrer qus tout groupe spéeial G qui est connexec est

linéaire.




123

D'aprés le "théoréne de Chevalley" (voir BARSOITI [1] ou ROSENLICHT [14]) , 1e
groupe G contient un sous-groups linéaire R invariant tel que 1le quotient
G/R = A soit une varidété abélicnne. Il nous faut montrer que A est réduite & O .
Sinon, d'aprds WEIL ([20], p. 127), A possdderait des élénents d'ordre premier 2
pour tout A distinct de la caractéristique. D'aprés le leume 3, il existerait donc
un é1énent a € A d'ordre prenier £ qui serait inage d'un élénent g €G d'ordré

f .Sil'on désigne par N 1le groupe cyclique J&/fﬁé , on aurait donc un hononor=
phisme & ¢ N-» G tel que le composé N -G -+ A soit injectif. Nous allons uti-
liser ¢ pour construirc un espace fibré principal de groupe G qui ne soit pas
localement trivial. Pour cela, nous ferons choix d'une varidété algébrique X véri=-

fiant les trois coniitions suivantes 3

1°© X est non singuliéree

- 3° Toute application rationnelle de X dans A/N est constante.

[Exenples de telle variété s la droite affine privée d'un point, une gourbe ellip-
tique qui n'est isogdne & aucun frcteur sinple de A7,

Soit alors x eﬁl(X s N) 5 avec x £ 0 . Je dis que g*(x) ef-fl(x', G) n'est
pas localement trivial (ce qui contredira 1'hypothése faite sur G). En effet, si
g,(x) était localeent trivial, il en serait a fortiori de méme de l'image de
e*(x) dans ﬁl(X s A) . D'aprés le lerme 4, cette inmage serait nulle. Mais on
peut appliquer la suite exacte de la proposition 13 au sous~-groupe- N de A . On
en ddduit la sulte exacte @ ‘ '

ME, )= T E, M, n>Fa,s .

Vu 1'hypothdse du 3°, tout morphisme de X dans A/N est constant, donc est
inage d'un norphisme de X dans A . On en conclut que 1'homomorphisme
%@,E%+#&,é)e%iﬁ%ﬁﬂdhﬁmemMmﬁﬁhmpﬁm% x#0.

be Montrons maintenant que tout groupe spécial est lindaire.

Soit G un groupe spécial, et soit G = sa conposante connexe de lfélément neutres
La fibration ds G par G, ost évidemment triviale (1'espace de base étant fini),
ot le lemme 1 montre que G, est spécial. D'aprés (a), G est donc lindaire, et,
en particulier, c'est une variété affine ; comme G est réunion disjointe de
composantes connexes toutes isomorphes & G, , on voit qus G est une variété
affine, donc est un groupe lindaire ([7], exposé 4, proposition 1)



124

c. Il reste & montrer que tout groupe spécial est comnexe. Soit G un tel groupes

d'aprés (b), on peut le supposer plongé dans le groupe lindaire GL, » Seit G
la composante connexe de 1'élément neutrs de G , et soit N = G/Go 3 c'est un
‘groupe fini. Le groupe GL, , fibré par G , est localement trivial (puisque G
est spécial) ; il en est de mdme du fibré associé de groupe N , qui n'est autre
que (}Ln/G0 o Autrement dit, le revétement GLn/Go - GLn/ G , qui est galoisien
de groupe N , est & la fois localement trivial et connexe. Ce n'est possible que
si N =1e} , du fait que les variétés GLn/Go et GLn/C sont normales.

4.3 Caractérisation des groupes spéciaux.

Vu le théoréme 1, tout groupe spécial est linéaire. I1 nous faut donc donner un
critdre permcttant de reconnaitre si un sous-groupe G du groupe lindeire GL . est

spécial,

THEOREME 2. - Pour qu'un sous~-groupe algébrique G de GLn soit spécial, il
faut et il suffit que la fibration de GLn par G soit localenent triviale.

(Condition équivalente : il doit exister une section rationnelle GLn/G —5 GLn 3

en offet, on en déduit par translation l'existence d'une section réguliére en un
point donné de GLn/G s cf. la dénonstration de la proposition 3).

COROLLAIRE, = Soit G un groupe linéaire. Si, pour un plongenent particulier de
G dans un groupe GLn s la fibration ds GLn par G est localement triviale,

ceci a lieu pour tout plongemcent.

DEMONSTRATION du théoréme 2. = Compte tenu du lemme 1, il nous suffit de prouver
que le groupe lindaire général GLn est spécial. Soit donc P wun espace fibré
principal de base X , et de groupe GLn ; si x &X , nous devons montrer qu'il

existe un voisinage de x sur lequel P est trivial. Puisque P est localenent
isotrivial, il existe en tout cas un ouvert U contenant x , et un revétenent
galoisien non ramifié U' de U , de groupe de Galois. , tel que l'image réci-
proque P! de P sur U' soit localement triviale. Notons 9 1la projection de
Ut sur U', et solt A_ 1l'anneau seni-local de (x) iur U' . Le groupe
FX(U' , G) des gernes de morphismes des voisinages de T (x) dans GL peut
s'fdentifier & GLg (A ) « D'aprés 2.3, l'espace fibré P définit un élément

Py GHI(QJ s GL, (A )) , 6t P est localement trivial en x si et seulenent si

Py est triv:.al. Nous gormes donc ramenés & démontrer $
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IEME 5. - On a Hl(g , GL_(8)) =0 .

La déronstration est standard (cf. [17], n® 15) ¢+ si y; est 1'un des points de
U' qui se projettent en x , on choisit une matrice h e M (A ) qui prend la
valeur 1 en y; , et 0 aux autres points de v (x) . Si ps est un l-cocycle
de ¢ & valeurs dans GLn(Ax) , On pose !

a = 'U%% Nb(h)o\?ze,o

On vérifie tout de suite qus a est inversible en chacun des points de ﬁT—&(x) R
done appartient bien & GLn(Ax) « On a de plus ¢

dedgs =2 oTm)e6 (¢, ) g PR ORI
ce qui montre que ‘fd-SSt un cobord et achéve la dénonstration.

444 Exemples de groupes spéciauxe

a« Le groupe G est_spéciale En effet, c'est GL; Le groupe G est spécial ;
en effet, on le plonge dans Gyz comme groupe triangulaire inferieur (avec des 1
sur la diagonale 3 (; 1) s &t le groupe triangulalre supérieur forme une section

retionnelle. Plus généralement (ROSENLICHT [14 ], théoréme 10) ¢

PROPOSITION 14+ - Tout groupe linéaire connexe résoluble est spécial.

Un tel groupe est en effet extension multiple de groupes isonorphes a Gﬁ ou a
G& (cf. par exemple [7]), et il suffit d'appliquer le lemne suivant

IEMME 6. - Soit G un groupe algébrique et soit H un sous-groupe invariant de

G.Si H st G/H sont spéciaux, le groupe G est spécial.

La démonstration est immediate (utiliser par exsnple 1la suite exacte de la
proposition 12).

be Le groupe SL ~ est spéeial. En effet, il aduet comme supplémentaire dans
GLn le groupe des matrises de la forme '

A 0 O ... O
0 1 0 cos 0
0 O 1 460 O
.6. .Ol 06 o ]0'
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ce Le groupe syn plectique Spn est spécial. En cffet, l'espace horogéne
GL2n/Spn s'identific & l'espace des formes bilindaires alterndes non dégénérées.
Dire que la fibration ' GLG/Spn adnet une section rationnells revient & dire ques
la forme alternée générique
. i‘:‘] uy j X, Ax 3

peut &tre ramenée & la forme cononique 2— x21-1/\ Xyy Dbor une nmatrice & coeffi-
cients dans k(u_,.L j) 5 or c'est effectivement possible, dtaprés la théorie élénen—
taire des formes alterndes.

de On peut montrer en utilisant le théorénme 2, que le groupe orthogonal uninodu-
laire O0,(n) n'est pas spécial pour n 23 . Csla revient & montrer qus la forme

quadratique générique

uy j x; X 3
ne peut pas se nettre sous la forme Z x'::. par un changenent lindaire de varia—

bles & coefficients dans le¢ corps engendré sur k par less uij et par la
racine carrds du discriminant det (ui;]) .

Nous ne donnerons pas la démonstration car le résultat en qusstion est un cas
trés particulier de la caractérisation des groupes spéciaux donnde par Grothendieck
(voir le dernier exposé de ce séminaire). Cette caractérisation nontre notarment

que les seuls groupes seni-sinples spécioux sont les produits des groupes SLn

st Spn o En perticulier, les groupes projectifs P(}Ln s n =22 , ne sont pas
spéciaux, non plus qus les groupes de spineurs Spin(n) , pour n 27 (ce dernier
exenple contredit la conjecture faite dans GAGA, p. 34).

5. Clagsification des espaces fibrés principaux

dans quelques cas particuliers.

5.1 _C:‘_J_?_O_\_lPEE_ Ga st Gm .

Comne ces groupes sont spéciaux (4.4), les groupes de classes de fibrés
ﬁl(X , Qa) et ﬁl(X , Qm) s'identifient sinplenent aux groupes de cohonologie
Hl(x ’ -O-x) et Hl x, _Q;) ; lorsque X est non singuliére, ce dernier groupe
stidentifie lui-méme au groupe des classes de diviseurs sur X , pour l'équivalence
lindaire (cf. WEIL [19]). |
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5.2 Groupes abéliens finis.

Soit d'abord G un groupe cyclique d'ordre n prenisr & la caractéristique. Si
S G —%-Qm egt définie par O(Q) = ;vl,'on a la suite cxacte ¢

0= G—» Gm —%'Gh f#*O .

En appliquent la proposition 13, on en déduit

PROPOSITION 15, = On a une suite exacte ¢

0= T, q) —+¥Ex, > rE, ) so .
(Pour tout groupe commutatif H , on note B, 16 quotient H/mH et JH e
sous-groupe de H formé des éléments A'ordre divisant n)e ,
Lorsque X est conpldte et commexs, le groups €(X , Gh) se réduit 2 G,
et (X, qm)n =0 . On en ddduit (cf. [17], n°® 15)

COROLLAIRE. - Lorsque X es8t non singuliére et compléte, le groupe des classes
de revetenments non ramifids de X , de groupe de Galois cyclique d'ordre n ,

est isomorphe eu groupe des classes de diviseurs de X d'ordre divisant n .

Si G est cyclique dlordre p , on utilise la suite exacte ¢
- 5P
0-—)~G—)-Gajg7Ga—‘70 ¢p(A)=2" =),
et 1'on obtient (cfe [17];, n° 16) :

PROPOSITION 16, - ILorsqus X est completc, le groups des classes de revdtenents
non renifiés de X ; de groupe de Galois cyclique d'ordre p égal & la caractéris-
tique, est isomorphe au sous-groupe de Hl(X , gx) forné des élénents annulés par
" On retrouverait de nfme la classification des revétenents cycliques d'ordre pn
donnée dans [17], n° 18, en utilisant les vecteurs de Witt.

5.3 Variétés abéliennese

Soit X une variété non singuliére, ot soit A une variété abélienne.

LEMME 7. - Le groupe ﬁl(X » &) est un groups de torsion.

Soit P wun espace fibré principal de base X et de groupe A . Il existe un
ouvert non vide U de X et un revétement galoisien non ramifié U! —=» U tels
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que 1'image réeiproque P! de P sur U' soit triviale. Soit n 1ltordre de ce
revétenent, ot soit ¢ son groupe de Galois. D'aprés 2.3, l'espace fibré P
définit un élénent py d'un certain groupe de cohonologie de Y 3 pulsque &
est d'ordre égal & n , on a nepy = 0, ce qui signifie que n.P est trivial
sur U . D'aprés le leme 4, l'espace fibré n.P est trivial sur X tout

entier,
C. Q. Fo Do

[Ce résultat est spécial aux variétés non singulidres. Si 1l'on prend par exenple
pour X deux droites ayent un point en cormmun, on trouve que (X ,4)
stidentific & A elle-nfne J

PROPOSITION 17, - Supposons que le caractéristiqus du corps de bass soit nulle.
Alors tout espace fibré principal dec base X non singuliére et de groups A

s'obtient par extension du zroupe structural & partir d'un revitenent abélien non

renifié X' —> X , de groupe de Galois un sous-groupc de 4 .

Soit Py € ﬁl (x, _.f._) o Dtoprés le lemne 7, il existe n tel que nepy = 0 . Soit
© 1'hornothétie de rapport n dans A , ct soit N son noyau. On a la suite
exacte 0N -—-=>A --e-Hl —)'.0 s d'ol (proposition 13) 1a suite exacte @

fa,n>ta,s SFc,s .

Comne le foncteur ’[\-Tl(X y G) est adlitif en G (cf. 3+4), lthononorphisne 6
n'est rutre que la multiplication par n , et py appartient & son noyau. Donc

py est inage d'un élénent de ?Il(X y M),
‘ C. Q. Fu Do

COROLLAIRE 14 = Tout, espace £ibré principal de base une variété abélienne et
de groupe une variété abélienne peut 8tre runi d'une structure de variété abélierrc.

En effet, on sait que c'est vrai pour les revltenents abéliens non ranifidés.

COROLLAIRE 2. = Tout espace fibré principal de base X non singuliére et do
groupe G connext s'obtient par extension du groupe structural & partir d'un

espece £ibré prineipal de groupe un groupe linéairc.

Soit G/R = A 1t plus grand quotient de G qui soit ung variété abéliennc. Si
x 'effl(x y G) 5 solt py 1'inage de x dons ﬁl(X s A) 3 @'aprés la proposition 17
il existe un sous-groupe fini N de A tel que l'inage de py dans I’fl(X ’ _QAE_)
soit triviale. Soit S 1'inage réciproqus dc N dans G ;3 ona G/S = AN,
ce qul nontre que x est image d'un élénent y eﬁl (X, 8) « Come S/R=N, 1s
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groupe S est une veriété affinc, donc est lindaire,
C. Qs Fo Do

REMARQUE, - On voit pourquoi la proposition 17 n'est pes valablc en caractéristi-
que p 3 c'est qu'il se peut que Py soit, par cxenple, d'ordre cxactenent p ,
et la multiplication par p dens A n'est pas une isogénie séparable, donc ne
parnet prs de dcfinir un isonorphisne A/N —» A . Il est d'ailleurs facile de cons-
truire des exemples (avec X wvariété abéliennec) nontrant que la proposition 17 et

son corollaire 2 pecuvent &tre inexacts. en caractéristique p > O . Pour les réta-
blir, 11 faudrsit élorgir le cadre que nous avons adopté, et accepter des revte~

nents radicicls zinsi que des espaces algébriques dont le faisceau d'annsaux

posséde des élénonts nilpotcntse Le groupe fini N serait renplacé par une "hypere

algébre" finie, au sens de Carticr, Il est vraiscublable que l'on récupdrerait

alors le corollaire 1.

544 Groupe linéaire géniral et groune linéaire uninodulaire.

Ces deux groupcs sont spéciaux. Un fibré principal do base X ot de groups Gpn
est done localenent trivial 3 comme GLn est le groupe des automorphismes d'un
vectoriel de dimension n , on en Aéduit facilencnt qu'un tel espace correspond
biunivoquenent & un fibré & fibre vectorielle de rang n , ou encors. & un faisceau
algébrique localement libre dc rang n (cf. FAC, n° 50). La classification de
ces fibrés est dtaillecurs un probléme difficile, qui n'est résolu que pour des
cspaces X tres particuliers [plan affine (SESHADRI), courbe dec genre O
'(GROTHENDIECK), courbe de genre 1 (ATIYAH)].

Dtaprés 1o proposition 9, un fibré principal de groupe SL ~est déterniné par
la donnée d'un fibré principal dec groupe GL, et d'une section du fibré associé
de fibre Glh/SLn 3 cela rcvient 3 se donner un fibré E & fibre vectorielle de
rang n , ot une section du fibré A" E partout non nullc.

545 Groupe projectifs

Soit PGL = GLn/Gm le groups projectif de dimemsion n (groupe des’ autonorphis—
nes de l'espace projectif Pn-1)° Cs n'est pas un groupe spécial ; introdniSst
donc 1'ensenble H;(PGyn) des classes d'espaces fibrés principaux locaux de
groupée PGLn y définis au voisinnged'unpoint fixé x € X . La suite exacte associée
3 1'extension Gpn/Gﬁ = PGL  montre que H;(PGyn) sc plonge dans -Hi(Gn) (qui
est un groupe abdlien) j on obtient ainsi ceux des éléments ds Hi(Gm)' qui sont
"déconposds" par un revétenent non ranifié de degré n . On est ici dans une
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situation qui généralisc cclle du "groupe de Brauer"., D'ailleurs, si 1'on consi=-
déreit des fibrés de groupe PGI1n du point de vue birationnel, on verrait qu'ils
correspondent biunivoquenent aux classes d'algeébres sinples sur k(X) qui conticne
nent une algébre de degré n2 (ou, ce qui revient au 1éne, qui sont décomposécs
par une extension de k(X) dont le decgré divise n). [Pour définir une algdbre
simple & pertir d'un £ibré, utiliser le foit que PGL cst le groupe. des.
autornorphisnes de 1l'algébre des nmatrices Mh(k)].

Nous ntinsisterons pas li-dessus, et nous nous bornerons & mentiomner le résultat
suivant (4 & GROTHENDIECK)

PROPOSITION 18, = Soit X unc variété non singulidre, et soit P un espace
fibré principal de base X ot de groups PGL Les trois propriétés suivantes

sont alors équivalentes ¢

" i. P est inage d'un fibré de groupc GL, »

- i1 P est localenent trivial,.

11i. P posséde une section rationnellc.

Les implications (i) =% (ii) =% (iii) sont triviales. Pour montrer que
(111) = (1) on construit le fibré Y en espaces projectifs associé & P .
Grice & (iii) et au fait que Y est non singulier, on peut trouver un £ibré 2
fibre vectorielle dec rang 1 sur Y qui induit sur chaque fibre projective le
fibré stondard (corrospondaht 3 une section hyperplane). Sur chaque fibre, les
sections de ce fibré forment un espace vectoricl de dimension n ; et l'on obtient

ainsi. le fibré vectoriel cherchde

On peut cussi démontrer. directement que (1) &> (ii) (ef. [11], n° 3.4) et qus
(11)<4<> (iii) (en comparant, au noyen d'une suite cxacte, le groupe de Brauer
local Hi(Gm) » et le véritable groupe de Brruer).

COROLLAIRE, = §i. X est une courbs non singulidre, tout espace fibré principal
de base X et de groupe PGLn est localenent trivial.

Soit P un tel espace fibré. D'aprés le thioréme de Tsen, le groups de Brauer
de k(X) est réduit & O ; donc P possédc une secction rationnellc, et on

applique la proposition 18,
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REMARQUE. - La conparaison du lemme 4 et de 1~ proposition 18 suggire la question
suivante ¢ soit X wune varidté non singulidre, soit G un groupe algébrique connexe
et soit P un espace fibré principal de base X et de groupe G . Ept-il wvroi que,
si P posséde une section rationnclle, P est loocalement trivial ?

546 Groupe orthogonale

(Nous supposons pour sinplifier que la caractéristique p du corps k est £2 3
lorsque p =2, 11 faudrait nodifier 1légérement ce qui suit, et utiliser notarment
1'invariant d'Arf & la place du discrininant).

Soit 0O(n) 1e groupe orthogonal de Adinension n « L'cspace honogéne GLn/b(n)
s'identifiec au point de vue ensenblistec & 1l'espace Q des fornes quadratiques

non dégéndérées ;EE u, x xj ’ det(u ) £0 .81 1'on runit Q de sa structure

évidente de voriété algebrique (ouvert dans l'espace affine de dlnension

n(n + 1)/2) ,on vérifie que l'application tangente a GL /b(n)'-ﬁ'Q est partout
surjective, donc que c'est un isonorphisne. D'aprés la proposition 9 un fibré
principal de groupe O(n) correspond done biunivoquement & un fibré & fibre
vectorielle dont chcque fibre est munie d'une forme quadratique non dégénérée,
les coefficients de cette forme étant fonetions régulidres du point (ce qui a un
sens localencnt). Un tel__L fibré est localenent trivial en x €X si 1l'on peut
trouver, au voisinage de x , n séctions fornant en chaque point voisin de =x -

une base orthoncrmale.

De méme, un fibré principal de groupe 0,(n) correspond & un £ibré orthogonal
E dont chaque fibre est Morientde" (cela signific qu'on s'sst donné une section
s d¢ A'E de carré égal 3 1), On voit immédiatenent quand un tel fibré est
trivial (resp. localement trivial). On montre en particulier que tout fibré prin-—
cipal de groupe O (n) et de base une courbe non singulidre est localenent trivial
(cette propriété est—elle vraie pour tous les groupes lindaires comnexes ?)..

6. Comparaison avec les espaces fibrés analytiquese

Dans tout ce nunéro, on a k =£a , corps des nombres complexes. On rappelle que
tout espace algébrique X Aéfinit fonctoriellenemt un espace analytique Xh
et tout faisceau algébriqus cohyrent F sur X d4éfinit un faisceau analytique
aeohérent. Fh le faisceau (_X) sera noté Hy , c'est le faisceau des germes
de fonctions holomorphes sur X . Pour plus de détails, voir GAGA et GROTHENDIECK

([33, exposé n° 2).
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6.1 Revitenents non romifiés.

Soit T un espace analytique. Nous dirons qu'un norphisne (analytique)
f1 Z—>T est un revétenent fini non ramifié s'il est propre, et si c'est
un isonorphisre local en chaque point 2z € Z

lI;ROPOSITION i‘?. -51 s¥: Y=>X est un rev8tenent algébrique non ranifié,
v ¢ Yh -+ X cst un revltenent analytique non ranifid.

Puisque 9 est propre, il en est de néne de c)\—h (GROTHENDIECK [3 ], page 2.08) ;
de plus, l'image directe du faisceau -IiY est un faisceau cohérent sur X
€3] l.gc_._c_i_.}_.). Or, si x €X , 1ls nodule ponctusl W(_Iiy)x n'est autre que le
composé direct '!T_I_iy s POour les y se projetant en x . Ilﬁs'ens;uit que chacun
| des H_ est un g_x-module de type fini. Mais on sait que Ex = _Qx et de néne
‘pour y (ci". GAGA) ; comme le revétenent Y — X est non renifié, on en déduit

gy = _P_I_x y d'ol _}iy = Ex d'aprés les propriﬁtés bien connues des conplétioms des
nodules de type fini. Cecl signifie que o est un isomorphisne local en y ,

. : ‘ C. Qs F. D,

[On peut donner une démonstration plus élénentaire, en renarquant que Y peut
s'obtenir localenent par une équation du type @

n n-l -
2 +a12 "’so.+&n—o, aiég_xv,

qui est non ranifiée au sens suivant ¢ les valeurs lxi des 8’1 en x sont

telles que 1'équation réduite z° + &, 2L e x, = O alent toutes ses

racines distinctes. L'espace Y est définl localenent par la néne équation (%) ,
et on doit montrer qus celle-ci se décompose en produit 1 i 3 s.n; (z - zi) s avec

2, € B, ce qui est imuddiet N

RROPOSITION 204 - Soit T¢s Y =X un revétement algébrique non ranifid,soit
Z un espace algébrique, soit £ ¢ Z =X un norphisne algébrique, &t soit
g Zh -)-P un norphisme analytique tel que srh °og= fh « Alors g est

algébrique.

En prenant 1l'inage réciproque 2 x Y, 011'; se ranéne au cas 2 =X , autrenent
dit au cas d'une section holomorphe 8 ¢ X --)Yh -« On doit prouver qus cette
section est algébriqus. On peut supposer X connexe 3 s(Xh) est alors une
composante connexe de T . Meis on sait (cf. par exsmple WEIL [21], p. 166) que
les composantes connexes de l'espace analytique Yh ne sont autres que les |
conposantes connexes de l'espace algébrique Y o Il s'ensuit bien que s est
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algébrique,
C. Qs F. Do

COROLLAIRE. - Si Y et Y' sont deux rev€tenents algébriques non ranifidés de

X , tout isomorphisne analytique de ces rev8tensnts est algébriques

Soit alors T —+-Xh un revétenent fini analytique non ranifié de Xh'; d'apres
le corollaire précédent, la phrase " T est un revftenent algébrique" a un sens
précis. On peut ge demander si c'est toujours le cas. C'est vrai lorsque X est
conpldte - (voir plus loin), ou normale (d'aprés GRAUERT-REMMERT) ; j'ignore ce qu'il

en est en général.

642 Espace fibré analytique défini par un espace fibré algébrique.

PROPOOITION 21, = Soient X un espace algebr_g_g, G un_groupe algébrique et
P un cspace fibré prineipal (localenent isotrivial) de base X et de groupe G .
L'sspace analytique P~h est alors un espace fibré principal analytiqus (localement
trivial) de base et de groups &,

En effet, P devient localenent trivial sur un rev&tenent non ramifid
P -+-Uh , o U est un voisinags d'un point x domné dans X . Corme un
revétenent non ramifié est localement un produit (au point de vue analytique),

on en déduit que Ph est localemsnt trivial.

6.3 Cas ou la base est conplete.

Lorsque X est conpléte, les raisonnenents de GAGA, n° 20 s'~ppliquent sans
nodifications. Nous nous bornerons & énoncer les résultats que l'on obtient ainsi ¢

PROPOSITION 22, = Tout isoﬁorphisme analytique entre deux espaces fibrés algébri-
ques principaux de base X et de groupe @ est algébrique.

PROPOSITION 23+ = Soit H wun_sous-groupe algébrique de G, et soit P un
espace fibré principal analytique, dec base Xh et de groups Hh « Pour P
soit algébrique, il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de l'sspace P x G
déduit de P par extension du groupe structural de H E& G .

De plus, tout espace fibré principal analytique de groupe GLn est algébrique
(cf+ GAGA, porposition 18, et [3], pege 2.l4, théoréne.6). En combinant cc résultat
avce la proposition 23, on obtient @
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7’ A
THEOREME 3. = Si G c¢st un groupc algébrique liné~irc, tout cspacc fibré analy-

tique principal de base Xh ¢t groupe G-h est algébrique.

En général, cet ecspncec fibré 2lgébrique n'est que localencnt isotrivial ; toutefois,
si G est spécial, il est localenent trivial : c'est lc cas traité dans GAGA.

COROLLAIRE, - Tout revétenment analytique fini non ramifié de P ost algébrique.

En effet un groupe fini est linéaire.
Le théoréme 3 ne s'étend pas au cas d'un groupe G qui n'est pas linéaire. On

a toutefois le résultat suivant 3

THEOREuE 4, = Soit G un groupe alzébrique connexe, et soit A le plus grand
quotient de G gqui soit une variété abéliennec. Soit P un espacs f1bre analyti-

que principal de base une varlete algébrique non singulidre compléte X , &t de
groups Gh; soit py eH (Xh s é_) la classe de l'espace fibré analytique de

by

groupe A déduit de P par extension du groupe structural de (}h a A .

Pour que P soit alg ‘brique, il fa faut et il suffit que RA soit un é1lément d'ordre
fini dans H (X%, A%).

La condition est nécessaire, d'aprés le lemmc 7 du numéro 5.3. Inversement, solt
n un entier »1 tel que nepy =0 ; et soit N le noyau de 1thomothétie de
rapport n dans A ; l'espace fibré principal de groupe A/N déduit de P par
extension du groupe structural est donc analytiquement triviale. Soit S 1'image
réciproque de N dans G ; comme G/S = AN, l'analogus analytiqus de la proposi=-
tion 12 montre que p, cst image d'un élément y eJI(Xh Sh) Puisque le
groupe S est linéaire, l'espace ﬁlbre principal correspondant 4 y est algébrique,

et 11 en est de méme de P ,
C. Q. F. Do

REMARQUE, - Lorsque G = 4 , on voit que les éléments algébriques de Hl(Xh s é?)
sont exactement les éléments de torsion, ou, ce qui revient au méme, les éléments

qui deviennent triviaux sur une extension abélienne non ramifiée de Xh « On
comparera avec les résultabs de BLANCHARD [2], domnant des critéres pour que P
soit Kdhlérien ou projectif (lorsqus X est elle-méme supposée projective).

6.4 Un exemple d'espace fibré projectif qui ne provient pas d'un espace f£ibré

linéaire.
I1 est facile de donner de tels exemples lorsqu'on se place & un point de vue
"pirationnel", c'est-a-dire lorsqu'on n'sxige aucune propriété particulidre de
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la base ¢ en effet, on sait que le groupe de Brauer de k(X) est £#0 si dimX 22
Nous nous proposons ici de construire un exenple ol la base est une variété

projective, définie sur C
Al

Soit vt Y —>X un revitement galoisien non ramifié, de groupe de Galois & ,
les variétés X et Y étant projectives non singuliéres (nous les choisircns.

de fagon plus. précise ultérieurement). Soit Yt q - PGLn un homomorphisme ds
(:\J dans le groupe projectif PG:Ln 3 par extension du groupe structural, on
déduit de Y un espace fibré principal isotrivial P ;, de base X , et de groupe
PGLn + Nous allons voir qu'on peut choisir Y , X, o s ds telles sorte que
cet espace fibré ne provienne pas d'un fibré de groups _GLn , néme du point de vue
topologique (et a fortiori du point de vue analytiqus, ou, ce qui revient au méms ,

algébriqus).

Ia suite exacte .1 —5G —y GL — PGL — 1 montre que l'obstruction au npglé-
vement" de P est un element du groupe de cohomologie HZ(X C *) , Ol C
désigne le faisceau des germes d'applications continues de X dans G $ ce groupe
68t lui-méme isomorphe & H x, Z) s comme on le voit tout de suite. Nous dési-
gnerons par e_H‘?(X Z) 1tobstruction en question.

D'autre part, 1'image réciproque de GI.&1 par ¢ définit une extension E ¢
de ¢ par G , donc un élément de Hz((j y @) = HB(;J , Z) 3 nous désignerons
par [ cet élément. Le revitement Y dafinit, comme cn sait, un homomorphisme
8y ¢ Hq(il Z) = H4x , Z) pour tout entier q O ; un calcul explicite
montre que l'imags par GY de 1'é1lément pn 'est autre que l'obstruction o
définie ci-dessus. Nous aurons donc l'exemple chierché si nous choisissons les
donndes de telle sorte que les deux conditions suivantes soient satisfaites 3

i. L'élément /5&1-13(3 ’ Z) n'est pas nul.

ii. L'homomorphisme 8y : H3 j Z) —-»H (x, z) est injectif.

La condition (i) signifie que l'extension E , de Y par G n'est pas triviale.
Nous la vérifiecrons en prenant pour Sr le ®viergruppe Z/ZZ + Z/2Z s plongé dans

la groupe projectif PGI..:2 au moyen des matrices (- ) et ( 3 le groupe
E‘f n'est pas commutatif (les matrices ci-dessus ne commutent pas dans GI.2 s mails

_seulement dans PGL,), donc P #0 .

‘Pour la condition (i), nous utiliserons la construction donnée dans [17], n° 20 ;
pn obtient ainsi un rev€tement Y —» X aoyant pour groupe de Galois Y Y
étant une intersection compléte non singuliére de dimension r arbitreire (nous
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prendrons r =3) ; le groupc g opére sur l'cspacc projectif contenant Y au

moyen d'une représentation linéaire convenable. On éerit la suite spectralc de Cartan-
Leray du revitement Y =X ; lc tornc B, ost H*(.:,X ) K'Y , 2)) .+ Les proprié-
tés connues des intersections complétes, ct lthypothdse r >3 montrent que '

gt (Y ,MZ~) =0 et que H2(Y ’ ﬂa) =2 , un généroteur étant fourni par une section
hyperplane de Y . Dans le suite spectrals, on voit que le noyau de

oy ¢ H3(g- ) B) —® (X, 2) cst égal & 1'inags do 4t H(T,2)—w(y ,2) ,
et on doit montrer quc ce dernicr homomorphisme est nul, autrement dit que le
générateur de HZ(Y ’ ﬁ) provient d'un élément de HZ(X s MZ“) + En fait, on va

voir qu'il existe un diviseur D de Y , dont la classe est cellc de la section
hyperplans, et qui est steble par o o donc qui provient d'un diviseur de X par
image réciproque ; cela démontrera notre assertion. Soit t 1'une des coordonndes
 projectives;le groupe 9 opeére sur ccs coordonnées par construction ; on psut

donc faire le quotient % /% y S € E’] s qui est une fonc.tion rationnelle sur Y ,
dépendant de 6 , soit s o Il est clair qus Y, est un l-cocycle de & a
valeurs dans k(Y)* ; d'aprés le™héoréme 90" (ou bien 4.4 (a) , c'cst la méme chose),
ce cocyele est un cobord, i.o. s'éerit . = g%/g, avec g e k(¥)* . Le aiviseur

de tg"'1 est alors le diviseur cherché.
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