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. INTRODUCTION. - La définition des espaces fibres algébriques donnés par WEIL [19]
suppose ceux-ci localement triviaux. Cette hypothèse a certaines conséquences
fâcheuses : un revêtement non ramifié n’est pas un espace fibré, un groupe 
que n’est pas nécessairement fibre par un sous-groupe. Le but de cet exposé est
de proposer une définition plus largs, celle des espaces fibrés localement isotri-
viauxt qui échappe à ces inconvénients.

Dans tout ce qui suit, le corps de base. k est supposé algébriquement olos,
de caractéristique quelconque. Nous suivons la terminologie et les notations de
FAC [15]~ à cela près que nous appelons "espaces algébriques" (resp. "morphismes")
les "variétés algébriques" (resp. "applications régulières") de FAC j pour nous
conformer à l’usage du séminaire Chevalley, nous réservons le terme de "variété"
au cas irréductible. : . 

’

Il ne serait pas bien difficile d’étendre les résultats de cet exposé au cas d’un
corps de base quelconque ; pour une base réduite à un point, on retrouverait la
situation étudiée dans Il serait plus intéressant de se placer
dans le cadre de la théorie générale des schémas de GROTHENDIECK (cf. [12 j) )
pour la théorie des revêtements (n° 1 ) ~ c’est facile ; par contre dès qu’on aborde
les espaces fibres proprement dits, on se heurte à des difficultés sérieuses (en
voici un exemple typique : si G est un schéma de groupes sur un schéma donné,
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et si H est un schéma de sous-groupes de G , peut-on définir un schéma quotient
G/H 1).

1. Revêtements non ramifiés 

1.1. Définition d’un espace entier sur un autre.

Soit 7T: Y ~ X un morphisme d’un espace algébrique Y dans un espace algébri-
que X. Nous dirons que Y est entier sur X si la condition suivante est

réalisée 1

(iÙ) . - II existe un recouvrement ouvert affine Xi de X tel que le~

Y. = (X ) soient des ouverts affines de Y , et que si Ai (resp. Bi)
. 

désigne l’anneau Xi (resp. l’anneau Bi soit mi

type. fini.

(On dit aussi que Y est un revêtement de X).

Si Y est entier sur X ~ l’image directe du faisceau des anneaux locaux .

de Y est un faisceau cohérent de OX-algèbres : c’est évident localement (avec
les notations de (E)~ la faisceau est définie sur la variété affine

Xi , par le Ai-module Bi). Inversement, tout faisceau cohérent de OY-algèbres,
dépourvu d’éléments nilpotents, correspond à un revêtement Y et à un seul.

Si les points de Y au-dessus de x correspondent aux idéaux maximaux

de l’anneau semi-local et leurs anneaux locaux ne sont autres que les

localisés de cet anneau semi-local.

Si Y est entier sur X et si X est affine~ il en est de même de Y. En

effet, soit A l’anneau do coordonnées affines de X , et soit B l’ensemble des

sections de 5r(0y) ; d’après les propriétés élémentaires des variétés affines,
B est un A-module de type fini, donc est une algèbre affine. L’algèbre B corres-

pond donc à une variété affine Y t , entière sur X , et on vérifie facilement que
Y’ coïncide avec Y (par exemple à cause du fait que == 

Le résultat précédent montre que si Z est entier sur Y et Y entier sur

X , alors Z est entier sur X .

REMARQUE. - La condition ’(E) entraîne que W ost un morphisme propre (au sens
de CHEVALLEY [8]) et que est fini pour tout x &#x26;X . Inversement, 

’

ces deux conditions entraînent (E) (CHEVALLEY, non publié) ; comme nous n’aurons

pas besoin de ce fait, nous nous bornerons à signaler qu’on peut le démontrer en
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utilisant le théorème des fonctions holomorphes de Zariski, sous la forme de

GROTHENDIECK ([12], théorème 4).

1.2. Définition d’un revêtement non ramifié.
Soit Y 2014~ X un revêtements On dit que ce revêtement est non ramifié en

un point y ~ Y ayant pour image x == Tf(y) si la condition suivante est

satisfaite :

(NR). - L’homomorphisme : x ~  défini par T est un isomorphisme.

(De façon générale, on note A le complété d’un anneau local A pour la topolo-

gie définie par les puissances de son idéal maximal).

La condition (NR) se décompose en deux ; tout d’abord  doit être injective
(ce qui signifie que l’application. est localement, surjective, condition très

large, vérifiée par exemple si X et Y sont irréductibles et de même dimension) ;

ensuite,  doit être surjective, ce qui équivaut à dire que l’idéal maximal My
de 0 est engendré par l’idéal maximal ~ de ~ . Lorsque X et Y sont

irréductibles et de même dimension, on retrouve bien la définition de la
non-ramification du séminaire CHEVALLEY [7]~ page 5-15.

[La condition (NR) n’est "raisonnable" que parce que le corps de base k est

supposé algébriquement clos . Dans le cas générale il faudrait supposer que &#x26;
est un 3 -module libre (nécessairement de type fini), et que son discriminait est
inversible dans 3 . Cette définition peut se mettre sous plusieurs formes équi-

""’K .

valentes, mais nous n’insisterons pas là-dessus .

Si x est un point de X ~ on dit que le revêtement Y -"~ X est non

ramifié en x s ’il est non ramifié en tous les ppints de Y se projetant en x .

Si ces points sont en nombre de n ~ le complété de l’anneau semi-local

est donc un 0-module libre de et

son radical est engendré par ’? o En utilisant les propriétés agréables de

la complétion dans un anneau local (cf, par exemple [4]~ exposé 18~ ou GAGA [16~
annexe), on voit qu’il en est de même pour (OY)x * En d’autres termes :

. 
(NR)’. - L’anneau semi-local w(OY)x est un Ox -module libre, et son radical

est engendré par ~ *

Inversement~ il est immédiat que (NR)’ entraîne que Y est non ramifie en x.

Enfin, on dira que le revêtement : Y ~ X est non ramifié s’il est non

ramifié en tout point (de X ou de Y , c’est la même chose).
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Si Y est non ramifiée le faisceau ~(j0y) est localement libre (la réciproque
étant bien entendu inexacte) ; son rang est donc constant sur toute composante
connexe de X ; on l’appelle 16 degré du revêtement (sur la composante connexe sn
question) ; en vertu de ce qui précède, c’est aussi le nombre de points de Y

ayant pour image un point donné Si ce rang est partout égal à 1 , l’appli-
cation  est un isomorphisme : c’est évident sur la condition (NR)’.

Si Y-4’X est un revêtement quelconque, l’ensemble des points au-

dessus desquels Y est non ramifié forme un ouverte Si X et Y sont- irréductibles

et de même dimension, cet ouvert est non vide si et seulement si l’6xtension

k(Y)/k(X) est séparable (cf. [7~ loc. cit.).

1.3. Opérations sur les revêtements non ramifiés.

Toutes les propriétés formelles des revêtements topolôgiqu6s se laissent transpo-
s6r. De façon précise : ,

a. Transitivité des revêtements. -Si Z -~ Y et Y --’~ X sont des revêtements

non ramifiés, le composé Z 2014~ X est un revêtement non ramifiée

C’est évidente puisqu’on sait déjà que Z est entier sur X (n° 1.1).

b. Produit de deux revêtements. - Si Y ~ X et Y’ 1 - X’ 1 sont des revêtements

non ramifiés, le produit Y x MI 2014~X x X’ est un revêtement non ramifiée

C’est évidente

e. Revêtement induit sur un sous-espace. - Soit Y - X un revêtement non ramifiée
soit X’ C X , et soit Y’ son image réciproque. Alors Y’ 2014~dX’ est un revête-

ment non ramifié ; de plus, pour tout point y é Y’ se projetant 6n ’ 

l’idéal de YI dans 0 ’ 
est engendré par l’idéal de X’ dans 0 ~

Soit oc l’idéal de X’ dans 0 ; posons A = (OY)x , anneau semi-local de
dans l’espace algébrique Y . D’après tNR)’ l’anneau A est un.

Ox -module libre, et son radical est engendré par W ; il en est donc de même

de l’anneau quotient considéré comme -module. En Particulier, 16

complété de cet anneau est isomorphe à (x/)n , en notant n le degré en x

du revêtement. D’après un théorème de CHEVALLEY [6] (voir aussi [4 J, exposé 19),
cet anneau complété n’a pas d’éléments nilpotents, et il 6n est a fortiori de même

de A Ceci montre quc n’est autre que défini par Y’ dans

d’où le résultat cherché.
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[On pourrait éviter d’employer 16 théorème de Chevalley (qui est spécial aux

anneaux locaux de la géométrie algébrique), en montrant que tout anneau semi-local

qui est non ramifié sur un anneau local sans éléments nilpotents n’a pas non plus

d’éléments 

d. Image réciproque d’un soit Y - x un revêtement non ramifié,
soit f : Z --:)0 X un morphisme, et soit Z Xx Y l’image réciproque de Y par

f . Alors Z Xx Y - Z est un revêtement non ramifié.

D’après (b ) ~ le produit Z x Y est un revêtement non ramifié de Z x X . On

applique alors (c) au graphe de f, plongé dans Z x X . (On peut d’ailleurs

préciser (d) comme on l’a fait pour (0) ; nous laissons l’énoncé au lecteur).

e. Sections. - Soit Y --~ X un revêtement non ramifié et soit s : X -~ Y .

une section dé ce revêtement. L’image s(X) d6 s est alors ouverte .et fermée

dans Y ~ 6t la projection s (X ) 2014~X est un isomorphisme.

Le morphisme s est propre d’après [8]~ proposition 1. Son image s (X ) est

donc fermée, et il est clair que s (X ) -~ X est un isomorphisme. Si y e s(X) les

" anneaux locaux de Y et de s (X ) en y ont même complété (à savoir ~) ; comme
celui de s(X) est quotient de celui de Y f ils coincident, c6 qui montre que s(X)

à Y dans un voisinage de y, autrement dit que s (X) est ouverte

f. Unicité des relèvements. - Soit Y -tX un revêtement non ramifiée soit Z

un espace algébrique~ et soient g~ deux morphismes de Z dans Y . Si ces

deux morphismes ont même projection f : Z ~-’r X 3 et s’ils prennent la même valeur

en un point z E Z , ils coïncident en tout point de la composante connexe de z .

En prenant l’image réciproque de Y par f : Z -~ X ~ on S6 ramène au cas où.

g et g~ sont deux sections ; on applique alors (e).

1.4. Revêtements galoisiens non ramifiés.

Soit Y mi espace algébrique, et soit 9 un groupe fini d’automorphismes de 
Y .

L’espace quotient Y/o est 
, 

muni de façon naturelle d’une structure d’espace 
.

annelé ; on sait (cf . par exemple, [17], paragraph6 3, ou [18], chapitre III, n° 12 )

que c’est même un espace algébrique si (et seulement si, d’après le théorème de

Chevalley cité au n° 1.1 ) la condition suivante est satisfaite :

(*) Toute orbite de y est contenue dans un ouvert affine de Y .

Cette hypothèse montre que l’on peut recouvrir Y par des ouverts affines Y~
" stables par q ; si B, désigne l’anncau de coordonnées de Yi , le groupe
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jq opère sur Bi’ et l’anneau Ai des invariants de Bi est une algèbre affine.

le structure d’espace algébrique de Y/fj peut alors être définie en "recollant"

les variétés affines X, correspondant aux À..
~’ 

1 1

Conne d6 plus les B, 1 sont d6s Ai-moules de type fini ([ 18], loc. cit., lemme 10)

on voit quc Y est entier sur 

Posons X = Y/;J , et Soit x é X . Soit A = c)(O;Y&#x3E;x l’anneau semi-local d6

(x) dans Y . Le groupe 0( opère sur on peut donc définir ses

d6 cohomologie Hq( , Ax) ; Par définition, on a HO  f , Ax&#x3E; = .2.x .
Du fait que le couple (O , ÔY) est plat (GAGA, annexe), on déduit facilEment:

pour tout Ox-module do type fini M sur Lequel opère  . En appliquant ceci à
M = A , et en remarquant que 0 = M = TT ÔY, on obtient :

~ 

A

le produit étant étendu aux y se projetant en x . Comme permute les Oy ,
un résulta.t bien connu montre que le menbre de droite s’identifie a Hq(y , Ôy) ,
où ty désigne le sous-groupe de  laissant fixe le point y choisi. On obtient

donc :

a. Pour tout y ~ Y se projetant on x ~ X , on a un isomorphisno : .

Supposons ?.lors que le groupe ~ opère sans points fixes, c’est-à-dire que

que y = ( 6) pour tout y ~ Y . En appliquant (a) avec q = 0 ~ on obtient

0 H~ , A~ .0 ~=0 pour q~l .d’où H~(~ =0 puisque

le couple (Ox , 0) est plat. Autrement dit :

opère sans points fixes sur Y . le revêtenent Y~Y/g est non rami-

fie. et l’on a Hq(g,Ax) =0 pour et x 

On dit alors que le revêtement Y ~ Y/g est un revêtement galolsien non ramifie

de groupe de Galois g . Les éléments de g définissent des automorphismes de

ce revêtement ; si X est connexe, la propriété d’unicité 1.3 (f) montre que ce

sont les s euls .
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On notera que, même si X est connexe, l’espace Y n’est pas nécessairement

connexe. Si Y est une composante connexe de Y , le sous-groupe q de (y
formé des éléments laissant stable Y 

o 
fait de Y 

0 
un revêtement galoisien

non ramifié de X , de groupe de Galois , .
1 . 5 . Construction du revêtement galoisien associé à un revêtoment non ramifia

quelconque.

Soit X un espace connexE., 6t soit "it’: Y un revêtement non ramifié de

X , de degré . n . Nous nous proposons de construire un revêtement loisien non
ramifié de X , dont Y soit le quotient.

Pour cela, soit YnX l’image réciproque dans Y? de la diagonale de d’après

1 .3, on obtient ainsi un revêtement non ramifié YnX ~ X , de degré égal à nn .
De plus. le groupe symétrique Sn opère sur ce revêtement* Soit T l’ensemble

des points de YnX laissés fixes par au moins une permutation 03C3~ 3n distincte

de l’identité ; d’après 1.3. f), l’ensemble T est à la fois ouvert 6t fermé dans

~ . Soit Z son complémentaire ; c’est un revêtement non ramifié de X ~ dont

les points sont les systèmes (Yl’ «* ~ y~) de points de Y , ayant même image

dans X , et tous distincts ; le degré de Z est donc n 1 . Le groupe .5 n est

un groupe d’automorphismes sans points fixes de Z ; par passage au quotient, on

en déduit un revêtement non ramifié degré 1 , c’est-à-dire un

isomorphisme d’après 1 .2 . Ainsi, Z est un revêtement galoisien non ramifié de X ,

de groupe de Galois Sn ; on constate tout de suite que Y s’identifie nU

quotient n-l . 
Le revêtement Z est donc le revêtement cherché.

Si y est connexe ’ on peut prendre une composante connexe Z o de Z de groupe

de Galois ~r CJ~ ! on constate alors que Y s’identifie à Z /B; , avec .

h = g~Sn-1 . Le revêtement Z est le "plus petit" revêtement galoisien non

ramifié de X dominant le revêtement Y ; on laisse au lecteur le soin de préciser

cet énoncé.

[Lorsque X 6t; Y sont des variétés normales, le revêtement Z o n’est autre que

le normalisé de X dans la plus petite extension galoisienne de k(X) contenant

k(Y)].
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2. Espaces fibrés principaux.

2.1. Système fibre.
Soit G un groupe algébrique (non nécessairement connexe), et soit E un espace

algébrique. Nous dirons que G opère à droite sur E si l’on s’est donné un

morphisme F : E x G 2014~ E vérifiant les deux identités :

a. F (x , 1) = x pour tout 

b. F(x, gg’)= F (F(x , pour x GE, 

On écrit d’ordinaire F (x , g) sous la forme x.g de sorte que les id6nti....

tés ci-d6ssus s’écrivent x.l = x et x. (g.g’ ) = (x.g).g’ . On notera que les trans-

lations x 4 x.g (g fixé dans G) sont des de E .

On définit de même la notion de groupe opérant à gauche sur un espace.

Soit P un espace algébrique sur lequel le groupe G opèr6 à droit6, et soit

i s P -+ X un morphisme de P dans un espace X. Nous dirons que (G, fi ~ X)

est un système fibre si l’on a pour tout La notion

d’isomorphisme de système fibré est clairc (pour X Gt G fixés ) . Il en est dE

même de la notion d’image réciproque par un morphisme f p X t ~ X : on définit

P’ comme 16 sous-espace de X’ x P formé des couples ayant même image dans X

(1.e . P’ = X’ x~ P) , et on définit lit pt - X’ et F’ : pt x G -+ P’ d6

façon évidente.

2.2. Définitions.

Soient X un espace algébrique, G un groupe algébrique, et (G ~ P ~ X) un

système fibre. Nous dirons que ce système (ou, par abus de langag6, P 

est trivial s’il est isomorphe à X x G muni des opérations (x, g).g’ = (x , gg’)

et de la projection canoniqu6 X x G - X . Nous dirons qu’il est isotrivial s’il.

existe un revêtement non ramifié f : X’ --+ X tel que l’image réciproque de

P par f soit un système trivial base X’ ).

Bous dirons enfin que P 6St localement trivial (resp. localement isotrivial) 
,

si tout x possède un voisinage U au-dessus duquel P est trivial (respo

isotrivial). Un système fibre (G , P , X) localement isotrivial sera aussi

appelé un espace fibre principal de base X et de groupe G . Cette terminologie

est une extension de celle de qui se bornait au cas localement trivial.
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2.3 Construction d’espaces fibres isotriviaux au moyen de cocycles.

Soit X un espace algébrique, et soit P un espace fibre principal de base X

qui soit isotrivial. Ceci signifie qu’il existe un revêtement non ramifie
XI 2014~X sur lequel P devient trivial. Vu 1 .5, on peut supposer que Xf est

galoision sur X ; soit cy con groupe de Galois.

G) le groupe des morphismes de X t dans G ; le groupe
opère sur Gl’ par la gèg16 :

(6"’t)(x’) = tex’ .6"") (on fait opérer g à droite sur xl) .

On peut donc définir r(x’ , G», est un groupe, et H~ ( /y~ , G))
qui est un ensemble avec point marqué (cf. FRENKEL [9 J, ou GROTHENDIECK [10]).

PROPOSITION 1. - ,Les classes d’espaces fibres principaux do base X 6t groupe

G dont l’image réciproque sur X’ est triviale correspondent bijectivement eux

éléments de 1 (~i , ’ À (X ’ , G)) . 
~ ~ ~ ~’ ’ ’ ’ " ~ ~ ~

Soit P un tel espace fibré, et soit pt x P son image réciproque peu-
f : XI ~X . Par hypothèse) P’ est isomorphe à Xf x G . On a donc un diagram-
me commutatif :

L’espace P’ peut être considéré. connue l’imago réciproque par 03C0 du revêtement

X’ ~X . D’après 1.3, c’est donc un revêtement non ramifié de P , évidemment

galoisien de groupe y . Ainsi, 
P s’identifie à P’/% , 6t tout revient à

déterminer les opérations do cr sur X’ . x G . Ces opérations doivent être

compatib16s avec la projection de X’ x,G sur X’ , et doivent commuter aux

opérations de G. On cn déduit leur expression :

où fr est un morphisme de X’ dans G dépendant c’est-à-dire une

1-cochaîne de g à valeurs dans (X’ , G) .En exprimant l’associativité :

on obtient l’identité :
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ce qui signifie que 6’ ~ 03C66 est un 1-cocycle. Inversement, la donnée d’un tel

cocycle permet de faire opérer g sur X’ x G , et de définir P comme le quotient
X’ x G/g (la propriété (*) du DO 1.4 est bien vérifiée, car tout sous-ensemble

fini d’un groupe algébrique est contenu dans un ouvert affine). Enfin, on vérifie

immédiatement que deux cocycles 03C66 et 03C6’6 correspondent à des espaces fibres
principaux isomorphes si et seulement s’ils sont cohomologues.

En appliquant la proposition 1 aux ouverts de X , et en passant à la limite

(suivant différentes bases de filtre)~ on obtient :

a. Soit x e X un point fixé. Les classes d’espaces fibres principaux de base

un voisinage de x qui deviennent triviaux sur un voisinage de f (x) dans

X’ correspondent aux éléments de l’ensemble H ( 9 , r x (X 1 ,G » , en notant
Ç(X1 ,G) le groupe des germes de morphismes des voisinages de f-l(x) dans G.

EXEMPLE. - Prenons G = G , groupe additif. Le groupe r~(X’ ~ G) n’est autre

que l’anneau semi-local de f-1(x) , noté A x dans 1.4. En appliquant 1.4 (b) ,
on voit donc que If (,9’ , Ax) = 0 , autrement dit que tout espace fibre principal
de. groupe G a est localement trivial. Nous donnerons plus loin une autre démons-

tration de ce fait.

b. Supposons X’ et X irréductibles. Les classes d’espaces fibres principaux

de base un ouvert non vide de X (non précisé) qui deviennent triviaux sur un
ouvert non vide de X’ stable par ;1 correspondent aux éléments 

de

Hl «(~ ’ k(X1 , G)) ~ où k(X’ , G) désigne le groupe des applications rationnelles

de X’ dans G . On notera que G)) est aussi l’ensemble des

classes d’espaces homogènes principaux sur G , qui sont définis sur k(X) , et ont

un point rationnel dans (cf. LANG-TATE [13]) ; cela provient de ce que
la "fibre générique" d’un fibre principal est un tel espace homogène.

2.4 Critère d’isotrivialité locale.

Soit (G , P , X) un système fibre. Considérons les deux propriétés suivantes :

(FP). - Si y et y’ sont deux éléments de P ayant même projection sur ’X ,

il existe un g e G et un seul tel que y’ = y.g ; l’application qui, à un tel

couple (y , y’) , fait correspondre l’élément g , est un morphisme du sous-

espace T de P x P où elle est définie dans le groupe G.
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(En topologie générale, cette propriété est souvent prise comme définition des

espaces fibrés principaux).

(SL). - Pour tout x ~ X , il existe un revêtement non ramifié f : U’ -+ U ,

où U est un voisinage de x, et un morphisme s : U’ t --~P tels que

sur U .

(On peut considérer s comme une "section locale multiforme" , non ramifié

au voisinage de x).

PROPOSITION 2. - Pour qu’un système fibre soit localement isotrivial, il faut

et il suffit qu’il vérifie (FP) ct (8L).
Supposons que P soit localement isotrivial. Si P devient trivial le

revêtement U’ 2014~U ~ la propriété (SL) est évidemment satisfaite. Pour vérifier

(FP), on peut raisonner localement, c’est-à-dire supposer que P = X’ x 9 opérant
sur X’ x G au moyen d’un cocycle ~~ * Soit le sous-espace de X:’ x G x X’ x G

formé dos couples t’ == ((x ~ g) , (x~ ~ g~)).- tels que x ==x’ ~ ce sous-espace est

stable par g, et son image dans P est le sous-espace T défini dans (FP) 0 Si

t’ E T’ posons 91 (t’ ) = g-l g’ ; un calcul immèdiat montre que le morphisme

T’ -4- G vérifie 03B8’ 0 6" = al s pour donc définit par passage

au quotient un morphisme 03B8 : T -4- G . On a évidemment y’ = y.e(y 1 y’ ) pour

tout (y ~ ce qui montre que (FP) est vérifié.

Réciproquement, supposons (FP) et (SL) vérifiés. Si f : Ui -~ U est un revête-

ment ayant les propriétés postulées dans (SL) nous allons montrer que l’image

réciproque P’ de P sur U’ est triviale. En effet, cette image réciproque

possède une section s’ (correspondant à s), et vérifie (FP). Soit 0 : T ~ G

le morphisme de T dans G tel que y’ = y’) pour (y ~ y’) ~ T . On

définit alors deux morphismes réciproques :

par les formules :

g)= s(x’).g et = e(y , s(1I(y»» . .

On en déduit bien que P’ est isomorphe à X’ x G. 
C.Q.F. D.
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Questions.

1° Est-il possible de remplacer la propriété (SL) par la propriété (plus faible)
suivante :

(S IF). - Pour tout x e X , et tout y~P se projetant en x , il existe un

homomorphisme 9: Y -+ 0 
x 

tel que le composé  0 TI’ soit l’identité sur 0 X ?

Cette propriété signifie que le système fibre P possède une "section locale
formelle" en chaque point de la base.

2° On peut même se demander si la propriété (FP) n’est pas suffisante à elle
seule pour assurer que P est localement isotrivial (X étant défini corme le

quotient P/G j bien entendu, il faudrait démontrer que ce quotient est un espace
algébrique, sous des hypothèses raisonnables).

2.5 Premiers exemples d’espaces fibres principaux.

Les exemples les plus importants sont : ,

a. Les espaces fibres localement triviaux, considérés par WEIL [19], et classifiés
par lui dans certains cas (notamment lorsque G = groupe multiplicatif).

b. Les revêtements non ramifiés X’ 1 - X qui sont galoisiena d6 groupe de Galois

y . En effet, un tel revêtement définit un système fibre qui devient évidemment
trivial sur Xf c’est donc un espace fibre principal isotrivial, de

groUP6 ~ . 
’

[La définition des espaces fibres principaux que nous avons adopté6 est, en

somme, la plus restrictive qui contienne cornue cas particuliers les fibres du

type (a) et ceux da type (b), et qui soit stable par les opérations usuelles
(cf. n~3)].

c. Un groupe~ fibre par un sous-groupe. Do façon précise : .

PROPOSITION 3. - Soit Gi un groupe algébrique, G un sous-groupe algébrique
de 6t soit H = Gl/G l’ espace homogène quotient, nuni de la structure

algébrique défini dans [7], exposé 8. Si l’on fait opérer G sur Gl
par translations à droite, le système (G , G1 , H) est un espace fibré principal
de base H et de groupe G .

D’après la proposition 2, il suffit de montrer que (G, G , H) vérifie les

axiomes (FP) et (SL). Si y , Gl ont même image dans H = il existe

g ~ G tel que y’ = y.g , et cet élément g s’écrit g = yI .y" . Puisque la loi
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de composition est un morphisme de G~ x G~ dans on voit biemque l’axiome

(FP) est vérifié. Reste à construire une "section locale, multiforme", régulière en

un point donné de Soit Glo la composante connexe de Isolément neutre de Gl ’
soit G o = G lo "G, G. -’’o’ /G ; o ; les variétés Gl 0 et sont irréducti-

bles, et H o est la composante connexe de l’élément origine de H . On sait (7],
loc. cit.) que l’extension des corps de fonctions rationnelles est

séparable ; il s’ensuit aussit6t qu’il existe une sous-variété irréductible X’ t

de de même dimension que H, et telle que la projection X’ - défi- "

nisse une extension finie séparable (Il suffit de prendre pour X’

une sous-variété de G passant par l’élément neutre et ayant en ce point une

variété tangente transversale à celle de G ). D’après 1.2, il existe alors un
~ 

ouvert non vide U .~ de Hi dont l’image réciproque U’ dans X’ constitue un ..

revêtement non ramifié U’ 1 2014~ U . La propriété (SL) est donc vérifiée au-dessus

de U puisque U’ c X’ c Gi.. Par translation, on en déduit qu’elle est vérifiée

partout, . 

~ 

C. Q. F. D.

REMARQUE~ - Soit (G , P , X) un système fibre. Supposons pour simplifier que
X soit irréductible et que P -+ X soit surjectif. Le raisonnement fait ci-dessus

montre alors que, si l’6xtension est séparable, et si la propriété
(FP) est vérifiée) il existe un ouvert non vide au-dessus duquel P est

isotrivial.

2.6 Systèmes fibres définis par des revêtements radiciels.

Au lieu de définir les espaces fibres principaux au moyen des revêtements non

ramifiés au sens du n° 1, on peut songer à utiliser des revêtements radiciels .

La difficulté est que l’on ne sait pas définir en général ceux de ces revêtements

qui sont "bons", c’est-à-dire ceux qui doivent jouer le rôle des revêtements non

ramifiés. On ne le sait, grâce à CARTIER [5 J, qu6 dans le cas des variétés non
singulières : si Y est une telle variété, on se donne un sous-fibré vectoriel E
du fibré tangent Ty ~ et on suppose que les sections rationnelles S(E) de E

forment une p-algèbre de Lie restreinte (c’est-à-dire sont stables pour le crochet

6t la puissance on définit alors sur Y une nouvelle structure d6 va-

riété en prenant comme fonctions régulières celles qui sont annulées par les dériva-

tions D ~.S(E) . Si X = Y/E est la variété ainsi obtenue, l’application canoni-

que Y - X fait de Y un "bon~ revêtement radiciel de X, de hauteur 1. Pour

E = Ty , on obtient X = Yp . 
,
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Soit maintenant G un groupe algébrique, Sur Y x G donnons-nous un fibré E

comme ci-dessus, 6n exigeant que E soit invariant par translation, et qu’en

chaque point E soit supplémentaire de T G dans dans le langage de la

géométrie différentielle, E est une connexion intégrable (cf . [ 5 J, n° 6 ) .
Si l’on pose P = (Y x X = on constate que (G ~ P ~ X) est un

système fibré, qui d6vient trivial sur Y . Un tel système fibre est-il localement

isotrivial ? D’après les résultats de Cartier, il est très vraisemblable que la

réponse est affirmative ; il en est en tout cas ainsi, conne il l’a montrée lorsque
G = G ou G . Il ne devrait pas être difficile de traiter de même le cas du

groupe GL , d’où, sans doute, tous les groupes linéaires ; peut-être pourra-t-on

passer de là au cns général, 
’

3. Opérations sur les espaces fibres principaux.

Nous allons voir que les espaces fibrés principaux (localement isotriviaux)

jouissent de propriétés tout analogues à celles dont on a l’habitud6 en topologie

(cf. par exemple GROTHENDIECK [10]). Comme les démonstrations nô présentent auxune

difficulté, nous nous bornerons à do brèves indications .

3.1 Caractère fonctoriel en X de G ) .
Soient X un espace algébrique~ 6t G un groupe algébrique. L’ensemble des

classes d’espaces fibres principaux d6 base X et groupe G sera noté ( ’ G) .
Les classes d’espaces fibres localement triviaux forment dans Q un

sous-ensemble qui n’est autre que le premier "ensemble de cohomologie" H1(X , G) ,
en notant G le faisceau d6s germes d6 morphismes de X dans G (cf. [1° J, 

.

n° 5.1 ou [ 9 ~, n~ 3), Le groupe H~(X ~ G) sera également noté r(X , G) ; c’est

le groupe des morphismes de X dans G.

Soit f : XI ~ X un morphisme. Si P est un espace fibre principal de base

X 6t groupe G ~ l’image réciproque P’ t de P par f est encore un espace

fibre principal. En effet, il faut vérifier que 16 système fibré P’ = P XX X’ est

localement isotrivial ; la qU6stion étant locale, on peut supposer que P est

. isotrivial, 1,e , qu’il existe un revêtement non ramifié Y -+ X sur lequel P

devient trivial ; mais alors P’ devient trivial (transitivité d6s images récipro-

ques) sur Y’ = Y x~ X t , qui est un revêtement non ratifié 
d6 X’ d’après 1.3 ;

donc P’ est tien localement isotrivial,
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On déduit de là une application G) ~1(X’ , G) qui fait de

H (X, G) un foncteur contravariant en X (nous verrons plus loin que c’est aussi

un foncteur covariant en G).

Soient P et P’ deux fibres principaux de base X 6t X’. Pour que P* soit

isomorphe à f*(P) , il faut et il suffit qu’il existe un diagramme commutatif :

(F commutant aux opérations de G) .

En effet, l’application F définit un morphisme P’ ~f*(P), ce qui nous
ramène à démontrer notre assertion lorsque X’ = X , f étant l’identité. D6 plus,
on peut supposer que P et P’ deviennent triviaux sur un revêtement Y -+ X

non ramifiée galoisien de groupe g . Ces deux espaces s’identifient donc à

(Y x G)/g et (Y x le groupe g opérant sur Y x G au moyen de cocycles

f6 6t ’iÎ~ . Le morphisme F définit un morphisme F’ : 

est clair qu’un tel morphisme est nécess irement un D’ où, par passage

au quotient par le fait quc F est un isomorphisme.
.

On voit en particulier qu’un espace fibre principal est trivial s’il a une s6ction.

3.2 Construction des espaces fibrés associés.

Soit P un espace fibre principal de base X et groupe G s Gt soit F un es-

pace algébrique sur lequel le groupe G opère à gauche. Nous nous proposons de

construire l’espace fibré associé à P , de base X , ot à6 fibre F . Nous

d6vrons toutefois faire une hypothèse sur F :

(**) Tout sous-ensemble fini de F est contenu dans un ouvert affine de F .

J’ignore si cette hypothèse (ou une hypothèse analogue) est nécessaire ; de

toutes façons, elle est automatiquement remplie si F est quasi-projective.

PROPOSITION 4. - Faisons opérer G à droite sur P x F par la formule :

(y , f).g = (y,g , g"Bf) . Il existe a lors un espace algébrique Q Et un seul tsl

que P x F soit un espace fibre principal de base Q et de groupe G .
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L’espace Q est l’espace fibré associé cherché. On le notera P xG F . Son
unicité est évidente [defaçon générale, la connaissanco d’un fibré principal P

et de son groupe structural G détermine la base : c’est le quotient nunie

de la structure annelée quotient (vérification immédiate sur les modèles locaux
~.3 ) ~, Son existence est un problème local. On peut donc supposer que P = x~ x G/~
où x~ 2014~ X est un revêtement galoisien non de group6 do Galois
opérant au moyen d’un cocycle 03C603C3 (cf. 2.3). On construit alors Q comme quotient
X’ x F/g , où g opère sur X’ x F par la formule :

(x’ ~ f ) . 6 = (x’. 6 , ~Ó(x’).r) . 
’

La condition (*) de 1.4 est vérifié6, grâce à l’hypothèse (**) Ci-d6SSUS. L’image
réciproqu6 sur X’ x F du système fibre (G , P x F , Q) est isomorphe à

. X t x F x G . (ca lcul facile ) ~ d’où la proposition. ’ ,

EXEMPLES..

a. Si F est un ensemble fini, l’espace fibre P xG F est un non

reniflé Inversement, si X est connexe, tout revêtement non ramifié d6 X

peut s’obtenir ainsi, d’après 1.5.

b. F -+ F ’ est un morphisme d’espaces algébriques à opérateurs, on en
déduit un morphisme : P G F ~ P G F’. 

c. Si f : X’ -X est un morphisme, l’image réciproque de P x F par f est

isomorphe à P’ x F , où P’ = f" (p) . En particulier on voit que les fibres asso-
ciés P xG F -+ X deviennent triviaux (localement) sur des revêtements non ramifiés.

3.3 Extension du groupe structural.

Soit 6 : G ~ G’ un homomorphisme du groupe G dans un groupe G’ . On peut

opérer G à gauche sur G 1 par la formulé: 
’

g.g’ = e(g).g’ .

Comme G’ vérifie évidemment la condition (**) , l’espace fibre associé P G G’
est défini. De plus, comme G’ opère sur lui-même par translations à droits, et

quc ces translations commutent aux opérations de G ~ 16 groupe G’ opère à droit6
sur P XG G’ . .
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PROPOSITION 5. - Si P est un espace fibre principal de base X et groupe G ,
le fibre associé P x G’ est un espace fibre principal de base X et groupe G’ .

la question étant locale, on peut supposer qu’il existe un revêtement non ramifié
f : X’ -.. X tel que r*(p) soit trivial. Il en sera alors de mène de

f~(P~G’) ,
C. Q. F . D.

Nous noterons 9*(P) l’espece fibre principal On obtient ainsi une

application 0~ : g1 (X , Q) -~8~(X ~ qui fait de H~(X ~) un bifoncteur.

On peut donner de 9*(P) une caractérisation analogue à celle donnée dans 3*1

pour l’image réciproque. 
’

3 .4 Produits. Cas où G est commutatif.

Soit l un ensemble fini, et, pour tout 1 6 1 ~ soit P i un espace fibré.prin-
cipal de base Xi et groupe Il est clair que TT est alors un espace

fibre principal de base et de groupe d’où une application canonique:

Si tous les Xi sont égaux à un même espace X , l’application diagonale permet
d’appliquer H (TT G) dans Q) (en posant G = pour simpli-
fier les notations)

PROPOSITION 6. - L’application canonique T~(X ~ G.) - À$ (X , G) est bijective.

Les homomorphismes de projection G -~- 
. G, 1 définissent une application en sens

inverse~ et on vérifie tout de suite que les deux conposés sont égaux à 1.

Supposons maintenant que G soit commutatif. L’application sonne

s : G x G ~ G étant un homomorphisme, on a une application

c’est-à-’dire une loi de composition 1(X , G) .

PROPOSITION 7. - La loi de composition définie ci-dessus fait de G) un

groupe commutatif.
’

C’est immédiat.
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Bien entendu, les applications f* sont compatibles avec la structure de groupe
de Ê (X , G) . De plus cette structure induit sur H~ (X , G) sa structure natu-

relle de groupe de cohomologie. -

3 .5 Restriction du groupe structural. ,

Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G . Soit d’autre part P un

espace fibré principal de base X ct de groupc G . Puisque H CG, le groupe
H opère à droite sur P 0

PROPOSITION 8. - L’espace P est un espace fibre principal de groupe H 6t de

base P x G/H . Si de plus la fibration de G par H (cf. proposition 3) est

localement trivialE et si P lui-même est localement triviale cette fibration
est localement triviale. ,

(Noter que l’espace fibre associé P x G/H est bien défini, puisque G/H
vérifie la. condition (**) Chapitre V, n° 20).

La question étant locale on peut supposer que l’innge réciproque P’ de P sur

un revêtement non ramifie X’ ~ X est triviale. On a alors P’ = X’ x G , et il

6st clair que P’ est un espace fibre principal de base X’ x G/H et group6 H ~
d’où la première partie de la proposition. La seconde partie se démontre de même.

PROPOSITION 9. - La donnée d’un espace fibre principal de groupe H est équivalente
à celle d’un espace fibre principal de groupe G ~ nuni d’une section du fibre

associé en fibres G/H. 
’ 

’

(C’est 16 critère habituel de "restriction du groupe structurale convenablement

précisé).

Soit Q un fibré principal de groupe H et base X . L’injection i : H .~ G

permet de lui associer un fibre principal i (Q) = Q x G de groupe G ; 16 fibre

associé à i (Q) et de fibre G/H est canoniquement isomorphe au fibré associé
à H de même fibre ; connue H opère sur G/H en laissant fixe l’origine, ceci

définit une section canonique de ce fibre.

Inversement, partons d’un. fibre principal P de base X et groupe G s et

d’une section s : X -+ P x G/H du fibré associé en fibres G/H . Dtaprè la .

proposition 8, on peut considérer P connue un espace fibré principal de base .

P xG G/H et de groupe H ; on peut donc définir s*(P) = Q , image réciproque
de ce fibré par s ~ et c’est un espace fibré principal,d6 bas6 X et de groupe

H .
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En écrivant quelques diagrammes, on vérifie que les applications que.nous venons
de définir sont réciproques l’une do l’autre.

PROPOSITION 10. - Soit Q un espace fibré principal de base X et groupe H .

fibré P = P x G soit localement trivial st guE
la fibration de G par H soit localement triviale o Alors Q est localement

triviale

En effet, la démonstration de la proposition 9 montre que Q est image récipro-
que de P considéré comme fibre principal de groupe H et base P H G/H ;
d’après la proposition 8, cet espace fibre est localenent triviale et il 6n est
donc de de Q e

(Variante. - La trivialité locale de P signifie qu’il existe localement un

morphisme P -+ G compatible avec les opérations de H ; en le combinant avec
un morphisme analogue G -~H ~ on obticnt bien la trivialité locale de H).

EXEMPLE. - Isomorphismes de deux fibrés principaux. Soient P 6t pt deux fibrés

principaux de même groupe G . Ils définissent un fibre pt de groupe G x G .

Si l’on fait opérer G x G sur G par translations à droite et à gauche, on en

déduit un fibré associé (la fibre étant G x G/6 , où A.. désigne la diagonale).
Les sections de ce fibré correspondent aux isomorphismes de P sur ouf CG

qui revient au aux restrictions du groupe structural G x G à 0394 .

3.6 Suites exactes associées à un sous-groupe.

Tous les résultats du Chapitre V du rapport de GROTHENDIECK [10] qui ne font pas
intervenir des groupes de cohomologie de dimension ? 2 sont valables pour les

fibrés considérés ici. Nous nous bornerons à mentionner les plus importants

Reprenons d’abord la situation du numéro précédent, 6t soit H un sous-groupe

algébrique d’un groupe algébrique G . On a alors (cf. [10J, p. 71, corollaire à
la proposition 5.2.1 ~ voir aussi n° 16) :

PROPOSITION 11. - On a une suite exacte :

[Noter que le groupe r(x, G) opère sur r(X, G/H) , et que l’on a u(g) = g.l e

L’exactitude G/H) signifie que d(f ) = d(f’ ) si et seulement s’il

existe G) avec f’ = g. f , cf. [10]]. 
’ 

.
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La définition de d : V(X ~ G/H) - ff1 (X , H) est la suivante : un élément
r ~r(x ~ G/H) définit une section du fibre trivial X x G/H , donc (proposition 9)
un espace fibre principal de groupe H dont l’extension à G est triviale ; de plus
la proposition 9 montre que l’on obtient par ce procédé tous les espaces fibres
jouissant de cette propriété, c’est-à-diro justement le noyau de

9~(X ~) -~3~(X ~) . Le fait que d (f) = d(f’) équivaut à l’existence de
ge V (X , G) tel que fI = g.f se vérifie sans difficulté.

PROPOSITION 12 ([10]~ proposition 5.3.1). -~ H est un sous-groupe invariant
dans G , la suite H X,!!.) -1r H (X ~) ~ H (X , G/H) est exacte. De lus
le groupe r (X , G/H) opère sur H~(X ~ ~) et deux 

ont mène image dans H (X , G) si et seulement s’ils sont congruents suivant

ce groupe de permutations.

L’exactitude résulte immédiatement de 1~ proposition 9. Les opérations de

r(x , sur S (X , j) se définissent de la façon suivante :

Soit P un espace fibre principal de groupe H ; l’espace fibre associé de fibre

G/H est trivial (en tant qu’espace fibre principal de groupe G/H). Si on
l’identifie à X x G/H , on voit que tout élément g du groupe G/Hl’ en

définit une section~ donc aussi (proposition 9) un autre fibre P’ de groupe H

et ayant même image que P dans H (X , .9:.) . L’élément pt est le transfomé de

P par g , et la proposition 9 montre bien que deux éléments do H (X ,H) ont

même image dans H (X , G) si et seulement s’ils sont transformés l’un de l’autre

par un élément du groupe .G/H) . ’

On peut dire des choses plus précises lorsque H est commutatif ou mieux lOrS-

qu’il est contenu dans le centre de G. Dans ce dernier cas, H (X , H) opère
sur H (X , G) , deux éléments de ce dernier ensemble étant congrus suivant ce 
groupe si et seulement s’ils ont même image (X , G/H) (cf. [10~ propos .

sition 5.5.2 ou [9], n° 18) . Enfin, si G lui-même est commutatif, on a :

PROPOSITION 13. - Si X. est un sous-groupe d’un groupe commutatif G , on a une

suite exacte de groupes abéliens : 
’

REMARQUES.

10 Si la fibration de G est localement triviale, on peut écrire une suite exacte

analogue à celle de la proposition 13, où les Ir usuels rmplacent les H e
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Cela se voit, soit cn utilisant la proposition 10, soit directement en ronarquant
quc l’on a dans ce cas (et seulement dans ce cas) une suite exacte de faisceaux 2

2° On peut se demander s’il est possible de définir des groupes de cohomologic

supérieurs Q) qui permettent d’étendre la suite exacte do la proposition 13

en toute dimension. GROTHENDIECK a nontré que c’est bien le cas (non publié ), et il
semble même qu6 ces nouveaux groupes de cohomologie, lorsqu6 G est fini, fournis-

sent la "vraie cohomologio" nécessaire pour la démonstration des conjectures de

Weil. Voir à ce sujet l’introduction .

4 0 Critères de trivialité locale. Groupes spéciaux~

4 . 1 Groupes spéciaux~ 
’

Soit G un groupe algébrique. Nous dirons qu’il est spécial si tout fibre princi-

pal de groupe G est localement trivial.

THEOREME 1. - Tout groupe spécial est connexe et linéaire.

la démonstration sera donnée au numéro suivante Nous allons commencer par démon-

trer quelques lemmes.

LEMME1. - Soit G un groupe algébrique spéciale et soit H un sous-groupe :’o

G . Pour que H soit spécial, il faut et il suffit que la fibration de G par H

soit localement trivialcc

La nécessité est évidente. Pour démontrer la suffisance, soit Q un espace fibre

principal, de base X et de groupe H. L’espace fibre P = Q x H G est localement

trivial, puisque G est spéciale Il en est donc de même de P , d’après la propo-
sition 10. , 

.

LEI’jME2. - Soit 03C6: G~A un homomorphisme d ’un groupe algébrique G sur

une variété abélienne A c La restriction de 03C6 au centre C d6 G est alors

surjective.

De quotient G/C est un groupe linéaire (cf. ROSENLICHT [14], théorème 13 ; la
démonstration n’est pas difficile 3 on fait opérer G par automorphismes intérieurs

sur les quotients où 0 désigne l’anneau local de l’élément neutre,
et on montre que lion obtient ainsi une représentation linéaire fidèle de G/C).
L’homomorphisme G/C est donc nécessairement trivial (puisque 
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est une variété abélienne), ce qui neutre que A = ’f (0 ) .
LEMME 3 . - Les hypothèses étant celles du lemme 2, il existe un nombre fini

de nombres premiers Pi tels pour tout nombre premier ~ ~ tout élément

de A d’ordre l soit image d’un élément de G 

Le lemme 2 permet de remplacer G par son centre, dG

supposer G commutatif. Soit R le noyau de 03C6 : G - A , et soit R la com-

posante connexe de l’élément neutre dans R. Le groupe 6St un groupe

fini ; nous prendrons pour Pi les nombres premiers divisant l’ordre de 

augmentés éventuellement de la caractéristique. la multiplication

par l est surjective dans R (son application tangente est surjective, et

c’est un honomorphisme), donc aussi dans R. Il en résulte bien que tout élément

d’ordre l de A est image d’un élément d’ordre l de G. 

LEMME 4. - Soit X une variété non singulière $ soit A une variété abélienne,

et soit P un espace fibre principal de base X et de groupe A . Les trois

propriétés suivantes sont équivalentes $

.~, i. P est triviale

11. P est localement trivial.

iii. P a une section rationnelle. -

Les implications (i) ~ (ii) ==~ (iii) sont claires. Montrons que (iii) ::1)- (1) o
Il suffit pour cela de prouver que toute section rationnelle de P est régulière
(1,e , est un morphisme). La question étant locale, on peut supposer P de la

forme (X’ x A)/~ ’ où X’ est un revêtement galoisien non ramifié de X , de
. 

groupe de Galois g . La section s de P correspond à une section s . de

X’ x A ~ X’ invariante par ~ ~ c’est-à-dire à une application rationnelle de
X’ dans A . Mais XI est non singulière (puisque X l’est et que le revêtement

X’ -.. X est non ramifié) ; d’après une propriété bien connue des variétés abélien-

nés (cf. WEIL [20J, théorème 6) l’application S ’ 6St partout régulière, et il en

est de même de s, 
. C. Q. F’. D.

4 .2 Démonstration du théorème 1.

a. Nous allons d’abord montrer que tout groupe spécial G qui est connexe est

linéaire.
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D’après le "théorène de Chevalley" (voir BARSOTTI [1] ou ROSENLICHT [14]) , le

groupe G contient un sous-groupe linéaire R invariant tel que le quotient

G/R = A soit une variété abélienne. Il nous faut montrer que A est réduite à 0 0

Sinon, d’après WEIL ([20], p. 127), A posséderait des éléments d’ordre premier l
pour tout £ distinct de la caractéristique. D’après 16 lemme 3, il existerait donc

un élément a e A d’ordre premier l qui serait inage d’un élément g ~ G d’ordre

.2 . Si l’on désigne par N le groupe cyclique on aurait donc un homomor-

phisme ~ : N ~ G tel que le conposé N. -§ G -+ A soit injectif. Nous allons uti-

liser ! pour construire un espace fibre principal de groupe G qui ne soit pas

localement trivial. Pour cela, nous ferons choix d’une variété algébrique X véri-

fiant les trois conditions suivantes :

1° X est non singulière.
’ 20 Hl (X , !) ~ 0 .

. 30 Toute application rationnelle de X dans A/N est constante.

[Exemples de telle variété : la droite affine privée d’un point, une courbe ellip-

tique qui n’est isogène à aucun facteur siople de A].

Soit alors x avec x / 0 . Je dis que £*(x) n’est

pas localement trivial (ce qui contredira l’hypothèse faite sur G). En effet, si

!* (x) était localement trivial, il en serait a fortiori de I!l3I:le de l’mage de

t.,. (x) dans !) . D’après le lemme 4, cette image serait nulle. Mais on

peut appliquer la suite exacte de la proposition 13 au sous-groupe N de A $ On

en déduit la suite exacte :

Vu l’hypothèse du 3°, tout morphisme de X dans A/N est constant, donc est

image d’un morphisme de X dans A . On 6n conclut que l’homomorphisme

N) -P É~ (X , A) est injectif~ d’où une contradiction, puisque x ~ 0 .

b. Montrons maintenant que tout groupe spécial est linéaire.

Soit G un groupe spécial, et soit G sa composante connexe do l’élément neutre.

La fibration de G par G est évidemment triviale (l’espace de base étant fini),
et le lemme 1 montre que G est spécial. D’après (a), G 0 est donc linéaire, et,

en particulier, c’est une variété affine ; conne 
G est réunion disjointe de

composantes connexes toutes isomorphes à on voit que G est une variété

affine, donc est un groupe linéaire [7J, exposé 4, proposition 1).
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c. Il reste à montrer que tout groupe spécial est connexe. Soit G un tel groupe;

d’après (b), on peut le supposer plongé dans le groupe linéaire GL . Scit G~
la composante connexe de l’élément neutre de G , et soit N = G/G ; c’est un

groupe fini. Le groupe fibre par G , est localement trivial (puisque G

est spécial) ; il en est de même du fibre associé de groupe N , qui n’est autre

que GL /G . Autrement dit, le revêtement GL /G 
o 

~ GLn/G , qui est galoisien
de groupe N , est à la fois localement trivial et connexe. Ce n’est possible que
si N = {e} , du fait que les variétés GL /G 

o 
et GL /G sont normales.

4 .3 Caractérisation des groupes spéciaux.

Vu le théorème 1 , tout groupe spécial est linéaire. Il nous faut donc donner un
. 

critère permettant de reconnaître si un sous-groupe G du groupe linéaire GLx est

spécial,

THEOREME 2. - Pour qu ’un sous-groupe algébrique G de GLn soit spécial il

faut et il suffit que la fibration de GL par G soit localement triviale.

(Condition équivalente ; il doit exister une section rationnelle GL /G 2014~ GL~ ;
en effet, on en déduit par translation l’existence d’une section régulière en un

point donné de cf. la démonstration de la proposition 3 ) .

COROLLAIRE. - Soit G un groupe linéaire. Si, pour un plongement particulier de

G dans un groupe GL , la fibration de GL par G est localement triviale,

ceci a lieu pour tout plongement. 
n 

DEMONSTRATION du théorème 20 - Compte tenu du lemme 1 , il nous suffit de prouver

que 16 groupe linéaire général GL est spécial. Soit donc P un espace fibre

principal de base X , et de groupe GL ; si x E. X , nous devons montrer qu’il

existe un voisinage de x sur lequel P est trivial. Puisque P est localement

isotrivial, il existe en tout cas un ouvert U contenant x , et un revêtement

galoisien non ramifié U’ de U , de groupe de Galois. g , tel que l’image réci-
proque pt de P sur IF soit localement triviale. Notons 03C0 la projection de

U’ sur U’ , et soit A l’anneau semi-local de (x) sur U’ . Le groupe

G) 
, 

des germes de morphismes des voisinages de (x) dans GLn peut

s’identifier à D’après 2 .3, l’espace fibre P définit un élément

P ~H~(~ GL (A )) ~ et P est localement trivial en x si et seulement si

p x 
est trivial. Nous sommes donc ramenés à démontrer :
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LEMME 5.-On a ~n~x~ = 0 .
La démonstration est standard (cf. [17], n° 15) : si y1 est l’un des points de

U’ qui se projettent en x , on choisit une matrice h &#x26; Mn(Ax) qui prend la

valeur 1 en y. , et 0 aux autres points de 03C0-1 (x) . Si 03C66 est un 1-cocycle

de g a valeurs dans GLn(Ax) , on pose :

On vérifie. tout de suite que a e.st inve.rsible. en chacun des points de 03C0-1(x) ,
donc appartient bien à GL (A ) . On a de plus: ..

n x

ce qui montre que y d est un cobord 
et achève la démonstration.

4.4 Exemples de groupes spéciaux*

a. Le groupe G m est spécial. En effet, c’est GL . Le groupe Ga est spécial ;

en effet, on le plonge dans GL. comme groupe triangulaire inférieur (avec des 1

sur la diagonale : (1a 01), et le groupe triangulaire supérieur forme une section
rationnelle. Plus généralement (ROSENLICHT [l4], théorème 10) :

PROPOSITION 14. - Tout groupe linéaire connexe résoluble est spécial.

Un tel groupe est en effet extension multiple de groupes isomorphes à G ou à

G (cf. par exemple [7J), et il suffit d’appliquer le lemme suivant :
S.

LEMME 6. - Soit G un groupe algébrique et soit H un sous-groupe invariant de

G .  H et G/H sont spéciaux, le groupe G est spécial.

La démonstration est immédiate (utiliser par exempte la suite exacte de la

proposition 12).

b. Le groupe SL est spécial. En il admet comme supplémentaire dans

GL le groupe des matrices de la forme :
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c. Le groupe symplectique Sp est spécial. En Gffet, l’espace homogène

GL2n /Sp n s’identifie à l’espace des formes bilinéaires alternées non dégénérées.
Dire que la fibration adr.1et une section rationnelle revient à dire que
la forme alternée générique

peut être ramenée à la forme canonique 03A3 ,1_1 A x2i par une matrice à coeffi-

cients dans k(uij) ; or c’est effectivement possible, d’après la théorie élémen-
taire des formes alternées*

d. On peut montrer en utilisant le théorème 2, que le groupe orthogonal 
laire 0+(n) n’est pas spécial pour n  3 . Cela revient à montrer qU6 la forme

quadratique générique 
’ 

’ 

.

ne peut pas se mettre sous la forme ~ x~ par un changement linéaire de varia-

bles à coefficients dans le corps engendré sur k par les u~ et par la

racine carrée du discriminant 

Nous ne donnerons pas la démonstration car le résultat en question est un cas

très particulier de la caractérisation des groupes spéciaux donnée par Grothendieck
(voir le dernier exposé de ce séminaire). Cette oaractérisation montre notamment
que les seuls groupes semi-simples spéciaux sont les produits des groupes SL
~ Sp . En particulier, les groupes projectifs PGL , n ~2 ~ ne sont pas

spéciaux~ non plus que les groupes de spineurs pour n ~7 (ce dernier

exemple contredit la conjecture faite dans GAGA, p. 34).

~ 

5. Classification des espaces fibres principaux 
’

dans quelques cas particuliers.

5 .1 Groupes Ga et G ~
Comme ces groupes sont spéciaux (4 .4), les groupes de classes de fibres

et (~) s’identifient simplement aux groupes de cohonologie

If (X , .9;&#x3E; ; lorsque X est non singulière, ce dernier groupe
s’identifie lui-même au’ groupe des classes de diviseurs sur X , pour l’équivalence
linéaire (cf. WEIL [19]).
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5.2 GroupES abéliens finis.

Soit d’ abord G un groupe cyclique d’ordre n premier à la caractéristique. Si
8 t G -À G est définie par 03B8(03BB) = )..n , on a la suite exacte :

En appliquant la. proposition 13, on en déduit :

PROPOSITION 15. - on a une suite exacte :

(Pour tout groupe commutatif H , on note H le quotient H/nH et n H 16

sous-groupe de H formé des éléments d’ordre divisant n ) .

Lorsque X est complète et connexe, le groupe G ) se réduit à 
et r(X , Gm)n = 0 . On en déduit [17], n" 15) :

COROLLAIRE. - Lorsque X est non singulière et complète, ls groupe des classEs
de revêtements non ramifiés de groupe de Galois cyclique d’ordre n ,
est isomorphe au groupe des classes :1E diviseurs de X d ’ordre divisant n.

Si G est cyclique d’ordre P J on utilise la suite exacte :

et l’on obtient (cf. [17]~ n° 16) :

PROPOSITION 16. - Lorsque X est complète, le groupe des classes de revêtements
non ramifiés de groupe de Galois cyclique d p égal à la

est isomorphe au sous-groupe d6 .2x) formé des éléments annulés ar

f’ 
’ 

.

.. On retrouverait de la classification des revêtements cycliques d’ordre p
donnée dans [17J, n° 18, en utilisant les vecteurs de 

5.3 Variétés abéliennes.

Soit X une variété non singulière et soit A une variété abélienne’. 
.

LEMME 7..- 16 groupe H (X , A) est un groupe de torsion.

Soit P un espace fibre principal do base X et de groupe A. Il existe un

ouvert non vide U de X 6t un revêtement galoisien non ramifié Ut -+r U tels
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que l’image réciproque P’ de P sur U’ soit triviale. Soit n l’ordre de ce

revêtement, et soit g son groupe de Galois. D’après 2.3, l’espace fibre P

définit un élément prr d’un certain groupe de cohomologie de g ; puisque 3’
est d’ordre égal à n , on a = 0 , ce qui signifie que n.P est trivial

sur U . D’après le lenie 4, l’espace fibre n.P est trivial sur X tout

entier," 
C. Q. F. D.

[Ce résultat est spécial aux variétés non singulières. Si l’on prend par exemple

pour X deux droites ayant un point on commun, on trouve que IT (X , A)
s’identifie à A 

PROPOSITION 17. - Supposons que le caractéristique du corps de base soit nulle.

Alors tout espace fibre principal de base X non singulière et de groupe A

s’obtient par extension du groupe structural à partir d’un revêtement abélien non

ramifié X’ ~ X , de groupe de Galois un sous-groupe de A .

Soit py ~ 1(X , A) . D’après le lemme 7, il existe n tel que = 0 o Soit

e l’homothétie de rapport n dans A, et soit N son noyau. On a la suite

exacte O-~N2014~A’-~A2014~O ~ d’où (proposition 13) la suite exacte :

Comme le foncteur 1(X , G) est additif en G (cf. 3.4), l’homomorphisme 6

n’est autre que la multiplication par n , et pX appartient a son noyau. Donc

p~ ~ est image d’Tan élément do H (X.N). " 
’ ’ 

C. 

.. 

D.

COROLLAIRE 1. - Tout espace fibre principal de base une variété abélienne et
de groupe une variété abélienne peut être nuni d’une structure de variété abélionne.
En effet, on sait que c’est vrai pour les revêtements abéliens non ramifiés.

COROLLAIRE 2$ - Tout espace fibre principal de base X non singulière et de
groupe G connexe s’obtient par extension du groupe structural à partir d’un
espace fibré principal de groupe un groupe linéaire.

Soit G/R = A le plus grand quotient de G qui soit une variété abélienne. Si

x ~ 1(X , G) , soit pX l’inage de x dans 1 (X , A) ; d’après la proposition 17,
il existe un sous-groupe fini N de A tel que l’image de pX dans 1(X , A/N)
soit triviale. Soit S l’image réciproque de N dans G ; on a G/S = 

ce qui montre que x est image d’un élément y ~.~ (X ~ S~) . Comme S/R = N ~ le
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groupe S est une variété affine~ donc est linéaire
C. q. F. D.

REMARQUE. - On voit pourquoi la proposition 17 n’est pas valable en caractéristi-

que p ; c’est qu’il se peut que Px soit, par exemple, d’ordre exactenent P J

et la multiplication par p dans A n’est pas une isogénie séparable, donc ne
permet prs de définir un isomorphisme A/N - A . Il est d’ailleurs facile de cons-
truire des exemples (avec X variété abélienne) montrant que la proposition 17 et

son corollaire 2 peuvent être inexacts.. en caractéristique p &#x3E; 0 . Pour les réta...

blir, il faudrait élargir le cadre que nous avons adoptée et accepter des revête-
nents radicicls ainsi que des espaces algébriques dont le faisceau d’anneaux

possède des éléments nilpotents. 16 group6 fini N serait remplacé par une "hyper-
algèbre" finie, au sens de Carticro Il est vraisemblable que l’on récupèrerait
alors le corollaire 1. 

,

5.4 Groupe linéaire général et groupe linéaire unimodulaire.

Ces deux groupes sont spéciaux. Un fibre principal de base X et de groupe GL
est donc localement trivial. J comme GL est 16 groupe des automorphismes d’un

vectoriel de dimension n y on en déduit facilement qu’un tel espace correspond

biunivoquement à un fibre à fibre vectorielle de rang n , ou encore. à un faisceau
algébrique localement libre de n (cf. FAC, n° 50). La classification de

ces fibres est d’ailleurs un problème difficile, qui n’est résolu que pour des

espaces X très particuliers [plan affine (SESHADRI ), courbe de genre 0

(GROTHENDIECK), courbe de genre 1 (ATIYAH-)].

D’après la proposition 9, un fibre principal de groupe est déteminé par

la donnée d’un fibré principal de groupe GL n et d’une section du fibre associé

de fibre GL /8L ; cela revient à 56 donner un fibré E à fibre vectorielle de

rang n ~ et une section du fibre E partout non nulle.

5 .5 Groupe projectif.

Soit PGL n = GL n /G m lc groupe projectif de diners ion n (groupe des automorphis-
nés de l’espace projectif P ). Ce n’est pas un groupe spécial ; introduirons
donc l’ensemble H1x(PGLn) des classes d’espaces fibres principaux locaux de

groupe PGL ~ définis au voisinage d’un point fixé La suite exacte associée

à l’extension GL /G = P G L montre que se plonge dans (qui
est un groupe abélien) ; on obtient ainsi ceux des éléments de x(Bn) qui sont

"décomposés" par un revêtement non ramifié de degré n . On est ici dans une
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situation qui généralise celle du "groupe de Brauer". D’ailleurs, si l’on consi-
dérait des fibres de groupe PGL du point de vue birationnel, on verrait qu’ils
correspondent biunivoquenent aux classes d’algèbres simples sur k(X) qui contiens
nent une algèbre de degré n2 (ou, ce qui revient au qui sont décomposées
par une extension de k(X) dont le degré divise n). [Pour définir une algèbre
simple à partir d’un fibré, utiliser le fait que PGL est le groupe. des.

automorphismes de l’algèbre des natrices M n (k) ].
Nous n’insisterons pas là-dessus, et nous nous bornerons à mentionner le résultat

suivant (dû à GROTHENDIECK) :

PROPOSITION 18. - Soit X une variété non singulière, et soit P un espace

fibre principal de base X et de groupe PGL . Les trois propriétés suivantes
sont alors équivalentes :

. 

1. P est image d’un fibré de groupe 

. ii. P est localement trivial.

iii. P possède une section rationnelle. ,

Les implications (1 ) 4 (il) *b (iii) sont triviales. Pour montrer que

(iii) ==~ (l) on construit le fibre Y en espaces projectifs associé à P .

Grâce à (iii) et au fait que Y est non singulier, on peut trouver un fibre à

fibre vectorielle de rang 1 sur Y qui induit sur chaque fibre projective le

fibre standard (correspondant à une section hyp6rplane) . Sur chaque fibre, les
sections de ce fibre forn6nt un espace vectoriel de dimension n ; et l’on obtient

ainsi le fibre vectoriel chercha

On peut aussi démontrer directement que (1) # (ii) (cf. [11 J, n° 3 .4) et que
(11)# (iii) (en comparante au moyen d’une suite exacte, 16 groupe de Brauer
local ~(Gm)’ et 16 véritable groupe de Bra,uér) .
COROLLAIRE. - Si X est une courbe non singulière, tout espace fibre principal

de base X et de groupe est localement trivial.

Soit P un tel espace fibre. D’après le théorème de Tsen, le groupe de Brauer
de k(X) est réduit à 0 ; donc P possède une section rationnelle~ et on

applique la proposition 18.
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REMARQUE. - La comparaison du lemme 4 et de Ir. proposition 18 suggère question
suivante : soit X une variété non singulière, soit G un groupe algébrique connexe,
et soit P un espace fibre principal de base X et de groupe G. Est-il vrai que,
si P possède une section ra.tionnelle, P est localement trivial ?

5 .6 Groupe orthogonale
(Nous supposons pour simplifier que la caractéristique p du corps k 2 ;

lorsque p = 2 , il faudrait modifier légèrement ce qui suit, et utiliser notamment
l’invariant d’Arf à la place du discriminant)~

Soit 0(n) le groupe orthogonal de dimension n . L’espace homogène 
s’identifie au point de vue ensembliste à l’espace Q des former quadratiques

non dégénérées  uijxixj , det(uij) ~ 0 . Si l’on munit Q de sa structure

évidente de variété algébrique (ouvert dans l’espace affine de dimension
n(n * 1)/2) ~on vérifie que l’application tangente à --1- Qn est partout

surjective, donc que c’est un isomorphisme. D’après la proposition 9, un fibre
principal de groupe 0(n) correspond donc biunivoquement à un fibre à fibre
vectorielle dont chaque fibre est munie d’une forme quadratique non dégénérée~
les coefficients de cette forme étant fonctions régulières du point (ce qui a un
sens localement). Un tel fibre est localement trivial en x E X si l’on peut
trouver, au voisinage de x , n sections formant en chaque point voisin de x

une base orthonemale.

De un fibre principal de groupe 0~(n) correspond à un fibre orthogonal
E dont chaque fibre est "orientée" (cela signifie qu’on est donné une section
s de /B E de carré égal à 1). On voit immédiatement quand un tel fibre est
trivial (resp. localement trivial). On montre en particulier que tout fibre prin-
cipal de groupe 0~(n) et de base une courbe non singulière est localement trivial
(cette propriété est-elle vraie pour tous les groupes linéaires connexes ?) . ’

6. Comparaison avec les espaces fibres analytiques.

Dans tout ce numéro, on a k = C , corps des nombres complexes. On rappelle que
tout espace algébrique X définit fonctoriellement un espace analytique X ~
et tout faisceau algébrique cohérent F sur X définit un faisceau analytique
cohérent P~ ; le faisceau (~y) sera note c’est le faisceau des germes
de fonctions holomorphes sur X. Pour plus de détails, voir GAGA et GROTHENDIECK
([3], exposé n° 2 ) ° .
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6.1 Revêtements non renifles.

Soit T un espace analytique. Nous dirons qu’un morphisme (analytique)
f : Z -7T est un revêtement fini non ramifie s’il est propre, et si c’est

un isomorphisme local en chaque point z E Z .

PROPOSITION 19. -.2!. 03C0: y....,. X est un revêtement algébrique non ramifié,
,f: ..ft -+ Xh est un revêtement analytique non ramifié.

Puisque 03C0 est propre, il en est de même de q(1 (GROTHENDIECK [3 J, page 2008) ;
d6 plus, l’image directe du faisceau !!y est un faisceau cohérent sur Xh
[3 J, Or, si x E.X , 16 nodule ponctuel 03C0(HY)x n’est autre que le

compose direct pour les y se projetant en x . Il s’ensuit que chacun
~ ~ ~

des H est un Hx-module de type fini. Mais on sait que Hx = 0 et de même

pour y GAGA) ; comme le revêtement Y -+ x est non ramifié, on en déduit
~B ~ ’

H = H = H diaprés les propriétés bien connues des complétions des
modules de type fini. Ceci signifie que CfB est un isomorphisme local en y 

. C. Q. F. D.

[On peut donner une démonstration plus élénentair6, en remarquant que Y peut
s’obtenir localement par une équation du typ6 :

qui est non ramifiée au sens suivant 1 les valeurs 03B11 des ai en x sont

telles que l’équation réduite zn + 0(1 + ... + = 0 aient toutes ses
racines distinctes. L’espace ...(1 est défini localement par la même équation (*) g
et on doit montrer que celle-ci se décompose en produit  (z - Zi) , avec

~ ’ ce qui est iJ;nédiüt].

BROPOSITION 20. - Soit ttr a Y -;. X un revêtement algébrique
Z un espace algébrique, soit f : Z 9 X morphisme algébrique, et xg§t
g 1 Zh.....).o /1 morphisme analytique tel que 03C0h 0 g = /1 . Alors g est

algébrique.
En prenant l’image réciproque Z xX y , on se ramène au cas Z = X , autrement

dit au cas d’une section holomorphe e 1 Xh ~ Yh . On doit prouver que cette
section est algébrique , On peut supposer X connexe ; est alors une

composante connexe de ...(1. Mais on sait (cf. par exemple WEIL [21], p. ’166) que
les composantes connexes de l’espace analytique ...(1 ne sont autres que les 

.

composantes connexes de l’espace algébrique Y . Il s’ensuit bien que s est
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algébrique,
C. Q. F. D.

COROLLAIRE. - Si Y et Y’ sont deux revêtements algébriques non ramifiés dE

X , tout isomorphisme analytique de ces revêtements est algébrique.

Soit alors T 2014~X un revêtement fini analytique non ramifié do X ; d’après
le corollaire précédent, la phrase " T est un revêtement algébrique" a un sens
précis. On peut ~a demander si c’est toujours le cas. C’est vrai lorsque X est

complète (voir plus loin), ou normale (d’après GRAUERT-REMMERT) ; j’ignore ce qu’il
en est en général.

6.2 Espace fibre analytique défini par un espace fibre algébrique.

PROPOSITION 21. - Soient X un espace algébrique. G un groupe st
P un espace fibre principal (localement isotrivial) do base X ot ds groupe G.

L’espace analytique F est alors un espace fibre principal analytique (localement
trivial) de base X et de groupe G 0

En effet, ph devient localement trivial sur un revêtement non ramifié

U est un voisinage d’un p oint x donné dans X . Comme un

revêtement non ramifié est localement un produit (au point de vue analytique),
on en déduit que F~ est localement trivial.

6.3 Cas où la base est complète. .

Lorsque X est complète, les raisonnements de GAGA, n° 20 s’appliquent sans
modifications. Nous nous bornerons à énoncer les résultats que l’on obtient ainsi t

PROPOSITION 22. - Tout isomorphisme analytique entre doux espaces fibrés algébri-

principaux de basE X groupe G ost algébrique.

PROPOSITION 23. - Soit H un sous-groupe algébrique do G , et soit .P. un

espace fibré principal analytique, de base Xh st de groupe Hh . Pour que P

soit algébrique~ il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de l’espace P x G

déduit de P par extension du groupe structural de H à G .

. De plus, tout espace fibré principal analytique de groupe GLn est algébrique
(cf. GAGA, porposition 18, page 2.14, théorème 6). En combinant cc résultat
avec la proposition 23, on obtient :
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THÉORÈME 3 . - Si G est un groupe algébrique linéaire, tout espace fibre analy-

tique principal de base fi et groupe G est algébrique. 
’~’ "’’ ’ ’ ~ ~ 

En général, cet espace fibre algébrique n’est que localement isotrivial ; toutefois,
si G est spéciale il est localement trivial : c’est le cas traite dans GAGA.

COROLLAIRE. - Tout revêtement analytique fini non ramifie d~ X est algébrique,

En effet un groupe fini est linéaire.

Le théorème 3 ne s’étend pas au cas d’un groupe G qui n’est pas linéaire. On

a toutefois le résultat suivant 1

THÉORÈME 4. - Soit G un groupe algébrique connexe, et soit A le plus grand

quotient de G qui soit une variété abélie.nne. Soit P un espace fibre analyti..

que principal de base une variété algébrique non singulière complète Xh, et de
groupe G ; soit H (Xh , Ah) la classe de analytique de
groupe Ah déduit de P par extension du groupe structural do ’ j~ A .
Pour que P soit algébrique, il faut et il suffit Que PA soit un élément d’ordre

fini dans ~)c 
La condition est nécessaire, d’après le lemme 7 du numéro 5 .3 . Inversement, soit

n un entier  1 tel que noPA = 0 p et soit N le noyau de l’homothétie de

rapport n dans A ; l’espace fibre principal de groupe AIN déduit de P par

extension du groupe structural est donc analytiquement trivial. Soit S l’image

réciproque de N dans G ; comme G/S = AIN , l’analogue analytique de la proposi-
tion 12 montre que PA est image d’un élément y ~H1 (Xh , Sh) . Puisque le
groupe S est linéaire, l’espace fibre principal correspondant à y est algébrique,

6t il en est de même de P , 
’

C. Q. F. Do

REMARQUE. - Lorsque G = A , on voit que les éléments algébriques de H (X ~ ~, )
sont exactement les éléments de torsion, ou, ce qui revient au même, les éléments

qui deviennent triviaux sur une extension abélienne non ramifiée de X. On
comparera avec les résultais de BLANCHARD [2 ], donnant des critères pour que 

P

soit kählérien ou projectif (lorsque X est elle-même supposée projective).

6 .4 Un exemple d’espace fibre projectif qui ne provient pas d’un espace fibre

linéaire ~

Il est facile de donner de tels exemples lorsqu’on se place à un point de vue

"birationnel", c’est-à-dire lorsqu’on n’exige aucune propriété particulière de
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la base : en effet, on sait que le groupe de Brauer de k(X) est 1:-0 si dim X  2.

Nous nous proposons ici de construire un exemple où la base est une variété

projective~ définie sur C .

Soit 03C0: Y -+X un revêtement galoisien non ramifiée de groupe de Galois r4.’ ,

les variétés X et Y étant projectives non singulières (nous les choisirons

de façon plus précise ultérieurement). Soit 03C6 : g -t PGLn un homomorphisme de

S3 dans le groupe projectif PGLn ; par extension du groupe structurale on
déduit de Y un espace fibre principal isotrivial P ~ de base X, et de groupe

PGLn . Nous allons voir qu’on peut choisir de telle sorte que

cet espace fibre n6 provienne; pas d’un fibre de groupe GLn , même du point de vue

topologique (et a fortiori du point de vue analytique, ou, ce qui revient au même,
algébrique)*

Le suite exacte. l ~ Gm ~ GLn ~ PGLn ~ 1 montre que l’obstruction au "relè-
m n . n _2 * *

vement" de P est un élément du groupe de cohomologie H2(X , C*) , où C*

désigne le faisceau des germes d’applications continues de X’ dans Gm ; ce groupe
est lui-même isomorphe à Ji3 (X , Z) , comme on le voit tout de suite. Nous dési-
gnerons par 03B1 ~ H3 (X , Z) l’obstruction en question.

D’autre parti, l’image réciproque de GL par 03C6 définit une extension E03C6
de Cf par Gm’ donc un élément de ’Bn) = H3 (g , Z) ; nous désignerons
par 03B2 cet élément. Le revêtement Y definit, comme en sait, un homomorphisme

8y: Hq(g , Z) ~ Hq(X ,1) pour tout entier q  0 ; un calcul explicite
montre que l’image par 6y de l’élément 03B2 n’est autre que l’obstruction. 0(

définie ci-dessus. Nous aurons donc l’exemple cherché si nous choisissons les

données de telle sorte que les deux conditions suivantes soient satisfaites :

i. L’élément (g , Z) n’est pas nul.

ii. L’homomorphisme ::) .....,. H3 (X ’!:..) ,es t injectif.

. 

La condition (i) signifie que l’extension El{’ de ;r par am n’est pas triviale.

Nous la vérifierons en prenant pour g 16 "viergruppe" Z/2Z + Z/2Z , plongé dans

la groupe projectif PGL2 au moyen des matrices (-10 01) et (l 10); 16 groupe
E~ n’est pas commutatif (les matrices ci-dessus ne commutent pas dans GI~ ~ mais

. seulement dans donc 03B2 ~ 0 .
Pour la condition (i1), nous utiliserons la construction donnée dans [1 7 J, n° 20 ;

pn obtient ainsi un revêtement "t -r X ayant pour groupe de Galois y

étant une intersection complète non singulière de dimension r arbitraire (nous
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prendrons r ~3) ; le groupe ~ opère sur l’espace projectif contenant Y au

moyen d’un6 représentation linéaire convenable. On écrit la suite sp6ctrale de Cartan-
Leray du revêtement Y ~X ; le terme E2 est H* (3 ’ H* (y , Z)) . Les proprié-
tés connues des intersections complètes, et l’hypothèse r ~3 montrent que
H (y , Z) = 0 et que générateur étant fourni par une section- -

hyperplane de Y. Dans le suite sp6ctrale, on voit que le noyau de

Sy: Z) -+-H3(X ,Z) est égal à l’image de Z) 4~(~ , Z) ."- .4 MA ~ - ~’~~’
et on doit montrer que ce dernier homomorphisme est nul, autrement dit que le
générateur de provient d’un élément de Z) . En fait, on va
voir qu’il existe un diviseur D de Y , dont la classe est celle de la section

hyperplane, et qui est stable donc qui provient d’un diviseur de X par

image réciproque } cela démontrera notre assertion. Soit t l’une des coordonnées

. projectives;le groupe g opère sur ces coordonnées par construction ; on peut
donc faire le quotient t~ /t , qui est une fonction rationnelle sur Y ,

dépendant de 6 , soit 03C66 0 Il est clair que 03C66 est un 1-cocycle de g à
valeurs dans k(Y)*; d’après le "théorème 9011 (ou bien 4.4 (a) , c’est la même chose),
ce cocycle est un cobord, i.e. s’écrit ’1’6 = g ~k(Y)* . Le diviseur
de tg** est alors le diviseur cherche~ 

’
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