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Séminaire C. CIZVALLLEY 10401
. . S., 1958/5C
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MORPHISMZS UNIVERSELS 5T VARISTE D'alDliZ&D

LJ

par J=an-Figrre STRRD

1, Morphismes maximaux.

Soit V une variété; et soit f ¢ V — A un morvhisme de ¥V dons un groupe
algébrique commutatif A . Scit 4' le sous-groups dc A cngendré par les
f(x) - £(v) , pour x ot v mparcourant V 3 c'2st un sous-groupe algébrique
(c'est-a-dire fermé) et irrdductible de 4 . In effct, notons % 1¢ morvhisme dc

n P N
V2 dans A difini nar la formuls ¢

fn(x1 s eee 5 X 3 V. o5 seo s vJ) =f(x)+ ...+ f(xn) - f(vl) - f(yn)

2n n . . .
ner 7 . Les cnszmblecs W sont constructibles,

n

et soit wn 1'image de V

irréductibles, et croisssnt avee n ; 1l existo done ua enticr m  tel que 1'adhé-

' T de W soit indévendente de n pour nxm . Ona U+ = %
rence n \‘n \ r g (&4 n n 2n 9
ce qui montre que W est un sous-groupe (évidemment conncxe et formé) de 4 .

Mais Wm , €tant constructible,; contiocnt un ocuvert do son adhérence wm s ct il en

A,

, ~ s T . gt
: i e W+ U= d'ou Y, =% 3 qui prouve : n'est
résulte gussitot cue Wi n m ? om Jm s C3 quil prouve que wm C

autre que A' .

Le méme raisonnement montre que A' ne change pas lorsau'

on remplace V par un
ouvert non vide U& V , ct £ wrar flU autrement dit, &' a un caractére 'bi-

rationnel®].

DEFINITICN 1. - On dit gue le morvhisme f ¢ V —s 4 engendre A si 1'on

a a'' = A,
I1 revient au mdme de dirc que 1'imag: de V par f n'est contenue dans aucun
cnsemble de la forme a + 2, a& &, 2 JItant un vral sous-groupc dc A .

Rappelons maintenant gqu'un homomorvhisme g : B — A dc groupcs algébriques

(irréductibles, comme toujours dens co céminaira) ost apnelé une isogénic si ¢
est surjectif, ot si son novau ost fini. Cettec isogénis cst ditc séparable (resp.
radicielle) si 1'extension corresmondante R(B)/R(s) est sépareble (resp. radi-

cielle).

DEFINITION 2. - Cr dit quc ls morphisme £ ¢ V — & ¢35t maximal (resp. ra-

diciellement maximal) e'il engondre & , ot sl toutc factorisation de f  sous la

forme :



h g
V —> B —== A 5

ou h est un morphisme, et ol g est unc isogénic (rosn. unc isogénie radicielle),

cntralne que g est un isomorphisme.

[En termes vplus imagés, on nc nout frslecver® f  * aucune isogénic non triviale

(respe .. , ate. ).

TXEMPLES,
1981 A =0, tout mornhisme f ¢ V —- A cst maximal.
20 81 V est wie courbe non singulieére; et si f ¢ V -— J est son applica-

tion canonique dens sa jecobicnne, 1'application f  cst maximsle.

REMARCUE. = Dans les définitions

grouve de A gui interviert, mais seulement sa structure "affinc®, c'cst-a-dire

=

ot 2, ce n'est vas vraiment la structure de

sa structure d'cspacc hovogine vrincipal sur lui-mimc ; il on <st dec mime dans lcs

numéros ci-dessous.

2. Tactorisation des morrhismes d'une variété dans un groupe algébrique commutatif.

Si A ¢t B sont deux groupes algébriques commutotifs, nous dirons qu'une ap-

plication h : B — s o¢cst un homomorphisme offinc ei c'est la composée d'un

homomorphisme du groure algébricus B dens 1z groupe algibrique A et d'une trans-

D

lation de 4 . Lec novau de la composante homogénc de h cst appelé simplement

le novau de h . Dire qu'un morvhisme f : V — 4 cst maximal éouivaut 2 dire
gue toute feactorisction de¢ f ecous la forme V — = —ll% A ot h estun
homomorphisme affine surjectif » noyau fini entrainc guc h ost un isomorphisme

(affine, bien cntendu).

.’, A . e - . . 2 z
THEOREME 1, - Soit f ¢ V -— A un worphisme d'unc varisté V dans un groupe

algébrique commutotif & . On nout fectoriser f sous la forme -
g h

V =2+ B —— i

Oou g est un morphisme maximal, et o h cst un homomorphisme affinc & novau

fini,
[Or peut montrer que cotte fuctorisation cst unique, A un isomorphisme unique
. -

prés].
Soit A' 1le sous-groupe do £ ongendré nar les f(x) - f(v) , %, vy€V.Le

|

morphisme f <=e factorise cn V ——> 4' — 4 cn posint

f1(x) = f(x) - f(x.) , ila') = a' + f(xo) ;, X~ <tent un point choisi arbitraire-

u {
ment dans V . Quitte ? rompiocer A par A' , on volt donc que l'on pcut supproser

que 4' = A ; c'ost-2-dir. quc f cngondirc & . Si f  ost maximaele, le théoréme
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cst démontré. Sinon, il oxiste unc isogénis non triviale hy ¢ & —> A telle
cue f se fuctorisc en f = hl o) fl ol f1 cst un morvhisme de V dans Al .

Il est clair que ., engendrsc 4, , si I, ecst meximals, le théorémec est démon-

tr

(O]

(en nosant R = Al s g = s h=n ). Sinon, il existc unc isogénie non

f

triviale h, ¢ 4, =-— ., telle que f  so factorise an . =h. o £, , etc.

2 2 1 1 1 Z 2
Tout revient & montrer que cottc suitc d'opérotions ne nout sc poursulvre indéfi-
niment. Supvosons que ce coit le cus, ot choisissons un sntler n  ossez grand pour

. . n 2N . fps s . . . .
que l'applicstion £ ¢ V7 —» A difinie au numero 1 soit dominante. On voit

. . . n .

tout de suite qu'il en est alers do m%e dos applicatiqus fo, 1= 142, s~ Comme
ces applications sont dominantes, lours cohomcmorvhismes identificnt les corps de

ina
. s . (i i ) PO SN VZn
fonctions rotisnnellos R(4) w(hl) ; R(n2 s ... B des sous-corps du R(
on obticnt ainsi une suite strictement croigsante de sous-corps de R(V ) s et
1la réunion de coes corps n'est ras unc cxtonsion de tvpe fini de R{4) ; comme
2n
R(VST)

diction avec le lemme suivent :

hn}

est extension doc tvpe fini de n(A) , on obticnt un résultot en contra-

LEMME 1. - Soit M unc extension dc type fini d'un corps I . Toute sous-exten-

T

sion F de M est de type fini sur L .

Soit (xl g s 9 xﬁ) une hage de transcendance de Fosur I, ot complétons-
i~

la en une base de transccndancoa (x1 poeee s X5 Yqos owee 5 ¥ ) de M sur E .
- o

alors T ost extension algébricue de (%) , ct, vuisque E{x , y) est pure

=

-

sur 3(x) , lecs extensions F/E{(x) ot 3(x , v)/E(x) sont lirdaircment disjointes.

On a donc
[F e 3G0) = [F() + 5he, NIe D 36, v

Comme M est de type fini sur B(x 5 v) , ona [M: B(x , v)] e
méme résultat pour [F ¢ 3 x)] , s qui montre que F ost de type fini sur a(x) ,

donc sur % .

Ceci acheve la démonstration du théoréme 1.

Soit maintecnant C  une catégoric ds groupcs algébriques commutatifs vérifiant

Q

les deux propriétés suivantos
I. 51 Al et A2 arpertiennent & C, on o Ay X A, T L .
IT. 81 £: 4 — B cstun homoworrvhisme 2 noyau fini, et si Be € , alors
e C .

La condition II entrainc on marticuli:r cu'un sous-groupc formé d'un groupe de

la catfgorie apparticnt & la catégoric.

4
DAFINFITIOE 3. - Soit £ ¢+ V. — & un mornhisnc. On dit que f est universecl
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7 . I . . -
pour ‘£ si l'on a A = C , ot si, pour tout morphisme f' : V —» A&' , ol

7 . . . .
a' € C s 1l exictc un homomorphisme affins h ¢ a4 -—= 4' ot un scul tel que

niversel, au scrs do [2] chapitre ¥,

o

[autrement dit, f risoud un wroblime
numéro 3.

I1 est clair que, ='il axiste un =morvhignc uaniversel £ @ V. —» 4 pour la

. . ” . . N . . .
cat:goric ( ; 11 2¢t urique, & un isomorphisme uniocuc pres.

virific lcs exiomes (I) ot (IT) ci-dessus.

LI

.\
THéOR&@E 2, - Saﬁ*-oons cue

bt}

cC . Pour que £ soit univeorsel, il

s

Soit f ¢ V — 4 wun morphismc, :voc

faul ot il suffit ou'sil s0it meximal, ot quo, mour tout morphisme maximal

-
Pl

f'e Vo= 4!, ovie o'€ 40 ) on alt dim A' £ dinm .

a. Supposcens £ univorscl; ot supposons que l'on ait factorisdé £ en
v -jiﬁ R ~£i? A& 5 Oou i 2o un novou fini ; on o done T e ' ; ¢t la propriété
universclle dz £ montre gu'il oxiste un houomorphisme affine h @ A —> B
tel que Y =hof . Comme £=iolk,onontire 1ohof=1f, d'ou

1oh=1 d'aprés 1'upicité postuléc dans la définition 2. Il s'ensuit que h

est injectif, co qui montrz que & ot B ont mime dimension ; comme h oest sur-

jeetif, il cot bijeetif, ¢ doc mime novr i, donec i et h sont des isomorphis-
mes réciproques; ce gui montre quc £ cst maximal, Enfin, si f!' @ V — a'

est maximel, avec '€ L, il oxiste h ¢ A = &' tel que ©' =hof , ct

Ik

.
4
if, nuiscuc ' cngondre ' ; d'ol dim A' & dim A

\.J.
O

ct
Iy

h est nécessaircomont suric

318

.

£s vérifidus, ot nontrons que f ast

0
Q
O
%]
-
s
H
o
J
=
tda
Tie

b, Récinroquement, sunnosons

universel, Soit ' i V -— &' un vorehicss, wee a' <0, soit g
V — A x a' D'orelicition prodult dos aprlications 0 ot ' . D'aprés le

théoréme 1, on peut frctorizcr g on

2
V""—'?B"“:"‘/AYA'

(1) et (II), ona = =zC , Aol din T

p') la projection de A x &' sur & (resp. a') ,onea pDog=71 , d'ol

ou k est maximels, et o 1 est un homomorvhisme affins & noyau fini. D'aprés
rn

& dim a . Mais, si 1'on note p (resp.

poiok=1F. Come f ongendre 4 , il s'onsuit que p o i1 cst surjectif, ct

comme dim B £ dim = , lc novau de p o i ost fini ; mais f ost maximalec, donec

b

> .

po i ast un isomcrvhismz. Hotons r 1'izomornhisme récirroquces ot posons
h=p'"01ilocr; cost un homomorvhisme offinc dc & dans &' , ot 1l'on a

h ={ . T nomomorvhisme h' tel que

[o]
Hy
t
(j-
(o]
‘..J
@]
L]
Q
ko]
Q
-
[&]
e
1
3
O
t,J
O
<
I
-
.
-
O
5
t)
O

h' o £ = f' co¥reide nécessairement avee h , pulsque f .cngendre A .
C. Q. F. D.
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COROLLAIR:. - Pour qu'il ocxiste un morphisme universel f : V —> A pour

la variété V ot rour ls cotégoric C , il fout ot il suffit que les dimensions

des groupes ' € C  pour lssquels il axiste una applicction maximalc

71 .V -— &' soiocnt borndes.

Caractirc fonctoriel des morvhismes universols. Lorsqu'il existc, le morphisme

universel £ : V —> 4 st un fonctiur cn Voot oo 7 . De fagon rrécisc @

a. Variation avec V : Soit U‘-‘ ;¥ —=» V' un morrhisme, el supposons que;

, . v . . . p)
pour unc categorie (¢ fixéc, les morphismes universels vour C f£: V = 4

ot f' ¢ V' —» 4' oxistont. I1 existe zlors un homemorvhisme affine

/

'\-PC A -= L' 2t un seul tel cuc Lﬁe of =1'o 'f cele résulte simple-

ment de la vrovridte universslle de £ oo

Supposons c¢n outr: guo _f’ soit dominant. alers 1'existcnes de f  amtraline
celle de f£' 5 cn effet, 21 g ¢ V' —3 4' et un morphismc zaximel, on peut

.. )

factoriser g o Lf' en hof ,olh h: A —» :' ost un homomorphismc affine ;
du feit que \P ost dominent, le reisonncmont du numéro 1 montre que h ost
suricetif, =t 1l'on a din a' & dim 4 ; on apnliqus alors le corollaire ci~dcssus.

Indiquons Zgalement, sons démongtration cctte fois, deux autres propriétés des

Variation con fonetion d'un paramétre. Soit £ ¢ V —~» A un nmorphisme univer-

sel pour unc cetigoric ¢ , ot soit T unc varidté. Soit ! el ot soit

f'' ¢ Vx T = .' ur morphismz. Tour chogue t € T, 11 cxistc un homomorphisme
affine ht ¢ A =% a' tol cue ht o f(x) =1'"(x , t) mpour x «V . L'apoli-
cotion h ¢ 4 x T — &' difinic par lis 3h th, » @8t un mornhlsmea

Produits. i f ¢ Vo - a4 ot 7 s V' —» A' gsont des morrhismes univer-

- 4
sels pour unc cotdgorice (€ , 1'cpnlication nroduit
=)

est un morphisme univers:l vour la catégorie e .

7 une variété, et soient € st (@' doux

b. Variations avee ¢ : Soit

+
catdgorics vérifiant (I) et (II); ot telles que P . Supposons qu'il existe

<

un morphisme universel f —» A' vpour (' . Il exis alors un morphismc
universel f : V — A vpour C (ccla résulte du corollaire ci-dessus),; et un
homomorrhisme affinc unique h ¢ A' —» £ *clque hof' =f (dtaprés la
vrooridté universelle de f' ). ‘n oubrs;, lec royau N de h ost connexc, et h
définit par npassags avu guoticnt un icomorrvhisme de ='/1I1 sur A ; en offet, si
1'on note I‘Eﬂ 1: composantc connexe du novau ¥ de h , 1'homomorphisme h dé-
finit par nassage au quotient un homomorrhisme affine 1 ¢ 1«.‘/NO — A 2 noyau
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fini ; comme f ost maximal, 1'nomomorvhisme 1 est un isomorphisme, d'ou nos

o

deux assertions.
Txemples. - Nous donnerons plus loin unc condition néeossaire ot suffisante
simole vour qu'une variété admctte un morphisme universel. Indiquons dés mainte-

nant quelgues cas part

128 C est la catég rie des varidtés abélienncs, i1l cxiste des morphismes

=3
Q
[
e o
)
=
[¥23

universels pour toute varigté 7V (ef. 1s numéro 4). Il en est de méme lorsque
C est la ¢ tégorie dos extensions d'une varidté abélienne mar un tore (cf. le
numéro 5).

2° 8i V est compldte, il existe des morphismos universels f¢@ V —> A
pour toute catégoric ¢ (cf. le runiro 4).

30 81 V est unc courhe non compléte, st si (¢ 2st la catégorie des groupes

isomorphes % un vroduit de groupss additifs Ga s il n'oxiste pas de morphisme
universel f ¢ V - 4L nour . Gela se voit, soit en appliquant le théoréme

& du numéro 5 (et en remarquant que, d'aprds le théorime de Riemenn-Roch, il existe
des fonctions réguliéras non constantes sur V ), soit ¢ appliquant la théorie

r

des jacobiennss générelisées de Rosenlicht (cf. [7), chapitre V).

3. Un critirc pour lcs morrhismes radiciczllement maximaux.

Soit A un greunc algébrigqus commutatif. Fous notcrons tA 1*espace vectoriel
des chemps de vectours inv.riants sur A ; muni du crochet; c'est une algebre de
Lie.

LTME 2. - L'algibre do Lic t, -st commutative (i, . [X , Y] =0 pour tout

P28

couple X , ¥ ).
C'est "dvident’, mais on va tout do mine en donnor une démonstration, basée sur

le feit que th a5t fonctoriel et commute aux produits. Puisque A  est commuta-
tif, 1l'application r : 4 x & — A domnde mer r(x , ¥v) = x +.v est un homo-
morphisme, donc définit un homomorvhisme de 1'clgéhre de Lic tﬁ x tA dans tA .
On constate aussitdt que cot hormomorrhisme applique le couple (X 5 ¥) sur X + Y .

i X et ¥ sont doux ¢léments de t 5 ce sont los images de (X, 0) et de

L3

(0, ¥) . “ais lo crochet de (¥ ., 0) et de (0, ¥) est nul. Donc [X , Y]
Q. F. D,

Lorsque la caractéristiouc cst p # O, tA cst stable par l*opération
- s a ) ~ . D
X — %P ¢ en vertu du lemme 2 ot de la formulc du binomey l1'opération X —» X

ast semi-~-linéaire :

Ox + )P = AP %P+ WP vP .
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Nous noterons s, 1'esvace dual de b, c'ost aussi (voir par exemple [7],

chapitre TII, nu=éro 11) 1'cspace vectoricl des formes différenticlles de degré 1

invariantes sur & .

LEME 3., - Pour toutc forms invariante wrés , 00 & dus =0 .

On zppliqus 1o formule stendard s
LXAY , dwy = ({7, w)) - (KL, my») - X, Y], w) R
en prenant X , ¥V € t . Lss tormes <V 00 ot <% , > sont des cons-

tentes; ot le lemmc 2 montre que (%, V] =0, onondéduit <X AT, dwy =0

.

pour tout counle X ; ¥ , d'ou dw = 0 .

Supposons maintonant que le caractéristique du corps de base soit p # 0O . Puis-

que dw =0 npour tout WeEs 1'onér.tion ds Certiar (cf. exposé 6 et annexe
A

IV au préscent ex crosé) est difinic pour unz t:llc forme ; si on la note C ; on

a le lemme suivant :

LEMME 4, - Four tout X € t, 3t tout wEs <P, Wy = (X, CwdP

A e et et

[Zn d'autres termes, 1l'opération € est la transposée (au sens des applicatious
. s . . s LD :
semi-lindaires) de 1l'opération X —> X 1o
Cola résultc de le for—le (démentr?: dans 1'exnosé 5) :
. N 1o -1 .
P L w Y = KX, CwpP e XTT(KE W) ,

comrte tenu de ¢n que <X , &y ost une constante.

£

Infin, si V =28t une variété quelconque, nous notorons D(V) 1'ensemble des

formes différonticllss de degré 1 (r@tionnelles) de V , c'est-a-dirc le
R(V)-espats vectoriel des différonticlles R(V) . Pour toutc fonction

4 . r.*
fs¢ V —a A, 2t toute forme &S5 1'image réeinroque f & de @ par

f est difinic, ot c'est un éllnont do o(v) .

THEOREME 3. - Soit V une varidté, scit A vn groupe algébrique commutatif,
ot soit f: V-— A un morphisme. 8i -f" : x, —D(V) ost injectif, f ebt
radiciellenent maximal. Inversement, si f est radiciellement maximal, et si
V est normale, f° est_injoctif (cf. [5]).

a. Supposons f factorisé en V — B 2. , o i est un homomorphisme affine

c g N s - iq R L%
injectif. Si f£" est injectif, il en est a fortiori de méme de 1 : s, — sp ,
ce qui entrafne que A ot R ont mfne dinension et que i est un isomorphisme
(voir par cxoople (53, page 58). Done f ost rodiciellement maxinals

be Supvosons maintenant que £ solt radiciellement naxinal. Distinguons deux
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b-l. La caractéristigue est 0O . - Choisissons un cntizr m assez grand pour

. m 2m
cue le morphisme £ ¢ V

~= 4 du nundéro ! soit dominant, donc définissc une

~

. L2m . . s
extension de corrs R(VT)/R(4) . Vu 1'hvrothise sur la caractéristique, cette
axtension est sérarable; et si ) es = ost talle que (£77) % =0, on a né-
&
o s : . Ry * R .
cossairement @ = 0 , “eis on nout caleulor lz forue (£77) w3 partir de la

* ~ 3 -
forme f 2 si l'orn note », 5 -0 5 D G 5 e qp les 2m rmrojections

2m .
de V7 sur V, on a la formule :
*

2my* % * % % % ® ok
(£57) w = Py T+ e T - TN - g oW .
. . 2m 21 2m
(Cette formule so dimontre en factorisant f en V. —> A —> A , et en
m f oy ‘o »

apnliquant & &~ -—» & la nrovosition 17 de [7], loco citato). Si donc
* R 21y * . * . .. .
fiaw =0 ,o0naausei (£77) w =0, d'au W =0, ot £ est bien injectif.

L. . . * . . .
"h=2. La caractéristiguz 25t + #0 . - Zoit n  lc noyau do 1*application
. - .

T 5, — D(V) . La Tormulc CfF = f ¢ (cf. annexe IV) —ontre que n* est

, N R L3
stable par € ; en vertu du lemme 4, 1'orthogonal n de n dans t. est stable
ks 3 < A

b

par 1'opération de puissance bp-iéme. La théoric des isogénics radiciclles de

a
hauteur 1 (cf. axmosd &) permet alors do construire unc isogénie radiciclle
h: 4 — B s

qui soit de hauteur 1 (i. c¢. R(E)2 R(s)" ), et tellc que le noyau de

t, — t, soit n . L'application ho £ : V — B vérific la formule :

—~
22
o
)
g
N
f

C pour toute &% 3, . In d'autres termes, l'application tengente

& hof o2t identiquement nulle (en tout voint simple de V , pour fixer les

L)

n résulte faciloment que lo morphisme h o nout se factoriser en

<

¢
b T, ot & est une fonetion ; comme est normale, le "théo-

.

réme princinal® montrs que g 2st un morphiocme. De/nlus, commc h est de hauteur
. . 1/v . 1 .

1, Yarplication B /t —>» B  se¢ factorise en 3B ;p —» 4 =% B . Du falt que
s . . . 1/v , . "

f est radicicllement maximal, ceci implique que B~ —» A4 est un lsomorphisme,

. *
donec gue 2 —» 4¥ cst un igomorvhismc, c'ast-2-dirc que n =t d'ou n =0,
) 5 L ?

*
ce qui montrs bien que £ est injzctif.

COROLLATIZZ. ~ Soit V. une veriétd normale, of goit S(V) 1'espace vgetoriel
1ticlles doe dogré 1 sur V  qui sont réguliéres en tout point
_-E‘ B

V — 4 enzendrse & , on a 1'indpelité dim A < dim Q(V).
< F g -~

¢es formes différs

s

on prut factoriser f en V £5 8 = 4 ; o g cst
mexinal, et ou T -= 4 ot une isogénis. Pour toute forme € Ar) s On a

g W & (V) wuisouc g oot un morphisme, et cecci vaut notamment pour € Sy
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In apoliquant le théoréme 3 & g , on voit que din Sp < dim £XV) , d'ou le
corollaire ruisque dim s, = dim ® = dim » o
REMARCUES,
1° Dans les énonces ci-Gosegus, L'hvnothiss de normalité pout 3tre remplacée par
1'hvnothése nlus faible suivants - =cur tout woint F = V 9.on a
o(p) N (T = o(r)P : S(F) 7

(r}7 . eon notent O(F) 10
coractiristique du corps do hasz.
*

de P, ot p 1l'exposant

L

Girs que, rmour tout n

20 Dire que f : s, - (V) oot injeltid
A .

assez grand, tve ot séparabla (i. e.

son cohomorornhis qui ost sépara-

ble). Cela sa voit on un noint

<P19m,z‘

Fous utiliserons
LE@K\E 5 e

et soit X =¥ -7 . Sunposons cus X 32it non singulicr ot que dim F £ dim V-2 .

varidtd complite, soit F oun sous-ensemble fermé de VY

o)
P
ot

i
1

'

o

@

Si IIX désigne 1» falecaau d-s cormos de formes différenticlles réguliéres de

- o - 4= \ 3 \ .. . . .
degréd 1 sur X ; l'csncse vsctoricl U (4 flyj cst de dimension finic.

& 5 [

En effet, le a5t un Taisccau echdrent locclement librs, done sans torsion,
et 1'on applique un resultat général sur les foisccaux cohérents sans torsion
(anneve I, corollaire au théoréme 7).

On notera que 1'esmacs HV(X . Sﬁy) n'ast autre gue ltesvace L2(X) des dif-

»

férenticlles réguliédrass en btout roint de X .
=)

THIORENT 4, - Soit ¥ uno veridnd, Suprnosons qu'il axisto une variété compléte

W et un sous-ensemblc formd F de W, avee dim P& dim i -2, tels que v

soit isomorrhs W - 7 . zlors, mour toute cabdgoric (’ , il oxiste un morphisme

universel £ ¢ V =3 & uour e .
Vd ’

Identifions V [ 7 « T . foin M la normelisée do ;5 c'ost unc variete

Q
]
=]

el
[
m’
(-*-
o)

L3
4
e)
e

* 5 alm o v - L - * . 3 K]
t P 1tengomble dos points singuliore de V7, soit FY  1l'image
tion T —=¥» V', ¢t soit T =F'AF" . On a
5 - . S - . ,
at le lemme 5, appliqué & 1 ot F , montre que 1l'espace
tmenaion finis. Lo enrelleire cuthénrdme 3; joint au corol-
laire au théoréne 2 monbre alors qu'il coxiste un morphisme universel

¥ . £ *
£ . W w T cm— Ry
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coorie £ . Vas s o* . . s
pour la catégorie € . Yais la vrojection W —» W induit parrestriction un
¥* * . . s R
mor~hisme \? e W -F =3 V=% -F , et cc morvhisne est évidcmment dominant.
D'aprds le caractére fonctoriel des mornhismes universels (cf. le numéro 2), il

existe donc avesi un morrvhisme universel f ¢ V — & g
Qg F. Do
t f

i Vv =—> A un
cet alors nécessaircment

co

REOMARCUE. - Los hvoothises étant collas du thdoréme 4,

{
o]

<
e}
IS
',_!-
0
@
2
’_.l
sl
o
fd
o
Q
fort
(6]
ba
l—fl

morphisme qui engendre & ; 1l cst

~

une variété abilierme. O'zst on tout cas vrei si V  est comnléte (car & est

image de Vzn ~our 1n assez grand), ou bien si W ast rrojsctive (on offet, on
se raméne tout dc suite zu ens ol £ ne eontiint cucunc variété abdlienne ; si

C ost une courbe sur ¥ qui ne rancemtre pas F o, la restrictionde f & C est
constantc, d'aprde ¢z gui vricice ; on utilisant leo fait cue W est nprojective,

et dAim F £ dim 7 - 2 o wontre alors qu'il v ¢ Weuffisamment® dc telles courbes
pour que la propriété pricédent: entraine gue f soit constonte)

YT

- / ,\ ~ Kl ‘ ’, . I 3 " k3
THEZORZIME 5. - Scit 4/ 1la catégorie des veriétds abélienncs. Four toute variéte

V , il existe un morpvhisme £ = ¥V - 4 univorscl pour <L

Soit V1 un ouvaert affine non singulicr de V j puisouc V1 est affine; on peut

le plonger comme ouvert dans unc variété projective ’2 guittc & normaliser V2 s

on peut supposer que V, est rormale. Soit F 1'cansemble des voints singuliers

2
de V et goit V. = V. = F . La variété V., posséde un morphisme universel
2’ 3 2 3 - g
f: V3 — 4L , d'aprés le thioréme 4. D'outre part, d'aprés unc propriété fonda-

mentale des variétés abéliennes (voir oxprsé @), toute fonction de V, dans une

variété abéliennc cst un morphisme sur V, ; donc les morvhismes de Vl ct de V3

dens les varidtés sblliennes coincident. I1 s'onsuit que la restriction de f &

w

V1 est un morphisme universcel pour s Comme 1l'injection de Vl dans V cst
un morphismc dominant, 1'argument fonctoricl utilisé plus haut montre 1'existonce
d'un morphisme universel de YV nvour éz—,

C. Q. F. D

La variété &bélicnne A ainsi associde & V ost apoeldc la variété d'ilbannce

(au sens morphiquc) de V , et f cost l'application canonique de V dans sa va-
riété d'Albancss. Comme on 1l'a vu vlus haut, le variété d'albanese est un foncteur
en V , compatible avasc les produits ; ce darnicr résultat est ici immédiat, puis-
qu'on scit cue tout morvhisme d'un vproduit V x V' dans une variété abéliemne A
est somme d'un morphisme de V dans A 3>t d'un norphisme de V' dans A (cf.
exposé 9).

I1 faut signaler que, dens 1a littératurc (cf. [3j, par cxemple), la variété

d'Albancse est dédfinie var unc propriété universclle portant sur les fonctions
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et non sur les morphismes. Le théoréme suivant indique les relations entre ces

deux définitions :

THEOREME 6. - Soit V une varidté. Soit £t V — 4 la fonction canonique

de V 2 valeurs dans sa variété d'albancse (“w sans fonctions). Soit

f: V — A4 le morphisme canoniqus daz V dans sa variété d'Albanese (au sens

du texte, c'est-a-dire dcs morvhismes).

i. Il existe alors un homomorphisme affinc g : Ar —> A 2t un seul tel que

g & fr = f . Cet homomorphisme est surjectif.

ii. 81 V cest normale, le novau N de g ogt connexcy, ¢t g définit par pas-

sage au quotient un isomcrphisme de Ar/N sur A

iii. S8i V est non ginguliérc, g est un isomornhismec.

Comme tout morphisme cst unc fonction, 1'assertion (i) résulte du caractére uni-
versel de fr et du fait que f angendre a4 . Suproscns maintenant V normale,
et soit NO la composante connexe du noyau N de g . En composant
V —» Ar — Ar/Nc on obtient une fonction fo 2 Vo Ar/NO 5 mais le com-
posé V —>- Ar/I\TO "—» & est un morphismc, ¢t 1'homomcrphisme AT/NO — A a
un noyau fini. En appliquent lz "théorémec principal®, on voit que fo est un mor-
phisme, ot comme f ost meximal, 1'homom>rphisne Ar/NO —> A4 est un isomorphis-
me, ce qui démontre (ii). Pnfin, si V est non singulidre, toute fonction de V

dans une variétd abélicnne est un morphisme, d'ou évidemment (iii).

EXEMPLES.

i. Soit C wune courbe clliptique, e¢n carcctéristique p , ct soit P & C . Soit
0'(P) 1le sous-anncau de 1'anncau local O(P) formé dos fonctions dont la diffé-
rentielle s'annule en F ; soit (' la courbe dont les anncaux locaux sont les
mémes que ceux dc C , sauf en P ou O(F) cst remplacéd par O0'(P) ( C' a'n
point de rebroussemcnt ordinaire" en P ; cf. [7}, page 70). Si 1'on note c® 1a
puissance p-ifme de C ; on a des morphismes C —» C' —» cP s et on vérifie
facilement que c® (resp. C) est la variété d'Albanese au scens morphique (resp.

~t

au sens des fonctions) de L'hvpothdse de normalité cst donc essentielle
dans la partic (ii) du théorémc.

ii. Soit cncore C wuns courbs clliptique, vlongée sans singularités dans le
plan Ey 5 et solt 3 le ¢Anc corrospondant ; c'cst unc variété normale. On voit
facilement cuc C cst la varidtd d'Albancse (au sens dos fonctions) de E , alors

que la variété d'Alhanesc morphique cst réduite & C . L'hvpothése de non singu-

larité est done »esentiells dans la wartie (1ii) du thdoréne.
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REMARQUE. - Comme toute variété est birationnellement équivalente 2 une variété

non singuiére (enlever les points singuliers !); le théoréme 6 montre que la va-
riété d'iAlbanesc au sens des fonctions cst un cas particulier de la variété d'Al-

banese morphique.

5. Existence de morvhismes universels. Promier cas.

THEOREME 7. - Soit (€ wune catégorie (vérifiant, comme toujours, les conditions

(I) et (II) du numéro 2). Supposons que (7 ne contiennc pas le groupe additif

G, - Toute variété V posside alors un morphisme universel pour C .

Vu les théorémes de structure pour les groupes algébriques (cf. [7]), page 50),
le fait pour un groupe algébrique commutatif de nc contenir aucun sous-groupe iso-
morphe a Ga equlvuut au fait d'étre sxtonsion dlunc varidté abélicnne par un
tore (c'est-a-direc un produit dc groupes multiplicetifs G, ). Si 1'on note o
la catégorie formde par ces oxtensions, 1'hvpothése foite sur {7 signifie done
que C: < ﬁ; et 1'on cst ramené & démontrer 1l'existence de morphismes univer-
sels pour S

Soit donec V wune variétéd, et soit V., un ouvert affine non singulier de V ;

1

plongeons V1 comms ouvert dans une variété projective normale V2 s et soit F

1'ensemble des points singuliers de V2 s soit V3 = V2 -F ot soit A =rV3 - V1
Les composantes irréductibles &, , ... ; &, de A sont toutes de codimension

1 k
1 ; en effet; [\  cst 1'ensemble des points ol la fonction V3 — V1
affine, on salt que toutes les compo=-

n'est pas

définie, et puisque V3 est normale et V,

santes d'un tel ensemble sont de codimension 1 .

EMME 6, - Soit f : V, — G un morphisme de Vl dans un groupe G €S

d ] * . ’ Id
soit arE”SG o Llors la forme difféerentielle f @y , considérée comme unec forme
différenticlle sur V3 , ost réguliére sur V, s et aau plus des pdles simnles
sur les [&

Admettons pour un moment ce lemme, ct achevons la démonstration du théoreme 7.

Soit D 1le diviseur sur V, somme des diviseurs irréductibles A& s et soit
J

L(D) 1le faisccau des germes dc fonctions rationnelles LY vérifiant localement
(Lr):; - D . Il =st bien connu que ce faisceau cst un faisceau localement libre de
rang 1 (il est isomorphe au faiscecau des sections de l'espace fibré vectoriel

de rang 1 associé 3 D ) ; si 1'on note L) 1le feisccau des germes dc formes
différenticlles réguliéres dec degré 1 sur V, , le lemme 6 signifie que

o € HO( 3 , L(D) » £L) . Mais V3 =V, - F), avec dim Fg dim V, -2, ot le
résultat démontré dens l'annexe I (corollaire au théoréme ) montre que

HO(V3 , L(D) ®» £)) cst un cspace vectoricl de dimension finie, soit N . D'aprés
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le théoréme 3, on a donc dim G £ I , ot d'aprds lc corollaire au théoréme 2, la

, . Lo g . .
variété V, admot un wmorvhisme universel nour S . Puisque V., — V est domi-

1 1

nant, il en ost de mime de V
. &. F. D.

Démonstration du lemmz 5. - D'apres lc théoréme de structurc rapneld rlus haut,

le groupe G contient un sous—groupo T disoworvhe & un produit @m)n dc groupes
multiplicatifs, le quoticat A = /T <&tant une variéts abélienne ; nous désigne-
rons par s G — A 1la projoction canoniguc de G sur & . Pulsque V3 est
non singuliére; lec morvhisme 7o £ de Vl dans A 8¢ prolongc on un morphisme
g:VB——)AQ

Soit P& V3 , ct

521t
proposition 6) que las translations par log é1émonte de T munissent G d'une

-~
I

= g(P) & A . On sait (cf. var exemnle [7], page 170,

structure dlesnace fibrd principal localczent trivial deo base 4 . Il existe donc

un voisinage U do ¢ au-dossus duqucel existe une section s 3 U —» G ; cotte

. . . s Y | . _
section permct d'identifier l'sspace fibré N “(U) au vroduit U x T . Hotons OUU

-
N

la restriction dz f 3 2 (U) ; c'ost une forme formde partout réguliére, et
invariante var los translations diéfinies par les <léments de T . 21 1'on note
(x1 g ceo xn) les coordonnices naturelles dans (Gm)n 5 on voit aisément qu'une
telle forme pout s'éerirc de fagon unicue comme unc somme ¢

W= y§¢xU * oy dxl/x1 + oeae + e dxn/xn s

ol les c; sont des constantus, ot ob o, cst une forme différentielle réguliére

sur U (cotte dcriture dépend évidemment do la scction s choisic : on a

0% = s* LUU - vpar contre les coefficicnts c; ne dépendent pas du choix de s ).
Soit U' = g'l(U) ; c'2st un volsinage de F  dans V3 . La rcestriction de f*au

3 U' est donnée par la formulc
* % ) ‘
ftulw f.ﬁ ¢U+cld¢1ﬂ}l+na.+cnd@nﬂ{n

g*xU-+cld§H/Ql+ “94-%1dq5/qn ,

i

(%)

I

ou les \Pi désignent lcs fonctions rationnclles X @ f (en dépit de la notation,
cos fonctions dénendent du choix do s ).

Comme g est un morrvhisme, la fornule (%) montre que la forme f*UU peut
s'éerirc, au voisinage do tout point, comae 1o somme d'une différontielle réguliére
¢t de n Mifférenticelles logarithmiques'. Cr, il cst clair qu‘uno différentiellec
logarithmique n'a que dos ndles d'ordre 4 ; A'zutre part, on sait que f*(ﬁ n'a
pas de piles sur Vl , pulsque £ a3t un morphisme sur Vl ; le lecmme 6 est donc

dénontré.
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REMARQUES.,

1° Le théoréme 7 contient le théoréme 5 (cxistence de la variété d'hAlbanese)
comme ces rarticulier.

2° Avec les notations dz la démonstration feits ci-dessus, soit f Vl - G
un morphisme universcl rour .51 ; soit T 1le plus grand torc contenu dans G , et
soit A = G/T la variété abéliennc quotient. On voit facilement que
Vv, = G — 4 n'est autre que l'application canonique de V1 dens sa variété
d'Albancse ; pour déterminer G il faut donec détermincr unce certaine extension
de A par un tore ; dans certains cas, ceci rmout so fuire oxrlicitenent, comme

nous le verrons dens un autre ocxvosd.

6. Existoncc dc morrhismes universcls. Sccond cas.

o~

! \ N ] ’ . Y- . PR
THEOREME @. - Soit . unc cabégoric (vérifiant, commc toujours, lcs conditions

(I) et (II) du numéro 2). Supposons que (' contiennc lo groupe additif G, s ot

soit V une variété. Les doux conditions suiventes sont équivalcntes

i. La variété V rpossedc un mormhisme universol pour (¢ .

ii. Toutc fonction numérigue régulidrc sur V cest constante.

Montrons que (i) = (ii). Unec fonction numérique sur V n'est pas autre cho-

se qu'un morphisme de V dans le groupe additif Ga . Supposons donec qu'il existc
un morvhisme non constunt f : V — (La; ce morphisme cngendre Ga . Considé-
(=3

rons le morphisme

kp . G, = Ga x G

a a

défini en caractiristique # 2 par (i) = (t, tz) » et en caractéristique 2
par  P(t) =& , t3) . On voit tout de suite que \F cngendre (Ga)2 . Le morphis-
me . fof: V = (Ga)2 engendre donc le groupe (Ga)2 . Mais le morphisme

\P x P s (Ga)2 — (Ga)4 engendre (Ga)4 5 i1 en est donc de méme de

(\P x §¢) o Yyofs: V — (Gq)4 s ¢t 1l'on peut continuer indéfiniment : on
° k

k
obtient pour tout entier % un morphisme f, ¢ V —» (Ga)2 qui engendre (Ga)2

k
et comme ce groupec appartient 2 ¢ s 11 cst clair que V ne nossddc pas de
morphisme universel pour C .

Montrons que (ii) => (i). Soit £ : V - G un morphisme qui engendrc G .

D'aprés les théordmes de structurz déja citfs, G contient un sous-groupe connexe
lindaire R tel que lec quotient G/R = A soit unc variété abdlicnne ; de nlus
R=Tx U, o T ocstun torec ot U wun groupe univotent. Le groupe G/U est

s

extension de A par T , donc appartiont 2 la catdgorie . considérée au numéro
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précédent ; vu le théordme 7, la dimcnsion de G/U est bornée, ct tout revient
donc 2 montrer que le dimension de U ocst bornée (si V vérifie (ii)). Distin=

guons deux cas 3

a. Si la caractéristique est » # 0 , ona U=0C. In offet, le groupe G/pG ,
étent annuld par p , est un groupc unipotent, donc cst une variété affine., Vu
la condition (ii); le morphisme V —» G —3 /pC ost constent ; mais d'autre
part, ce morvhisme engendre /pC ; donc C/pC = 0 . La multiplicstion par p e
donc un noyau fini dans G , donc aussi duns ', et cecel entreine U =0 (car

).

b. Si la carzctéristique est C ;, on a dim U £ din & . En cffet, le groupe U
L J b

sinon U contiendrait un sour-grouvc iscmorvhe @

o

[#2]
Q
e
o
=5
1
(9]

. s n .
est alors isomorvhe & (G ) . /T : c'est une oxtension de A par U

.
a

elle est donc définic par n 3lémorts X, ; oo x o de Ext (A, G) (cf. [7J,

chapitre VII). Zoit g = dim A& ; on scit (loco eitato, théoréme 10) que
3
U

Ext (A , Ga) est un espace vectoriel de dimension g sur lc corps de base. Si
l'on avait n> g, il cxisterait des constantves c, s non toutes nulles, tclles
que c; Xy = 0 . Les e définissent un homomorphismec ¢ (Ga)n — Ga
non trivial ; soit Ec L'oxtension de A par G déduite de G au moyen de
¢ (loco citato, numéro 1). On a un homomorphisme surjoctif E —3 Ec ;5 d'autre
part, la relation z:ci Xi = C sigrific quo Ec 2st une cxteonsion triviale de
A par Ga s d'ol 1'existence d'un homomorphisme non trivial Ec - Ga . En

composant

V = 3 — 5 —> ( )
(¢} a

on obtient um morphisme non constant de V deans Ga , ce qui contredit (ii). On

a donc bien n & g , ce qui achéve la démonstration.

REMARQUE. - Si V ost de la forme W -F , avec ¥W compléte, et
dim F £ dim W = 2 ; on voit facilement (cf. anncxe I) que toute fonction régulid-
re sur V est constante. Le théoréme € contient donec la théoréme 4 comme cas var-

ticulier.

EXEMPLES. - Soit G un groupe vérifiant la condition (ii) du théoréme 8.

L'application identicue i @ G - G ost alors un morvhisme universcl, autre-

ment dit tout morvhisme f : G —» £ de G dans un groupe algébrique (1'hypo-
thése de commutativité est méne superflue) cst un homomorphisme affine. On peut
en cffet supposer que f£(0).= 0 , 2t en formant f(x + v) - £f(x) - f(y)., on
obticnt un morphismec de G x G dans H qui est nul sur G x 0 et O x G . Soit

R le plus grand sous-groupe lindairc de H , ot soit A = H/R 1la variété
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ebélienne quotient. On sait (oxvwosé 9) que le composé G x G —» H —> A est
nul. Le morphisme Gx G —> H apnlique donc G x G dans R , et il est cons-
tant et &gal & O d'aprés (ii),

C. G F. Do
On peut former un tzl groupe G en prenant une oxtension ncn triviale d'unc
courbe elliptique A oar le groupe G. (en caractérigtiouc zéro), ou bien une
extension de A npar Gm corresnondan£ 2 un point de A qui nc soit pas d'ordre
fini (en toute caractéristique). On montre que le groupe G ainsi obtenu n'cst
pas de la forme ' - F , avec W compléte et dim F &dim W - 2 (le théoréme 8

est donc "nlus fort" que le thdordme 4).
ARVEXT I

Prolongement de certeins faisceasux algébriqucs cohérents.

On sc proposc de démontrer le résultat suivant :

\ i . I ’ . ’,
THEOREME 9, - Soit Y une varizté, soit F un sous-ensemble fermé de Y , et

soit X =Y -F . Supnosons cue dim F £ dim ¥ - 2 . Soit d'autre part M un
: pa un

. ’ . ' 3 0 * . -
faiscecau algébrioue cohérent sans torsion sur X et soit M son image dirccte
g ) )

fe s . . P . "
par 1'injection i : X - ¥V (cf. exvosé 3, numéro 2). Le faisceau M est

alors un faisceau algébrique cohéront sur V .

Avant dc donner la démonstration, indiquons une conséquence du théoréme précédent
(cf. [4]) :

COROLLAIRE. - Les hvpothéses étant cclles du théordme @, si 1'on suppose en ou-

o 4 b O .
trec que Y cst une variédté complite, alors H (X , ¥) cst un gspace vectoriel

de dimension finie sur le corps dc base.

En effet, on a HQ(K , M) = HO(Y 5 i; 1) d'aprés la définition de 1'image dirce-
te; et le faisceau i; ¥ = ¥ ost cohdrent ; d'apres un résultat connu (cf. exvosé
4, corollaire au théoréme de dévissage), 1'espace vectoriel HO(Y s N*) est de
dimension finie,
C. Q. F. D.
[Le corollairc ci-dcssus ne s'étend pas aux 23X , ™) , q> 1 . Contre-

cxemple : ¥ = P, (plan projoctif), F rdduit 2 un point, M = faisccau das an-

~o L

ncaux locaux].

On utilisera lc lomme suivant

‘. o« Ay no‘ 4 .
LEMME 7. - Soit V une variditd affine d'anncan do coordonnécs A , ot soit f

une fonectinn numérigue sur V . On suprnosc que £ € A pour tout idéal vpremier
g P , P
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de hauteur 1 de A ‘de hautour 1" = "minimal parmi les idéaux non nuls®).

Alors f ecst entier sur A .

Soit A' la cloture intfgrole d2 A dans son .corps des fractions R(V) . Si
¢ est un idéal vremier de hautcur 1 dans 4' 1'idéal vremier 4 =&N 4

est de hautecur 1 dans A ; en cffet, si 1'on mose n = dim V , on sait que

dim A’ﬁ} =n -1, ot comme A'/g est enticr sur A/? , cela donne

dim A4° =dim A'/¢ =n - 1, ot la hautour de 4 ost bien égale &2 1 . Comme
f € A* , on a a fortiori f< Ak; . ilais on sait que A' = A Ak} lorsqug’ ‘k
parcourt les idéaux premiers de hautsur 1 de A' (car A' est nocthérien et

intégralement clos). On = donc bien £ € 4' .

Démonstration du théorsme 9. - La question dtant localc; on peut supposer que

»

Y est une variété affine. Soit N un faisceau cohérent sur YV dont la restric-
tion & X colncide avee M ; un t2l faiscosu existe d'aprds [1] (proposition 2)
quitte & diviscr @I var son faisceau de torsion, on neut supposer que N est
sans torsion.

Le module sur 1l'anncau de coordonn’ecs A de Y correspondant & N c¢st donc sans
torsion;il est isomorphe & un sous-nodule dunmodule libre £, Cola rovient 3 dire

. . . n
gue M ost isomornhe & un sous-fuisceau de f? 5 Ou ,ﬁ)

désigne le faisceau
des anneaux locaux. Le faisccau i* M  est donc un sous-faisceau du faiscecau

(i* )" 5 comme on sait déj2 que i est quasi-cohér:nt (cf. 3-04), pour voir

*
que c'est un faisceau cohérent, il suffit de montrer que i;j} est cohérent, ou
encore que HO(Y N i; ﬁ)) est un A-module de tvpe fini. Mais on a

HO(Y ; i; O = HO(X ; A1) 3 c'est donec 1'cnsemble des fonctions f sur Y qui
sont réguliéres en tout point de X . Comme dim F < dim ¥ - 2 , unc telle fonc-
tion appartient & 1l'anncau local Ay de toute sous-variété irréductible de Y

de co-dimension 1 ; d'apres le lemme 7, cela entrainc que HO(X , A1) est conte-
nu dans la clSture intégrale A' de A dans son corps des fractions. Comme cctte

» . s Y . . .
cloture intégrale est un A-modulc do type fini, ceci achéve la démonstration.

REMARGUE. - 8i ¥ ecest compléte, ot si dim F £dim ¥ - 2 , le corollaire ci-
dessus montre que 1l'algébre des fonctions réguliéres sur X =Y - F  est de dimen-
sion finie. Comme cette algibre n'a pas de divisecurs de z8ro ot que le corps de
base est algébriquement clos,; clle est réduite aux scalaires. On retrouve donc le

fait que toute fonction réguliérec sur X est constante.
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ANVEXE II

Morphismes maximaux et homologie -2diguc.

Nous commencerons par “rappslortla définition du grounc d'hormologie ltadique

de dimension 1 d'unc variété V ( { étant un nombre premicr différent de la
caractéristique)
Considérons tous les revétements conncxes non ramifids W —>» V qui sont ga-

loisiens (cf. [6]), ct dont le groupe de Galois G(W/V) est un [—groupe commu-

tatif. Ces revitements forment de fagon naturclle un ensemble filtrant, et la limi-
te projective .Hl(V ; 4) des groupes G(W/V) suivent cet ensemblc cst le groupe
d'homnlogie que nous voulions définir. C'ost un -[—groupo compact totalement dis-
continu commutatif, ot comme tel c'est un Eg—module, Zy désignant l'anneau des

enticrs A’-adiques° C'zst un foncteur covariant en V . Il est vraisemblable qu'il

’,

jouit des propriétés suivantcs

i. Hl(V ;‘£) a3t un Z p~module dc tyvpe fini.

ron

ii. Pour V fixie, le ring de Hl(V ;—2) ne dépend pas de ¥4 5 Pour presque
tout £ , Hl(V ;4) est un fg-module libre.

iii. 81 f: V — V' est un morvhisme, le rang de 1'homomorphisme
f*yl ? Hl(V ;—[} —y Hl(V' ; ) ne dérend pas de £ ¢ pour presque tout A,
le conoyau de f*;£ est ‘f -libre. ‘

iv. Ona H (V= V' 5 4) =0,V 4) 1,0 54,

[Lorsque le corps de basc cst g\, et que V =cst normale, GRAUERT et REMMERT

ont montré que Hl(V ;‘Z) ast le comnlété fladiquc du groupe d'homologie usuel
Hl(V s E) ; GROTHE DIECY aurait réussi ? supprimer 1l'hvpothése de normalité; ceo
qui démontrerait (i), ... ;, (iv) dans cc cas. %n caractéristique p # O , on a des
résultats partiels ; par exemple, on peut démontrer (i) si V cst normale, ot
(ii) si V est projective non singuliére (appliquer le théoréme de Néron-Severi),
ainsi que (iv) si V cst complete (LANG-SERRE dans le cas normal, CROTHENDIECK

dens le cas général).]

Soit maintenant G un groupe algébrique commutatif. L'application x — Qn.x
fait de G un revétement non ramifié dc lui-méme, dont le groupe de Gelois
Gé[n) est le sous-groupc formé par les x tols que £%.x =0 . 81 1'on note
Tf(G) la limitc nrojective des groupes G(fn) , on & donc un homomorphisme cano-

nique :

£: 4 (c s £) — T 40
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I1 ost vraisemblable que & est un isomorphisme (cc sercit en tout cas une con-

séquence de (iv)); c'ecst vrai si G est une veriété abdlienmnc.
Soit maintenant f : V — G un morrhismc dc la variété V dans le groupe
G ; en composant f ) et & on obtient nour tout A s un homomorphisme :

H (V5 4) ——rT,g()

A'

cx

ag-

THREOR! 10. =81 f: V —» G ost maximal, 1'homomorphismo

H (V5 €) — Tp0)

est surjectif pour tout f .

Soit I 1'imege de cet homovorphisme, si l'on avait I # T((G) , i1 cxiste-
rait un sous-groupe I' fermé, contenant I , ot d'indice dens TI(G) . Ce
sous-groupc I' correspondraeit & une isogéniec g @ A' —r A séparable, et
de novau cvelique d'ordre {;u Le fzit que I' contient I signifie que l'image
réciproque par f de A' , considéré commc revitement de A , cest un rev@tement
trivial de V ; en d'autres termns,; on neut factorisecr f en g o h, ou

h: V —> A' est un morphisme ; c'est contrairc au caractére maximal de f .

REMARGUE. - Soit t la dimension du plus grand torc contenu dens "G , ct soit
g la dimension de la plus grande variété abéliennc quotient de G . D'aprés un
résultat de WEIL, TI(G) est un ‘Z'Fmodule libre de rang 2g + t . On a donc
" 2g + t £ rang (Hl(V ; 4)) , et cette majoration fournit une autre démonstration

du théoréme 7 (2 condition d'admettre la conjecture (i)).

. . '.’ . . o /7 ’ -
Soit maintenant » la catégoric des extensions d'une variété abélienne par
un tore, et soit £ : V —= G un morrhisme universel pour cctie catégorie.

D'aprés le théoréme 10, 1'homomorphisme

est surjectif pour tout A4 . Dans quel cas son noyau cst-il fini ? C'est vrai

si V est projective non singulidre (d'aprés NERON-SEVERI), ou si V ost une
courbe non singuliére (cf. [7], chapitre VI) ; c'cst faux si V cst une courbe
avant un point double 2 tangentes distinctes ; peut-8tre est-ce toujours vrai si

V ast normale ?

" Dans le cas complexe, la question nrécédente se reformule ainsi : Dans quel
cas l'homomornhisme Hl(V s L) = Hl(G , 2) , qui est toujours surjectif,

a-t=il un novau fini % C'est vrai lorsque V est rrojective non singuliére,

soit d'aprés la théorie kidhlerienne, soit d'apres cc qui a été dit nlus haut. Le

question est en relation avec la suivante : dans quel ces l'image réciproque des
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formes différenticlles invariantcs de G donnc-t-clle toutes les formes diffé-
rentielles régulitres sur V (supposée compléte) ? Ici cncore, la théorie kihlé-

rienne donne une réponsc affirmative lorsque V .st nrojcctive non singuliére ;

il serait intéressant d'aller nlus loin,
ANNTXE IIT

La réduction au cas des courbss.

L'existence de la variété d'albanese d'unc courbe résulte tout de suite (par
normalication) des propriétés de la jacobicnne. le cas d'unc variété de dimension

°

celui des courbes par le prccédé suivant s

ay

quelconque se raméne
Soit V une variété projective de dimension n plongée dens un cspace projectif

; soit F 1'ensemble des roints singuliers dec V ; on supposc que

r
N+

dim F< dim V - 2 (cf. 1).

ha . . .
THEORW'E 11. - Soit f ¢ V - F —» G un morrhisme qui cengendrc le groupe G .
Soit L wunc sous-variété linéaire de Pn+r de dimension >r + 1 et supposons

que LN F =@ ., la restrictionde f & VNL engendre alors G .

Indiguons briévement la démonstration. Soit H 1lc sous-groupe de G engendré
par LNV ; quitte & remplacer G vpar G/H , on peut supposer que H =0 , c'est-
2-dire que la restrictionde f & VN L applique VN L en un seul point
c € G . Soit U un voisinage affinc dc e sur G . On voit aisément que, pour
toute sous-variété lindaire L' de P de méme dimension que L , et assez
voisine de L, f applique L'MN V dans U , mais L' V cst connexe (théo-
rime de connexion), et compléte ; comme U o2st affine, on en conclut quec la ros-
trictionde f & VN L' cst constante. woit ¢ € VAL ; si 1'on se borne aux
L' qui passent par Q , on montre aisdment que la réunion des V IV I1' correspon-
dant est un voisinage de & . Il s'cnsult que f ost constante sur ce voisinage,

donc partout.
Co Qo Fo Do

Noter que 1'on peut choisir L de telle sortc que VAL soit une courbe (et
méme, si 1'sn v tient, une courbe irréductible et non singulidre) ; le théorime 11
montre alors que dim G est borné var le genre de cette courbe, et cette majoration
démontre 1l'existence d'un morrhisme universel pour V - F . C'est la méthode de
Matsusaka et Chow (cf. [3], chapitrec II), % cela prés que ces auteurs se servaient

d'une courbe "générique® ot obtenaient donc un résultet un peu moins précis.
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ANNEXE IV. Sur l'opération de Cartier.

Soit V une variété sur un corps ¥ de caractéristique p > O ; on désignera
par R(V) 1e corps des fonctions numériques sur V , mar (V) 1'espace vecto-
ricl des dérivations de R(V) , par D(V) 1'éspace des différentielles (ou for-
mes différentielles de degré 1 ) de R(V) , mar D(V) 1'espace des i € D(V)
tels que dw =0 (i. e. tels que < [Xl R X2] Y = X1(<un X2>) - X2(<ud, X1>)
quels que soient X, , X, € L) ).

Soit W une sous-variété simple de V., et soit (W) 1'anncau local de W
sur V ; on désignera par A}N(V) 1'espace des éléments X e, D (V) tels que
LWea@)) c S0 et par ﬁw(V) 1'ensemble des e & D(V) tels que
<w , X>& & (W) pour tout X & ,'QW(V) . S Fl g eoe §n forment un systéme
de variables uniformisantes en un point x € W simple sur V , on voit facilement
que é/agl s aee s @/&fﬁ forment une b?se du () -module ,E)W(V) , de sorte que
dgl 5 eoo g d?ﬁ forment une basc de DN(V) par rapport & (W) .

Soit f un monomorphisme d'unc variété U dans une varidté V tel que f(U)
soit simple sur V ; désignant par W 1'adhérence de f£(V) , on peut associer 2
f une application £ : Dw(V) —» D(U) , uniquement caractérisé par lzs pro-
priétés suivantes : clle est additive, et on a

"
£ (vy dvg = u, du,

en désignant par u, 1'é1lément de ﬁ(U) t21 que ui(x) = vi(f(x)) pour tout
x €U tel que v, soit définic en f(x) . 0na £*(w) € D(U) vour tout
w € D(V) ~ Dw(v) .

Soit x wun point simple de V . Toutss les dérivations de R(V) étant nulles
sur lec corps R°(V) des nuissanccs p-idmes d'¢1éments de R(V) , 1'application
de ce qui a 4té dit dans l'exrosé 6 fournit une application C# . DX(V) = DX(V)
(o D*(V) = D{X}(V) , DX(V) = DX(V) A D(V)) qui est uniquement ceractérisée
par les propriétés suivantes : clle est additive,; on a Cx(du) =0,
Cx(up-'l du) =du si u € 0(x) . On voit facilement que C, se prolonge en une
application additive, encore notée €, de D(U) dans D(V) , pour laquclle les
conditions Cx(du) =0, Cx(up"1 du) sont satisfaites pour tout u € R(V) . (On
le voit cn observant que, si @ € D(V) , ilvaun vé& 6(x), v#O tel que
vPw € DX(V) ot tenant compte de ce que 1'on a Cx(up w) = uQX(UA) si
ug ox), we Di(V) ). L'opération 0, (sur R(V) ) est uniquement caractérisée
par ces prooriétds comme il résulte tout de suite dc ce qui a été dit dans 1'ex-

nosé 6 3 elle ne dénend donc mas de x ; nous la désignerons par C . Unc condition
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nécesscire et suffisante pour qu'un €lément OUGZDG(V) puisse se mettre sous
la forme u-1 du , avec u ER(V) , u#0 ost que C(w) = w (théoréme 1,
exposé 6) 53 si X &€ D), w € D(V) , on a

P, wy = <, cwdP e BT, W)

(exposé 6, proposition 3).

Soit meintenant f un morphisme d'une variété U dans la variété V tel que
f(U) soit simplc sur V . Soit W 1'adhérence de f(U) dans V ; si
w € 5”(v) = D(V) N Dw(v) , on a

£ (Cw) = C(£ () .

En effet, on voit facilement qu'il y a un noint x ¢ U tel que v - f(x) soit

-r ’ . .
simple et que we D' (V) . La formule 2 démontrer ost vraie si w = dv
p-1

(ve n(y)) ,ousi w= = v, " dv, (v1 Yy & o (7)) 5 il s'ensuit tout de suite

qu'elle est vraic mour tout élément de Dy(V) ; donc omour w .
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