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Séminaire C. CHEVALLEY
E.N.S., 1956-58 Exposé n° 21
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LES GROUPES DE TYPE G:2

Exposé de C. CHEVALLEY, le 6/1/1958

1. Deux lemmes.

Soient G wun groupe algébrique semi-simple, T un tore maximal de G, o
une racine de G par rapport & T , et Z le sous-groupe de dimension 3 de G
correspondant & la racine K (i.e. le centralisateur de la composante connexe de
1'élément neutre dans l'ensemble des t €T tels que (t) = 1) . Soient Tf'+
et 't_ des isomorphismes de K sur des sous-groupes de Z tels que l'on ait,
pour EeK, te&T, |
tT (™ = T (4) %)

£T_(E1 = T_((Ke)TE) .

Soit enfin ‘7 une représentation linéaire de G opérant dans un espace vectoriel
V 3 si %5 est un poids de f s on dit qu'un vecteur x &€V appartient au poids
&5 si x#0 etsiona,pour t €T, tex= o(t)x .

Nous poserons
SUE) = P(T(E), 3 (X)= p(T_(¥))

IEMME 1, - Soit x un vecteur de V appartensnt & un poids &3« Alors, pour tout

ex, ’</+(S).x est combinaison lindaire de vecteurs de V appartenant 3 des
poids de la forme ®+ k o, k entier >0 .

En effet, ¥  est une application polynome de K dans GL(V) ; on peut
donc écrire ’C_l_( g) X =X 4+ 2112:1 :-’-',k %, » les % étant des vecteurs de V . On

a t ”C_,_( S) X = tex + i.fi:l Bk t.xk ; mais ceci est encore égal &
'b+(o( (t) §)°(t°x) ’
donc & ,
o)(8) T, (A () §)ux = aft)x + Ty oo(b)et(6) 5
on & done t.xk = C‘0(1:)(0&(1:.))1“: X, » ce qui démontre le lemme.



21-02

COROLLAIRE, =~ Le sous-espace de V engendré par les vecteurs qui appartiennent
3 des poids de la forme TI+ r oA, o r est un entier, est transformé en lui-
méme par les opérations de ?(Z) .

Cot espace est évidemment transformé en lui-méme par les o>érations de f(T) 3
11 résulte du lemme 1 qu'il est transformé en lui-méme par les opérations |

v(5), YA (gem.
Le corollaire résulte alors du fait que 2 est engendré par la réunion des ensem—
Bles zNT, T (K) et T_(K).

LEME 2, = Soit ? une représentation projective de noyau fini d'un groupe algé~
brique semi-simple G , et soit T un tore maximel de G . Supposons que les poids
ds "5’ par rapport 3 T appertiennent au groupe X(T) des caractéres rationnels
de T . Il existe alors une représentation linaire P de G telle que f?' soit
la représentation projective déduite de P

Posons G = g((}) , T= ?(T) . L'zpplication f/’ est une isogénie de G sur
G ; 11 lui correspond un isomornhisie spécial *% de Q& X(T) sur Qe X(T) « La
représentetion é’ opére dens 1l'csprce projectif fPiV) cssocié & un espace vec=
toriel V ; soit G' le groupe linceire associé & ? 3 c'est un sous=-groupe de
SL{V) . Soient g' 1l'application canonicue de G' sur G ct T! le tore maxi-
nal de G tol que g'(T') = Tr .11 corresponc:l 3 1'isogénie g' un isomorphisne
spécicl §'de Qe x(’r’)~ sur Qe X(I') . Soit P 1tisonorphisne de Q & X(T')
sur Q @ X(T) tel qus \{ = Yo ¥'. Nous allons montrer que P est un isomor=
phisne spécial. Soit o' une rocine de G' par repport & T' ; on scit que les
exposants rodiciels de ' sont dgoux 2 1 (exposé 18, proposition 3) § il y e donc
une recine oh de G telle que x‘('a') =A . Ilyc une r&cinewok de G et une
puissance q de l'exposant coractéristique de K tolles que P (F) =qot
d'ot \g(o(’) = q &, « Per nilleurs, 1'applicetion identique de G' dens GL(V)
est une représentetion T de G' , et les poids de sont par définition les
inages per \? ds ceux de T ; comme X(T') cst engendré par les poids de v,
11 résulte du fzit que les poids de ¢ appertiennent 3 X(T) que Q(X(T'))JC X(T) ;
LP est donc bien spécirle On en conclut (exgosé 18, proposition 6) qu'il existe
une isogonie f de G sur G' telle que f =g' o F , c& qui dénontre le lern.

~

2., Etude d'un groupe de type G:2 .
Soit G un groupe algébrique seni=-sinple de type G2 o Soit T un tore
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maximal d¢ G, et soit X(T) 1le gfoupe des caractéres rationnels de T . Scit
(oky 5 X 2) un systéme fondamental dc racines de G par rapport &8 T +tcl que le
diagramme de Dynkin correspondant soit

1 3

o

le sommet S:.L correspondant & ok (=1, 2) . L'cspace Qe X(T) est donc
engendré par les éléments w5 @y, o) de somms nulle tels que A= 9

X, = - @ 5 les poids dominants fondamentaux sont @0, = -, =&, * 2K,

W, =0, - 0, 32 %, +3 &, (cfe exposé 19) ; comme ils sont combinaisons li-
néaires a coefficients entiers des racines, G est simplement comnexee I1 y a

donc une représentation linéaire simple de G de poids dominant 7o) (lemme
2)e Posons G’ = Q(G),, T = f(T) , ot soit \f 1'isomorphisme spécial de

Qe X(T*) sur Qe X(T ) eassocié & i/’ . I1 y a un systéme fondamental de raci-
nes (0‘1 R o('z) de G' par rapport & T' tel que \]o(o(:'l) = q; K4 i=1,2),
etona q =1 en vertu du cornllaire au lemme 2, exposé 19 . Soient w, et

w_,:_ les symétries par rapport aux racines oﬂi de G et o(_,;_ dc G ; ona
wl(dz) = & +30 et Powl =W o (exposé 18, proposition 4) ; on en
conclut que wl'(oﬂ'z) = O<'2=+ 3 9, &{ o Comme les entiers de Cartan d'un groupe
semi-simple sont < 4 en valeur absolue; on a 9 = 1 « 1 en résulte que G!

est de type C::2 et que le diagramme de Dynkin associé au systeme fondamental

(k1 5 ®5) est le ndme que celui associé au systime (X; , oX5) , 8; corres-
pondant & A :’:. « La representation f opere dans un espace vectoriel V ; 1l'ap-
plication identique de G!' dans GL(V) ost une représentation simple T de G
dont le poids dominant o3 ‘est 1'élement de X(T') dont l'image par P est "55'1 ’
c'est-a~dire 0&2' + 2 o§1' » Comme findui‘b un isomorphisme de X(T') sur X(T) ,

{ est un isomorphisme de G sur G (exphsé 18, proposition 5). Remplagant

G par G' , nous supposerons désormais que G est un groupe d'automorphismes

d'un espace vectoriel V et que f est 1l'application identique de¢ G dans GL(V) .
Les poids # 0 de P sont les transformés - - o du poids dominant par les
opérations du graupe de Weyl (exposé 20, proposition 1) ; ils sont de multiplicité.-1.

Nous désignerons par x,; (resp. yi) un vedteur de V de poids eo; (resp.
- coi) « Nous désignerons par Zi le sous-groupe de dimension 3 de¢ G correspon=-
dant & la racine « g ° Nous allons d'abord montrer que, si O est un poids de
(3 s ce poids est de multiplicité 1 . Soit 2z wun vecteur de V appartenant au
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poids O . Comme il n'y a aucun multiple entier # O de A, qui soit poids de
£ 5 l'espace Kz est transformé en lui-méme par les opérations de Z, (corol=
laire au lemme 1), d'oh il résulte que 3z est invariant par les opérations de

Z2 puisque Z2 est son propre groupe dérivé. Par ailleurs, G est engendré par
Z
ble par les opérations Ade Z1 . Soit W | un isomorphismc de K sur un sous-grou~

1 et 2, (exposé 13, proposition 5) 3 il est donc impossible que z soit sta-

pe de 7, associé & la racine oll 3 montrons que 2z ne peut 8tre invariant par
les opérations de ’C'l(K). « Supposons en effet le contraire ; il y a un groupe

de Borel By de Z, qui est engendré par T, (K) et par un tore meximal T,

de Z1 contenu dars T ; 2z -serait alors invariant par B, , et son orbitc

2y z rolativement & Z; sorait l'inage de la variété compldte Zl/Bl par un
nmorphisme de cette variété dans V ; cctte image, étant une sous-variété compléte
de l'espace vectoriel V , se réduirait & point, et 2z sorait invariant par les
opéraptions de 4y , ¢e qui n'est pas. Il n'y a qu'un seul poids de ? qui soit

de la forme k X, avec k > 0 : ce poids est w . Il résulte alors du lemme 1
que l'on a Tl(?)):z =z +cC on avec ¢ €K, ¢ #0 . Ceci dit, soit z' un
vecteur quelconque appartenant au poids O ; on a rtl( S).z' =z' +c! Ex ,

c' #0 . Il en résuite que c'z - cz' est inveriantpar les opérations de tl (K) 3
si ce vecteur était # 0 ¢ 11 appartiendrait au poids O , ce que nous avons vu
étre impossible. On a donc 2! = c“l c'z , ce qui montre que, si O est un poids
de P , ce poids est de mmltiplicité 1 .

Supposons d'abord que ‘O ne soit pas poids de ‘7 . L'espace Mo engendré
par X, et ¥, est alors stable par les opérations de Z1 « Soit T1 le tore
maximal de Z, contenu dans T ; les racines de Z, par rapport a T, sont les
restrictions & et - 37\'1 de &, ot = & & T ; les poids par rapport a
T, de la représentation de Z; sur l'espace Mo sont ‘donc 0'(1- et - O—G o I1
en résulte aussitdt que la représentation de Z, sur l'cspace MO, est simple et
de poids dominant o'q . Mais, si K est de caractéristique #2, la représentation
de Z1 de poids dominant 0?{ est de dimension 3 ; donc, 81 O n'est pas peids de f 5

K est de caractéristique 2 .

- Nous allons montrer réciproguement que, si K est de caractéristique 2 , O

n'est pas pcids de « I1 y a en effet dans tous les cas une forme bilinéaire

P non dégénérée sur V x V, symétrique ou alternée, invariante par les opérations
de G (exposé 20, corollairec & la proposition 2). Si 0 est un poids de f’ , V
est de dimension 7 et }3 n'est pas alternée ; les opérations de G .laissent donc
invariante la forme quadratique x — P(x, x) qui est # O . La forme bilindaire
associée & cette forme quadratique est 2 /5; si donc K était de caractéristique 2,
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la forme quadratique x — ﬂ (x , x) sernit le carré d'une forme linéaire sur V
qui serait invariante par les opérations de G , ce qui est impossible, G étant
simple .

Ceci étant, supposons que K ne soit pas de caractéristique 2 . On désignera
par 2z un vecteur appartenant au poids O . L'espace V est donc de dimension 7 .
Faisons usage de la forme bilinéaire /3 déja mentionnée ci-dessus. Exprimant

qu'elle est invariante par les opérations de T , on trouve tout de suite que l'on a

)S(xi,xj)=ﬁ>(y ,y) 0 quels que soient i1 et j,

ﬁ(zo,xi)=,3(zo,yi)=0 et ﬂ(xi,yj)zo si 143

On peut donc supposer X9 X% 3 ¥ 5 Vo normalisés de telle manidre que
/8 (xl ’ .’y’l) = ﬁ(xz ’ yz) =1 . Faisant usage du corollaire au lemme 1 , on voit
tout de suite que les espaces M’l =Kx; + Ky, , M2 = ’{x2 + Ky, sont invariants
par les opérations de Zl o Les poids de la représentation de Zl sur l'espace
MZ sont les restrictions de O§2 et = o&l a T1 . Déterminons ces restrictions.
Soit W, la symétrie par rapport & la racine X; de 2 ; il est clair que, si
Wy est la symétrie par rapport a X; s et sl @ estun élément quelconque de
x(T) , 1711 change la restriction &y de <> & T, en la restriction de w; () ,
ce qui montre que w=0 si wl(oo) = & (car 131 change tout élément de X(Tl)
en son opposé) « Oz on a W, (02,) = oy + @, wy (0,) = oy + <> 3 la restric-
tion de Wy 4 a Tl est donc nulle ; comme il est de méme de celle de
66 oo oo, et comme la restriction de 000 est o4 , on voit que les restrio-
tlons de @, ot co, sont égales 3 =~ (1/2).:)(‘1 . Comme -~ (1/2)0\1 appartient
EY Xle) , Zl est isomorphe & SL(K'?') . Introduisons un espace vectoriel W de
dimension 2 sur K ot une base (w , w,) de W .Soit f; 1'isomorphisme de
W sur M, qul applique w; sur x et w, sur y, ; cet isomorphisme définit
un isomorphisme F de SL(W) sur SL(Ml) qui est l'ensemble des restrictions

& M des operatlons de Z; . Soit W* 1o dual de W s ot soit (w1 s W % 1a
base de W* duale de la base (w 5 wy) 5 soit f1 1'isomorphisme de:W~ .sur
' M2 qui applique wf sur yy et w; sur X, ; cet isomorphisme définit un iso-
morphisme: F; de SLMW*) sur SL(Mz) . I1 résulte du fait que B est invariante
par les opérations de G que, si s &Z; et si u est 1'élément de SL(W) tel
que 8 coincide avec F (u) sur M1 , alors s co¥neide svec F ( w ) sur M2 .
Par ailleurs, comme l'appllcatlon qui fait correspondre & tout s&Z, sa
rostriction & M, est une roprésentation sinple de poids dominant
(1/2);17 de Z, , c'est un isomorphisme de ,Z; sur SL(Y,) , d'oh il résulte
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qu'il y a un isomorphisme F de SL(W) sur Z; tel que, pour tout ue SL(W) ,

Fy (u) soit la restriction de F(u) & M, «Soit W, 1'espace des éléments homo-
génes de degré 2 de 1'algébre synétrique sur W ; c'est 1l'espace d'une représenta-
tion d’ de SLMW) .51 se Z y S0it S (s) 1la restriction de s a ltespace
engendre par X, , ¥, et par le vecteur z, de poids O : c'est une représenta-

tion simple de poids dominant O-K—l- de Z, Par ailleurs, 6 5 © F est aussi une
representation sinple de poids dominant ql de Z . Les représentations ¢ o et
O" ° F sont donc equlvalentes, et il y aun 1somorphisme f2 de w2
tel que l'on ait £, o (6’2 o 7 )(s) = ‘So(s) o f, pour tout s €Z; . L'espace

sur M
o]

wz adnet une base conposée des élénents wf ’ wé y WiWs Soit Tl un isomorphis-
ne de K sur un sous-groupe de 2 associé & la racine O(l ; corme & - o,
n'est pas un poids de f , les opérations de fcl (K) 1laissent y, fixe ; les
opérations de (Fl o ’Ul)(K) laissent donc w, fixe, et leurs images par S, 5
laissent wg fixe. Par ailleurs, les points de MO qui sont invariants par les
opérations de ’Tz"l (K) sont les points de 1l'espace Kxo ; on en conclut que £,
applique w'?: sur un rultiple scalaire de X, On verrait de méme que f2 appli-
que Wy sur un multiple scalaire de y_ . Nous poserons x! =f, (wé) ’
¥l =1, (w ) « Corme /6 n'ést pas dégénérée et corme /B(Zo , xi) = j}(zo , yi) =0
(i = O 1,2),ona ﬁ(x' R y‘) # 0 . Or on peut remplacer f, par un isomor-
phisne de la forne cf2 s OU ¢ est un élénment # 0O quelconque de K , sans que
1'on cesse d'avoir £, o (o” ) F )(s) = ‘So(s) o f, pour tout s €7, . On peut
choisir c¢ de telle naniere que Jb(x(‘) ’ y(')) =1 ., Comme x et Yo n'ont encore
été déternines qu'a des facteurs constants prés, on peut supposor que
X, = x(') et ¥, = yé o Enfin, on peut supposer que f2 (w w2) =2, . la voit donc
o ¥ 2 Y3 i=0,1,2)
‘qui possédent les propriétés suivantes : il existe des isomorphismes £ fl y Iy
de W, W et W2 sur les espaces M1 Kx + Ky2 ’ MZ sz + KYI et

Kx + Ky + Kz rc,spectlvenent tels que f (Wl) =% , f (w2) =7,
fl(w ) =¥ s *(wz) =X, fz(wl) =y, £ (wz) =Xy f2(w1 2) =z ; sl
F, F;' s F, sont los isomorphismes de SL(W) sur SL(Ml) R SL(W*) sur SL(MZ)
et SL(W,) sur SL(M, ) définis par £, , f1 et f, respectivement, les opéra-

que l'espace V adnet une base composée d'éléments 2z

tions de Z1 sont 1es autonorphisnes s de W pour lesquels il existe un
u e SL(W ) tel que les restrictions de s & M, , M, et M~ soient

%t -l
F, () , (
metrlque seconde de u) ; les opérations de G laissent invariante une forme

) et F (6‘2(11)) respectivenent (o—z(u) étant 1a puissance sy-

bilindaire non dégénérée ) telle que
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Pz, 55) =1 (1=0,1,2),
P(Zo’xi)'—‘ﬁ(zo’yi) /B(X’X) f(yl,y)—o i,5=0,1,2)
Ay, 7)=0 sl 1#]
enfin 2z, eppartient au poids O, X, ou poids s et y; au poids -ai .

Considérons meintenant les opérations de 22 . I1 résulte du corollaire, au
lerme 1 que les espoces Kxo + Kx,l N Kyo + Ky, , Kzo ’ sz , Ky2 sont stables
par les opérations de Z, o Comme Z, st son propre groupc dérivé, les points
2oy Xy 9 Vs sont invariants par lecs opérations de Z2 « Par ailleurs, les res-
trictions des opérations de 22 a Kxo + le sont éviderment tous les autonor-
phisnes de déterminant 1 de cet espace. Les espaces Kxo + le et KyO + Kyl
sont nis en dualité par la restriction de )9 au produit dc¢ cos deux espaces § si
8 € Zz s les restrictions de s & Kx +Kx; et Ky + Ky, sont contragédientes
l'une & l'autre par rapport & cetic re.)trlctlon 3 ces restrictions se déterninent

donc rmutuellement.

Ceci étant, construisons un groupe G comnc suit. Ce sera un groupe d‘auto-
norphismes de l'espace vectoriel Wox WY x w2 s nous identifierons W , w* ’ W2
& leurs inages dans W x W x W,y qui sera donc identifié & la sorme directe des
espaces W w* y Wy oo Le groupe G sera cngsndré par deux groupes Z1 et 2'2
décrits corme suit. Lc groupe Z1 se. conpose des autonorphismes dont les restric-
tions & W, w* » W, sont de la forme u, e , o'z(u) pour u €SL(W) « Les
opérations de 72 laissent fixes les points WiWy , Wy s wg et les espaces
N= sz + Kw, NS = Kwi" + le leurs restrictions & N sont tous les autonor-
phisnes de déterminant 1 de cet espace ; enfin les restrictions d'une opération
de 'Z'z 34 N et N* sont contragrédientes l'une a l'autre par rapport & la forme
b:.lineaire ¥ sur N x N* Qéfinie par X(wz,w ) = \6(wl , w*) =1,

X(w2 R w*) = Y , W ) = 0 . Ceci étant, il résulte de ce que nous avons dit

que le groupe G est :Lsomorphe a G .

On a des résultats entidrement analogues dans le cas ou K est de caractéris-
tique 2 ; il faut seulcment remplacer l'espace W2 par le sous-espace Wé en~
gendré par wf et wz et remplacer la représentation ¢ , de SL(W) par la
représentation 0’2‘ telle que § 2'(u) soit la restriction de 6. 2(u) & Wi
.(u € SL(W)) . Nous avons donc établi le

7N
THEOREME 1. - Tous les groupes algdoriques semi-simples de type G2 (relatifis

b

3 un néne corps de base K) sont isomorphes entre eux.
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3. Sur l'algébre de lie d'un groupe seni-sinplc.

Soient G un groupc algébrique seni-siuple et ¢ son ‘alg'e'orc de Lie. Dési-
gnons par T un tore maximal dc G , et par I son algébre de Lic, qui est une
sous-algébre de « Pour toute racine A dc¢ G par raprort & T , soit T -
un isomorphisme du groupe K sur un sous-groupe de G associé & o ; alors la
forule X =[d7T . ( 5)/d§] —o 4éfinit un élénent Xy do q (g étant
identifié & 1'espace tangent a§ G on son élérent neutre). I1 résulte de ce qui
2 été dit dans 1'cxposé 15 (pe 2 et 3) que g est la sorme directe de ¥ et
des espaces KXO( pour toutes les racines K o Soit \6 un groupe nultiplicatif
3 un parenétrc contenu dans T ; alors la formule XK = (a X(G)/de)e___1 définit
un élénent SK de } o On sait que la dérivéc en (e , €) (ou e est 1'61é-
nent neutre de G) de l'application (s , t) —2 st applique (L , M) sur
L+M (L et M étant des vecteurs tangents & G on e ; l'espace tangent a
"G xG en (e, e) est identifié au produit par lui-nfne de l'espace tangent 2
G en o) ; il en résulte que, si ¥ , Y sont des éléments du groupe (t)

\

des groupes & un paranétre de T (écrit en notation ad itive), on o
K K K
Cp ey = e ¥E
on en déduit une epplication lindaire K s, (T) — L . Cette applicrtion est

un isomorphisme d'espaces vectoriels , corme il résulte tout dc suite du fait que
" (T) a une base (Xl s ese Xn) telle que 1l'application

8 » s 9 ) — TY;’___l YA CH)

soit un isoriorphisme de K"'n sur T . Le dual du groupe r(T) stidentifie au
groupe X(T) des caractéres ratiomncls de T ; on en déduit un isomorphisme de
1'espace vectoriel K e, X(T) sur le dusl l’* de Y 3 nous désignerons par
mK 1l'image dans cet isomorphisme d'un élénont ¢a de X(T) . Si A ost une

racine, nous dirons que X est la racine infinitésinale as ociée & A . On

sait que, pour toutc racine A , il existe un élément Hy et un seul de (1)
qui est changé en son opposé par la symétriec par rapport & ¢ et qui est tel
que O(H 0\) = 2 ; le groupe & un parcmétre Hox est contenu dens le groupe 2 "
de dimension 3 associé & la racine A . Nous poserons

U')(‘ = Hi{( )
dtou

AT ) =2
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L'espace est 1l'espace de¢ la rcpréscntetion adjointe s =2 Ads de G : Ad s

est la dérivée en . ¢ de llapplication 1 ——?sts-1 de G sur lui-méne. 81 t6 T,
-1

la forrule t@ok(s)t = ’C’at(ag(t)g) donne

A £ X, = A,

par ailleurs, T é&tonb corrmutatif, on & Ad t.T =T pour tout Ts& § « Les poids
de la représentation adjointe dec G sont d'une part les racincs (qui sont des
poids de multiplicité 1) et d'autre part O , de nultiplicité égale & dim &
donc au r-ng de G .

Tout honomorphisme £ de G dans un groupe algébrique G! définit un hono-
norphisne de c:.( dans 1l'algdbre de Lis de G (& savoir la dérivée de £ on 1'é1é-
 nent neutrc). En particulier, supposons quc f soit unc roprésentation lindaire

, donc que G' = GL(V) , V étant un espace vectoriol ; 1'algdbre deo Lie de
GL(V) s'identifie canoniquement 3 1l'epace & des endonorphisnes de V 3 1l'hono=-
nmorphisne 43( — @& agfini par P s'appelle la rcprésentation infinitésinale
associée & 3 nous la désignerons par Fi « La représentation adjoi.nte de
GL(V) fait correspondre i tout & &GL(V) 1'autonorphisme X —3sXs~ de ¢ H
les opérations de Ad (GL(V)) 1laiscent donc invariante la forne bilindaire
(X, YY) =—Tr XY sur Ex €, I1 en résulte que, si g est 1l'algébre de Lie de
G, et f une représentation linéaire de , la forme bilindaire (X , Y) — Tr

f i(X) F i(3{) est invariante par les opérations de Ad G . Soit Bp cette forme,
que nous appellerons la forme de Killing de la représentation P « Exprinant 1'in=-

variance de cette forme par les opérations Ad t , t €T , il vient

(1) B?(X‘,U X,B) =0 si d\,ﬁ sont des: racines, AE - ﬁ

B?(U. s Xx) =0 si A est une recine,, Uel

Supposons naintenant que G soit de rang 1 . Dans ce cas , G est isonorphe
soit & SL(Kz) soit a PL(Kz) ;Supposons dtabord que G soit SL(K2) s clest-
d-dire le groupe des matrices de degré 2 et de déterminant 1 . On a alors, en pre-
nant comme tore maximal T le groupe des matrices diagonales contenues dans G,

et en choississant convenablement la racine & ,
1 0 ' 1 ¢ g
T () = ) T ( E) =( 1
X % cg 1 X 0o 1
23

® 0
HOK(G) :(G‘ e"l)
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ol ¢, » c, sont des élénents £0 de K o Il cn résultc que l'on a alors
[(X,,X ,J=ecU_,,avec c=c¢ ¢, # 0 « On vérific facilenent qu'il en est encore

ok - A e e 1 72

ainsi dens le cas ou G est isonorphe a PL(K2 ) (mais il c-nvient d'observer que
dans ce cas, si K ost de caractéristique 2 , on a To(; 0). Soit E une repré-
sentation lindeire de G ; exprimant l'invariance de Bp , on trouve facilcnent
la relation Bf([Xow Uo'\] s X-d.) + BT( Uor\ s [ch , X-o(] = 0, et par suite

ch(U(x,Uc)&) =2 B?(Xo( , x__m) .

Revenons naintenant au cas d'un groupe G quelconque. A toute racine ol
correspond un sous-groupe 2z, de dimension 3 de G qui adnet un tore maximal T(x
contenu dons T 3 XO( et X_ “ sont des élénents de l'algébre de Lie de ZO\- 3 —];e
groupe & un paremétre H , est un groupe 2 paranétre de T, ; la restriction o
de & 3 T, est une racine de Z, et ona ;((ch) =2 . On en déduit que, pour
toute représentation linéaire \’ de G, ona
(2) - chﬁ) o ) = 2 Bl X))

Nous allons appliquer ceci au cas ou G est le groupe de type 62 considéré
en 2 3 nous utiliserons les notations du n® 2 ; en particulier, f sera l'applica-
tion identique de G dans GL(V) . Nous supposerons de plus que K est de carac-
téristique 3 . Considérons un élément T de L ; ona f i(T).x = o, (T).xi ,

fy(0eyy = -—coli{(T).yi 5 ?1(1‘)920‘ =0, d'od

B?(T T) = - 222 (@K(T))z

Soit Hy (resp. U ) 1'é1énent H (resp. U ) relatif 3 K = Xy oo En
exprinant que Hi est change en son opposé par la symetrle Wy par rapport a

X, et en tenant conpte de ce que (H)-2 w(o( )-0( +39, ,
i 1 1
2(0()_052+0§1,11v19nt OK(H2)=-1, a&z(H)u-B.Ilenresulteque
o) =2y ) ==L, ) =1, () =, ()=l wfi)=0
Les 8¥routs *wi(uj) se déduisent des formules que 1l'on vient d'écrire ; on voit

tout de suite que U; et U, sont lindairenent indépendants, donc forment une

base de | , et que ' |

2 2

Tenant conpte des formules (1) ; (2) , on en conclut que T, et X appartien-
1

nent au sous-espace f{o de 3’ composé des X tels que Bp(X ,¥) =0 pour

tout T¢ g , Dais queni T'2 ni X ., n'appartient & cet espace. Il résulte de
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1'invariance de Bp par la représentation adjointe que H ° est stable pour la
représentation adjointe. Or, soit s un élément du normalisateur de T ; il dé-
finit une opération w du groupe de Weyl. Posons, si t €T et si O est une
racine, sts™ = ¢ , S @o((g)s"l = ﬁ'(g) ; 11 vient alors

w~ !

ARG I ACNORIE
Or, si w(AX) est la transformée de la racine <X par W , on a
-1
(w(x))(t) = k(s ™ ts) ;

la formule précédente montre alors que T est un isomorphisme associé & la racine

w(tk) , d'oh 1'on ddduit que Ad s transforme Xy en un multiple scalaire £0
. 3 i € ) ine - s

de X (%) La relation XO(1 g entraine donc X, € 90 pour toute racine

transformée de &, par une opération du groupe de Weyl W ; ces racines sont

z O(l , z (0(2 + o(l) ’ z (3(2 + 2 0(1) + On en conclut que 30 est de dimension 37.

" Lt'espace g/ Y, ©st l'espace d'une représentation lindaire ¢ de G o Désignant

par X¥ la classe modulo 9‘0 d'un ¢lément X€ § , on a X&kz £0 et
@‘(t).ngz = %(t)xﬁz si teT . On en conclut que X, est un poids de ¢~ . Il en
est de m8me des transformés de K, par les opérations d¢ W , i.e. des racines = °‘2 ;
= (% +3a4) , z (o4, +30) . Do plus, on a U; £0, ot U; est invariant par
les opérations de 4°(T) , ce qui montre que O est un poids de 6 ; & est donc de
degré = 7 . Comme g/ﬂo est de dimesicn &£ 7 , onev conclut que cet espace est de
dimension 7 . Nous allons maintenant montrer que cette représentation est simple.
Observons d'abord que,si X , Y€ &, Bp(X , ¥) ne dépend que de x* ot TF 5 Bo dé-
finit donc, par passage aux quotients, une forme bilinéaire B* sur (g/c 0) x (a’/ffj o)
qui est un invardant de la reprdsentation . Ceci dit, soit M un sous-espace
#{0} de 3! / ﬁo stable pour ©(G) . Comme les poids de ¢ sonttous de multiplicité 1,
M est engcndré par des vecteurs de g{/ g o qui appartiennent & des poids. Soit ¢ M
la représentation sur l'espace M ; comme les transformés d'un poids de ¢ M Par les
opérations de W sont encore des poids de 6M , on voit qu'il y a que 3 possibilités:

aeona M= g/ o

be M est engendré par les X;\ pour toutes les racines O\ = I
= (4, +3 ), z (2 o<y +*3 )

ce M est engendré par U, .

2
De plus, le complémentaire orthogonal de M reclativement & la forme bilindaire B* ;

2

soit M , est encore stable par ¢ (M) ; si donc on était dans le cas b. ,
1'espace KU; seralt également stable par &"(G) ¢ Tout revient dono & établir
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que KU; n'est pas stable par ¢ (G) . Or, supposons pour un moment qu'il en solt
ainsi ; coome G est son propre groupe des commutateurs, U;: est alors invariant
par les opérations de & (8) , ce qui signifie que (Ad s)(Uz) -U,¢c 30 pour tout
8 GG +0r on sait que la rcprésentation (Ad S)i de 3 dé3uite de la représenta-
tion adjointe de G n'est autre que la représentation adjointe de 9{ 3 on en
déduit alors que [X , U Je 3’0 pour tout X € tﬁf Or il est impossible qu'il
en soit ainsi, car [U, X.;xz:l = o(z(U XXa, = Xy, n'est pas dans ﬁo . Nous
avons donc bien étab]i que la représentation & est simple. Son poids dominant
est manifestement la racine 2 d.z +3 o4 7qui est le poids dominant 252 relatif
a4 la racine 0(2

la représentation g est une isogénie de G sur le rroupe G! = 6(G) ; posons
= ¢ (T) , et désignons par \P 1'isomorphisme spécial d: Q e X(Tt) sur

Q @ X(T) définie par ¢ . Son exposant radiciel reletlf & la racine 9§2 est 1
(exposé 20, corollaire au lemme 2) ; son exposant radiciel q relatif & la racine
0( est une pulssance de 3 « Soient 0\1 , <7~.2 les racines de O (G) telles que
Y (0( ) = qOQ1 \?(Oﬁ ) =  Tenant compte de la proposition 4 , exposé 18 ,
on v01t facilement qu'il n'y a que deux possibilités : ou bien q =1, et les en-
tiers de Cartan relatifs au systéme fondamental (o(l' : o(‘ ) sont les mémes que
ceux relatifs au systéme fondamental (o(1 s K 2) , oublen g=3 et les ’entiers
de Cartan relatifs & (K , 0(2) sont les mémes que ceux relatifs & (&, , A 1) e
Nous allons voir que c'est la seconde possibilité qui se réalise. Considérons pour

cela la représentation ¢ de Z; induite par ¢ . Les sous-espaces
KXy, + Kkx* =N, KX* o+ kx® =N, , K =N, ,

KX_’E(2 *x,%3 0\1) = N4 , KU;t = Ny sont stables par F(Zl) « Les représentations

sur I\I3 ’ 4 ’ 5 sont triviales. Si om désigne par 6(-; la restriction de o&l

& T, , celle de okz est = (2/2)g~1 (comme il résulte do la formule X (Hl) == 3).
Les poids de la représentatiomear l'un ou l'autre des espaces N, , N sont donec

z (3/2)3% ; checune de ces représentations est donc équivalente & la représentation
simple de poids dominant (3/2)5\‘1- . Comme an est caractéristique 3, il en résulte
que, si &; et G, sont los représentations sur N, et N, , les coefficients
de la matrice qui représente 6-1(?’ (‘g)) (sez; ) relativement & une base de Ny
sont des polynomes en ‘g + Tenant compte de 1a définition des exposants rad:Lc:Lels,
on en conclut que l'exposant radiciel de \? relatif & O\l est 3 . Nous avons
donc démontré que , si K est de caractéristique 3 , et 81 G ost un groupe de

type G, , T un tore maximal de G gt (X, »X,) un systémo fondamental de

racines de G par rapport 3 T tel que la symétrié par rapport a Oﬁl transforme
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0(2 en X, +3 of; » il y a une isogénie de G dont les exposants radiciels par
rapport & A; et oA, sont 3 et ! respectivement.

4, Isogénies d'un groupe de type Gy

/
THE.OREME 2. = Soit G un groupe algébrique semi-simple de type G2 , et soit T

un _tore maximal de G . Soient G' un groupe algébrique semi-simple, T' un tore
maximal de G' et f un isomorphisme spécial de Q o X(T') sur Qo X(T) . Alors
G' est de type G, et est l'isomorphisme attaché & une isogénie de G sur
G' qui applique T sur T' .

Soit (0&1 3 0&2) un systéme fondamentel de racines de G par rapport & T
tel que l'entier de Cartan c(l , 2) relatif & ce systéme de racines soit 3 . Soit
(0(1' , 04'2) le systéme fondamental de racines de G' tel que Y (a&i) = qi 4
qy étant une puissance de 1'exposant caractéristique de K . Soit c'(1 , 2)
1l'entier de Cartan relatif & ce systéme fondamental. On a 3 q, = c'(1, 2)q1 H
comme c'(l , 2) ne peut prendre que les valeurs 0 , 1 , 2 ou 3 , on voit que
l'on a ou bien q; =g, , ct(l, 2) =3 ou bien q =34, , c'(l,2)=13; ce
dernier cas n'est possible qiae si K est de caractéristique 3 ; de plus, si
9 =2q,,o0na c! (2 ,1)=3; G' est donc bien en tous cas de type Gy »
Posons dans tous les cas q = 9 3 1l'isogénie des puissances q-iémes applique G
sur un groupe G de type G2 . Soit T l'image de T , et soit X ‘l'isomorphisme
correspondant de & a X(T) sur Qo X(T) . I1 y a alors un systéme fondamental de
racines (] , ;) de G par rapport & T tel que (-0\:') = aXy i=1,2).
Lt'isomorphisme se met sous la forme X \() , o \p est un isomorphisme
deN‘.ae X(T*) sur Qo X(T) qui applique 0( sur K, et o(i sur 0N, ou
3 &, suivant que 9 =q =q ouque q = 3 q « Supposons d'abord que q; = q »
I1 résulte alors de ce qui a été démontré plus haut qu'il y a des représentations
simples '— (3 de G, G' qui possédent les propriétés suivantes : _F (respu
P) est de p01ds dominant 0\2 + 20&1 (resp. Ap * R ok’) on a E(G) = ?fG )

(M = f(T') 3 si ™ = T(T) , les exposants radiciels des isomorphismes
spéciaux S et 'Sde Qo X(T) sur Q oX(T) et Qo X(T') associés _Q_ et

! sont égaux a4 1 . Il en résulte que \f) 'S "S Par ailleurs, les groupes
X(T) et =x(T') sont engendrés par les racines ; il en résulte que Té est
spécial. Faisant usage de la proposition 6 , exposé 18 , on en conclut que x{}
est associé a un isomorphisme dé G sur G' , ce qui démontre que le théoréme
dans ce cas. Supposons maintenant que q = 3 94 3 la caractéristique de K
est alors 3 , et nous avons vu au n® 3 qu'il y a une isogépie X 1 G
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sur un groupe 8’ qui applique T sur un tore maximal T de G telle que les
exposants radiciels relatifs & oy et X, de l'isonorphisne spécial attaché §=:
cette isogénie soient 3 et 1 respectivement. On peut alors écrire :§'= Xl o ’
o o est un isonmorphisme spécial de Qe X(T') sur Qe X(?} _dont les expo-
sants radiciels sont égaux & 1 . On conclut comme plus hayt que ¢ est attaché

4 un isomorphisme de G sur G' qui applique T sur T s ce qui achéve la

dénonstration du théoréne.




