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Séminaire C. CHEVALLEY
E.N.S., 1956/57 Exposé n° 17

LES SOUS-GROUPES RADICIELS

(Exposé de C. CHEVALLEY, le 6.5.1957)

Notations. Nous désignerons par G un groupe linéaire algébrique semi-simple
irréductible, par T un tore maximal de G , par R 1'ensemble des racines de
G par rapport & T ; pour tout © &R , nous désignerons par Ty un isomor-
phisme de X sur un sous-groupe de G tel que l'on ait

8.2 (M)t = Tola(t) X)) (beT, Nek) ;

~nous poserons P = Ty (K) . Nous désignerons par Q. la composante de 1'élément
_ npeutre dans le noyau de A , par Zy le centralisateur de Qo , par 2},
le groupe dérivé de Z, , par Ty un tore maximal de Z; contenu dans T H
nous désignerons par Wy la symétrie par rapport & la racine o™ , et par g
un élément du.normalisateur de T, dans 2% n'appartenant pas & T, ; o
appartient donc au normalisateur de T et sa classe suivant T est w, . Pour
tout tore T' , nous désignerons par | '(T') 1le groupe ces groupes & un paramé—
tre de T' et par X(T') 1le groupe des caractéres rationnels de T' ; nous po-
serons e (7Y =q ® I'(T) , x% (T') = Q ® X(T') ; on rappelle que
les tores contenus dans T' sont en correspondance biunivoque avec les sous-
espaces de 1'espace vectoriel XQ'(T') , le tore qui correspond a un sous-espace
Y ae x¥ (T') étant 1'ensemble des éléments t tels que X(t) = 1 pour tout
X € Y "X(T') . Les espaces vectoriels PQv(T') et X.Q'(T') gsont en duali-
"£6"1'un avec 1l'autre ; il y a une correspondance bi-univoque entre les sous-es-—
paces Z de FQ"(T') et les sous-tores de T' ; si T" est le tore associé
a2z, M@ =2n0(T) . Le groupe [ (T, ) contient un élément Y °
tel que (Y, )=2, wu (Y )=~ yy -

Nous dirons qu'un ensemble S de racines est fermé si toute combinaison 1li-
néaire & coefficients entiers de racines de S qui est une racine appartient
a S.

Nous désignerons par S un ensemble fermé de racines et par H le groupe

engendré par les Z!, pour tous les o & S . Nous nous proposons de démontrer
le théoréme suivant s
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THEOREME 1.- Le groupe H est semi-simple ; le groupe TH =T nH est un tore

maximal de H ; les racines de H par répport a TH sont les restrictions &

Ty des éléments de S ; il y a un groupe de Borel B de G contenant T tel

que BH = BAH soit un groupe de Borel de H ; BH est engendré par les P

pour celles des racines o « S qui sont négatives sur la chambre de Weyl asso-

cide & B .

Nous aurons besoin au cours de la .démonstration d'un résultat relatif aux
formules de multiplication dans la partie unipotente B d'un groupe de Borel B
de G contenant T . Désignons par R._ l'ensemble des racines & qui gont né-
gatives sur la chambre associde & B ; nous supposerons 1'ensemble R_ ordonné
d'une man:Lere quelconque. On sait que 1l'algébre K[B ] des fonctions numériques
partout définies sur BY est engendrée par des fonct_lons Ve (ot & R_ ) telles

que l'on ait

s=1ly . q Talw(e) (e,

I1 en résulte que l'on a _
vu(ss’_l) =Py (bev sy Vs (8) 5 eoe Ve (8")y ves)

les’ B (.. 5 X oy oo Yo » ...) é&tant des polynomes & coefficients dans X
en 2n arguments X 5 ﬁ ,, (si n est le nombre d' é1éments de R_ ) .
LEMME 1.~ Le polynome Py(... s een s Yo, ...) est combinaison linéaire

, BeR_ X:lﬁ(ﬂ)?fJ (7') pour lequels on a
4, e WO A+ 3P ) =

On a évidemment, pour tout élément t €T, vo((tst_l) = Oa(t)vq(s) ; tenant
S L I

des mondmes ||

compte de ce que t(sa’—l)t , il vient

R (eee /5(1-,)x/5 ) ees ,ﬂ‘(t)Yﬁ,, ves) =

= A (t)Py (.00 Xg s oo Y, cee) e

Si donc on désigne par c¢ le coefficient du mondme

S) il
T pen B )

T pen, AEH (@) cca

il en résulte bien que 1'ona c=0 si o n'est pas égal &
Zﬁ preR (1(B) s+ j(p) p) (en notation additive), se.qui démontre le
: 3 bl .

dans Py , il vient

lemme 1 .
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COROLLAIRE.- Soit A une partie de R_ qui posséde la propriété suivante : si

o s 3 sont des éléments de A et si iw + jA est une racine (i et

étant des entiers >O0) , alors io + j 3 est dans A . L'ensemble B' des

éléments de la forme Ho(eA Se » O sy € B, pour tout S ehA,etou A

est muni de la structure d'ordre induite par relle de R_ , est un sous-groupe de
m
B” .

Los éléments s de B' sont caractérisés par la condition que 1'on ait
vu(s) = 0 pour tout o ¢ A . Ceci étant, si & est unec racine de R._ n'appar-
tenant pas & A ot si on met o sous la forme }_:/3 AeR. (1(R) p+ 3(BY LY,
i1 y a ou bien unc racine B € A telle que i(3) > C ou bien une racine

S3’¢ A telle que j(3') > O ; dans les deux cas on a

Trﬁ s ﬂ/e R._

ce qui montre le corollaire.

(vﬂ (s))i(ﬁ)(vﬂ,(s'))j(/y) = 0 si s, s' sont dans B',

LEMME 2.- Soient Oy 5 wee s O des racines lindairement indépendantes ; la

composante connexe T' de 1'élément neutre dans Qg N ... N Q o est un tore
1 T
de codimension r dans T ; le groupe T" engendré par T 5 eee 5 T est

%

un tore de dimension r ; T'NT" est fini, et ona T =T'T",

Le groupe T' est la composante de 1'élément neutre dans 1'intersection des

noyaux de 0\1 s eee 5O 3 il en résulte que ) I"(T') est 1l'ensemble des

¥ € (1) tels que <y, Ny > =0 (1£1igr) ; comme les o,  sont
linéairement indépendantes, ces éléments engendrent un sous-espace de codimension
r de PQ\ (T) , ce qui démontre la premidre assertion. Munissons f",?x (T)
d'une forme quadratique définie positive invariante par les opéi'ations du groupe
de Weyl ; P'Q' (Td ) est alors, pour toute racine O , le droite orthogonale
3 1'hyperplan de | %(‘T) d'équation o = O . L'espace engendré par les

i ( Td ) est donc le complémentaire orthogonal de 1l'intersection des hyper-
i
plans O‘i = 0 et est par suite de dimension r puisque 0‘1 s oeee 9 O sont

lindairement indépendantes. - Cet espace est contenu dans PQ/( ) ; par ailleurs
il est de la forme P%(Tg) , ou Tg est un tore qui, contenant chacun des Togl,
contient T" ; on en conclut que T" = T(’)‘ » donc que T" est de dimension r . Les. é1é-
ments de r'(T') " sont dans tous les hyperplans O(i = 0 , donc orthogonaux aux
&léments de | (T") 5 on en conclut que My A T () = iO 3 , donec qu
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T' NT" est fini ; 1'homomorphisme canonique de T'T" sur T'T"/T' induit un
homomorphisme de noyau fini de T" , d'ott dim T'T"/T' > dim T" = r et par suite
dim '™ »r +dim T' = dim T , d'od T'T" =T,

Ceci dit, nous allons aborder la démonstration du théoréme 1.

51 & est une racine de S, w, transforme une racine /3 en
A= P (Yq)a , et B (y,) estentier ; il en résulte que Wy trans-
forme en lui-m@me le sous-groupe de X(T) engendré par S , donc aussi 1l'ensem-
ble S et le sous-espace Y de Xg"( T) engendré par S . Appliquant les ré-
sultats de la proposition 1, exposé 14 aux éléments de S et & 1'espace vecto-
riel déduit de Y par extension du corps de base au corps des réels, on voit
que, si r=dimY , il ya r &léments lindairement indépendants Ky eee sy O
de S tels que tout élément de S puisse se mettre sous forme de combinaison
lindaire & coefficients tous 2> O ou tous <0 de Sy een s Sy

r
ces coefficients sont rationnels, car (o] cee g O(r forment une base de Y .

I~

’ Ti = To(i ’
o,= o« . Tout glément & de S est le transformé de 1'un des &, par
i

une opération w du groupe engendré par w

(o]

H
— — . t 1]
Nous poserons w, =W, , P, =k, Qi Qo(i » 2i =2

12 eee o0 W (corollaire & la propo-
. ’ "‘1 . v
sition 3, exposé 14 ) ; comme Woe = WWW 81 A = w. Oli , on voit que le

groupe Wy engendré par les Wy (o € 8) est déja engendré par les W o
De plus, les opérations de Wy transforment en lui-méme le groupe engendré par
Oy s weey O (car wi;ocj appartient & ce groupe si 1<i, j<r ) et par

suite tout &1ément de S est combinaison lindaire & coefficients entiers des & 5

Soient T' 1la composante de 1'élément neutre dans N 2_1 Q et
TH = Tl Tr . I1 résulte du lemme 2 que THT' =T ot que Ty N T' est fini.
Les éléments de T' commutent avec ceux de H ; en effet, si e S , & est

combinaison linéaire & cocfficients entiers des o, , d'oh o(T') = {13 ;

ceci montre que t' commute avec les éléments de Py et de P__ ; il commute
évidemment avec ceux de T, ; comme 1l'ensemble P o P ©st ouvert dans Zy, s
¢' en =st un ensemble de générateurs, ce qui montre que t' qommute avee les .
éléments de 2}, ; ceci étant vrai pour tout o« , t' commute avec les &léments
de H . Comme chaque Z}, est son propre groupe dérivé, H est son propre groupe
dérivé ; i1 résulte alors du lemme 2, ‘cxposé 16 que H N T' est fini. Le tore

TH est contenu dans H ; il est donc contenu dans un tore maximal T, de H ;

H
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comme les éléments de T' commutent avec ceux de EH s -I.‘HT' est un tore qui,
contenant THT' = T, lui est identique. Comme Ty A T' est fini, il en résulte
que EH/TH est fini, d'ol i‘H =Ty ; Ty est donc un tore maximal de H. Le
groupe H AT est un sous-groupe commutatif de H qui contient TH et dont les
éléments sont semi-simples ; il en résulte que H NT = Ty (car le centralisa-
teur de Ty dans H est le produit semi-direct de Ty par un groupe d'éléments
unipotents) ; on aen particulier T c TH pour toute racine & € S . De plus,
si o €8, 1'élément G o , qui est dans H et dans le normalisateur de T ,
est dans le normalisateur de Ty . Nous désignerons par Ny le groupe engendré
par T, et par les o7 (1L =1 «r) ; NH/TH est donc isomorphe au groupe Wy ;
pour tout élément w de WH , nous choisirons un élément Sy de NH qui pro-

duise 1'opération w du groupe dec Weyl de G .

Il y a au moins un élément ¥ de P%(T) tel que 1'on ait * (y) <0

(1 €£i<r), puisque O‘l yoaee s O gont lindairement indépendants. Choisis-.
sons d'autre part un élément Y, appartenant & une chembre de 1'espace P’Q"(T) ;
on peut alors trouver un nombre rationnel a tel que l'on ait

P( Y +a \6’1) # O pour toute racine f de G et de plus

o, (y+a yy) <0 (1€igr);Llélément Y'= Y+ay appartient
alors & une chambre sur laquelle 0<1 s ees s Okr sont négatives ; soit B le
groupe de Borel qui correspond & cette chambre. Nous désignercns par R_ 1l'en-
semble des racines de G aqui sont négatives sur la chambre associde & B , en-
semble que nous supposerons ordonné d'une manidre quelconque, et par S_ 1l'en—
semble SNR_ ; S_ se compose des éléments de S qui sont des combinaisons
lindaires & coefficients £ 0 de 0‘1 yoeee s O Si une combinaison linéaire
3 coefficients entiers > 0 d‘éléments de S_ est une racine, cette racine est
dans S_ . Nous désignerons par B; le sous-groupe de B engendré par les Pg
pour © € S_ ; ce sous-groupe se compose des é1éments de la forme HO(GS_ Seq
avec Sy & Po( pour tout ol ¢ S_ (lemme 1) ; nous poserons BH = BE TH $ nous
nous proposons de montrer que H est la rédunion des ensembles BH GWBH pour

tous les w € WH .

Observons d'abord que H est identique au groupe H' engendré par les Zi
(1 €is<r) . Eneffet, 1le groupe H' contient Ty et les éléments o
(L<i £ r), donc NH . 81 o est un élément quelconquec de S, il y a une

opération w € Wy et un indice 1 (1<igr) telsque w.X, =0, d'od



17-06

-1 ’
' _ 71 . . ' ' ' . _
G‘W Zi o, = Z' ; comme a5, € H' ,ona 2, c H' , ce qui démontre notre

assertion. Désignant par E 1la réunion des BHcr BH , i1 suffira donc de mon-
trer que Z} E C E (1 <i<r). Soit SSJ') 1'ensemble des éléments ;éo‘ de

S. . Soit C; le groupe engendré par les P pour & € S( 1) s ona

B§ C. P . Comme C est un sous-groupe fermé de codimensiori < 1 dans Bg P
clest un sous—groupe dlstlngue de BH . Par ailleurs, si o€ S__l s Wy . of
est de la forme o+ koci ; comme X n'est pas multiple de &, , il ya au

moins un indice j # i tel que le coefficient de °¢j dans 1l'expression de &
comme combinaison lindairec de °<1 g oeee s X soit >0 ; il en résulte que le

coefficient de O‘j dans 1'expression de W, . o egt >0, donc que wi.‘)"é s+t
-1 . .
comme on a <3-'iP°( oy = PWl « 2 onen conclut que oy appartient au nor-

malisateur de C. . Ce normalisateur contient donc PlTlcrlP , qui est dense dans

Zj‘. 3 i1 en résulte que Zi est contenu dans le.normalisatcur de Ci . On a donc
!
2iBg oy By = 04435

— 1 —_— 71 1 @ ! -
=C Z.P.THG‘WBH = Cizi cerHBH puisque P.l Elzi et que o, @appar
tient au normalisateur de H . Supposons d'abord que w cot; € S ; dans ce

cas, observons que Z:.'L e¢st la réunion de PiTi et de P o, Pi , et que

P, o, = c—wa_l o _est contenu dans o~ By . Comme Ci“iTi C By , ona dans
e
ce cas Z:‘;.BH Q"wBH ¢ E . Dans le cas ou w"1 .Wi n'appartient pas & S ,
kY “"1 . "‘1
(- ' ' o - - o - v 7t x
posons W' = W.W , d'lol w e &y W .OﬁicS s comme Zi Zicr“l ’
t — ] s 1 ]
on a Zi oy = Zi oy oy, dui est contenu dans Zi crw,TH puisque g ay, £ oy

(mod TH) . On est alors ramené au cas précédent, et on voit que, dans tous les:

cas, Z:!LBH o—wBH CE , ce qui montre bien que E=H .

Montrons maintenant que BH est un groupe dec Borel de H . Comme c'est un
sous—groupe résoluble connexe de H , il est en tous cas contenu dans un groupe
de Borel EH El-e BH . La formule H = Uwew BH0~ BH m(_:_ntre alors que, pour
établir que By =By > il suffit de montrer'que o ‘#’BH si w est une opé-
ration distincte de 1'identité de wH . Or on sait qu'il existe au moins une
racine € S telle que w.X ¢, S. (Proposition 6, exposé 14) ; on a alors
w.o=-f ob f3 est uneracine de S_ . Le groupe engendré par By et o
contient donc Pﬁ ’ Tﬁ et P—-ﬂ , ce qul montre qu'il contient le groupe non
résoluble Z‘ﬁ , et établit notre assertion. Comme B OH est un sous~groupe
résoluble de H contenant By, ona BAH= By . Si M est le radical de H ,
M est contenu dans By et MOBIU; est engendré par ceux des F, qu'il contient
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(car ce sous-groupc est transformé en lui-méme par les opérations de T ; cf.
proposition 1, cxposé 13). Or, pour toute racine & &€ S_ . Mn Z2'y estun
sous-groupe résoluble distingué de 2} , donc fini, ce qui montre que Py ¢ M
et que M N Bg = {e’; . Le groupe algébriQue connexe M ne contient donc aucun
élément unipotent #£ ¢ , ce qui montre que ses &léments sont semi-simples et que
c'est un tore ; étant distingué dans H , il appartient au centre de H ; mais,
comme H est son propre groupe dérivé, son centre ne contient aucun tore de di-
mension > 0 (lemme 2, oxposé 15) ; M est donc fini, d'ol M= {e} , ce qui
montre que H est semi-simple. On a ™ (K) = B, CH pour tout €8, ce qui
montre que les restrictions & Ty des racines de S sont des racines de H ;
comme la dimension du groupe de Borel By de H est égale au nombre d'éléments
de 8., donc & la moitié du nombre d'éléments de S , il en résulte que les res-
trictions & TH des racines de S sont toutes les racines de H . Le théorémel

est établi.

REMARQUE.- Pour toute racine & € S, désignons par X la restriction de ™ &

TH 3 11 est clair que la symétrie wg par rapport & & , considérée comme

opérant dans [ (TH) , n'est autre que la restriction a P(TH) de 1'opéra-

tion wy sur [7(T) . Par aillours, 1'inclusion Ty —3 T définit un homomor-

o
phisme j : X(T) .__.;X(TH) et il est clair que, si on considére w (resp.
wg ) comme opérant dans .X(T) (resp. X(TH) ) , le diagramme
X L 5 w1y
L8 ; Wt
x(m 3 ()

gst commutatif ; il en résulte que, si /3 est une autre racine de S et si

Wy B =p+kx ,ona vy . p = S +ka .
Les groupes définis A partir d'un ensemble fermé S de racines par le oprocé-

dé indiqué ci-dessus s'appellent les sous-groupes radiciels de G .

Nous nous proposons maintenant d'étudier les sous-groupes distinguds connexes

fermés de G, et notamment de montrer qu'ils sont radiciels. Etablissons d'abord
la

VPROPOSITION 1.- Soient A -1le groupe des automorphismes de G et J le groupe
des automorphismes intérieurs ; le groupe A/J cst alors fini ; si B est un
groupe de Borel contcnant T , A/J est isomorphe 3 un groupe de permutation de

1'ensemble des racines fondamentales par rapport- a B.




17-08

Un automorphisme u de G transforme B en un groupe de Borel, qui est
conjugué & B dans G ; il y a donc un automorphisme uleJu tel que
ul(B) =B ; uy transforme T en un tore maximal contenu dans B , qui est
conjugué &4 T dans B ; il y a donc un automorphisme u, € ulJ = ud tel que
u2(B) =B , u2(T) =T, 81 o est une racine, il en est évidemment de mdme de
la fonction o' : t 3y (ugl(t)) ; de plus, on a uz(Pot ) = Py« 51 ¢
est négative sur la chambre associde & B, on a P,C B, d'oh PO(, <B , et
négative sur la chambre associde & B ; l'application X > ' permute
donc entre elles les racines fondamentales relatives & B . Soit Al le groupe
des automorphismes qui conservent B et T et qui conservent toutes les racines
relatives a T '; le groupe AlJ est donc d'indice fini dans A ; si AO est le
groupe de tous les automorphismes qui conservent T et B, ona A= ‘AOJ et
Ao NJ= Al

de Weyl ne laisse fixes toutes les racines fondamentales). Le groupe Al est un

(car on sait qu'aucune opération distincte de 1'identité du groupe

sous-groupe distingué de Ao et Ao/Al est un isomorphe & un groupe de permuta-
;7 est donc distingué dans A, et A/AlJ
est isomorphe & AO/A1 . Nous allons maintenant montrer que Al CJ . Soit &

tions des racines fondamentales ; A

partir de maintenant u un é1ément de A, 5 on a done u(P, ) = P, pour toute
racine & . Comme les seuls automorphismes de K sont les homothéties, il y a

un élément c # 0 de K tel que l'on ait u(Tgu( A )) = T (e M) (X € K).
Soient 0(1 9 see

sont linéairement indépendantes, il y a un élément t de T tel que

» A9 les racines fondamentales par rapport & B ; comme elles

Cy = Oli(t) (1£1i < 1) ; multipliant u par 1'automorphisme intérieur pro-
5 _
. -1 . . . s
duit par t 5 On se ramenhe au cas Ou les cy (1<1 < R) sont égaux & 1 ;
4 .
supposons désormais qu'il en soit ainsi ; u laisse donc fixes les &1éments des

groupes E, . Par ailleurs, u laisse fixes les éléments de T ; en effet, les
(o4

i
éléments de la forme u(t)t'-l (t €T) forment un sous-groupe connexe T, de T
sur lequel chaque racine est constante de valeur 1 ; comme les racines engendrent

X'Q'(T) » 11 en résulte que TO se réduit a 1'élément neutre, ce qui montre que u

laisse fixes les éléments de T . Par ailleurs, on a u(P_ o ) = P_ o 3 comme
i i
PO(.TO(.P_O(. est un systéme de géndrateurs de Z& > u transforme le groupe
i1 3 i _
' 03 ~ ° 3 '
Zc,. en lui-méme ; comme le normalisateur de Tu. dans ZO(. est Tu. U TO(. crcx‘ 5
i i i i i i

ona u(loy )= bt omw s by étant un élément de T, . Or, soit s' un
i i i
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&lément distinct de 1'élément neutre de P_  ~ ; rappelons que Z2' estla

i : i
réunion des ensembles disjoints Pdilafy&ipdi et 3“12“1 ; s' peut donc se
mettre sous la forme sltlc-o(is2 , ol 819 85 € Rdi ’ tl e,To(i 3 81 5 Sy et
et tl sont laissés fixes par u , et ona

-1 -1
s' Tu(s') = Sy T, b 073132 ;
i

cet élément est d'une part dans P_ ot d'autre part, comme le montre le se-

. i
cond membre, dans E, :u ; c'est donc 1'élément neutre, ce qui montre que u
i
laisse invariants les éléments de P__  alnsi que O 5 onen déduit que u

i i
laisse invariants tous les éléments du groupe 2}, , et par suite aussi du
grouwpe %, = Tzy . Or on sait que les groupes Z, (1 €1 £ £2) engendrent

i i i
le groupe G (théoréme 2, exposé 12) ; u est donc 1'automorphisme identique,

ce qui achéve la démonstration de la proposition 1.

COROLLAIRE.- Soit H un sous-groupe distingué fermé connexe de G ; H est alors

semi-simple ; si H' est la composante connexe de 1'élément neutre dans le cen-—

tralisateur de H , ona G= HH' et HOH' est fini ; le groupe G/H est

semi-simple.

Le radical de H est évidemment transformé en lui-méme par tout automor-
phisme de H ; c'est donc un sous-groupe résoluble distingué connexe de G , ce
qui montre qu'il se réduit & son élément neutre. Si on fait correspondre & tout
s € G l'automorphisme h shs~1 de H , on obtient un homomorphisme de G
sur un groupe A d'automorphismes de H , qui contient le groupe J des auto-
morphismes intérieurs ; A/J est donc fini. Or, si Hé est le centralisateur de
H , 1'image réciproque de J par 1'homomorphisme en question est le sous-groupe
fermé HHé ; comme ce sous-groupe est d'indice fini dans G , il est égal & G
d'oh HH' = G puisque H' est d'indice fini dans Hé . Le groupe H NH' est
dans le centre de H , et est donc fini. L'homomorphisme canonique de G. sur
G/H induit un épimorphisme rationnel de H' sur G/H ; H' cst semi-simple
comme sous—groupc distingué fermé connexe de G ; G/H est donc semi-simple en

vertu du

LEMME 3.- S1 p est un épimorphisme rationnel de noyau fini de G sur un groupe

algébrique G' , G' est semi-simple.
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Le noyau N de P , étant un sous-groupe distingué fini de G , est dans
le centre de G ; si M' est le radical de G' , P_l(M')/N est isomorphe & M',
donc résoluble ; P_l(M’) est donc un sous-groupe distingué résoluble de G ,

et est par suite fini, ce qui démontre le lemme.,

THEOREME 2.- Tout sous—groupe distingué fermé connexe H de G est radiciel ;

pour qu'une partie S de l'ensemble R des racines R de G détermine un

sous-groupe radiciel distingué H de G , il faut et il suffit que chacun des

ensembles S ot R-S soit fermé ; s'il en est ainsi, le groupe radiciel déter-
A — A ——— — ,

miné par R-S est la composante connexe de 1'élément neutre dans le centralisa-
teur de H .

Soit H un sous-groupe distingué fermé connexe de G , et soit H' 1la com-
posante de 1'élément neutre dans son centralisateur. Soient Ty (resp. TH,) un
tore maximal de H (resp. H') et By (resp. BH,) un groupe de Borel de H
(resp. H') . Alors BHBH' est résoluble et connexe, donc contenu dans un groupe
de Borel de G , et THTH' est un tore, donc contenu dans un tore maximal de G.
Comme tous les tores maximaux de G sont conjugués, on peut supposer que
Tylyr ¢ T .« Comme G = HH', un é1ément de T peut se mettre sous la forme ss' ,
avec s €H, s'e H' ; conme s ' ot ss' commutent avec les éléments de TH s
il en est de méme de s , d'olh stsTH puisque Ty est son propre centralisateur
dans H ; on voit de méme que s'ef%p , d'ot T = THTH' . Soit B un groupe de
Borel de G Contenant_ BHBH' , donc T ; le groupe B NH (resp. BN H' ) est
un sous-groupe résoluble de H (resp. H') contenant By (resp. BH.) ; on a donc
BH =BnH , BH' = BN H' , ce qul montre que BH , BH' sont des sous-groupes
distingués de B . Un élément de B 'se met sous la forme slsi ol1 s, eH,
si € H' ; comme slsi et si appartiennent au normalisateur de By » il en est
de méme de 1 d'ol 5, € BH , puisque BH est son propre normalisateur dans H ;
on voit de méme que si € BH' ; ce qul montre que B = BHBH' . Soit Bg 1'en-
semble des éléments unipotents de By ; comme c'est un sous-groupe distingué de
B contenu dans B" , il est engendré par ceux des Py qu'il contient. Soient R_
l'ensemble des racines de G qui sont négatives sur la chambre associde & B et
S_ 1l'ensemble des X €R_ tels qhe Py € BH ; 11 est clair que la condition

X €R_ -S_ entraine Py e BH' . Soit & &5 ; le groupe P_ , qui est con-
jugué & P, dans G, est dans H ; or Zy est engendré par P, et P_« ;

en effet, le normalisateur dans Zi du groupe engendré par Py et P_ contient
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Tq , et est donc identique & Zg , puisque P, T P_ est un ensemble de gé-
nérateurs de Z& ; le groupe engendré par Py et P_  est donc un sous-groupe
distingué de Z}, » et par suite semi-simple ; comme tout groupe semi-simple de
dimension > 0 est de dimension > 3, le groupe engendré par P, et P_
est ZYy tout entier. On a donc 2Z'y ¢ H pour tout o €S_ ; de plus, il est
clair que le groupe B‘H engendré per les P_, pour & € S_ est le groupe de
Borel de H opposé & BH (relatlvement a T ) ;5 1le groupe engendré par les

Zy pour Xe€S_  contient BHBH , qui est une partie ouverte de H ; ce

groupe est donc identique & H . Soit S 1'ensemble composé de S_ et des oppo-

. sées des racines de S_ ; comme les éléments de TH' commutent avec ceux de H ,
il est clair que les racines appartenant & S prennent la valeur 1 sur TH' .

On voit de méme que H' est engendré par les 2}, pour % €R_-S_ ; R-S

est l'ensemble des * & pour A eR_-S_ , et les racines de R -8 prennent
la valeur 1 sur TH . Comme THTH' = T , aucune racine ne peut 8tre égale 4 1 & la
fois sur TH et sur TH' ; S (resp. R-8S ) est donc 1'ensemble de toutes les
racines de G qui sont égales & 1 sur TH‘ (resp. TH) s ce qui montre que S

et R-S sont fermés.

Soit réciproquement S un ensemble fermé de racines tel que R-S soit
fermé. Nous allons montrer que, si ®e8, B e€R-S , tout élément de Po
commute avec tout élément de P . Observons d'abord que, puisque S et R -9
sont fermés, aucun élément de la forme iof + j A3 , o i, j sont des entiers
>0 npe peut appartenir & S ou & R-S ; on en conclut que i + j 3 n'est
pas une racine si 1 #0 , j#0 . Par ailleurs, il y a au moins un groupe de
Borel B contenant T tel que ™ et /3 solent négatives sur la chambre
associde & B ; en effet, o et S Jétant linéairement indénendantes, 1'ensemble
des Y € r“9~ (T) telsque ot(Y) et fB(Yy ) soient < 0 est une
partie ouverte non vide de PQ’*(’I‘) » et rencontre par suite au moins une
chambre. Ceci étant, il résulte du lemme 1 que P, E}g est un sous-groupe de B .
Comme les éléments de ce groupe sont unipotents et comme P, et Pﬁ en sont des
sous-groupes fermés de codimension 1 , Py, et Pﬂ sont des sous-groupces dis-
tingués de dﬁ S s &Ry ,onas’t‘(>\)s = ﬂ(c(s)A),c(s)eK
(le groupe multiplicatif des &léments # 0 de K).L' appllcatlon s — c{s)
est un homomorphisme rationnel (puisque T(c(s)) = s Tx(1)s™ ) de Py dans
K* ; il en résulte que c(s) = 1 pour tout s & P, » donc que tout élément de
Py commute avec tout élément de Pﬁ . Nous avons vu plus haut que 2§ (resp.
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Z}a ) est engendré par B, et P__, (resp. Py et Pg ) ; coome - eSS,

X

- 3 €R~-S , on voit que tout élément de Z'y commute avec tout élément de

Z'ﬂ . Soient H et H' les groupes radiciels définis par les ensembles S et

R - S ; il résulte de ce qu'on vient d'établir que tout élément de H'

avec tout élément de H . Par ailleurs, le groupe HH' contient Z},

commute

pour

toute racine & ; comme il contient tous les T, , il contient T , donc aussi

les Zy =12y T, ce qui montre que c'est G tout entier. La formule HH' =G

montre alors que H ot H' sont des sous-groupes distingués de G . Le théore-

me 2 est donc établi.

Soit S un ensemble fermé de racines tel que R -S soit fermé
ffeR-8 ,w, .8 oestdelaforme f+ka ,k étant un entier

’

’

gi eSS,

cet entier

est nul puisque 1%+ j 3 n'est pas racine si i £0 , §#0 . Soit Z un

systéme fondamental de racines ; alors Z est la réunion de Z NnsS= Zl et

de )~ O(R-8) =Zg , et, 851 o e Zl y S e }:2 , 1'entier de Cartan
relatif & & et 3 est nul. Supposons réciproquement donnée une décomposition

>_= 5 LV 22 de > en deux cnsembles tels que 1'entier de Cartan relatif

3 une racine de Zi et une racine do Zj soit nul si 1 # j . Soit S

(resp. S8') 1l'ensemble des racines qui sont combinaisons lindaires de racines de

>, (resp. ZL’ ) . Alors toute racine appartient soit & S soit & S' . En

effet, si O appartient par exemple a Zl y Wy Dpermute entre elles les ra-

cines de S et laisse invariantes les racines appartenant & Zz , donc aussi

toutes celles de S' ; de méme, si ole ZQ » Wy laisse invariantes les raci-

nes de S et permute entre elles celles de S' . Comme le groupe de Weyl est

engendré par les w, pour o & Z , ses opérations transforment chacun des

ensembles S , S' en lui-m@me. Comme toute racine est transformée d'une racine

de ) par une opération du groupe de Weyl, il en résulte bien que SUS' est

1l'ensemble de toutes les racines. Par ailleurs, il est clair que S et S' sont

fermés.

Munissons XQV(T) d'un produit scalaire défini par une forme quadratique

définie positive et invariantepar le groupe de Weyl ; on voit alors tout de suite

que, & et /3 étant des racines, une condition nécessaire et suffisante pour que

W

~ laisse f3 fixe cst que o« et ([ soient orthogonales.

Nous dirons qu'un systéme de racines est simple s'il est impossible de le

décomposer en deux parties fermées non vides disjointes. I1 résulte alors du

théoréme 2 que 1l'on a la
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PROPOSITION 1.- Pour que G n'admette pas d'autres sous-groupes distingués fer-

més connexes que ie} et lui-méme, il faut et il suffit que 1'ensemble de ses

racines soit simple.

Par ailleurs, dans le cas géndral, soient S1 g e s Sh les é1éments mi-
nimaux de 1'ensemble des parties S # # de 1l'ensemble R des racines telles
gue S et R-S soient fermés ; il est clair que R est la réunion des ensem-

bles disjoints Si . On a donc le résultat suivant :

PROPOSITION 2.- Le groupe G contient un certain nombre de sous-groupes fermés

distingués connexes Gy qui possédent les propriétés suivantes : pour tout i ,

1'ensemble des racines de G, est simple j ona G=G; , «.. , G 5 si 1 £

h ° —
. » P e 4 Z 14 .r\'\\. . .
tout élément de Gi commute avec tout élément de Gj 5 le groupg G1 44 GJ

cst fini.

De plus, on voit facilement que 1'ensemble des groupes Gi est bien déter-

miné par la connaissance de G .

Nous appellerons presque simple un groupe semi-simple dont 1'ensemble des
racines est simple ; les notations étant celles de la proposition 2, nous dirons

que les Gi sont les composantes presque simples de G .




