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Séminaire C. CHEVALIEY
Z.1.S., 1956/57
t=2= Exposé n° 15

IES SYSTEMES LINEAIRES SUR G/B
(Exposé de C. CHEVALIEY, le 8.4.1957)

1.- Compléments au théoréme de BRUHAT.

On désigne par G wun groupe algébrique irréductible semi-simple, par
T wun tore maximal de G , par B un groupe de Borel contenant T , par B*
1l'ensemble des éléments unipotents de B, par T(T) 1le normalisateur de
T, par o~ un élément de T(T) tel que 1'opération correspondente du
groupe de Weyl transiorme la chambre associde &4 B en sa symétrique par
rapport 3 1'origine , par B 1 groupe d::éB o, et par BY 1tensemble des

é1léments unipotents de B . Rappelons qu: B B est une partie ouverte de
5, et que l'application (b , b') —> ob' de BYx B dans G est une
bijection de BYx B sur wne partie ouverte de G (corollaire 2 au théoréme
3, exposé 13). Nous nous proposons d'établir la

PROPOSITION 1.~ L'application {T) , b') = b b' est wn isomorphisme de

';B'u

x B sur une sous-variété ouverte de G .

I1 nous suffira d'établir que cette application est birationnelle
(cf. théoréme 2, exposé 5, les variétés considérées étant normales puisque
non singulitres). Nouc nous servirons pour cela de la notion d'espace
tangent & une veriété.

Soit x un point d'une variété U ; désignons par o son anneau leccal
et par m 1'id¢al premier meximal de ¢ ; o/m est donc un  ¢-module ,
d'ailleurs identique & K . Rappelons qu'on appelle vecteur tangent & U en
x toute dérivation (K-linér re) de 1l'algébre ¢ dans le module o/m .
Les vecteurs tangents & U en x forment un espace vectoriel L(x) ,
1l'espace tangent & U en x , canoniquement isomorphe au dual de 1l'espace
vectoriel m /m2 , ou M ® est 1'idéal engendré par les produits de deux
é1éments de m ; si x est simple sur U, £(x) est de dimension égale
3 celle de U ; dans le cas contraive, £(x) est de dimension > dim U .
Soit f wne fonction sur U & valeurs dans une variété V , définie en un

point x , et soit y = £(x) ; l'application L~ Lo ¢ (o ¢ est le
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cohomomorphisme de f ) est une application lindaire D xf de l'espace tan-
gent & U en x dans l'espace tangent 3 V en y , qu'on appelle la
dérivée de f en x . Ceci dit, nous utiliserons le lemme suivant :

IEMME 1.- Soit f wun morphisme bijectif d'une variété U sur une partie

dense d'une variété V . Supposons qu'il existe un point x € U tel que

Dxf solt une application injective ; £ est alors birationnel.

Soit ¢ le cohomomorphisme de f , qui est un isomorphisme du corps
F; des fonctions numériques sur V sur un sous-corps du corps Fy des
fonctions numériques sur U ; comme f est bijectif, FU est une extension
radicielle de ¢ (FV) (proposition 1, exposé 8). Soit y = £(x) ; soient

a, et Oy les anneaux locaux de x etde y, M et " leurs

idéaux premiers maximaux ; il résulte de 1'hypothese que l'application de

'my/'mi dans mx/'mi déduite de ¢ est surjective, donc que o, est

non remifié par rapport & L(J(Gy) (Exposé 5, App. I) ; ceci entrafns comme
on le sait que le corps des fractions F

U de o, est séparable sur
Y (FV) , donc lui est égal.

On sait par ailleurs que, si g est un isomorphisme d'une variété U
sur une sous-variété d'une variété V , D g est un isomorphisme de 1l'espace

tangent & U en x sur un sous-espace de l'espace tangent & V en g(x) .

Ceci étant, nous pouvons aborder la démonstration de la proposition 1.
Pour toute racine o de G par rapport & T , il existe un isomorphisme
Ty du groupe additif K sur un sous-groupe de G tel que
tfu(x)t"l = Tu(™(t)x) pour tout x € K et tout t « T . L'espace tangent.
& K au point O s'identifie canoniquement & K ; porons Xy = (DO T,) (1) ;
Xy est donc un élément non nul de l'espace tangent ¢ & G en e . Si la
racine o est positive (resp. négative) sur la chambre associée & B, X,

appartient & 1l'espace tangent % (resp. vt 2 B (resp. Bu) en e ,
Soit par ailleurs ! 1'espace tangent & T en e . Nous allons montrer que
la somme % + Z«eR KX, (ot R est l'ensemble des racines, que nous

supposerons ordonné d'une manidre quelconque) est directe. Pour tout t e T ,

soit . ¥, 1'automorphisme intérieur s - tst™) de G.ome

Ct(‘tm (x)) = Ty (x (t)x) 5 si c € K, 1'homothétie de rapport ¢ dans X
est sa propre différentielle au point 0 , d'ox il résulte immédiatement que
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1'automorphisme D ’Ct de U transforme X, en «(t)X, . Par ailleurs,
comme T est commutatif, D, tt laissé ipvariants les éléments de t . Il
existe un élément t € T tel que les o (t) , pour toutes les racines «

soient des éléments mutuellement distincts et # 1 ; comme des vecteurs

b4

propres appartenant & des valeurs propres distinctes d'un opérateur lindaire
sont linéairement indépendants, il en résulte bien que la somme

Zu <R KXQ + 1 est directe. Soient n le nombre des racines positives et {

la dimension de T ; soit R' (resp. R") 1l'ensemble des racines positives

(resp. négatives). Soit g 1'application (xa):xeR' —_ 'TaeR' T (x.“)

on sait que c'est une bijection de KR' sur B (théoreme 1, exposé 13) ;
solt Dyg sa dérivée a 1l'origine O de ol . L'espace tangent a K an
point O s'identifie & &' ; 11 est clair que 1l'espacs (Dog)(KR') -gontient
tous les X, pour & €ER' , et est par suite de dimension > n = dim ' H

il est donc exactement de dimension n , et Dog est une appiication injective.
De plus, (D) (KR') est contenu dans b , qui est de dimension égale 3
celle de BY , donc & n . Il résulte alors du lemme 1 que g est un isomor-
phisme de £ sur B etona bY= ZocéR' K, . On voit de méme que

l'application (b, (%)) cqn) —> ¢ W crt T (x,) est un isomorphisme de
] "

la variété T x KR sur B qui applique KR sur BY et que

bu::zaceR" KX, 5 l'espace tahgent b &4 B en e est ¢+ Y . Ceci

étant, soit f 1'application (b, b') — bb' de BYx B dans G ; il est

clair que (Dof)(l”u x b) contient b% et b , donc est de dimension au

moins égale & 2n +4 = dim G = dim B% x B ; procédant comme plus haut, on en
u

wl x

déduit que f est un isomorphisme de x B sur une sous-variété ouverte

de G .
De plus, la démonstration a donné les résultats suivants :

COROLIAIRE 1.- Soit R 1'ensemble des racines de G par rapport & T,
rangé dans un ordre quelconque ; soit R!' (resp. R") 1'ensemble des racines

de R gqui sont positives (resp. négatives ) sur la chambre associée & B .

1
Alors (xa)b( er' — ﬁ.x eR! Ty (X,) est un isomorphisme de la variété &

sur BY, (*x) e gn — M oert T (x‘x) est un isomorphisme de la variété

i : . 2
K sur B%, (t, %) — tb® est un isomorphisme de la variété T x B
sur B. |
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COROLIAIRE 2.- L'application (b~ , b') — b“crob' est un isomorphisme de

B x B sur une partie ouverte de G .

1
o

zu

u Voo -l.u ' -1l_u _
On a en effet b o'ob = @"O(o“ 0b G“O)b , et o B o—o_B .

COROLLAIRE 3.- Soit ™ 1'application canonique de G sur G/B ; posons
op = T(e) , X, = o,.6p - Alors. b—> b.x  est un isomorphisme de la

. u .. .
variété B“ sur une sous-variété ouverte de G/B .

En effet, BudroB est une partie ouverte de G saturée par rapport &
la relation d'équivalence définie par les multiplications & droite par les
é1éments de B . La sous-variété owverte Ti (B" o B) de G/B est domo
veriété quotient de B o~ B par la restriction de T A cette varidté, et
le corollaire 3 résulte immédiatement du corollaire 2 .

~ COROLIAIRE 4.~ les variétés B*, B, G, G/B sont rationnelles.

Cela résulte immédiatement des corollaires précédents et du fait que
T , qui est isomorphe & une puissance de la variété composée des points
#0 de KX, est une variété rationnelle.

2.~ les systémes linéaires de diviseurs.

Rappelons que, si U est une variété sans singularités, on appelle
diviseurs sur U les éléments du groupe commutatif libre engendré par les
sous-variétés fermées de codimension 1 de U (variétés que nous appellerons
les hyperégrfaces de U ).Si D= Z:j.eivi (les V; étent des hypersurfa-

ces distinctes et les e

on note Supp D , l'ensemble \J; V, . Si tous les o, Sont positifs, on
dit que D est un diviseur positif. ‘

des entiers # O ) on appelle support de D , et

Soit V une sous-variété fermée de codimension 1 de U . L'anneau
local ©o(V) de V est alors l'anneau d'une valuation discrete Oy du
qorps Fy des fonctions numériques sur U , uniquement déterminée si on
ippose que son groupe des valeurs soit Z . Si f est ume fonction nméri-
que #0 sur U, iln'y a qu'un nombre fini de sous-variétés fermées V
de codimension 1 telles que u;v(f) # 0 ; la somme E:V' cuv(f)V est un

diviseur, qu'on appelle le diviseur de f et qu'on note (f) ; les diviseurs
des fonctions # 0 sont dits principaux. Si f et g sont des fonctions
numériques # 0, ona (fg) = (£) + (g) ; les diviseurs principaux forment
donc un groupe. On dit que deux diviseurs sont lindairement équivalents si
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leur différence est un diviseur principal. On appelle systéme linéaire sur

U un ensemble- 2_ de diviseurs qui posséde la propriété suivante : les
éléments de J_ sont tous positifs ; il existe un diviseur Do et un sous-
espace vectoriel E de dimension finie du corps FU des fonctions numéri-
ques sur U +tels que 2_ se compose de tous les diviseurs (f) + DO s OU
f parcourt l'ensemble des éléments # O de E . Liespace E est dit &ire

un espace de définition de 2_ ; tout autre espace de définition de 2Z_ est

de la forme gE , ob g est une fonction numérique fixe., Si on suppose la
variété U compléte, les éléments de J_ aont en correspondance bi-univo-
que avec les points de l'espace projectif P(E) associé & E ; ceci défi-
nit sur 3~ wune structure d'sspace projectif, bien déterminde & un isomor-

phisme pres.

Ceci dit, nous allons étudier les systémeslinéaires de 1la variété
compléte sans singularité G/B . Nous désignerons par T 1'application

canonique de G sur G/B ; nous poserons X = Tr(cro) , Qo = Bu.xo ; an

sait que Qo est une sous-variété ouverte de G/B et que b - b.x = est

un isomorphisme de la variété B~ sur QO ; 0 est donc isomorphe & K-

o
si n=dim B . Solent o, , ..., ®, les racines fondamentales relati-
vement & B ; pour chaque k , soit ¢ une opération du normalisateur de

T dont la classe modulo T soit la symétrie W par rapport a o ; nous

poserons X, = O.X_ . On sait que G/B est la réunion de Qo , dle;:s
Buxk (1 ¢k < 4 ) et d'un certain nombre d'ensembles de codimensions > 1
(corollaire 2 au théoréme 3, exposé 13) ; chaque Bunk est de codimension 1
et contenu dans £) - QO ; son adhérence, que nous désignerons par Ak »
est donc une hypersurface contenue dans §2 - {2 o s et les Ak
(1 ¢k ¢ §) sont les seules hypersurfaces contenues dans 2 - 90 .

Ie groupe G , qui opére sur G/B , opére de maniére évidente sur le groupe
des diviseurs de G/B.; il est clair que toute opération de G +transforme
tout diviseur principal en un diviseur principal. D'une maniére plus précise,
'8i on désigne par pm . le cohomomorphisme de la transformation de G/B
définie par s , et si u est une fonction numérique sur G/B , on a

s. (u) = (/&S_l (u)) .

PROPOSITION 2.~ Soit D wun diviseur quelconque sur G/B . Il existe alors
un systéme et un seul d'entiers e (1 ¢kg £) tel que D soit lindaire-
ment équivalent & :k ey Ak .
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Si V est une hypersurface de G/B qui rencontre 'Qo y v r\ﬂo est
une hypersurface de la variété Qo ; 11 y a un homomorphisme p du groupe
des diviseurs de G/B sur celui de QO qui applique une hypersurface
quelconque V de G/B sur VA si V nﬂo;éﬁ , sur O dans le cas
contraire. Il est clair que, pour toute fonction numérique w sur G/B ,
p((u) = (p () on p(u) est la restriction de u 2 Qo . Par
ailleurs, si W est une hypersurface de K , c'ost l'ensemble des zéros
dans K d'un polynome irréductitle w , ot le diviseur W est (w) ; on
en conclut que tout diviseur de K , et par suite aussi de 2 » » ©8t prin-
cipal. Ceci dit, soit D wun diviseur de G/B ; p(D) peut alors se mettre
sous la forme (v) , o v est une fonction numérique sur Qo , qui est la
restriction a QO d'une fonction numérique u sur G/B . le diviseur
D - (u) appartient au noyau de § , qui est le groupe engendré par les
Ak , de sorte que D est lindairement équivalent & une combinaison lindaire
des A, . Par ailleurs, si Zlf:iek . st le diviseur d'une fonctio:.
numérique u , le diviseur de ?(u) est 0 ; or il est clair qu'une fonc-
tion numérique sur K© dont le diviseur est nul est constante ; ?(u‘) est

donc constante, et il en est de méme de u, d'ok e =0 (tgkgd);
la proposition 2 est donc établie.

PROPOSITION 3.~ Chacune des hypersurfaces Ak est invariante par lies

opérations de B ; tout diviseur qui est transformé en lui-méme par les

’ . u Ky 0 03 » o
opérations de B~ est une combinaison linéaire des Ak 0

Si seBu,ona sBuxkzﬁuxk,d'm“i &.Ak=Ak;si teT, ona
tBx, = tBut"ltxk = Bx, puisque 8% = 8%, e = %, » d'od
t,&k= Ak ; les Ak sont donc invariants par les opérations de B .

Soit D wun diviseur invariant par les opérations de B s Supp D est alors
transformé en lui-méme par les opérations de BY ; or QO est une orbite
du groupe BY opérant dans G/B , et n'est évidemment pas contenu dans

Supp D 5 on a done Supp D €& - 52, ce qui démontre la deuxiéme assertion.

PROPOSITION 4.- Si s € G et si D est un diviseur de G/B , sD est
lindairement équivalent & D .

C'est vrai si & ¢ B en vertu des propositions 2 et 3 . Si s est un
4n 2 . -1
é1ément quelconque de G , ilyaun g € G tel que gsg  €B ; ona
8D = sg'lgD = g"'l (g&g-l).gD ; or gsg"l.gD est linéairement équivalent a

gD , donc & g lgd=D.
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Soit (e) = (el y eee ez) une suite de £ entiers e, > 0 ; nous

k=1 %k Sk
les 8D ) » © € G , font partie d'un systeme linéaire. Pour tout s € G,

désignerons par D(e) le diviseur J_ . Nous allons montrer que

nous choisirons une fonction numérique u, sur G/B telle que
(us) = SD(e) - D(e) ; on peut supposer que u =1 si s € B (proposition

3). Par ailleurs, nous poserons pour toute fonction numérique u ,

VI p__y $tant 1o cohomomorphisme de 1'automorphisme produit
g-1 s-1

par s~ dans G/B ) ; on a done s.(u) = ‘(us) . Comme toute fonction

ros s g!
numérique de diviseur O est une constante, et comme (us,&) = (u.S )+ (us,) ,
s! . * . _
on & us,s—_-c(s',s)uS u, si s,s'€G, avec c(s', s) € XK ; il s'en
. S.‘"S' S" . .
suit que u ., = c(s", s's)e(s', s)u; = ug, uy, , et par suite, si

b,b €B, oeG,

e = o(b,ob)e(e, ) u .

Par ailleurs, soit f 1l'application b — bx de Bt

sur Qo ; pour
tout s € G, la fonction wug est partout définie sur 1, de sorte que

u, o £ est une fonction numérique partout définie sur B% , Si b e BY ,

on a u: o I = (u.S o f)b , ou P représente la transformée d'une fonction
numérique v sur B" par le cohomomorphisme de la translation & gauche

-1
par b

b e B" , engendrent un espace vectoriel de dimension finie. On en conclut

P b
. On sait que, si v est partout définie, les v , pour tous les

que, si ¢ est un élément fixe de G , les Uy »pr  POUT tous les b €& B 5
b' € B engendrent un espace vectoriel de dimension finie ; comme G est
la réunion d'un nombre fini d‘ensembles de la forme B o~ B , on en conclut
que les ug (s € G) engendrent un espzce vectoriel de dimension finie.
Nous désignerons par Z(e) le plus petit systéme linéaire contenant tous

les diviseurs sD () ? 8 €G .

REMARQUE.- Il n'est pas difficile d'étab]:lr (en utilisant le théoreme de
compléte réductibilité) que, si le corps de base K est de caractéristique
0, Z(e) est l'ensemble de tous les diviseurs positifs linéairement
équivalents 2 D(e) . I1 n'en est plus en général ainsi dans le cas ou X
est de caractéristique # 0 .
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Si s € G, nous désignerons par 9(6)(51) la permutation D —» sD
de l'ensemble Z(e) 3 il est clair que P(e) est un homomorphisme de G

dens le groupe des permutations de Z(e) . Par ailleurs, Z(e) est muni

d'une structure d'espace projectif ; montrons que les F(e)(s) sont des
automorphismes de cet espace projectif. Soit E 1'espace vectoriel engendré
par les u_ ; z(e) est donc 1l'espace projectif associé & E . Soit

DeE(e) ’D'D(e)'=(u), ot ué€E; ona SD-D(6)=(uSuS),et

notre assertion résulte de ce que l'application u —> usuS est un automor-
phisme de E . Ie groupe PL( Z(e)) des automorphismes de Z(e). posséde

‘une structure évidente de groupe algébrique ; montrons que P (o) est un
morphisme de G dans PL(2_ (e)) . Nous allons d'abord montrer que sa
restriction & B est wn morphisme. Si s € B, cna u, =1, et il suffira
de montrer que l'application qui, & tout s € B fait correapondre 1l'automor-
phisme u — w$ de E est une représentation rationnelle de B . Or, soit
f' 1'application b—> tx_  de B sur Qo ; pour tout w €E, uo f'
est une fonction numérique partout définie sur B, et u=> uo f' estun
isomorphisme de E sur un sous-espace E' de l'espace des fonctions numé~
riques sur B ; ce sous-espace est invariant par les cohomomorphismes des
translations & gauche de B ; il est alors bien connu que l'é.pplication qui
4 tout b € B fait correspondre la restriction & E' du cohcmomorphisme

de la translation & gauche par b"1 'est une représentation rationnelle de
B . Ceci montre que la restriction de p(e) a4 B est un morphisme. On

conclut alors au moyen du lerme suivant :

IEMME 1.- Un homomorphisme h du groupe G dans un groupe algébrique H

‘qui induit un morphisme de B dans E est lui-méme rationnel.

L'application (b, b') —> h(b)h(cro)h(b') est évidemment un morphis-
me. Il en résulte (corollaire 2) que la restriction de h & la partie
ouverte U = BucroB de G estun morphisme' Si s, est un point quelcon-
que de G , la formule h(s s) h;(s )h(s) montre que la restriction de h
a sOU est un morphisme ; comme G est la réunion des parties ouvertes
aOU , h est un morphisme.

Nous appellerons représentation projective d'un groupe G tout homo-

morphisme de G dans le groupe des automorphismes d'un espace projectif
S sur K;si f et J_ sont les seules varidtés lindaires de 2_
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stables par G et 2_ # § , nous dirons que p est simple.

PROPOSITION 5.- les représentations projectives rationnelles ¢ e) sont

simgles .

Soit 2_' une sous-variété lindaire # f de 2___( stable par G .
Comme 2_' est une variété compléte, il y a2 au moins un po:mt D de '

qui est stable per les opérations de B ; D .est alors de la forme D(e "
pour un systéme convenable (e') d'entlers (proposition 3) ; comme D(e,)
est lindairement équivalent 2 D( o) ? il 1lui est égal (proposition 2), d'ol

(e') = (e) , D(e) € 2", ce qui entrafne 2_' =Z(e) puisque 2_' est
stable par G .

REMARQUE.- On notera que le raisonnement que nous venons de faire montre

que o () ne contient qu'un point invarient par B .

Si ¥ est l'espace projectif associé & un espace vectoriel E , l'espa-
ce P* des hyperplans de J s'identifie canoniquement & 1l'espace projectif
associé au dual de E ; de plus, ¥ s'identifie canoniquement au dual ¥ *
Si p est une représentation projective de G d'espace ¥ , on obtient
une représentation projective p*, de G, d'espace ¥ * , en associant &
tout & £ G 1la permutation H —> sH des hyperplans de # ; on dit que

p* est la contragrédiente de p »Si p est rationnelle (resp. simple),

il en est de méme de 9* ; la représentation contragrédiente de P“

s'identific 3 ¢ .

PROPOSITION 6.~ Toute rgpresentatlon projective rationnelle simple de G

est équivalente & 1l'une des représentations P(e) construites ci-dessus

I1 suffira d'établir que, si p est we représentation projective
rationnelle simple de G , d'espace % , la contragrédiente p“ de p
est équivalente & l'une des représentations P(e) . I1 existe au moins un
point y_ de Y qui est invariant par les opérations de f’(B) , puisque
B est résoluble. Nous désignerons par ® 1l'orbite de ce point relativement
a G. L'applicatibn s — p(s).y, définit par passage aux quotiénts un
morphisme f de G/B sur la variété © ; © est donc une variété
compldte sans singularité. La sous-variété lindaire de ¥ engehdrée par
® est stable par G , et par suite identique & ¥ ; ® n'est donc
contenu dans aucun hyperplan de # . Par ailleurs, il y a au moins un

point H_ de 719* invariant par les opérations de f?’*(B) 5 H, est done



15-10

un hyperplan transformé en lui-méme par les opérations de p(B) . Il est
clair que deux hyperplans quelconques de ¥ sont des diviseurs linéairement
équivalents et que les fonctions numériques v sur ¥ telles que (v)+ H
soit un hyperplan forment un espace vectoriel V de dimension finie. Comme
® n'est contenu dans aucun hyperplan de ¥ , toute fonction v € V
induit une fonction numérique v sur @ ; nous poserons Y (v) = ¢(v),
ou ¢ est le cohomomorphisme de f ; comme la condition .v # O entrafne
v#0, Y estun isomorphisme de V sur un espace vectoriel E composé
de fonctions numériques sur G/B . Il est clair que f(s.x) = p(s).f(x)

si 8 €G, x €G/B; l'ensemble fermé :.I::1 (B, ™ @) est donc transformé en
lui-méme par les opérations de B j; comme cet ensemble n'est pas G/B tout
entier, et comme Qo fit 1'orbite de chacun de ses points relativement &
B, onen conclut que £ (® NE) C P ‘Qo .Si vevV, la fonction v
est définie en tout point de @ n'appartenant pas & Ho , A'ol il résulte
que VY (v) est définie en tout point de Qo , et par suite que son divi-
seur est de la forme D - D' o D, D' sont des diviseurs positifs tels
que D! soit combineison linéaire des A\, . Come E est de dimension
finie, il résulte immédiatement de 1a qu'il y & un systéme (e) et un seul
d'entiers 2 0 tels que l'ensemble des W (v) + D(e) (veV,v#£0) se
compose de diviseurs positifs et n'ait pas de composante fixe (i.e. il
n'existe aucune hypersurface de G/B qui intervienne avec un coefficient

> 0 dans tous les diviseurs de 1l'ensemble). Pour tout H € $* , ddsignons

par vy une fonction telle que (vp)=H - E_, et posons
@) = ($lvy) + D(e) .51 s estun élément de G , et v wune fonction

nunérique sur ¥ (resp. sur ® , sur G/B ) nous désignerons par v° la
transformée de v par le cohomomorphisme de P(s'l) (resp. de la restric-~
tion de p(s"l) 4 @ , de 1l'automorphisme de G/B défini par ™! ).

Il est clair que, si v induit sur ® unme fonction v , v° induit sur
® 1a fonction V° ; comme f£(s.x) = P‘(s).f(x) si x€G/B,s€G, on
en déduit que Y (°) = (¥ (v))® si v €V . Pour simplifier, nous désigne-
rons par sH le transformé d'un hyperplan H de P par p(s) . Il est
clair que 1'on & vy = avg v, d'oh P lvgy) = oY () Y vy )

¢ étant un élément # 0 de K ; on en déduit qu'il y a un diviseur A  ,
ne dépendant pas de H , tel quo j(sH) = sj(#) + A . Comme 1l'ensemble des
j(#) pour tous les H €P" n'a pas de composente fixe, il en est de méme

de l'ensembie des sj(H) ; on en conclut immédiatement que A = 0,
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j(sH) = sj(H) . Par ailleurs, P* peut étre identifié de meniére évidente

4 1'espace projecrif associé & V ; comme Y est un isomorphisme de V sur
E, j est un isomorphisme de l'espace projectif \4* sur le systéme lindai-
re 3(’{) ) . Ce dernier contient D(e) , car ,](H ) = D(e) 3 de plus, il est

stable par les opérations de G ; il contient donc Z(e) Come j (Z (e))

est une variété lindaire de ¥ * transformée en elle-méme par toutes les

opérations de 'P*(G) , cette variét é est ?]0* tout entier, et on &

j(ip’*) = Z(e) . L'existence de 1'isomorphisme j montre que la représenta-
% 2 . 3

tion p° est équivalente a P(e) .

COROLIAIRE 1.~ Si p est une représentation projective rationnelle gimple

de G, il n'y a qu'un seul point de l'espace de ¢ qui soit invariant par

les opérations de P(B) .

Cela résulte immédiatement de la proposition 6 et de la remarque qui
suit la démonstration de la proposition 5.

COROLIAIRE 2.- Soit .p une représentation linéaire rationnelle simple de

G . L'ensemble des points de llespace V de p qui sont inveriants par

les opérations de BY est un sous-espace de dimension 1 .

Soit % (V) 1'espace projectif associé & V ; pour tout s € G, soit
P'(S) 1l'automorphisme de # (V) défini par 1l'automorphisme ?(s) de V ;
il est clair que P' est une représentation projective rationnells simple
de G .Soit V 1'ensemble des points de V invariants par B ; cet
espace est transformé en lui-méme par les opérations de ?(T) 3 il a done

une base (x1 y see xm) composée de points tels que les espaces Kx.i

soient invariants par les opérations de p(T) ; mais les points Kx, de
% (V) sont alors invariants par. B, d'od m ¢ 1 . Réeciproquement, il y a
aumoins un x# 0 de V tel que XKx soit invariant par B ; dans ces

conditions, on &, pour s € B, p(s).x=a(s)x, a(s) . eK s 11 ost claiz

que la fonction a(s) est constente et de valeur 1 sur B



