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EXISTENCE D'ISOGENIES, I

(Exposé de C. CHEVALLEY, lc 20.1.1958)

1, Existence de groupes simplement connexes.

PROPOSITION 1. - Soit G un groupe algébrique semi-ginple. Il existe alors une

isogénic h d'un groupe algébrique somi-simple simplemont connexc G' sur G .

Do plus, T étant un tore maximal de G et T' lc tore maximal de G' tol

que h(T') = T, on peut supposer que les exposants radicicls de 1'isomorphisme
1 do Qe X(T) sur Q ® X(T') attaché & h sont tous dgaux 2 1 .

Soit (Otl s eee s otn) un systeme fondamental de racines de G par rapport
a T ;3 soit ﬁ‘fi lec poids dominant fondamental rclatif i O‘i et soit Fi une
représentation projective simple de poids dominant fD:'L de G . Nous désignerons
par Gi le groupe linéaire associé a la représentation % et par fi 1'appli-

cation naturelle de Gi sur Fi(G) . Soit G' 1a composante algébrique de 1'é1é-

ment neutre dans le groupe des (s1 s eer s Sy s) € G, % «oo x G x G tels que
1l'on ait ?i(s) = fi(si) (1< ig n) 3 les projections de Gy X vee x G %G

sur ses différents facteurs définissent des homomorphismes h1 s vee g hn » h

de G'. dans C_'l s sus Gn’ G ;ona inhi= f)ic’h . Les noyaux des fi
étant finis, il en est de mdme de celui de h . Pour tout s € G , il existe des
s; € G tels que fi(si) = ?i(s) , d'ol on déduit que dim G' 2 dim G ; h

est par suite une isogénie. Soit T' 1le tore maximal de G' telque h(T') =T,
et soit m 1'isomorphisme de Q ® X(T) sur Qe X(T') attaché & h ., Posons
’fj(“i) =qy 0(:.; » 9y étant une puissanco de 1'exposant caractéristique de K et
et 0(; une racine de G' . Soit ‘ti) un isomorphisme de K sur un sous—groupe
de G' associé & la recine Wi 3 si ’p(ai) = q 0(:.'L 'y on g h(’ti(g)) = Ti('gqi) ,
ou Z'l est un isomorphisme de X sur un sous—groupe de G associé & la racine
ai 3 nous voulons montrer quo 9 = 1.0r Fi o ’t:’L est un homomorphisme de K
sur un sous—groupe de f)i(G) formé d'éléments unipotents. I1 en résulte (cxp.
18, RrOposition 3) qu'il existe un homomorphisme Ti de K dans G:.L tel que
£, o-Z‘i= in’L’i « On a donc

(£, o F)EW) = (T EM)) = (g 0 BELE) = £,((h, W)
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il cn résulte immédiatement (le noyau de fi dtant composé d'éléments semi-
i A J = % o .

simples) que hi(’ti(g')) i(§ i) . Or on a

2! = / / =/ .

5 6) = (, (V&) , vov , b (@(E)) , BELE))
il en résulte immédiatement que q = 1 . Nous avons donc montré que les exposants
radiciels de '9 sont tous égoux 4 1 (ce qui montre incidemment que G'  est du
méme type que G) . I1 en résulte que les ?D'i = fg(mi) sont les poids dominants
fondamentaux de G' relatifs au systeme fondamental (0(‘1 9 eee OL'n) . Pour cha-
que i, ?i o h est une représentation projective simple de poids dominant

Tﬁ:fl de G' . Comme cette représentation s'éerit fi oh, , onvoit que h; est

i i

une représentation lindnire simple de poids dominant wi’ de G', d'ol

371’ € X(T') . Ceci étant vrai pour tout i , G' est simplement connexe.

PROPOSITION 2, - Soient G un groupe algébrique semi-simple simplement connexe

et T un tore meximal de G . Pour toute racime de G par rapport & T,

soit 2, le sous-groupe presque simple de dimension 3 de G associé & la racine
%)

« . Les groupes 2, sont alors tous isomorphes & SL (K

Soit (0(1 9 eee an) un systeme fondamental de racines. Comme toute racine

peut 8tre transformée en 1l'unec des &, par une opération du groupe de Weyl, il

suffit de faire la démonstration dansile cas ou o est une racine fondamentale,
soit A= DKi . Soit T le poids dominant fondamental relatif & la racine © ,

et soit { une représentation lindaire simple de. G de poids dominant @ (il

en existe une puisque G est simpioment connexe). La représentation 9 induit une

représentation linéaire P* de Z, si T, est lec tore moximal de 2, contenu

I
dans T , la restriction * de wW a T o;st un poids de f‘* . Or, si w est
la syrnétf'ie par rapport 4 & , ona whd) = - * . Soit &  1la restriction de
*x & T, , qui est l'une des racines de Z, , ot soit W' la symétrie par
rapport & cette racine, opérant dans X(g() ; ona w*(wi_") =W - o , mais
aussi w (@*) = - & ; il en résulte que ¥ = (1/2) & . Puisque (1/2) o

appartient 2 X(T&) » 2, ost isomorphe & SL(K2) .

2. Isogénies attachdes & un méme isomorphisme spécial.

PROPOSITION 3. ~ Soient G et G' des groupes algébriques semi-simples, T et

T' des tores maximaux de G et G', f et f' des isogénies de G sur G'

telles que f(T) = £'(T) = T' . 8i les isomorphismes spéciaux de ‘9”@ x(1") sur

kN

Qe X(T) associds & f et f' sont idéntiques, ona f'=fo g, ob g est
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un automorphisme intérieur de G produit par un élément de T .

Faisant usage de la proposition 6 , exp. 18 , on voit qu'il y o une isogénie
g de G sur lui-méme qui applique T sur lui-méme, et qui posséde les propriétés
suivantes : ona f'=1f o g, et 1l'isomorphisme spéeial de @ & X(T) sur lui-
méme attachd & h est lfautomorphisme identique ; de plus, g est un automorphisme
de G . Il est clair que g coincide avec 1'identité sur T . Il en résulte que
h est un automorphisme intérieur produit par un élément de T (cf. la démonstra-
tion de la proposition 1 , exp. 17).

PROPOSITION 4. - Les notations étant celles de la proposition 3 , soit de plus
le s see un) un systéme fondemental de racines de G par rapport & T

pour chagque i , soient Zi le sous-groupe presque simple de G associé & <xi ’

Ti lc tore maximal de Zi contenu dans T -gf Si un élément du normalisateurde %

dons Zi n'appartenant pas & Ti » Supposons que G et G' soient simplement
connexes, que les isomorphismes spéciaux associds & f et f' soient identiques
et que f’(éi) = f(si) pour tout i . Ona alors f'=7f .

Comme Zl 9 see Zn ongendrent G , il suffit de montrer qus, pour tout i ,
les restrictions f, ot fi de f et f' & z, sont dgales., Comme f'=foh,
ol h -est un automorphisme intéricur de G produit par un élément de T , d'ou
h(Zi) = Z; pour tout i, ona fi(Zi) = fi(zi) . Soit Tf = f; (T ) = f'(f.' )
comme fi et fi coincident sur Ti s les isomorphismes spec1aux de ,Q“a X(T{)
sur Q ® X(Ti) associds & f, et fl sont identiques ; il on résulte que
f{ = fi ) hi , ol hi est un automorphisme intérieur de Zi produit par un
é1ément t, de T, . Par ailleurs, f, est bijective. En offet, s'il n'en étnit
pas ainsi, le centre de Zi serait d'ordre 2 , de sorte que la caractéristique
de K serait #2, et z{ = fi(Zi) serait isomorphe a PL(KZ) ; mais 2}
est le sous-groupe de dimension 3 de G' associé 3 une racine de G' par rapport
& T' et est par suite isomorpho 2 SL(KZ) puisque G' est simplement connexe.
L'égnlité fi(si) = f{(si) entraine donc hi(si) = s; . Il nous suffirg de
i ti 8y = 'bi
et par suite ti = e (1'é1ément neutre). Or,

montrer que ceci entraine que h, est 1'identité., Or on a s;l 1

d'ol s, = t; s, t7! = 85 t~2
i"ii :

T, est isomorphe au groupe multlpllcatlf K* des éléments #0 de K . Si K

. est de caractéristique 2 , la relation t2 = e entraine ti = ¢ . Sinon, Ti

n'a qu un scul élément d'ordre 2 , et cet élément appartient au centre de Z ’

car Z , étant isomcrphe & SL(K ) , a un centre d'ordre 2 . Donc, dans tous les

cas, ti appartient au centre de Zi s ce qui montre que hi est 1'identité.
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PROPOSITION 5. — Soient G un groupe algébrique semi-simple, T un tore maximal

de G, (0‘1 y eee s p(n) un systéme fondamental de racines de G par rapport &

T . Pour chaque i , soit Zi le sous-groupe presque simple de dimension 3 de

G associé a O‘i ’ Ti le torc maximal de Zi contenu dans T et Sy 9 s{ des

B

é1éments du normalisateur de Ti dans Z:.L n'appartenant pas a Ti . I1 existe
= L oo

alors un élément t de T tel que ts, 7T = sj!' (1<i<n).
On a s:!L = ti 8y ou t'i est un élément Ae T:.L . Observons maintenant que,
pour tout t<« T, ona tZi t—l = Zi R tTi t'"l =T, 3 il en résulte que
-1 -1 . . .
tsi t s;” € Ti . Soit f 1'application
-1 -1 -1 -1
t—-—;(tslt S| 9 eee s b8t sn)

de T dans Tl

Montrons qu'il est de noyau fini. Soit t un élément de ce noyau. L'opération du

X eoe X '].‘n . Coome T est commutatif, f est un homomorphisme.

groupe de Weyl qui correspond 2 S5 est la symétrie par rapport & (Xi ; on a
donc 0‘1(51 £t s;l) = (Oki(t'))'~1 pour tout t'é& T , A'ol Q‘i(t) =+1 (1<1i<n)

d'ou notre assertion résulte immédiatement. On en conclut que

dim £(T) = din T=n=din Ty x ... x T
d'ol £(T) = Ty % eee x T, cO qui démontre la proposition 5 .

3. Enoncé du théoréme. Notations.

Nous nous proposons de démontror le théoréme suivant ¢

THAOREME 1. — Soient G et G' des groupes algébriques semi-simples, T et T

des tores maximaux de G ot G' et ¢ un isomorphisme spécial do Q ® x(T*)

sur Q ® X(T) . I1 existe alors une isogénie f de G sur G' telle que \?

by

soit 1'isomorphisme spécial attaché & f .

Nous utiliserons les notations suivantes. Pour chaque racine X de G par
rapport & T , nous désignerons par 'C'OL_ un isomorphisme de K sur un sous-groupe
de G associé & X et par Zo( le sous-groupe presque simple de dimension 3 de
G associé & X 3 si &' est la racine de G' telle que k?(uﬁ = qx)x , q(®)
~ étant une-puissance de 1'exposant caractéristique de X , nous désignerons par
1:«' un isomorvhisme de K sur un sous-groupe de G' associé & &/ et par Zb:
le sous~groupe presque simple de dimension 3de G' associdé 3 o/, Si X et B

sont des racines de G , nous désignerons par Zo( 8 le sous-groupe radiciel de G
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défini par 1'ensemble des racines qui sont combinaisons lindaires & coefficients
rationnels de & et et par 'P le sous—groupc radiciel de G' défini par
1'ensemble des racines qui sont combinaisons linéaires a coefficients rationnels

[
Nous désignerons par T, (resp. T} , 'I(‘,,\% ’
Zy, 3 Ty s Z;Lb) contenu dans T (resp. T', T , T'). Nous désignerons par
FUT) et AT') los normalisateurs dec T et T' ; pour toute racinc X , nous
désignerons par s, (resp. sk ) un élément de AT) N Z (resp. MUT') n 2ZY,)

non contenu dans T (resp. T'). Nous désignerons par (0<1 y see s Otn) un

de &, j’“{ 3 2 # et Zb:p sont donc des groupes semi-simples de rang 1 ou 2 .

T ) le tore maximal de 2, (resp.

systéme fondemental de racines de G 3 pour chaque i , nous désignerons par
?

o« la racine de G' telle que @) = qq q; étent uno puissance do

s 2
1'exposant ceractéristique de K ; 0(1 ’ 1 ta\n forment donc un systéme fonda—
mental de racines de G' . S8i &= in , hous écrirons "C ’ Zi ’ T:.L s S, Z;/ ’
z}'y T , sy aulieude T o Zx s T s 80 Y s G s %( > 8y o Si
K = 'xi , b= o<j , nous écrirons Tij » Zij , Tj'.J , Z:!Lj au lieu de ’fles, Zo(p’
T b 2;55.

I1 est clair qu'il existe un homomorphisme fq de T sur T' tel que
f\(f (t)) = (\.()(7(/))(’0) pour tout t € T et tout caractére rationnel X’ de T'

Si

i 14

si v est attaché 3 une isogénle f de G sur Gt , f prolonge fT .
o , f> sont des racines, foq applique T(‘xﬁ sur dﬁ .

PROPOSITION 6. - Si § ost attaché A une isogénie f de G sur G', ¢ est
aussi attaché & une isogénie f' de G sur G' tellec que 1l'om ait f'(si) = s}
(1£ig n)

On a évidemment £(Z; S’>) = 24p s f@ﬂ(T))can(Tv) ; f(s,) est donc un 618+
ment de 2} n']ﬁ,(T') , Comme on a s ts = ¢~1 pour tout t €T , ona

v-f(s ) ¢! f(s ) = g1 pour. tout t' € T4 . Il résulte de 1a qu'on a
— 1 1} s
f(si) =t} s} (L€ ign)

_ avec des . t' € T' . I1 y a un automorphisme intérieur h' de G' , produit par
un &1ément de T' , qui transforme f(s ) en S:{ (1=1 <n) (propasition 5) 3
posons f! = h' o £ . L'application f' est encore une isogénie de G sur G' ;
comme h' laisse fixes les éléments de T' , ona f'(T) = T' et 1'isomorphisme
spécial de Q e X(T') sur Q e X(T) attaché & f' ost oncore ¢ , ce qui aé-
montre la proposition 6 .
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[N

Soient * et > des racines de G ; la rostriction de fT a T . est
une isogénic de ce groupc sur Ti, ; cllc définit un isomorphisme ) o de
Qe X(T&p) sur Qe X(%(!5) qui applique X(T&ﬁ) sur un sous—groupe de X(Taﬁ) .
Considérant T 3 et T p commo des tores maximaux des groupes Z_, et Z&(,: R
montrons que ‘Kxfa est spécial. Les racines de Z‘; sont les restrictions &
To'(p de celles des racines de G' qui sont combincisons lindaires rationnelles de
o/ et j’)’ . 81 ¥’ cst 1'unc 4e ces racines, on a c?(\&') =q(¥)Y , ot ¥ est une
racine de G qui est combinnison lindaire rationnelle de & et f’ s et on
obhtient de cette mani3re toutes les racines de G qui sont combincisons lindaires
rationnelles de &K et f’ 3 de plus, il est clair que ¢up applique la restric-
tion de X’ & To'(ﬁ sur le produit par q(X) de 1la restriction de & & Tap 3
ceci établit bien que Yap est spéeial., Or Zo(ﬁ est de rang 1 ou 2 ; s'il est
derang 1 , i1 est de tync Al 3 s'il ost de rang 2 , il ost do 1l'un des types
Ay, C,, G, ou A +A . Faisant uscge des théordmes 1 (exposé 20), 2 (expo-
sé 22), 3 (exposé 22) et 2 (exposé 21), on obtient le résultat suivant

PROPOSITION 7. — La restriction de f, & T peut se prolonger en une isogénie

T o fo

: '
do Zyy sur Zog.

Démontrons maintenant la

PROPOSITION 8. — L'application fT peut se prolonger en un épimorphisme de 3\’),(1‘)
(1<i<n).

sur W(T') qui applique s; sur s!

Désignons par W 1le groupe dec Weyl de G et par vy la symétrie par rapport
a <><i . Introduisons un groupe libre WX & n générateurs w; (1 ¢i<n) ; 11
y a un homomorphisme a¥ de W* dans le groupe des automorphismes de T qui
associe & tout w; 1'automorphisme t — 85 ts;:1 de T ; formons le produit
somi-direct IM(T) de T et W' relativement aux ondrateurs a“(w") ; nous
considererons T comre un sous-groupe distingué de ce groupe. Il est clair qu'ilya
un hanomarphisms U* de ANT) dans gn(T) qui coincide avec 1'identité sur T et qui
applique w;‘_ sur s, (1 € i< n) . Déterminons le noyau U' de u" . Si i
et j sont des indices entre 1 et n, soit m(i , j) 1'ordre de 1'é1lément
i tij € T, I1 est clair que U* contient

v, de W ; posons- (si sj)m(l’J)
le plus petit sous—groupe distingué U de 9 (T) qui contienne les éléments

W

o * |l

2% =t wned)
ij ijyvi v

Nous allons montrer que 1l'on a U: =" . L'homomorphisme u* définit par- passage
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aux quotients un homomorphisme uz de ‘mf(T)/U* dans CKKT) dont i1 suffira de
montrer que c¢'est un monomorphisme. Il est clair que u induit un isomorphisme
1 de
Q{L(T)/TU dans YT)/T déduit de uz par passage aux quotients est un monomor-

de TU*/UZ sur T ; il suffira donc de montrer que 1! homomorphlsme u

phisme., Or }ﬂ/(T)/T est canoniquement isomorphe a W* et le groupe qui corres-
pond & TUO/T dans cet isomorphisme est le plus netit sous-groupe distingué de

W* contenant les (w vy )m(l’J)

On sait que ce groupe n'est autre que le noyau
de 1'homomorphisme de w* sur W qui applique wi sur Wy (1€ ix<n) (expo-
sé 14 , théoréme 1). On en conclut que 1l'ordre de ¥ (T)/TU* est égal a celui de
W , donc & celui de ¥YT)/ T . Par ailleurs, u @ﬂ.(T)/TU ) contient les classes
des 83 modulo T et est par suite 3ﬂiT)/T tout entier, ce qui montre bien que
u? est un monomorphisme, et méme que uo est un 1somorohlsme de 3ﬂ—(T)/U sur

AT)/T .

Ceci étant, montrons que fT se prolonge en un homomorphisme % Qe ?{t(T)
dans X(T') qui applique w sur s} (1< i €n) . I1 suffit pour cela de
montrer que l'on a s; fq (1:)8"'"1 =f (s ts; l) si t€T. Or, désignons par
]( un caractére ratlonnel quelconque de T' et par w' la symétrie par rapport

N !
a4 % j;ona
i

X'(s! £5(8)s]™h) = XD (Eg(8)) = (§la3 (X)) ()

mais on sait que 1l'on a W o wi =W © P (exposé 18 , propositicn 4) ; la formu—

le & démontrer résulte immédiatement de 1la.

Montrons maintenant que U* est contenu dans le noyau de £* . I1 suffit de
montrer que, 8i i et J sont des indices entre 1 ¢t n, z;j appartient
au noyau de £* . Or la restriction de fT a Tij peut se prolonger en une iso-
génie fij de Zi' sur Zi. (proposition 7), et on pout méme supposer en vertu
- . . . - ] - 1 . 2 ]
de la proposition 6 que fij(si) 85 » fij(sj) 83 I1 en résulte que 1l'on

a
'fT(ti.) = (s! é‘.)m(i’j)

d'oh il résulte immédiatement que 1'on a % (27 J) 1 . I1 résulte de 14 que £*
définit par passage aux quotients un homomorphisme gh(T) de YUT) dans HYT?)
qui prolonge fT et applique s; sur s (1< i< n) . Cet homomor-

phisme est un épimorphisme car an(T') est engendré par T' et par los s; .



23-08

Nous désignerons dans ce qui suit par %:WIT) 1'homomornhisme (évidemment
unique) de YYT) sur XYT') qui prolonge fn et applique s, sur s_,:_ (1¢ign)
Soient & un élément quelconque de ¥YT) et w 1'opération correspnondante du
groupe de Weyl ; posons faﬂ('l‘) (s) = s' et soit w' 1l'cpération du groupe de
Weyl de G' définie par s' ; w ot w' sont alers 1ids par la relation
ow'=woy . Soit en effet X’ un caractére rationnel de T' , On a, pour

b€ T, Y (Gypy (&7 9)) = GG (7 8) = ((w o )(XD)(5) 5 mais le pro-
mier membre est aussi égal a }('(s’"l fT(t)s') , donc & |

W (N Ep(E)) = ((gow) (YN

ce qui démontre notre assertion.

Montrons que l'on 2 f(soa) e Z! pour toute racine % . Il y a une racine
fondamental ¥y et une opération w du groupe de Weyl telles que X = W'O.SL )

soit § un élément de ¥U(T) qui produise 1'opération w . Il est clair que
-1

. - "'l N -
= Z_, , de sorte que l'on peut écrire s, = ss; 8, ou

1 -
1l'on-a alors sZi s o

i
est un élément de Zi qui ne différe de s; Que par un élément de Ti . Il en
2 ] ... 1 al_"l | . ]
résulte que l'on a £, (qy (sy) = 8 %\«(T) ('Ei)u , cn posant &' = 5‘\('1') {s) . si
w' est 1'opération du groupe de Weyl de G' qui correspond & s' , il résulte
] ] v ¢ §
de la relation fﬁ‘\(T) ('Ei) €Ty sl €27 que SMT) (sq) appartient au groupe

Z'/S’ avec = w'(oc’i) . Or on a
¢(p) = W(‘f(“;)) = Q(O‘i) W(O(i) = Q(ui)o‘ ,

ce qui montre bien que ﬁv’ n'est autre que la racine &’ de G' qui correspond

a4 &, Nous pouvons donc supposcr les sl choisis de telle maniére que 1'on ait

i;ﬂ,(T) (Sd) = Sé‘
pour tout K ; c'est ce que nous ferons désormais.

PROPOSITION 9. — Soicnt G un groupe abstrait et h un homomorphisme de G

dans G ; supposons les conditions suivantes satisfaites

1° G* contient un sous—groupc XV (T) tel que h induise une bijection de

. . N ) *
ce groupe sur FYT) - ; si « est une racinc de G , on désigne par sy 1'élé~

ment de A (T) teol que h(s:) =s§, 3 on désigne par T*; le sous-~groupe de

¥(T) tel que h(Te) = T 3 81 o , f sont des racines, on désigne par T;,g
~ le sous-groupe do AV (T) tel que h(T:p) = Tm)f,: ;
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2° pour chaque racine &, G* contient un sous-groupe Zf( tel que h induise

une bijection do ZZ‘( sur Z., et que Tﬁ - ZZ , si'f( € Z*; H

3° 81 & et sont des racines de G ¢* contient un sous-groupe Zz;
5L & ot ’ P

tel que h induise une bijection de ZZ‘P’ sur Za;; et que 1'on ait Z; C Z:ﬁ

pour toute combinaison lindaire rationnelle X de x et (‘) qui est une racine ;

40 G est engendré par les Za;( nour toutes les racines « . L'homomorphisne

h est alors un isomorphisme.

Nous choisirons un groupe de Borel B de G contenant T . Rappelons que,
si [(T) -est 1o groune des groupes & un paramétre de T , 1l'espace vectoriel
Qe U(T) est en dunlitéd avec 9@ X(T) . Nous choisirons un élément A de la
chambre de Weyl C qui correspond & B tel que les valeurs prises en 3\-par deux
racines distinctes soient toujours distinctes. Nous Aésignerons par §3 5 eee gN
les racines qui sont négatives sur C arrangdes dans un ordre tel que l'on ait
%1(}\.)< 52('}\)< oes <SN(>\) ; les Si(/\) étent < 0 , on voit que, si Sk est
combinaison lindaire &4 coefficients entiers >0 de Si et %ﬁ s On a
k <min (i, j) . Soit B 1e groupe dos &léments unipotents de B ; si
l<«ig¢ XN, B n 2z est un groupe Pi isomorphe & K ; nous désignerons par
P; le sous-groupe d% Zg. tel que ~h(P;) = Pi .51 1<%k <N, nous désigne-

i 'encer €
1 v By (i.e. 1'ensemble des Uy ees Uy, Wy Pi)

rons par Blli‘ 1'ensermble - P 5

et par B;u 1l'ensemble Pi P P; « I1 résulte du cofollaire au lemme 1 , exposé
17 , que les Bk sont des sous—groupes de B . Montrons que ce sont des sous—
groupes distingués de B . Comme choque Pi est transformé en lui-méme par les
automorphismes intérieurs produits par les éléments de T , il suffira de montrer

que, si u € Pi s» 1 étant un indice quelconque entre 1 et N s On a

) w7t =Bl
or il résulte encore du corollaire au lemme 1 , exposé 17 que B;‘ Pi est un
sous—groupe de BY » puis du lemme 1 , b., exposé 13 , que BE est un sous-
u *u

groupe distingué de Bk Pi . Montrons maintenant que Bk est un sous—groupe

distingué du groupe B* engendré par les Pz . Nous procédons par récurrence
sur k ; désignant par B:u le groupe réduit i son élément neutre, supnosons
que k >0 et que notre assertion soit vraie pour k - 1 . Il résulte immédia-
tement de 1l'hypothése inductive que B;u est un groupe ; pour montrer qu'il est
distingué, il suffira de montrer que, si i » k, 0¥ e P; s, On a

* % *-1  _x
quu gBk .
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Ilous utiliserons pour cela le groupe . Posons u= h(u) ; soit v' un

*
Z‘Sigk
é1ément de P; et soit v = h(v*) . L'élément vyt est dans le groupe engendrd
par les P, pour les j» k tels que Sj soit combinaison lindaire & coefficients
entier 0 de 51 et Sk » le coefficient de &k étant # 0 . Les groupes P;
corracpordents sont dans Z‘?igk ; comme h induit un isomorphisme de Zzl gk

* _*% ko] ) , * .
suxr Zg\.g s U VvV ou est dans le groupe cngendré par les ,Pj pour les j
i“k

possidant les propriétés indiquées, donc est dans B;:u , cc qui montre que B;u
est distingué, On conclut de 13 que B*Y = BEU‘ . Comme un élément de BY ne se
" met cue d'une seule maniére sous la forme Uy ees Uy, avec ug € Pi (1gigN),

. . . . *
on véit que h induit un isomorphisme de B*u sur B ,

Nous ddsignerons par T 1le sous—-groupe de 4V*{T) tel que
n(T™) = T . Ce groupe est engendré var les Ty  pour toutes les racines & = Si .
Si X = ‘Si et si  est une racine qheleonque, 1'existence de 1'isomcrphisme
induit par h de ZZ B sur  Z,p montre que le normalisateur de P; contient
T?, 3 ceci &tant vrai pour toute racine ° , on voit que le¢ normalisateur de
P;‘_ contient T . Ceci &tant vrai pour tout i y le normeliscteur de B*"
contient T . On en conclut que B* = B*™ 7" est un sous—groupe de G* § comme
B est produit semi-dircet de BY et T » h induit un isomorphisme de B* sur
B .

- Pour chague opération w du groupe de Weyl W de G , nous choisirons un
élément s(w) de ¥YUT) dont la classc modulo T soit w (en identifiant W
a YYT)/T) ; nous désignerons par s (w) 1'élément de M (T) tel que

n(s*w)) = sw) ; on peut suproser que s(w) = sx , s (W) = S« Si w est

a étrie w ar rapport & unc racine X , Nous suonosercns de nlus que B
la s I, P f !

est le groupe de Borel qui correspond au systéme fondamental (0‘1 s eee s O(n) .
Pour toute racine ® , nous désignerons par B, 1lec sous-groupc unipotent de G

« s o . R s
& 3 onadonc B =P, K= o < = H
associé a la racine 3 on a don b = By st L s P © 2 Z__.o‘ H

nous désignerons par P; le sous-~groupe de Zf;_ tel que h(P:;) =B . Montrons
que 1'on a s (w) %f (sm(w))"1 = P:(oc) « I1 suffit évidemment de le montror

gquand w est la symétrie par rapport & une racine ﬁ (car, pour toute racine o ,
le normalisateur de P;i contient T%). Or, dans ce cas, s (w) et 13: sont
dans Z:;g, et 1'assertion résulte de ce que h induit un isomorrhisme de Z;ﬁ
sur 2 xR

Si wé&W , nous désignerons par BS (resp. B""u) le groupc engendré par les

Pi pour lesquels w'—l(&i) est la forme -~ Sj (resp. Sj) s on sait que
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B™ = Bw B_"J (exposé 13). Nous désignerons par Bwu et B,:, les sous-grouncs

de B*Y = B 1™

L4

qui sont appliqués sur BVU: et B"‘,u par h 3 on a donc B*¢

Si whl(Si) = gj , on a P; s*(w) = s™(w) P’; ; il cn résultc que 1'on a

*

* X _ pHu ¥
s (w) B” = B,

(w) B* .
- ' . :

Si X est une racinc fondamentale, le groupe BW'"u est engendré par les P;
pour tous les i tels que Si # o 3 nous le ddsignerons par Dy . Si w(x) est
la symétrie par rapnort & X, w(xX) nermute entrc elles les racines Si qui
sont # & ; il en résulte que s; aprartient au normalisateur de If; . S0it
1(®) 1'indice tel que A= §, 1 (x) ; le groune h(Q:) est un sous-groupe distingué
de B, d'ol il résulte que D9< est un sous-grcune distingué de B* . Le norma-
lisateur de Dd\ contient donc P 1 ) et To( ; contenant aussi Stx » 11 contient
1 Py T* ot le transf do Pi Y ;
es groupes i(x) 7 et le transformé de i() PAr  Sx » groupes qui engen-
drent le groupe Zo( (en vertu du fait que h induit un isomorphisme de ZZ
asu as

(w) B*
pour tcus les w &€ W . Nous allons montrer que l'on a Z; G: < C—:» pour toute
racine fondamentale o ., I1 suffit de mcntrer que 1l'on a Zg B s*(w) B* ¢ G; .

sur Z, ). Désignons par G: la réunion des ensembles B’ s (w) B* =

Comme B* = D* P;Qx) ™ , et comme Z:( est contenu dans le normalisateur de
D& et contient Pz(o() , i1 suffit de montrer que 1l'on 2 Z:( ™ s*(w) B* ¢ G: s

ou encore que Z* s*(w) < G: nuisque le normalisateur de Z:( contient T . On
a Z = Z sy et sb< s¥(w) = 6% s*(wlx)w) , ou e* est un élément de ﬂ: 3 on
~en conclut que 1'on peut se ramener au cas ol W ()z) est 1'une des Ei , clest-
d-dire ol Pi((x) s¥(w) < s®(w) B* ; supposons dene qu'il en soit ainsi. Le grou-

pe Z, estla réunion des cnsembles P, i () Tx et P, i (o) sy T (corollaire

")
» & i)
1 au théoréme 3 , exposé 13) ; 2, est donc la réunion de Pi( ) T* et de

] L JEE R * , _ » .
Pi(o<) s Ty Pj_(o«) o Comme Pi(o&) s*w e s*w)BY, T MW =" T, i1
en résulte hien que Z; s*(w) ¢ G*
L'ensemble G: contient donc les Z; pour toutes les racines fondamentales
& 3 de plus, si w est une opération quelconque du grouve de Weyl, om a
(") 2" N G eat .
Mais on a

$"(0) 25 (") = 2%,
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Comme toute racine peut &tre transformée en une racine fondamentale par opération
N w*® K K . *
du groune de Weyl, on voit que 2 GO < GO pour tcute racine & ., Comme G est
* *
engendré par les Z, , ona G = G* .

Par aillcurs, on sait que les ensembles h(B;u s*(w)B*) = BS‘ s(w)B sont

mutuellement disjcints et qu'un élément de B‘; s(w)B nc se met que d'une seule
maniére sous la forme bs(w)b! , avec be B:‘; s, b" € B . Il en résulte immédiate-
ment que h est une bijection de G = Gz:

9.

sur G , ce qui démontre la proposiion

COROLLAIRE, — Soit f wune aprlication de G dans un groupe H . Supposons les
conditions suivantes satisfaites ¢ f induit un homomcrpl.l.we de g{\(T) dans

H ; pour tout couple (= ,(5) de racines de G, f induit un homqmorphisme

de Zo&f: dans H . alors f est un homomorphisme de G dans H .

Pour tout s e G, soit £ (s) 1'élément (s, £{s)) de G x H ; soit
G* le sous-groupe de G x H engendré par les ensembles f~ (% ) = Z’:‘x pour toutes
les racines X ; la projectionde G x H sur G induit un homomornhisme h de
G* dans G . Pour montrer que f est un homomorphisme, il suffit évidemment de
montrer que h est un isomorphisme de G° sawr G . Or ccla résulte immédiate-
ment de la proposition 9.



