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EXISTENCE D’ISOGÉNIES, I

C. CHEVALLEY,

Séminaire C. CHEVALLEY

E.N.S., 1956-58
-:-:-:-

Exposé n° 23

(Expose de 10 20,1.1958)

1.’ Existence de groupes simplement connexes.

PROPOSITION 1. - Soit G un groupe algébrique semi-simple. Il existe alors une

isogénie h groupe algébrique semi-simple simplement conexe G’ sur G 0

De plus, T étant un tore maximal de G et T’ lc tore maximal de G’ tol
que h(Tt) = T , on peout supposor que les exposants radiciels do l’isomorphisme

, 
do ..9.v &#x26; X(T) sur .R. 9 X(T’ ) attaché à h sont tous égaux à 1 .

Soit (03B11’ ... , 03B1n) Un système fondamental de racines de G Par rapport
à T ; soit 03C9. le poids dominant fondamental relatif à X. et soi t 03C1i une

représentation projective simple de poids dominant £l de G . Nous désignerons~

par G, i le groupe linéaire associé à la représentation Yi et par f, i l’appli-
cation naturelle de Gi sur Fi(G). Soit G’ la composante algébrique de l’élé-i i 

..

ment neutre dans le groupe dos ... , sn ’ ... x G x G tels que
. n 

. 

n

ait 03C1i (s) = f.(s.) (1 ~ i ~ n) ; los projections )( 

sur ses différents facteurs définissent des homomorphismes ... , h

de G’ dans ?l ’ ... , G , G ; on a f. 0 h. = fi 0 h . Los noyaux dos f.
étant finis, il en est de même de celui de h . Pour tout s « G , il existe des

s. E. G. tels que f. (s.) °=°-° f. i (s) , d’où on déduit que dim dim G ; h

est par suite une isogénie. Soit Tt le tore maximal de G’ tel que h(T’ ) = T ,
et soit ~ l’isomorphisrae de 3, 8 X(T) sur Q  X(TI) attaché à h . Posons

= q. 03B1i , q. étant UnO puissanco de l’exposant caractéristique de K et

et une racine de G’ . Soi t 03C4. un isomorphisme de K sur un sous-groupe1 1

de G ’ a s s oc . ié à la racine 03B1i ; si ~ (03B1i) = q. 1. £X! i . , on a h f$ i 1 (;) = ’t: 1. (03BE
où 03C4. est un isomorphisme de K sur un sous-groupe de G associé à la racine

1

Dl. ; nous voulons montrer quo q.:: 1 . Or D. 0 1: est un homomorphisme . de K
). 1. 1J.. 1. 

’

sur un sous-groupe de f.(G) formé d’éléments unipotents. Il en résulte (cxp.1 ~

18 , proposition 3) qu’il existe un homomorphisme 1. de K dans G. tel que
~ 

’ 1 1

fi 0’ Ti == fi ° fi . donc
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il on résulte immédiatement (le noyau de f. étant composé d’éléments semi-

simples) que h.(03C4i(03BE)) = 03C4i(03BEqi) . Or on a1 1 1

il en résulte immédiatement que qi = 1 . Nous avons donc montré que les exposants
radiciels sont tous égaux à 1 (ce qui montre incidemment que G’ . est du

même type que G) . Il en résulte que les 03C9! = ~ (03C9i) sont les poids dominants

fondamentaux de G’ relatifs au système fondamental (03B11, ... , 03B1’n) . Pour cha-
que i, fi o h est une représentation projective simple de poids dominant

àg de G’ . Comme cette représentation s’écrit f. o h. , on voit que h. est
3.. 1. J. 1.

une représentation linéaire simple de poids dominant 03C9! de G’ , d’où
lf/ E X(T~) . Ceci étant vrai pour tout i, G’ est simplement connexe.

PROPOSITION 2. - Soient G un groupe algébrique semi-simple simplement connexe

et T un tore maximal de G. Pour toute racine ce de G par rapport à T ,
soit Z~ le sous-groupe presque simple de dimension 3 de G associé à la racine

~ . Les groupes Z sont alors tous isomorphes à 

Soit (~1’ ... , cx~) un système fondamental de racines. Comme toute racine
peut être transformée en l’une des 03B1i par une opération du groupe de Weyl, il
suffit de faire la démonstration dans le cas où 03B1 est une racine fondamentale,
soit Soit ll’ le poids dominant fondamental relatif à la racine 03B1 ,i .

et soit 03C1 une représentation linéaire simple do. G de poids dominant u; (il
en existe une puisque G est simplement connexe). La représentation f induit une

représentation linéaire ~ de Z~ ; si est le tore maximal de Zo. contenu

dons T , la restriction de à est un poids Or, si w est

la symétrie par rapport Soit la restriction de

0. à T03B1 qui est l’une des racines de Z03B1, et soit w. la symétrie par
rapport à cette racine, opérant dans X( T) ; on a w* (03C9*) = ë!’ - ()(- , maisaussi w*(03C9*) + - 03C9* il en résulte que 03C9* = (1/2) 03B1*
appartient à X(T03B1), Z03B1 est isomorphe à 

2. Isogénies attachées à un même isomorphisme spécial.

PROPOSITION 3. - Soient G et G’ des groupes algébriques semi-simples, T et

T’ des tores maximaux de G et f et f des isogénies de G sur G’

telles que f(T) = f’(T) = TI -:- Si les isomorphismes spéciaux de Q s X(T’) sur

Q 8 X(T) associés à f et fI sont idéntiques, on a g est
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un automorphisme intérieur de G produit par un élément de T .

Faisant usage de la proposition 6 , exp. 18 , on voit qu’il y a une isogénie
g de G sur qui applique T sur lui-même, et qui possède les propriétés
suivantes : on a f’ = f o g , et l’isomorphisme spécial de Q  X(T) sur lui--

même attaché à h est l’automorphisme identique; de plus, g est un automorphisme
de G . Il est clair que g coïncide avec l’identité sur T . Il en résulte que

h est un automorphisme intérieur produit par un élément de T (cf. la démonstra-
tion de la proposition 1 , exp. 17) .

PROPOSITION 4. - Les notations étant celles r~e la proposition 3 , soit de plus

(03B11’ . . . , 03B1n) un système fondamental cle racines de G par rapport â T ;

pour chaque i, soient Zl le sous-groupe presque simple de G associé à 

Tï le tore maximal de Zi contenu dans T et si un élémont du normalisateur de Ti
dans Zi n’appartenant pas â Tl . Supposons que G etr G’ soiont simplement

connexes, que les isomorphismes spéciaux a.ssociés à f et f’ soient identiques

et que f’ (Si) = f (s. ) pour tout 1. On a alors f’ = f .
..~.~.....,...., 1 l.

Com.me ..., Zn engendrent G , il suffit de montrer que, pour tout i,
les restrictions f. et r! de f et f’ à Z. sont égales. Comme f o h ,

:1:1 

où h est un automorphisme intérieur de G produit par un élément de T , d’où

h(Z. ) = Z. pour tout i , on a f. (Z.) = f!(Z.) . Soit T! ~ f. (T. ) = f! ~~’ ) ;1 1 1. 1. 1. 1. 1. 1 1 1.

comme f. et f ! coïncident sur Ti, les isomorphismes spéciaux de Q  X(T!)
I 1. 1 1

sur 0 8 X(T. ) associés à f . et f ! a. sont identiques ; il cn résulte que

fi o h. , 1. 9 où h. 1. est un automorphisme intérieur de Z. :1 produit par un

élément t. de T.. 1 Par ailleurs, f. est bijective. En effet, s’il n’en était
1. 1. 1.

pas ainsi, le centre de Z. 1. serait d’ordre 2 , de sorte que la caractéristique
de K serait 2 et Z! = f.(Z.) serait isomorohe : à PL (K2) ; mais Z!1. 1. 1 1.

est le sous-groupe de dimension 3 de G’ associé à une racine de G’ par rapport
à T’et est par suite isomorphe à SL i K2 i puisque G’ est simplement connexe.

L’ ég,lité f . ( s . ) = f ! ( s . ) entraîne donc h. ( s . ) = s .. Il nous suffir de
,1.:1. 1. 1. 1. 1. 1 

-1 ~-1
montrer que ceci entraîne que h. est l’identité. Or on a s. t s. = t. ".. 1 1. i 1 1

" - t t-l - t-2 t 
. 

t t-2 - (l’ ’1 ’ t t) 0d ou s. - . s, t-1 = s.. et par suite t.-2 = e ( l’élément neutre . ) r,
1 1 1 1 1. 1- 1.

T. l. est isomorphe au groupe multiplicatif K* des éléments ~ 0 de K. Si K
.. w .

. est de caractéristique 2 , la relation e entraîne t. 1. = e , Sinon, T. 1
n’a qu’un seul élément d’ordre 2 s et cet élément appartient au centre de Z1 i
car Z., étant isomorphe à SL(K2) , a un centre d’ordre 2 . Donc, dans tous . les1 .

cas, t. appartient au centre de Z , 1 , ce qui montre que hi est 1 ’ identité.
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PROPOSITION 5. - Soient G un groupe algébrique semi-simple, T an tore maximal

do G, (03B11, ... 03B1n) un système fondamental de racines de G par rapport a
# 1 n ---- 

..- ..... , ..- ..... - - -.-- , - ..- - - - 
---.. - 

-- - --.- -.- ,- 
- .-- - -.--

T . Pour chaque i , soit Z. le sous-groupe presque simple de dimension 3 de

G associé à T. le tore maximal do Z. contenu dans T et si , si des

éléments du normalisateur de T. dans Z. n’appartenant pas à T, . Il existe
alors un élément t de T tel que ts. t =s! (1~ i ~ n).

On a s’ i == ti _1 est un élément de i Ti . Observons maintenant que y
pour tout t ~ T , on a tZ. t * == Zi , tTi t" = il en résulte que

ts. t-1 s-1 i ~ T.. Soit f l’application

de T dans f x ... x T , Comme Test commutatif, f est un homomorphisme.
In 

.

Montrons qu’il est do noyau fini. Soit t un élément do ce noyau. L’opération du

groupe de Weyl qui correspond à si est la symétrie par rapport à 03B11 ; on a
donc 0’.. (s. t’ s :-1) = (~.(t’))"~ pour tout T , d’où aç. (t) = :!:. 1 (1 $ i ~n) ,

’ 

1 1. 1 1 1. .

notre assertion résulte’ immédiatement. On en conclut que

d’où f(T) = Tl x ... x T , ce qui démontre la proposition 5 .

3. Énoncé du théorème. Notations.

Nous nous proposons de démontrer le théorème suivant :

THEOREME 1. - Soient G et G’ des groupes algébriques semi-simples, T et Tf

des tores maximaux de G et G’ un isomorphisme spécial do 

sur Il existe alors une isogénie f ~ G sur G’ telle que 
soit l’isomorphisme spécial attaché à f.

Nous utiliserons les notations suivantes. Pour chaque racine ~ de G par

rapport à T , nous désignerons par un isomorphisme de K sur un sous.....groupe

de G associé et par Z le sous-groupe presque simple de dimension 3 de

G associé si ex’ ( est la racine de G’ telle = q~)(X ~ 

étant une’puissance de l’exposant caractéristique de K , nous désignerons par

1§/ un isomorphisme de fi sur un sous-groupe de G’ associé à ce’ et par §£
le sous-groupe presque simple de dimension 3 de G’ associé à X . Si c. et y.,

sont des racines de G , nous désignerons par 
. 

sous-groupe radiciel de G
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défini par l’ensemble d,es racines qui sont combinaisons linéaires à coefficients

rationnels de CK et fi et par le sous-groupe radiciel de G’ défini par

l’ensemble des racines qui sont combinaisons linéaires à coefficients rationnels

de OE’ , 03B2 ; Z03B103B2 et ( p sont donc des groupes sem-simples de rang 1 ou 2 .

Nous désignerons Par Toe (resp. TÀ , Y1,j; , le tore maximal de z03B1 (rosp.

z«j , zl T &#x3E; contenu dans T (rosp. T’, T , T’). Nous désignerons par

$7i(T) et 3G(T’ ) les normalisateurs de T et Tt ; pour toute racine ex. , nous

désignerons par sI?’- (resp, s’ ) un élément de .3(B(T) f) Z (rosp. n Z’03B1)
d "" 2K

non contenu dans T (resp. T’ ) . Nous désignorons par (03B11, ... , 03B1n) un

système fondamental de racinos de G ; pour chaque i, nous désignerons par

()(! la racine de G’ telle) que = q. O{. , q. éta.nt uno puissance de

l’exposant caractéristique de K ; cx[ , ... , 03B1’n forment donc un système fonda-

mental de racines de G’.. Si £X °r fl. , nous écrinons ’t. , Z. , T. , s. , 1:! ,

oe. = 03B1i ’ 03B2= 0. , nouS écrirons T.. , Z.. , T’ij , Z’ij au lieu da ? , Z03B103B2,
Tt ()( p;’ 03B2. 

J 1J J.J 1.J oc. 03B2 VB;-

. 
Il est clair qu’il existe Un homomorphisme fT de T sur T’ tel que

jB1(fT(t» = (q(xi) ) (t) pour tout t ê T et tout caractère. rationnel X’ de T’ ;

si 03C6 est attaché à une isogénie f de G sur Gt, f prolonge fT . Si

ce , fi sont des racines, fT applique g p sur 

PROPOSITION 6. - si ij est attaché à une isogénie f de G sur Gt, y est

aussi ,attaché à une isogénie f’ de G sur GI tel,le que ,l’ on ait = s!
. 

- - 1. J..

1 l’n) . 
’

On a évidemment = Z’03B103B2 , c. f(srx) est donc Un é1é;::,

OÀI ) 
-1 -1

ment de Zà P 3#£T’ ) , Comme on II s ts03B1 = t pour tout on a

.. f(s ) t’ = pour. tout t, é TJc.. Il résulte de là qu’on a
« CJ

avec des. ti ~: Ti . Il Y a un automorphisme intérieur h’ de G* ~ produit par

un élément de T’ , qui transforme f(s.) on s! (proposition 5) ;
1. 1..

posons fI = hl 0 f . L’application fI est encore une isogénie de G sur G’ ;

comme h’ laisse fixes les éléments de T’ , on a f’(T) = T’ et l’isomorphisme

spécial de Q e X(TI) sur Q e X(T) attaché à r’ est encore 03C6 , ce qui dé-

montre la proposition 6 .
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Soient ~ des racines de G ; la restriction de fn. à T est
une isogénie de ce groupe sur T~r ; elle définit un isomorphisme de

X(TJ.. f.&#x3E; ) sur 9... 8 qui applique sur un sous-groupe de 

Considérant comme des tores maximaux des groupes Zcx.j-&#x3E; et 

montrons que 1«p est spécial. Les racines de sont les restrictions à

T~i de celles des racines de G’ qui sont combinaisons linéaires rationnelles de

et 03B2.Si 8’ est l’une de ces racines, on a 03C6 (8’) = q(8) 8 , où 8 est une

racine de G qui est combinaison linéaire rationnelle de 0( et ~ , et on
obtient de cette manière toutes les racines de G qui sont combinaisons linéaires

rationnelles de et ~ ; de plus, il est clair quo applique la restric-

tion de 8’ à sur le produit par q(8) do la restriction do ( à T03B103B2 ;
ceci établit bien que ~~ est spécial. Or Z~ est de rang 1 ou 2 ; s’il est

de rang 1 , il est de type s’il est de rang 2 , il est do l’un dos types

A2 ’ C2 ’ G2 ou Al + Faisant usage des théorèmes 1 (exposé 20), 2 (expo-
sé 22), 3 (exposé 22) et 2 (exposé 21) , on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 7. - La restriction de fy à T peut se prolonger en une isogénie

~ 

Démontrons maintenant la

PROPOSITION 8. - L’application f,p peut se prolonger en un épimorphisme de 
sur qui applique s. sur s! i ~ n) .- i -- 1

Désignons par M le groupe de Weyl de G et par w. la symétrie par rapport
à 0.. Introduisons un groupe libre W* an générateurs w*. (1 ~i ~ n) ; il

1 1 .

y a un homomorphisme a- de M dans le groupe des automorphismes de T qui

associe à tout w.* l’automorphisme t ~ s. de T ; formons le produit1... 
. 

i J. .

semi-d irect 3ÇÉ ( T) de T et W. relativement aux ooérnteurs a*(w*) ; nous
considérerons T comme un sous-groupe distingué de ce groupe. Il est clair 

un hanomorphisme u* de dans En(T) qui coïncide avec l’identité sur T et qui

applique wî sur s. (1 ~ i~ n) . Déterminons le noyau U. de u . Si i

et j sont des indices entre 1 et n , soit j) l’ordre de l’élément

w. w. de W ; posons (s. = t.. ~ T. Il est clair que U. contient
J. J 1 J ~ 1J 

le plus petit sous-groupe distingué U de 3il, (T) qui contienne les éléments

Nous allons montrer que l’on -a U* U*. L ’ homomorphisme u définit-par passage
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aux quotients un homomorphisme u~ de ~(T)/U~ dans 5~T) dont il suffira de

montrer que c’est un monomorphisme. Il est clair que u*o induit un isomorphisme

de TU*/U* sur T ~ il suffira donc de montrer que l’homomorphisme u~ de

dans Eb(T)/T déduit do u* par passage aux quotients est un mononor-

phisme . Or %1*(T)/T est oanoniquement isomorphe à M* et le groupe qui corres-

pond à dans cet isomorphisme est le plus petit sous-groupe distingue de

~* contenant les (w* w")~~ . On sait que ce groupe n’est autre que le noyau
de l’homomcrphisne de M" sur M qui applique w*i sur wi (1 ~ i ~ n) (expo-

sé 14 théorème l). On en conclut que l’ordre de est égal à celui do
’ ° / o

M , donc à celui de  (T)/ T . Par ailleurs, contient les classes
’ 

° 1 o

des s. module T et est par suite tout entier, ce qui mnontre bien que

u* est un monomorphisme, et même que u~ est un isomorphisme de (T)/U~ sur
’ 

.

Ceci étant, montrons que f,p se prolonge en un homomorphisme f de *(T)
dans ’~(T’) qui applique w~ sur s~ (l~ i $ n) . Il suffit pour cela,de

montrer que l’on a si t~ T. Or, désignons pai-

~ un caractère rationnel quelconque de T’ et par w~ la symétrie par rapport

à ~. ~ on a

mais on sait que l’on a f 0 v! = v. 0 f (exposé 18 , proposition 4) ; la formu-
i i 

-

le à démontrer résulte immédiatement do là.

Montrons maintenant que U. est contenu dans le noyau de f.. Il suffit 4e

montrer que, si 1 et j sont des indices entre 1 et n , zÎ . appartient
, , 

lJ

au noyau Or la restriction de Tij peut se prolonger en une iso-

génie f.. de Zij , sur Z] . (proposition 7) , et on peut même supposer en vertu

de la proposition 6 que f..(s.) = s! , f.. (s .) = Ii en résulte que l’on
lJ 1 1 lJ J. J

a

d’où il résulte immédiatement que l’on a fl(z[ . ) = 1 . Il résulte de là que f~

définit par passage aux quotients un homomorphisme ~(T) ~ dans 1Àl4T" )

qui prolonge f T et applique si sur si 
’ 

( i S i ~ n) . Cet homomor-

phisme est un épimorphisme car ~1~T’) est engendré par T’ et par les a~ .
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Nous désignerons dans ce qui suit par f(T) l’homomorohisme (évidemment
unique) de sur K« T ’ ) qui prolonge f~ et applique si sur si 
Soient s un élément quelconque de ’%£/ll) et w l’opération correspondante du

groupe de deyi ; posons ~/mB (s) = s’et soit w’ l’opération du groupe de

Weyl de G’ définie par s’ ; w et w’ sont alors liés par la relation

~ o w’ = Soit on effet "~ un caractère rationnel de tll’ . On a, pour

T, = (~(~))(s~ ta) = ((w 0 q ) ( £’) ) ( t ) j mais le pre-
mier membre est aussi égal à donc à

co qui démontre notre assertion.

. 

Montrons que l’on c. E. z03B1 Pour toute racine (JI.. Il Y a une racine

fondamental OE. et une opé-ration v du groupe de Weyl telles qae (X = w. ci ;
i 1

soit s un élément de qai produise l’opération w . Il est clair que
, -1 ’" - -1 ,,’-

alors sZ, 1 s = Z03B1 , de sorte que l’on peut écrire s03B1 = Ô, 1 s , où 
est un élément de Zi qui ne diffère de si que par un élément de Ti . Il en
résulte quo l’on a f(T)(s03B1)= s’f(T) (Si)s’- , en posant Si: f (T) ( s ) . Si

i , ,

u’ est l’opération du groupe de Weyl de G’ qui correspond à s’ , il résalte
de la relation é Ti si c z[ que f(T) (s«) appartient au groupe

Z03B2 avec #’ = wt(cx’i) . Or on a

ce qui montre bien que ~~j n’est autre quo la racine de G’ qui correspond

à 0( . Nous pouvons donc supposer les s~ choisis de telle manière que l’ on ait

pour tout c’est ce que nous ferons désormais.

PROPOSITION 9. - Soient G~ un groupe abstrait et h un homomorphisme de G
dans G ; supposons les conditions suivantes satisfaites :

10 G* contient un sous-groupe ~(T) tel que h induise une bijection de

ce groupe sur 3!B(T) ; si ok est une racine de G , on désigne par s~ l’élé-

ment de 1(B," (T) tel que h(s03B1*) = s03B1 ; on désigne par T03B1* le sous-groupe de

tel ~~ h(T~)==T~ ~ si 01 , f sont des racines, on désigne par ( f3
le sous-groupe do 3fiÎ (T) tel que h(~)=T~~ ! 

.
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2° pour chaque racine G~ contient un sous-groupe Z~ tel que h induise

une bijection de Z~ sur ZrA et que T~ s~ ~ Z~ ;
30 si 03B1 et 03B2 sont des racines de G , G* contient un sous-groupe Z03B1*03B2

tel que h induise une bijection de sur et que l’on ait Z~ 
pour toute combinaison linéaire rationnelle V de 03B1 et 03B2 qui est une racine ;

. 

4° G est engendré par les Z03B1* pour toutes les racines o( . L’homomorphisme
h est alors un isomorphisme.

Nous choisirons un groupe de Borel B de G contenant T. Rappelons que,
si 1(T) est le groupe des groupes à un paramètre de T , l’espace vectoriel

!i, 8 [(T) est en dualité avec j, 8 X(T) . Nous choisirons un élément ~ de la
chambre de Weyl C qui correspond à B tel que les valeurs prises en "~ par deux
racines distinctes soient toujours distinctes. Nous désignerons par ~1’ ... ~ ~
les racines qui sont négatives sur C arrangées dans un ordre tel que l’on ait

~M ...  les ~i (À.) étr,nt  a , on voit que, si 3k est

combinaison linéaire à coefficients entiers &#x3E; 0 de ~. on a

k  min (i , j) . Soit B le groupe des éléments unipotents de B ; si
est un groupe P, isomorphe à K ; nous désignerons par

P*. le sous-groupe de Z* tel que h(P.) = P.. Si 1 ~ k ~ N , nous désigne-i 
u 

1. 1. 
’ -

par P.... Pk (i.e. des u.... ~, 
et par B~ l’ensemble P~..P~.I1 résulte du corollaire au lemme 1 , exposé
17 , que les B, sont des sous-groupes de B . Montrons que ce sont des sous-

groupes distingués de B. Comme chaque P. est transformé en lui-même par les

automorphismes intérieurs produits par les éléments de T , il suffira de montrer

que, si u OE P. , i étant un indice quelconque entre 1 et N , on a

or il résulte encore du corollaire an lemme 1 , exposé 17 que B~ Pi est un

sous-groupe de puis du lemme 1 , b., exposé 13 ,que B, est un sous-

groupe distingué de B, Pi . Montrons maintenant que B*uK est un sous-groupe
distingué du groupe engendré par les P.*. Nous procédons par récurrence
sur k ; désignant par B le groupe réduit à son élément neutre, supposons
que k ~ 0 et que notre assertion soit vraie pour k - 1 . Il résulte imméia-

tement de l’hypothèse inductive que B~ est un groupe ; pour montrer qu’il est

distinguée il suffira de montrer que, si i &#x3E; k , P~ on a
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Nous utiliserons pour cela le groupe . Posons u == soit v. un

élément de PK* et soit v = h(v.) . L’élément uvu-1 est dans le groupe engendré
par les P. pour les j # k tels que S. soit combinaison linéaire à coefficients

entier ~0 et &#x26; k ’ le coefficient étant ~ 0 . Les groupes pj
correspondants sont dans Zr comme h induit un isomorphisme de Z*6.5

Z 
.. *-1 

°iÕk 
. , .. i ksur u v u est dans le groupe engendré par les P j pour les j

1..t{ 
possédant les propriétés indiquées, donc est dans ce qui montre que B~u
est distingué. On conclut de là que B = Comme un élément de B ne se

. met que d’une seule manière sous la forme u1 ... ~ ,avec Pi i ~ N) ,
on voit que h induit un isomorphisme de B*U sur B* .

Nous désignerons par T le sous-groupe tel que

h(T ) == T . Ce groupe est engendré par les ’;l’D( pour toutes les racines ~ ttt ~..
= di et si 03B2 est une racine quelconque, l’existence de l’isomcrphisme

induit par h de Z~ sur montre que le normalisateur de p~ contient

T~ ; ceci étant vrai pour toute racine # , on voit que le normalisateur de
P? contient T.. Ceci étant vrai pour tout i, le normalisateur de B-u
contient T . On en conclut que B = B T est un sous-groupe de G ; comme
B est produit semi-direet de BU et T, h induit un isomorphisme de B- sur
B .

Pour chaque opération w du groupe de Weyl W de G , nous choisirons un

élément s(w) de dont la classe module T soit w (en identifiant W

à ’3I~T ) /T ) ; nous désignerons par s (w) l’élément de 1,i’Ô ( T) tel que
h(s (w)) = s(w) ; on peut supposer que s(w) = SQ. , s.(w) = si w est

la symétrie w~ par rapport à une racine -~ . Nous supposerons de plus que B

est le groupe de Borel qui correspond au système fondamental (~1’ *.. ~ ~ ) *
Pour toute racine nous désignerons par PO( le sous-groupe unipotent de G

associé à la racine 03B1 ; on a donc R, == P. si «= 1 , ’"" 1 1 

nous désignerons par P03B1* le sous-groupe do tel que h(P03B1*) = P03B1. Montrons
que l’on a s*(w) P*03B1 (s*w-1 = P:(oc) . Il suffit évidemment de le montrer 

ce ,quand VI est la symétrie par rapport à une racine p pour toute racine 03B1,

le normalisateur de contient T*) . Or, dans ce cas, s.(w) et P03B1* sont

dans Z~ et l’assertion résulte de ce que h induit un isomorphisme de ZÉ p
sur Z of.. 3 .

Si v G W , nous désignerons par B/§ (resp. le groupe engendré par les

P. pour (03B4.) est la forme - bj (resp. 03B4j) ; on que
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B =BuB’u (expose 13). Nous désignerons par B*u et B’*u les sous-groupesw w 
. 

w v .

de B*u qui sont appliqués sur Bu et B’u par h ; on a donc B*u == B*u B’*u .- 

v u u w

Si w-1 (03B4i) == 03B4j, on a P? s*(w) == s*(w) P*j ; il on résulte que l’on a
i j i j

.. 

1 .
Si 0 est uno racine fondamentale, le groupe B.u e.st engendré par les P/t

pour tous les 1 tels que âi -F 0( ; nous la désignerons par D§Q . Si w(O() est
la symétrie par rapport à OE Î w«&#x3E; permute entre elles los racines Si qui

sont / OE ; il en résulte que s03B1* appartient au normalisateur de 1&#x26;. Soit

1(OE) l’indice tel que £K= ; le groupe h«() est un sous-groupe distingué
de B , d’où il résulte que lgk est un sous-groupe distingué de B.. Le norma-
lisateur de Dl% contient donc et T03B1* ; contenant aussi S03B1*, il contient
les groupes pi*(03B1)., T* et le transformé de par s/ll , groupes qui engen-i 

’ 

1 
-

drent le groupe Z£ (en vertu du fait que h induit an isomorphisme de Z03B1*
sur Z.-v). Désignons par G}f: la réunion des ensembles B* s"’(w) B- = s" (v ) B-
pour tous les w E. W . Nous allons montrer que l’on a Z,..... G. c. Gj . pour touteVI’ 0 0

racine fondamentale 0.. Il suffit de montrer que l’on a Z: B1C S1C(W) B- c G§ .
......

Comme B = D Pi (03B1) T , et comme Zoe est contenu dans le normalisateur de
i £n

Dà et contient pi*(03B1)’ il suffit d.e montrer que l’on a Z) T1C S1C(W) B!Ii . G§ ,
ou encore que Z: s!li(w) C G!Ii puisque le normalisateur de 2: contient T!Ii. On
a Z03B1* = Z) et S03B1* s!li(w) = e!li slli(w(odw) , _où e!li est un élément de (’ ; on
e n conclut que l’on peut se ramener élu c a. s où w-1(03B1) est 1’une des 03B4i , c’est-
à-dire où pi*(03B1) s!li(w) c: s.(w) ; supposons denc qu’il en soit ainsi. Le grou-

pe Z03B1 est la réunion des ensembles Toc. et Pi(B)() S03B1 t (corollaire
1 au théorème 3 , 13); Z03B1* est donc la réunion pi*(03B1) T03B1* et de

If . ’" .. -() "().. -() iI’()I’ .80 T03B1* Pi(Ol) , Comme s w C s’ wB, T s w = ES W T , 1.1

en résulte bien que SIli{W) C. G~ .
L’ensemble G* contient donc les Z/§/ pour toutes les racines fondamentales

de plus, si w est une opération quelconque da groupe de Weyl, on a

Mais on a
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Comme toute racine peut être transformée en une racine fondamentale par opération
du groupe de Weyl, on voit que Z~ G~ ~ G~ pour toute racine ~ . Comme G est

engendré par les Z ~ , on a G~ .

Par ailleurs, on sait que les ensembles s (w)B ) = Bu s(w)B sont
~ 

w w

mutuellement disjoints et qu’un élément de B s (w)B ne se met que d’une seule

manière sous la forme avec b e:. Bu , b’ ~ B o Il en résulte immédiate-
w

ment que h est une bijection de G* = G sur G, ce qui démontre la proposition0

9 . 
’

COROLLAIRE. - Soit f une application de G dans un gr oupe_ H. Supposons les

conditions suivantes satisfaites : f induit un de 3~(T) dans

H ; pour tout couple de racines de G ~ f induit un homomorphisme

de Z dans H. Alors f est un homomorphisme de G dans H.

Pour tout s ~ G , soit f*(8) l’élément (s, f (s) ) de G x H ; soit

G le sous-groupe de G x H engendré par les ensembles f (Z~ = Z~‘ pour toutes
les racines 03B1 ; la projection de G x H sur G induit un homomornhisme h de

G dans G . Pour montrer que f est un homomorphisme, il suffit évidemment do

montrer que h est un isomorphisme de G sur G . Or cela résulte immédiate-

ment de la proposition 9 ..


