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RACINES.
(Exposé de M. LAZARD, le 11.3.57)

1.- Groupes de Weyl d'ordre 2.

Dans tout ce n®, G désignera un groupe algébrique connexe dont le groupe
de Weyl est d'ordre 2.

LEMME 1.~ a) Si B est un groupe de Borel de G, {) = G/B est isomorphe 3

une droite projective.

b) Il existe un épimorphisme rationnel de G sur le groupe projectif & 2

variables PL(2,K) dont le.noyau est l'intersection des groupes de Borel.

DE'MONSTRATION . £ n'est pas réduit & un point, puisque G n'est pas résoluble ;

dim N £ 1 puisque le groupe de Weyl est d'ordre 2 (exposé 10, corollaire de

la proposition 7) 3 donc {1 est une courbe, Soit T wun tore maximal de G . Il
laisse invariants précisément 2 points de ) , et il existe donc un tore de dim
1, QcT, qui n'opére pas trivialement sur () . Si X, ¢ ) n'est pas inva-
riant par Q , l'ensemble Qxl des points 8%y (s€Q) est épais et non réduit
& un point, donc ouvert dans la courbe ) . Le corps K(f)) des fonctions ra-
tionnelles sur {) coIncide avec celui des fonctions sur Q}c1 s qui est un sous-
corps du corps des fonctions rationnelles sur Q . D'aprés le théoréme de Liiroth
(v. d. Waerden, Moderne Algebra, 2&me éd. paragraphe 63) le corps des fonctions
rationnelles sur () est donc une extension transcendante pure de K . Comme )
est une courbe compléte et sans singularités, il en résulte que [} est wne
droite projective.

Notons x et x__ les 2 points de {1 invariants par T, et ¢ la fone-

0o
tion rationnelle sur /) , bien déterminée par les conditions d'avoir un seul

zéro simple en X, 5 un seul pSle simple en X0 et d'8tre égale & 1 en Xy .

Pour geG, xeJfl , posons (gT) (x) =¢ (g"lx) . Mors la fonction gr
est de la forme (a§+b) (c=§-|-d)“1 s avec a,b,c,d¢K . Plus précisément, si
1'on note (ok,/&,x ,S) le "birapport" des 4 quantités o ,ﬂ,x,g e K
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€ :Kuioo]s) s 1.c. la quantité (o(—-){)(ﬂ~5) (°<~5)_1(f3~}§)—1 s On a

gc = (g.e(ex) » g lex), vlex))
d'aprés l'invariance du "birapport" par les transformations homographiques.
Comme g_._yq(gx) ost une fonction rationnelle sur G pour tout x¢c f)

1 "homomorphi.sme g_s,(g:,_.ﬁ gr) est un homomorphisme rationnel de G dans
PL(2,K) . |

Soient Bo et Boo les deux groupes de Borel de G contenant T , qui
sont les stabilisateurs respecctifs de X, et de X Pour s (—BOO s On a s
st = a(s)§ + b(s) , Liapplication s-a(s) est un homomorphisme rationnel
de B_  dans K* dont le noyau contient Bléo (partie unipotente de Boo)
mais non T . En effet b(t) = O pour tout t€¢T , et T n'opére pas trivia-
lement sur N . La restriction de a & T est donc un épimorphisme de T sur

* 3 3 ~ u
K" . De mlme, la restriction de b & B,

est un épimorphisme de Bgo sur le
groupe additif K . En effet, cette restriction est un homomorphisme, et si ce
n'était pas un épimorphisme b(Bl;O) serait un sous-groupe fermé connexe de K
distinct de K ; dont réduit & O , et Boo': B‘;o’l‘ laisserait X, invariant,

ce qui est impossible,

Pour tous o & k* ,A€K, on peut donc trouver t¢T et s¢ B%o tels que
a(t) =ot , Db(s) =p , d'od (ts)¢ =or +4 . Autrement dit les opéra-
tions de B00 sur ) sont tous les automorphismes algébriques qui laissent
invariant X ® Le méme raisonnement s'applique a BO et X e Comme tout auto—
morphisme de () est le produit de 2 automorphismes laissant fixes respective-
ment X, et x_, les opérations de G sur {\ sont tous les automorphismes

co
rationnels de (. , autrement dit, G--»PL(2,K) est un épimorphisme rationnel.

IEMME 2.- Soient R le radical de G, R' 1l'intersection de ses groupes de

Borel, T un tore maximal contenu dans un groupe de Borel, -B, Bu, Ru, rtY

les parties unipotentes de B, R, R' respectivement. Alors :

a) R=R'" estun sous—groupe fermé distingué de B” , Le quotient B /R~

est isomorphe au groupe additif X .

b) Soit f wun épimorphisme de B sur X qui, par passage au quotient,

définit un isomorphisme de B /R sur K . Pour tous t&T , s¢B” , ona

£(tst™l) = « (t)£(5) , ol « est un caractire de T indépendant du choix de
f dont le noysu est TNR' . ‘
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DEMONSTRATION . Reprenons les notations de la démonstration précédente avec

B=B_ o Leradical R est par définition (exposé 9, déf. 2) la composante
connexe de R' . Corme R'C B , R'Y =B NR' est un sous~groupe distingué
fermé de G et R~ est sa conposante connexe., Le quotient R'u/Ru est un

p-groupe fini.

Nous avons introduit un épimorphisme b de B™ sur X dont le noyau est
R'™ , I1 en résulte que Bu/R'u est un groupe connexe unipotent de dim 1 , donc
isomorphe & X (exposé 7, théortme 4) ; il en est de mdme de Bu/Ru , extension
de B?/R’u par le groupe fini R'“/R" , Rappelons que *tout endomorphisme algé-
brique du groupe additif K est de la forme k— P(k) , ot P(X) est un p-poly-

néme (i.e. un polyndme de la forme 2:1 cy xpt oy € K ). Tout automorphisme de
K est de la forme k—ck , avec c € K* (exposé 9, leme 1). Si f est un
épimorphisme comme dans 1'énoncé, f est donc défini & un facteur constant non-
nul prés. De plus, l'épimorphisme b de B sur K de noyau Rt peut s'éerire

Pof , ot P(X) est un p-polynbme non nul.

L'automorphisme intérieur associé & un élément t € T laisse globalement in-
variants B et R" . Donc sa—5f(tst"1) définit un isomorphisme de BY/R" sur
K , dtol f(tst"l) =o (8)F(s) , «(t) € K¥ ot  est évidemment un caractére
de T indépendant du choix de f .

D'autre part, nous avons avec la définition précédente de 1'homomorphisme
a1 b(tst™) = a(t™)b(s) pour t €T , s eB .S bs) =X o £(s)P
i . i

; pt P -1 P

fzi e (t) f(s) = Zli ey a(t )E(s)P

1

nous avons b(tst”l)

I1 en résults que c, 0 sauf pour une valeur j de 1l'indice i . Par consé-

quent £ et b annullent les mémes éléments de B" , i.e. R'" = R© . D'autre

J -
part <« (t)P = a(t 1) ; donc le noyau de « coincide avec celui de la restric—
tionde a & T, i.es TNR!',

REMARQUE. Nous avons considéré 1l'espace homogéne {1 = G/B ; mais nous aurions pu
considérer 1'image de () par une application rationnelle bijective sans rien
changer aux démonstrations.

2.~ Racines d'un groupe algébrique.

Soient G un groupe algébrigue connexe, T un tore maximal. Les racines de
G associées & T sont des caractéres de T dont les noyaux connexes sont les

tores singuliers de codim 1 , ol encore des formes lindaires-sur [ (T) ortho-
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gonales aux hyperplans limitrophes des chambres de Weyl. A chaque hyperplan

" limitrophe correspondent deux racines opposécs,

Explicitons d'abord un résultat contenu dans la proposition 1 de 1'exposé
10,

LEMME 3.~ Soient G un groupe algébrique connexe, T un tore maximal, Q un

sous-tore de T , Z le centralisateur de Q . Alors les groupes de Borel de

Z contenant T sont les intersections avec 7 des groupes de Borel de G

contenant T .

En particulier, si Q est semi-régulier, son centralisateur est contenu dans

tout groupe de Borel de G contenant T .

Soit maintenant Q wun tore singulier de codim 1 . Nous avons vu (exposé
11, théoréme 2) que le groupe de Weyl du centralisateur Z de Q est d'ordre 2 ;
les éléments du normalisateur de T dans Z induisent (par automorphismes inté-
rieurs) l'identité ou la symétrie par rapport & Q ., Les groupes de Borel de G
contenant T découpent sur Z 1'un ou l'autre de ses deux groupes de Borel. Les

résultats du n° précédent justifient la définition suivante.

DEFINITION 1.- Soient G wun groupe algébrique connexe non résoluble, T un tore

maximal, Q C T un tore singulier de codim 1, B T un groupe de Borel,
B sa partie unipotente, 7 le centralisateur de Q 4 R 1le radical de 72 , Si

1'on identifie B~ Z/BY MR au groupe additif K , 1'automorphisme de

BY N Z/Bu M R défini par restriction et passage au quotient & partir de 1l'auto-—

morphisme intérieur associé & un élément t €T s'identifie & la multiplication

par o~ (t) ¢ K* . Le caractére « de T sera dit racine associée & T , Q et

B (ouencored T, Q et au groupe de Borel A =B N Z de Z).

Corme Q est dans le centre de Z , il est contenu dans le noyau de o 3
par ailleurs, on a vu que (X n'est pas une constante ; comme Q est de codim 1,

c'est la conposante connexe de 1'élément neutre dans le noyau de & .

PROPOSITION 1.~ Soient, avec les notations précédentes, ¢ un élément du norme—

lisateur de T dans G, w, 1'élément du groupe de Weyl défini par =z ,
la racine associée & T , Q, A . Alors la racine W, & associée & T , 'GQZ,'—]' ’

'CAZ—‘l est la fonction t—a(w_ca ) (1) = (U"ltc) .

!
DEMONSTRATION., Si f @ Au-—) K définit un isomorphisme de Au/Au MR sur X,
la fonction s—f(% "15 5 ) définit un isomorphisme de |
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225 (z 8% N (zRtTY) sur K . On obtient alors, pour tE€T et
s € 7a% 7l r(p stz ) = t((z M) (3 Yo ) (2 i g ) =
= (¢ h)e(z s )

COROLLAIRE. Les racines associées aux 2 groupes de Borel de Z contenant T

sont inverses l'une de 1ltautre,

DEMONSTRATION. Supposons que T £ Z et que
T, mais non & son centralisateur, Alors <TA

appartienne au normalisateur de

>~

W
-
&

1

est le groupe de Borel de 2
distinct de A qui contient T . Conme 2 "tot €Q pour t &€ T (exposé 11,
théoréme 2) et que Q est contenu dans le noyau de & (car contenu dans le

centre de Z , cf. lemme 2,b) on obtient W, o :o(—‘l .

PROPOSITION 2.~ Avec les notations de la définition 1, la racine o¢ considérée
comme forme lindaire sur [(T) est négative sur la chambre de Weyl associde &
B .

DEIIMONSTRATION. Soit X le point de N = G/B invariant par B , Considérons
Zx_ ="' . Nous savons que S1' est une sous-variété fermée de £\ (exposé

10, proposition 1) ; le groupe Z y opére transitivement, et, ccume le stabi-
lisateur de X dans 7% est A =7ZNB, groupe de Borel de 2 , nous avons
une application rationnelle bijective de 2Z/4 sur 41! , Nous pouvons alors ap-
pliquer les lemmes 1 et 2, compte tenu de la remarque qui les suit.

L)' est donc une droite projective et contient un point X £ X in-

variant par T . Si © est une fonction rationnelle sur ,N' qui a un seul

pble simple en x oo et un seul zéro simple en X, » DOUS avons pour t €T et

- - J
xe N, 2 (tx) = a(t 1)@(5{) y avec a(t 1) = (£)¥  pour un entier j >0
(d'aprés la fin de la démonstration du lemue 2). :

Soit Yy € (1) . Alors, pour x€.n' et Oex® ,
gy (8)x) = « (}f((‘)))pJC(x) = 6p3<°‘”5>7§(x) . I1 en résulte que ¢

x(o)xzxoo pour {Kk,Y3 g 0 et xen! - X
X(O)X=Xo pour (o ,yy > 0 et x En'-«xoo
X(O)x:x pour (&,»\{) =0 et x¢€ o',

Or si x est dans la chambre associde & é, Yy (0)x = X, pour x ¢ U,
U étant un ouvert non vide de <) . Comme x ¢ DN, N'AU est un
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ouvert non vide de {) ' , ot il résulte du calcul précédent que (X ,¥> <0 .

COROLLAIRE 1.- Soient BOT wun groupe de Borel de G , ADT un groupe-de
Borel du centralisateur Z d'un tore singulier QDT de codim 1 ,0o¢ la
racine associde & T , Q, A , A% 1a partie unipotente de A , ¢ un élément
du normalisateur de T . Pour que zAu?;"l C B, il faut et il suffit que‘ la

fonction W, ok soit négative sur la chambre associée & B

DEMONSTRATION. <Az 2 C B équivaut 3 © AT C B (puisque A = AT ,
sTe ™t =T et BOT) , ou encore & izt =BNTZT” .

-1
Soit A' 1le second groupe de Borel de Z contenant T . Alors TAZ et

TA'g 1 sont les 2 groupes de Borel de tZz"I contenant T . D'aprés la
proposition 1 et son corollairec, les racines associées & T , BQG—l s TA c"l_
(resp. -aﬁ'z"l) sont W, (resps -, o en notation additive). La proposi-
tion 2 permet de déterminer quel est le groupe de Borel de TZ 3—1 qui est conte-

nu dans B, ce qui établit le corollaire 1 .

COROLLAIRE 2.- Pour chaque tore singulier QC T de codim 1 , considérons la
partition suivante de 1l'ensemble des groupes de Borel de G contenant T 3

deux groupes de Borel appartiennent & la méme classe si et seulement s'ils ont

méme intersection avec le centralisateur de Q . Alors! si o est une des deux

racines associées & Q , la partition des chambres de Weyl définie par Q est
celle définie dans [’g(T) par les 2 demi-espaces complémentaires de 1'hyper—
plan orthogonal & . Deux tores singuliers de codim 1 , Q #Q' , définissent
deux partitions distinctes.

D’éMONSTRATION. La premiére partie de ce corollaire n'est qu'une formulation af-

faiblie - & tous points de vue -~ de la proposition 2, compte tenu du corollaire
& la proposition 1. La seconde partie résulte de ce qu'un hyperplan limitrophe
d'une chambre dans fﬁ(T) est la frontiére de 1l'adhérence de la réunion des

chanbres contenues dans un méme demi~espace limité par cet hyperplan.

3.~ Réunion et intersection des groupes de Borel contenant un tore maximal s appli-

cation aux groupes semi~simples.

LEMME 4.- Soit G un groupe algébrigue connexe. Tout sous—groupe fermé H de

G contenant un groupe de Borel B est son propre normalisateur.

/ _
DEMONSTRATION. On n'utilise que les 2 propriétés suivantes d'un groupe de Borel
Bt a) B est son propre normalisateur (exposé 9, théoreme 1) ;
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1 sont tous deux contenus dans un sous-—groupe fermé H de

b) si B et xBx~
G (x€G) , il existe ye¢H tecl que xBx T = yBy'—1 (exposé 6, théoréme 4 ; on
peut prendre y dans la composante connexe de H) .

Soient alors HDB un sous-groupe fermé de G , x6G, .xHx'"1 =H , Alors

xBx ~ C H; il existe yeH tel que xBx"1 = yBy—l 3 donc yrlx normalise B,
-1 :

1

PROPOSITION 3.- Soient G wun groupe algébrique connexe, T un tore maximal. La

réunion des groupes de Borel de G contenant T engendre G .

DEMONSTRATION., Soit H 1le sous—groupe engendré par ccs groupes de Borel. Corme
ils sont en nombre fini, H est fermé (exposé 3, théoréme 2). Le normalisateur

de H conticnt le normalisateur N de T , donc HON (lemme 4).

Considérons l'espace homogéne G/H. Si xHEG/H est invariant par T , on
a TxHC xH , d'ol xlTx CH . I1 oxiste donc heH tel que g = nith ;
d'ol thl € N, xeH , Cela signifie que T ne laisse invariant qu'un seul point

de G/H .

I1 en résulte que G/H est un point, i.es G = H o En effet, on peut appli-
quer & H 1la proposition 5 de 1l'exposé 10, et faire opérer G sur un espace pro-
jectif P de telle sorte que H soit le stabilisateur d'un point ué€pP . Comme
G/H est une variété compléte (exposé 6, théoréme 4) et que l'orbite de u est
1'image de G/H par un morphisme bijectif, on voit comme pour la proposition 6 de
l'exposé 10 que G/H est réduite & un point si elle ne contient pas au moins 2
points distincts invariants par T .

THEOREME 1.~ Soient G un groupe algébrique connexe, T un tore maximal, S

llintersection des groupes de Borel de G contenant T , So la composante con-—

nexe de S , Sz la partie unipotente de SO . Alors Sz est un sous—groupe dis—

tingué contenu dans le radical de G ,

/
DEMONSTRATION. La proposition 1 de 1'exposé 9 montre que le sous—groupe résoluble

connexe So est contenu dans le radical de G s'il est distingué. D'aprés la
proposition_B ci-dessus, il suffit de montrer que le normalisateur H de Sg
contient tout groupe de Borel B contenant T , Nous savons déja que HHS DT .
Comme B = BT s 11 suffit de montrer que H D B" « Or d'aprés le lemme 2 de 1%ex—-
posé 9 (appliqué & B ) BY est engendré par ses intersections avec les centrali-
sateurs des sous—tores de codinxgl de T . Les centralisateurs des sous—tores
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semi~réguliers sont contenus dans S (cf. lemme 3). Tout revient donc & démon-
trer que si BY ost la partie unipotente d'un groupe de Borel BDOT , Q&T
un tore singulier de codim 1 , Z le centralisateur de Q , on a ZOB'CH ,

Soit S' 1'intersection de tous les groupes de? Borel B:.L 6T tels que
Biﬂ Z =BNnZ , Notons Sc'> la composante connexe de S' et Z la partie uni-
potente de 8! . Nous avons les inclusions : SECZC B" , De plus ,
BNZ=58'"N2=58 N2 , puisquei BN Z est connexe 3 donc B* Nz =3 NZ.
I1 s'agit donc de démontrer que ) (7 normalise Sg o Cela est évident si
Z = Sg‘ o Sinon nous pouvons appliquer le lerme 2 de l'exposé 9,et introduire un
sous-groupe fermé connexe ,  vérifiant les propriétés suivantes : on a les
inclusions

u
o}

—_—
sscy B
u - s s , ! . ! ! .
S, st un sous-groupe distingué de Yo (ieee > TH) ;D /S:;l est iso~
!
morphe & K , et ) _ est engendré par Sg et des éléments du centralisateur
. ' u !
S 1 (l.e. Z =SO (Z ﬂZ') )o

Z' d'un tore Q' C T de codim ¢

Le tore Q' est nécessairement singulier ; sinon son centralisateur 2!
t t
serait contenu dans S, d'oh > Nz C Sg‘ y S = SIO1 contrairement &
1'hypothése., Soit R 1le radical de Z', R* 1a partie unipotente de R . D'aprés
le lemme 3, SN Z' DR, d'ou SOQ R et Sz :)Ru . Nous avons donc les inclu~
sions
u u ! .U
RTCSs CY C3F CB et
u u ' ! ' —~ ' u '
RTCS NZ'CY NZ'Cy Nzt CB Nz .
bou _ U ! u '
at — t . N
Comme ) /oo S, (> Nz )/SO est isomorphe & K et {comme groupe
1
discret) 3 (3 N Z')/(Sz‘ NZ') , ce dernier groupe est infini.
1
Donc dim ( 3 N 32') > dim RY ., Comme d'autre part (B" N Z')/RY est
i somorphe 3 K (lemme 2), nous avons dim ( > "A 7') = dim (B N 2') ; dton
t
> onzt=Y Nz =Binzt
u .
Corme 8! = T >_ 5 nous avons SéﬁZ’ =T( )y N3z') =T(B"N 2" =BNZ*

A fortiori S'N Z' = BN 2Z' , D'aprés le corollaire 2 & la proposition 2 et la

définition de S' & partirde Q et de B, la relation S'MN2Z' =BMNZ' im-
' N

plique Q =Q' et Z = Z2' , Nous avons donc BY N 2 CZ C E , ce qui acheve
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la démonsttration. .

COROLLAIRE, Soient Q © T un tore de G et Z le centralisateur de Q . Alors
tout élément unipotent du radical de Z est contenu dans le radical de G .

En effet nous avons vu que le radical de Z est contenu dans S0 .

THEOREME 2,- Soit G un groupe algébrique connexe semi-simple, T un tore maxi-

mal, Alors
a) les groupes de Cartan de G sont ses tores maximaux ;
b) tout tore semi-régulier est régulier et son centralisateur est un tore ma-

ximal ;-

c) si Q est un tore singulier de codim 1 dans T , le radical du centralisa-
teur de Q est Q ;
. d) G. est engendré par les centralisateurs des tores singuliers de codim 1

contenus dans T ;

e) 1l'interscction des tores singuliers de codim 1 contenus dans T est un

groupe fini contenu dans le centre de G .

DEMONSTRATION. D'aprés le corollaire précédent, le radical du centralisateur d'un

tore est un.groupe résoluble connexe sans éléments unipotents, donc un tore. Si

QCT est semi-régulier, son centralisateur (qui est résoluble) est donc égal &
T . Cela établit .a) puisque les groupes de Cartan sont les centralisateurs des
tores maximaux. Si x £Q (semi-régulier) est choisi tel que son centralisateur
colncide avec celui de Q , le centralisateur de x est T , donc x et Q sont
réguliers ; d'ol D), -

Si Q est singulier de codim 1 , le radical R de son centralisateur 2
est un tore contenant Q « Si R #Q , R serait un tore maximal T ; 2 serait
donc contenu dans le normalisateur de T , ce qui est impossible puisque la compo-

sante connexe de ce normalisateur est T ; d'olu c).

Soit H 1le sous—groupe de G engendré par les centralisateurs Zi des tores
singuliers de codim 1 de T . Pour montrer que H = G , il suffit d'aprés la
proposition 3 d'établir que B CH pour tout groupe de Borel BT , et méme,
puisque T Z; , que B'CH.Or BY eost engendrd par ses intersections avec
les centralisateurs des sous-tores de codim (1 de T (exposé 9, lemme 2).,
D'aprés b) seules interviennent les intersections de gt avec les centralisa-

teurs des tores singuliers ; d'oh d).
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L'intersection des tores singuliers de codim 1 contenus dans T est un

sous—groupe central de G , d'aprés d). Ce sous-groupe est fini car la compo--
sante connexe du centre de G est contenue dans le radical, i.e. le centre de
G est un sous-groupe fini ; d'ol e).



