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) 10-01
Séminaire C. CHEVALIEY

E.N.S., 1956/57
. Exposé n° 10

LES TORES SINGULIERS.

(Exposé de C. CHEVALIEY, le 11.2.,1957)

l.- Cing lemmes.

IEMME 1.~ Soient U , V et W des variétés, f un morphisme de U x V
dans W, A une partie fermée de V et B une partie fermée de W telle
que f(U x &) C B ; 8i A' est une composante irréductible de A , £(U x A')
- e8t contenu dans une composante irréductible de B .

Cet ensemble est en effet irréductible comme image continue d'un ensem-
ble irréductible U x a' ,

COROLLAIRE -~ Soit G un groupe algébrique irréductible qui opére dans une

variété V (i.e. on a un morphisme (s, y) — s.y de G xV dans V tel
que s.(s'.y) =ss'.y si s,8'€eG,y€V ,et e.y=y si e est 1'61é-
ment neutre de G). Si les applications y _s.y transforment toutes en

elle-méme une certaine partic fermée A de V , elles transforment en elle-

méme toute composante irréductible A' de & .

En effet; les points s.y (se G, yC A') sont contenus dans une méme
composante irréductible de 4 (lemme 1) qui, contenant y = e.y pour tout
ye A' , est identique & A' .

IEMME 2.-- Soient Q et T des tores et U une variété ; soit pour chaque

ue’l i‘u un homanmorphisme rationnel de Q dans T , Supposons que, pour

tout z €Q , u....>fu(z) soit un morphisme de U dans T . Alors f ne

dépend pas de u.

Soit 2z wun point d'ordre fini m de Q ; fu(z) est un point d'ordre
fini diviseur d¢ m , donc reste dans un ensemble fini j comme 1'ensemble
des fu(z) pour u€U ost irréductible, il se réduit & un point. Soit A
1l'ensemble des éléments d'ordres finis de Q ; il est dense dans Q . Si
u, u' €U, les applications continues £ , £, , qui coincident sur A

u
sont égales,
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Rappelons que le corps K , muni de sa structure de variété, peut étre
plongé dans une variété compléte D, la droite projective qui se déduit de
K par adjonction d'un point noté o , et qui est isomorphe a 1l'espace pro-

jectif associé & l'espace vectoriel .

IEMME 3.- Toute fonction f sur la droite projective & veleurs dans une va-

riété compléte V' est partout définie.

Si D_ est 1'ensemble de définition de f, a —>(@, £ (a)) estun
morphisme g de D_ dans D xV ; 1'adhérence ¢ de 1'image de D _ par ce
morphisme est une sous~variété fermée de D x V ;3 si p est le morphisme de

¢ induit par la projection D xV —D , ;l(a) est fini pour tout a € D
puisque Cb est de dimension 1 ; de plus, le cohomomorphisme de p est un
isomorphisme du corps F sur le corps F ,car peg (resp. g@p) est
1'application identique de D (resp. ¢ ) . Comme D est normale, p est
un isomorphisme de q> sur une sous-variété p( ¢ ) de D (exposé 5 , théo-
réme 2) ; or ¢ , qui est une sous-variété fermée de la variété complete

D xV , est compléte ; p( ¢ ) est donc fermé, d'oh p( $ ) =D ; le lemme
3 résulte immédiatement de la.

IEMME 4.- Toute fonction numérique u partout définie sur une variété compléte

V est constante.

On peut considérer u comme un wmorphisme de V dans la droite projective
D ; come V est compléte, u(V) est une partie fermée irréductible de D

qui ne contient pas le point o et se réduit par suite & un point.

IEMME 5.~ Soient ’}:3 (V) 1'espace projectif associé 3 un espace vectoriel

V de dimension finie et W une sous-variété fermde de dimension 4 > O de
Sﬁ (V) . S1 H est un hyperplan de Yy (V) , Wn H est non vide, et toute

composante irréductible de cet ensemble est de dimension » d -1 .

Soit 4 1l'application canonique de 1'ensemble des éléments # 0 de V
sur {p (V) . 81 X, p sont des formes lindaires sur V , A £0, 1l
y & une fonction numérique A /m sur {)’J(V) définie en tout point
@ (x) tel que pu(x) # O et y prenant la valeur Ax)( e (x) )"'1 .
Prenons pour A une forme lindaire # O nulle sur ¢ (H) . Ecartons le cas
trivial oh W C H 5 coome W ne se réduit pas & un point, il y a wune forme
lindaire N sur V telle que A/ p (qui est définie en au moins un point

de W) induise une fonction non constente sur W ; il y & un point de W o
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cette fonction n'est pas définie (lemme 4) , d'od WNH# @, Soit x, tel
que ?(xo) €WnH, et soit ¥ une forme linéaire sur V telle que

9 (xo) £ 0 3 soit W, 1l'ensemble des points de W en lesquels M/~  est
définie. Alors W, A H est 1l'image réciproque de 0 par le morphisme de
W dans K induit par s« /~ ; les composantes irréductibles de cet en-

semble sont donc de dimensions > del .

2.~ Les groupes de Borel qul contiennent un tore.

Soit G un groupe algébrique affine et soit Q wun tore contenu dans G .
Soit B, un groupe de Borel de G ; les groupes de Borel de G sont donc
les stabilisateurs des points de G/BO ; ceux qui contiennent Q sont les

stabilisateurs des points de G/BO invariants par Q .

PROPOSITION 1.- Les points de G/BO invariants par Q forment un ensemble
fermé E ., Soit Z 1e centralisateur de Q ; _s_j_._ El est une composante irré-
ductible de L , les points de El sont transformés transitivement entre eux
par les opérations de Z ; leurs stabilisateurs dans Z sont les groupes de
Borel de 7 ; si C est l'un de ces groupes, on a dim. B, = dim, z/c . Si

T est un tore meximal contenant Q , E, contient un point dont le stabilisa-

teur contient T .

I1 est évident que E est fermé et que les opérations de Z permutent
-entre eux les points de E . Comme Z est connexe (eiposé 6 , théoréme 6 a)) ,
les opérations de 7 permutent entre eux les points de El (Si)rollaire au
lemme 1), Soit f 1l'application cancnique G —-~>G/Bo ;3 U=1f (El) est
alors une sous-variété fermée de G (exposé 9 , lerme 3 )o S1 u&E , ona
Q cu.BOu"1 , d'oh u-lQ,u < B0 e Soit B‘; le groupe des éléments unipotents
de B_ ; BO/B;1 est alors un tore ; si h est l'application canonique de B

sur BO/B‘; y (u, x) = h(u-lxu) est un morphisme de U x Q dans BO/B];‘ s
lui appliquant le lerme 2 , on voit qu'il ne dépend pas de u . Il en résulte
que le groupe D engendré par B‘; et u'1Qu ne dépend pas de u ; les

u Qu en sont des tores maximaux, et sont par suite conjugués les uns des

autres dans D . Soit u, un point quelconque de U ; posons Q1 = u'l':lQu1 .

1
Alors, pour tout u €U , il existe un élément b(u) = Bg tel que

uleu:vb(u)Ql (b(u.))"1 ; de plus, si x€Q, ona " £ U, xu, (mod Bg’)
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et par suite aussi (ub(u))-lx(ub(u)) = u.'i'lxu1
é1lénents appartiennent a Ql , ils sont égaux, d'oh ub(u) = z(u)u1 avec un

z(u)€ Z , Comme b(u) appartient a B, ona f(ub(u)) = £(u) , d'od

(mod BY) ; comme ces deux
o

fu) = z(u).x1 si x, = f(ul) . Come f£(U) = E,, ona E1 = Z.x; , ce qul
montre que les opérations de Z transforment transitivement entre eux les
points de E, . Si C est un groupe de Borel de 2, les opérations de C lais-
sent invariant un point x au moins de E, , puilsque E, est une variété
compléte 8t C résoluble., les opérations de Z qui laissent x fixe sont
celles de l'intersection de Z avec le stabilisateur de x dans G, qui

est un groupe résoluble ; elles forment donc un sous-groupe résoluble de 2

qui, contenant C , lui est identique (exposé 9, corollaire 2 au théoréme 1 ).
On en déduit par passage aux quotients un morphisme bijectif de Z/C sur B,
d'ol dim E, = dim Z/C . Tout tore meximel contenant Q est contenu dans 7 ,
donc dans au moins un groupe de Borel de Z , ce qui démontre la derniere

assertion,

REMARQUE.- Il faut se garder de croire que les composantes irréductibles de E
sont transformées transitivement entre elles par les opérations du normalisa-

teur de Q ; il n'en est pas ainsi, comme on le voit par des exemples simples.

DEFINITION 1.- Un tore Q de G s'appelle régulier s'il contient au moins

un point régulier de G , semi-singulier s'il n'est contenu que dans un nombre

fini de groupes de Borel de G , singulier s'il est contenu dans une infinité

de groupes de Borel de G .

PROPOSITION 2.~ Pour qu'un tore soit semi-régulier, il faut et suffit que son

centralisateur soit résoluble.,

Cela résulte immédiatement de la proposition 1 .

CORQLIAIRE.~ Un tore régulier est semi-régulier,

Si un tore Q contient un élément régulier s , son centralisateur est
contenu dans celui de s , qui est le centralisateur d'un tore maximal et st

par suite nilpotent, done résoluble.

PROPOSTTION 3.~ Si Q est un tore semi-régulier contenu dans le tore maximal T ,

tout groupe de Borel qui contient Q contient T ,

Soit B un groupe de Borel., L'ensemble E des points de G/Bo
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invariants par Q est fini, Comme T est commutatif, les opérations de T
transforment E en lui-méme, donc transforment chaque point de E en lui-

nméme (corollaire au lerme 1),

PROPOSITION 4.~ Pour qu'un tore Q soit semi-régulier (resp. régulier), il

faut et suffit qu'il contienne un tore de dimension O ou 1 gqui solt semi-

régulier (resp. régulier),

La condition est évidemment suffisante., L'ensemble Qo des points de Q
dont les centralisateurs sont égaux 3 celui d¢ Q contient un ensemble rela-
tivement ouvert non vide dans Q . On peut en effet supposer que le groupe G
est un groupe algébrique de matrices et que les é1éments de Q sont des
matrices diagonales ; si t €Q , soient al(t) y sea aﬁ(t) les coeffi~
clents diagonaux de la matrice t ., Le centralisateur de Q se compose des
matrices (bij)ta G telles que bij = 0 pour tout couple (i, j) tel que
1'on n'ait pas ai(t) = aj(t) pour tout t e Q . Or il y a une partie ouverte
non vide QO e Q telle que, si te€ QO , la condition ai(t) = aj(t) en-
trafne que ai(t') = aj(t') pour tout t'€ Q .

I1 y a donc un groupe a un paramétre ¥ de Q tel que Supp ¥ ren-

contre Qo(exposé 9, proposition 3 ) , d'ol le résultat,

Nous dirons qu'un groupe & un paramétre d'un tore de G est régulier
(resp. semi-régulier, singulier) si le tore Supp 7 est régulier (resp.

semi~régulier, singulier),

3e= Groupes & un paramétre semi-réguliers,

Soient G un groupe algébrique affine et £ une variété compléte sur
laquelle opere G . Soient T wun tore maeximal de G, -y un groupe & un
paramétre de T et x un point de L ; le morphisme 6 —s 7 ( @ ).x de
K* dans O se prolonge en un morphisme de la droite projective dans £ qui
applique les points 0 et oo sur des points que nous désignerons par
+ (0)x et w(w).x respectivement, Il résulte immédiatement de la
formule F( 606" x= 4 (8).(% ( 8")ex) que les points - (0).x ,
7 (00).x sont invariants par les opérations de Supp 7 . Ceci dit, suppo-
sons que £ = G/BO ol B est un groupe de Borel de G . Alors le stabili-
sateur de ¥ (0).x est un groupe de Borel contenant Supp % . Réciproque-
ment, si x est un point de {1 invariant par4les opérations de Supp ¥ ,

ona x= T(0).x ; les groupes de Borel contenant Supp ¥ sont donc les
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stabilisateurs des points ¥ (0).x , ou x parcourt les points de £l ;
pour que ¥ soit semi-régulier, il faut et suffit que 1l'ensemble des
7 (0)sx soit fini., Pour &tudier cet ensemble, nous allons utiliser une reprém

sentation linéaire de G .

PROPOSITION 5.- Soit H wun sous-groupe fermé d'un groupe algébrique affine G .

I1 existe alors une représentation rationnelle ¢ de G et un point e £ 0

de 1l'espace V de ¢ tels que H soit 1l'ensenble des s < G tels que

p (s) trensforme l'espace Ke en lui-méme.,

Soit P 1'algébre des fonctions numériques partout définies sur G , et
soit ¢ 1'idéal des fonctions de P nulles sur H . Si s« G, ueP,; on
désigne par o (8).u 1la fonction t - u(ts) . Tout sous-espace de dimension
~ finie de P est contenu dans un sous-espace de dimension finie qui est stable
par les opérations o (s) (exposé 4). Il existe donc un sous-espace P, de
dimension finie de P , stable par les s (s) , qui contient un ensemble de
générateurs de < . Soit d = d:I.m(P1 AN Q) ; soient V la puissance exté-
rieure d-itme de P, et, pour s &G, p(s) 1la puissance extérieure
d-iéme de la restriction de o (8) 2 Py s soit e le produit extérieur des
éléments d'une base de P, 1 Q . Pour qu'un élément .8 appartienne & H ,
il faut et suffit que o (s) transforme O, en lui-méme, ou encore transfor-

me P, N @ en lui-méme, donc que  p(s) transforme Ke en lui~-méme.

1
REMARQUE ,- Prenant Pl de telle maniére que Pl contienne 1 et un ensemble
de générateurs de P , on voit facilement que la représentation p construi=-

te dans la démonstration précédente est fidele,

COROLIAIRE.- Soient G un groupe algébrique affine et B =~ un groupe de Borel

de G o Il existe une représentation rationnelle { de G , d'espace V et

un morphisme bijectif % de G/‘BO sur une sous-variété fermée L2 de l'espa-

ce projectif ip (V) associé & V qui possédent la propriété suivante : si

on désigne, powr s & G , par p¥(s) 1'automorphisme de Ny (V) défini
par f(s) , on a, pour tout x eG/Bo et tout s eG, ¥ (sex) = P*(s). 5 (x).
On peut de plus supposer que $) n'est contenu dans aucun byperplan de i}i (V) &

Appliquons en effet la proposition 4 en prenant H = Bo . L'espace en-
gendré par les transformés de e par les opérations de G est stable par G ;
on peut donc supposer que c'est V tout entier. Soit ¥ 1l'application cano-
nique de 1'ensemble des éléments # O de V sur 53:’ W) ; 1e groupe de
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stabilitd du noint o = {(¢) est B_ . le morphisme s —> % (s).e™
deflnlt donc par passage aux quotients un morphisme bijectif § de G/B
dans Sr‘}« (V) ;3 comme G/BO est complet, - = § (G/Bo) est une sous-variété

fermée de )L (V) 5 il est clair que {1 n'est contenu dans aucun hyperplan
de;}i}(v) Si x:tBO, te€G, ona s.x=stB , 4

é(s.x) = p*(st).e% = Px(S).( {*‘*(t).e*): P* (S). } (X) .

Les notations etant celles du corollaire précédent, soit de plus T un
tore maximal de G . Il y a une base (el y seo o en) de V telle que 1l'on
ait, pour t& T,

pt)ee; = x;(t)e, (1 €isn),

les X 5 ¢tant des caractéres rationnels de T, qui peuvent &tre considérés
comme des formes lindaires sur le groupe | (T) des groupes & un parametre
de T,S1 < N(T), ona

c

-n _\"‘n . i * -
p(x(6)). P N T ey (3 e K7), avec ci_xi(w).

Cette formule permet de déterminer explicitement = (0).x* si x* est un
point quelconque de f.l‘; (V) « Soit ‘ 1l'application canonique de l'ensemble
des éléments # 0 de V sur S}" (V) , et soit x* = ¢ (= ;l_l a; ei) s
posons fi( W, x)=1 siona s, #0 et x (7) « “)éj(‘tr) pour
tout j tel que 2 £0, ¢ i( 5 5 X) = 0 dans le cas contraire., On a
alors

7(0)x" = ¢ ( =

£ %"
1_1 % *i( - ,x)ei)

On peut de méme déterminer ¥ (w).x  : on pose alors & :'L( T, x)=1
si ai;éo et 7<i( T) Tj(' X ) pour tout j tel que aj;éo et

¢ i( W, x) = 0 dans le cas contraire, et on a

¥ ()ex™ = 4 ( Zl_l ; 640w, x)ey) .

On ne peut avoir T (0).x" = 7 (w).x* que si les i( %) pour tous les
i tels que a, # 0 sont égaux, auquel cas ona ¥ ( © )ox® = x* . On ddduit
de 1a le résultat suivant

PROPOSITION 6,= Soient G wun groupe algébrique affine, BO un groupe de Borel

de G et T un tore moximal de G o Si W est une sous=variété fermée de

G/BO invariante par T, et si dim W >0, W contient au moins deux points

distincts invariants par T .




10-08

Soit ¥ wun groupe & un paramétre semi-régulier de T . Comme il n'y a
gu'un nombre fini de points de (}/BO invarients par T , ou, ce qui revient
au méme (proposition 3) par Supp ¥ , il y & un point x € W tel que 1l'appli-
cation € — 7 ( @ )ex ne soit pas constente. Les points 7 (0)ex et »(w).x

sont alors des points distincts de W invariants par T .

COROLLAIKE,- Si G est un groupe algébrique affine non résoluble, tout tore’

maximal de G est contepu dans au noins deux groupes de Borel.

Revenons maintenant aux notations utilisées plus haut, et cherchons a

quelle condition ¥ est semi-régulier, Scit X ( ) 1le plus petit des
» ;( 7)), et soit I 1'ensemble des i tels que % (7)= x;(7).

Supposons d'abord que I ne comporte qu'un seul élément io . Soit IZ.O

1}‘; ( « I

1'ensemble des T 3 ei) tels que a # 0 3 c'est une partie
- o

ouverte non vide de £l (car {1 n'est contenu dans aucun hyperplan) , et on
a T (O).x* = k?(ei ) pour tout = 5\1-0 , %(0)ex" £ L{T‘(ei ) si
o) o
e . ~"=1o . On en conclut que ¥ (ej ) est alors isolé¢ dans l'ensemble
0

des 7 (0).x* (x"e {1), donc que 7 est semi-régulier (proposition 1).
Supposons zu contraire que I contienne deux indices distincts iO et :'L1 H
si ¢ est un élément quelconque de K , il y a des points x* de N4 tels

* n
0 . o \ Lp .
que X soit de la forme £ Pt 1= B4 ei) avec aio #0, all £0,

a, # ca; i onen conclut immédiatement que l'ensemble des o (0) X ,

x' & (o, est infini, donc que 7 est singulier. On a donc le résultat

suivant :

PROPOSITION 7. - Soient G un groupe algébrique affine, Bo un groupe de
Borel de G, d la dimension de G/B,, T un tore maximel de G, ¥ un
groupe & un paramétre de T . Il y a un point x et un seul de G/ B, qui

posséde la propriété suirante : l'ensemble U = des x € G/Eso tels que
¥ (0)ex = X ost dense dans G/ B0 . L'ensemble Uo est alors ouvert ; si
¢>0, G/B =T  est un ensemble non vide dont les composantes irréducti-

bles sont de dimension d-1 .

La derniére assertion rédulte du lemme 5 .

COROLLAIRE.~ Si G/ Bo est de dimension > 1, tout tore maximal de G est

contenu dans au moins trois groupes de Borel.
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Observons en effet que, si t= T, t comnute avec les éléments de
Supp ¥ , d'oh il résulte immédiatement que te( 7 (0)ux) = 7 (0)uk.x)
pour tout x €G/B_ . Si xeU , ma 70)x=x_, X = tx_, dlod
tex € UO 3 chaque composante irréductible de G/BO - UO est denc invariante
par T ( oorollaire au lemme 1 ) et contient par suite au moins deux points
invariants par T (proposition 6).

Ies notations ¢tant celles de la proposition 7 , désignons par B( ¥ )
le stabilisateur de X 3 nous avons donc attaché intrinséquement & tout élé-
ment semi-régulier ¥ de [ (T) wun groupe de Borel B( T ) contenant T .

DEFINITION 2,- Soit rsr(T) 1l'ensemble des groupes & un paramétre gemi-réguliers
de T . Pour tout groupe de Borel B contenant T , soit & (B) 1l'ensemble
des T« r’sr(T) tels que B( v ) = B ; les ensembles non vides de la forme

G (B) sont appelés les chambres de [(T) 5 si G (®B) #pg, G ((EB) est
appelé la chambre associ¢e & B ., :

Nous verrons d'ailleurs que & (B) # § pour tout groupe de Borel B
contenant T ,

PROPOSITION 8.- Soit G un groupe algébrique affine non résoluble, et soit T

un tore maximal de G . Il existe alors un tore singulier contenu dans T et

de codimension 1 dans T .

Reprenons en effet les notations utilisées plus haut ; soit x* un
point quelconque de £) et soit W 1'adhérence de T.x* . Le sous=-espace
X de V engendré par a{sl (W) est stable par les opérations de p(T) ;
il a donc une base (ei y eee 61;1) telle que les sous-espaces Ke! soient
stables par p (T) . Supposons que W soit de dimension S >0 : on peut

considérer W comme une sous-variété fermde de 1l'espace projectif ”3’3 x)
1

by

associée & X ; l'image par § du sous-espace de X engendré par €5 5 see y ©
est unhyperplan H de 5<)?J (X) qui ne contient pas W et qui est invariant
par T , Toute composante irréductible A de HAN W est invariante par T
(corollaire au lemme 1) et est de dimension © - 1 (lemme 5). Si P) >1,

les points de A , qui sont en nombre infini, ne sont pas tous invariants par

m

T, et A contient un point x*  tel que Tx* soit de dimension > O mais
<& . Ce raisonnement montre que G/BO contient un point x*  tel que 1l'adhé-

rence de Tx" , que nous désignerons meintenant par W , soit de dimension 1 .
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Soit SO la composante de 1'¢lément neutre dans le groupe des éléments de T
qui laissent x fixe ; il y a alors un morphisme de T/SO sur Ts* tel que
1'image réciproque de x par ce morphisme soit finie ; T/SO est donc de di-
~mension 1 . Comme T est comutatif, tous les points de Tx* sont invariants

par S0 s ce qui montre que So est singulier,

COROLIAIRE.- Tout tore singulier contenu dans T est contenu dans un tore sin-

gulier contenq;dans T et de codimension 1 dans T .

Soient Q wun tore singulier contenu dans T et Z son centralisateur :
%2 n'est donc pas résoluble, et T en est un tore meximal., Il y a un tore S
contenu dans T , de codimension 1 dans T et qui est simgulier relativement
au groupe Z . Le centralisateur de S dans Z est le méme que celul de
SQ , puisque Q est dans le centre de Z ; il n'est pas résoluble, d'ol
SQ#T ; comme S est de codimension 1 et SQ connexe, il s'en suit que
Q€ S . Par ailleurs le centralisateur de S dans G contient son centrali-
sateur dans Z et n'est par suite pas résoluble, ce qui montre que S est

un tore singulier dans G .

Observons mairtenant que le groupe de Weyl W de T opére de maniére
naturélle dans F(T) ; si s est une opération du normalisateur N de T
et T e M(T), l'application 8 —» s ¥ ( 8 )s"1 est encore un groupe & un
parametre de T , que nous désignerons par s. » ; il est clair que ¥ —» S
est un automorphisme du groupe {7(T) qui ne dépend que de la classe w de s
modulo le centralisateur de T ; aussi poserons nous w. 7 = S. 3 . L'appli~
cation qui & tout we& W fait correspondre l'automorphisme o —» w. 7 est
un homomorphisme de VW dans le groupe des automorphismes de [~ (T) . Cet
homomorphisme est injectif. En effet, si w. T = 7 , et si s est un repré-
sentant de w , s commute avec tous les éléments de Supp T ; comme la
réunion des Supp T est dense dans T (exposé 9 , proposition 3 ), on voit
que, s1 w.x = ¥ pour tout ¥ , s appartient au centralisateur-de T ,
d'ol w= 1. Le groupe W opére donc aussi de maniére naturelle dans le
groupe dual ["*(T) de I (T) , qui s'identifie comme nous l'avons vu au
groupe des caracteres rationnels de T ; si X est un élément de ce groupe et

8 un représentant de w dans N, on a

(e X)) = x6"ts) (teT .
En étendant le domaine des scalaires au corps R des nombres. réels, on

dévuit de T(T) et [™(T) des espaces vectoriels 'r*EKT) s r'%E(T) sur
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R en dualité 1'un avec 1l'autre, et W opere encore de maniére fidéle dans

ce8 espaces vectoriels. Pour simplifier les notations, nous conviendrons d'i-
. . 2, ’ - / . ’*

dentifier les éléments de W aux opérations dans (1), (T,

r E(T) 5 r*E(T) gui leur sont associées.

Ceci étant, si ¥ est un groupe & un paramétre de T , et si w est
une opération du groupe de Weyl, représentée par un élément s du normalisa-
teur de T ,les groupes de Borel qui contiennent Supp w. T sont évidemment
les SBS~1 » ou B parcourt 1l'ensemble des groupes de Borel qui contiennent
Supp % 3 w ‘transforme donc en lui-méme 1l'ensemble des éléments semi-régu-—
liers. De plus, on a, pour 2eK' , (w. ¥)(6) = s ‘((ﬁ)s—l , d'ol, pour
X & G/B0 s

((we 7)(0))ex = 5.( 7 (0).(s"Lux))

Supposons que ¥ soit semi-régulier et que ¥ (0).x = X, pour tout x

d'une partie ouverte non vide U de G/Bo ; on a alors ((w. € )(0)).x = S.X

pour tout x c—‘_s.Uo ; et par suite
B(w. % ) = sB( "<§')s“1 .

Comme on sait que les groupes de Borel contenant T sont permutés entre
eux de maniére simplement transitive par les opérations du normalisateur de

T , on en déduit le résultat suivant :

PROPOSITION 9.- Pour tout groupe de Borel B contenant le tore maximal T ,

il y a une chambre & (B) de  [(T) associde & B ; les opérations du

groupe de Weyl dans r(T) permutent les chambres entre elles de maniére

simplement transitive.

PROPOSITION 10.- Soit & wune chambre de T (T) ; il existe un certain nombre

de formes lindaires A 12 ser s A osur T (T) +telles que @ soit 1l'en-

semble des ¥ & r(T) tels que >\i( ¥)> 0 (1<igm).

En effet, on a vu qu'il existe des formes linéaires xl s see 5 X n

sur I (T) et un indice i, ‘tels que @ soit l'ensemble des 7 tels que

’)Cio(“() < /1( ) pour tout i;éio .




