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LA CONJECTURE DE MODULARITE DE SERRE :
LE CAS DE CONDUCTEUR 1
[d’aprés C. Khare]

par Jean-Pierre WINTENBERGER

INTRODUCTION

Soit Q la cloture algébrique de Q dans C. Notons Gg le groupe de Galois de Q/Q.
Soit p un nombre premier et soit IF_p une cloture algébrique du corps a p éléments. Soit
P : Gg — GL2(F,) une représentation continue (donc & image finie), irréductible et
impaire (det(p(c)) = —1 ou ¢ est la conjugaison complexe). Nous appelons une telle
représentation galoisienne une représentation de type S.

Soit @p une cloture algébrique du corps des nombres p-adiques Q. Eichler, Shi-
mura, Deligne, Deligne et Serre ont associé aux formes modulaires (propres) pour
les sous-groupes de congruence de SLy(Z) des représentations galoisiennes Gg —
GLQ(@), dont les réductions modulo p, lorsqu’elles sont irréductibles, sont de type
S ([17, 19]; pour le poids 2, on pourra voir 'appendice de Conrad dans [44]). La
conjecture de Serre, qui apparait pour la premiere fois en 1972 (p. 9 de [56]), dit que
toute représentation de Gg de type S est modulaire i.e. provient comme ceci d’une
forme modulaire. Elle est énoncée dans [50] pour les représentations p non ramifiées en
dehors de p (cas de niveau N = 1). Dans [52], Serre énonce pour tout niveau N ce que
nous appelons la forme forte de la conjecture par opposition a sa forme qualitative.
La forme forte précise le poids k, le niveau N et le caractere ¢ d’une forme primitive
pour I'1 (N) dont provient p.

Tate, en réponse a une lettre de Serre, prouve qu’il n'y a pas de représentation
Gg — GLa(F2) qui soit irréductible et non ramifiée hors de 2, prouvant ainsi la conjec-
ture pour p = 2 et N =1 (1973, [57]). La méthode de Tate, qui repose sur une mi-
noration de discriminant, a été étendue par Serre au cas p =3 et N =1 (p. 710 de
[51]), et, sous ’hypothése de Riemann généralisée, par Brueggeman pour p = 5 ([10]).

Grace aux travaux de Ribet, Mazur, Carayol, Gross, Coleman-Voloch, Edixhoven,
Diamond, ..., on sait, pour p # 2, que la forme qualitative entraine la forme forte. C’est
un grand théoréme sur lequel on trouvera d’excellents rapports dans [43, 25, 44] : un
cas de ce théoreme a permis de déduire Fermat de la conjecture de Taniyama-Weil !

La démonstration, a la suite de Wiles, que toute courbe elliptique sur Q est modu-
laire, donne la conjecture de Serre pour les représentations galoisiennes p provenant
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100 J.-P. WINTENBERGER

des points d’ordre p des courbes elliptiques sur Q. Pour ce faire, Wiles prouve des énon-
cés du type suivant (« MR » : modularité des relévements; §3) : si p : Gg — GL2(Qp)
est géomélrique, i.e. vérifie des propriétés de ramification convenables, et si la ré-
duction de p est du type S et modulaire, alors p est modulaire ([67, 64]). De plus,
Wiles utilise un argument de « changement de nombre premier » : pour prouver que
la représentation galoisienne p5 : Gg — GL2(F5) sur les points d’ordre 5 de la courbe
elliptique E est modulaire, Wiles prouve 'existence d’une courbe elliptique E’ sur Q
dont la représentation sur les points d’ordre 5 est isomorphe a ps, et la représentation
p3 sur les points d’ordre 3 est irréductible. La représentation p3, dont I'image est réso-
luble, est modulaire d’aprés Langlands-Tunnell ([66]). Un théoréeme « MR » entraine
alors que la représentation 3-adique associée & E’ est modulaire, donc aussi E’ et ps.

A Paide de théoremes « MR » et d’un argument de « changement de nombre pre-
mier », Taylor prouve une version potentielle de la conjecture de Serre : une repré-
sentation de type S provient d’'une forme modulaire de Hilbert apres restriction a
un corps de nombres totalement réel F' ([61, 60]; §4). On est alors confronté a un
probléme de changement de base de F' a Q. Dans certains cas, on peut s’assurer que
F/Q est résoluble, et alors le théoréme de Langlands et Tunnell permet de prouver
la conjecture ([38, 26]). Les théoremes de Taylor, le théoréme de changement de base
résoluble d’Arthur-Clozel ([2]), et des arguments de Taylor ([63]) permettent & Dieule-
fait de prouver que, étant donnée une représentation p : Gg — GL2(Q,) possédant les
propriétés d’'une représentation galoisienne associée a une forme modulaire, il existe
un systéme compatible (py) de représentations ¢-adiques de Gg dont fait partie p

([23], §6).

La conjecture de Serre entraine qu’une représentation p de type S admet des re-
levements Gg — GLQ(@), qui de plus sont géométriques. Ramakrishna, utilisant
des techniques de déformations de représentations galoisiennes, le prouve dans de
nombreux cas sans supposer p modulaire ([41]). Khare réalise que ces techniques de
déformation et en particulier des résultats de Bockle ([6]), la version potentielle de la
conjecture de Serre due a Taylor et les théorémes de type « MR » pour les corps tota-
lement réels, permettent d’obtenir des relevements de représentations de type S qui
ont des propriétés de ramification plus précises que celles obtenues par Ramakrishna,
et qui sont prédites par la forme forte de la conjecture de Serre.

L’existence de relevements avec ces propriétés de ramification précises et ’existence
de systeémes compatibles, permettent d’utiliser la technique de changement de nombre
premier de Wiles. Dans [36], la conjecture de Serre pour N = 1 est prouvée pour
p=>5,7, et pour les poids k < 14, k # 10 . Des stratégies sont données pour la ramener
dans le cas général & des énoncés « MR ». Utilisant des relevements de poids 2 avec
Nebentypus, Khare parvient a déduire des théoremes « MR » connus le cas général de
niveau (conducteur) 1 ([34]; pour un «survey » : [35]).
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(956) CONJECTURE DE SERRE 101

Enfin signalons que ce cercle d’idées a permis de grands progres dans la preuve de
la conjecture d’Artin pour les représentations impaires Gg — GL2(C) ([12, 62]).

Je remercie Bockle de m’avoir communiqué son preprint [7] qui m’a beaucoup aidé
pour la rédaction du §5. Je remercie Khare pour ses remarques sur une premiere
version du texte.

1. CONJECTURES DE MODULARITE DE SERRE ET DE
FONTAINE-MAZUR

1.1. Représentations galoisiennes associées aux formes modulaires

Pour N entier > 1, soit I';(N) le groupe des matrices :

((CL Z)ESLQ(Z), ¢c=0mod N, a=d=1mod N.

Soit k un entier > 1. Soit Sk(I'1(N)) le C-espace vectoriel des formes modulaires
paraboliques de poids k et de niveau N. Une forme f € Si(I'1(INV)) a un développement
de Fourier a la pointe 0o :

oo
f(Z) — Zanqn, q= 627riz-
n=1

Une forme primitive f est propre pour les opérateurs de Hecke T),, n entier > 1,
et pour les opérateurs diamant (d), d € (Z/NZ)*. Elle est normalisée : a; = 1.
Pour n > 1, a, est la valeur propre de T),. Notons € : (Z/NZ)* — C* le caractére

(d)(f)=¢e(d)f. Ona:
a b

1) : f <Zidb> = e(d)(cz + d)* £ (2), v( . > € SLy(Z), ¢ =0 mod N,

d étant I'image de d dans (Z/NZ)*. Les a,, et €(d) engendrent un ordre de I’anneau des
entiers d’une extension finie Ey de Q contenue dans C; Ef est le corps des coefficients
de f.

Eichler, Shimura, Deligne, et Deligne et Serre ont associé a f et a un plongement ¢ de
E; dans Q, une représentation galoisienne : py, : Gg — GL2(Q,) qui est caractérisée
a conjugaison pres par les propriétés suivantes :

— py,. est non ramifiée en dehors de {p} U Sy, Sy étant I'ensemble des nombres
premiers qui divisent N ;

—pour ¢ ¢ {p} U Sy, si Froby est un élément de Gg qui reléve le Frobenius, on a :
tr(pys,.(Froby)) = t(ae).

Soit xp : Gg — Zj, le caractere cyclotomique. Le déterminant de pg, est exk1

p )
ou nous avons identifié de la maniere naturelle (Z/NZ)* avec le groupe de Galois de

Pextension cyclotomique Q(uy)/Q.
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102 J.-P. WINTENBERGER

La représentation py, est impaire. En effet, il n’existe pas de forme parabolique
non nulle de poids k et de caracteére € si 'on n’a pas e¢(—1)(—1)¥~1 = —1, comme on
le voit en considérant la matrice —id dans (1).

La représentation py, est irréductible ([19, 42]).

Elle est géométrique : elle est non ramifiée en dehors d’un ensemble fini de nombres
premiers et sa restriction au groupe de décomposition D, est potentiellement semi-
stable, au sens de la théorie de Fontaine ([29]). Ceci résulte, si k # 1, de ce que
pr,. apparait dans la cohomologie étale d'une variété algébrique et des théoremes
de comparaison p-adiques ([65]). Pour k = 1, p a une image finie et est donc aussi
géométrique.

1.2. La conjecture de Fontaine et Mazur ([31])

CONJECTURE 1.1. — Soit p : Gg — GLa(Q,) une représentation p-adique impaire,
irréductible et géométrique. Alors, il existe f, 1 comme ci-dessus et un entier j tels
que p soit isomorphe a py, tordue par Xf,-

La forme f, (N,k,¢€) et j sont bien déterminés par p (f & conjugaison galoisienne
pres). En effet, les poids de Hodge-Tate de p sont (j,j + k — 1). Aprés torsion par
Xp J, on se rameéne au cas j = 0. Soit, pour nombre premier ¢, r, la représentation F-
semi-simple du groupe de Weil-Deligne WD, & valeurs dans GL2(Q,) qui est associée
a la restriction de p au groupe de décomposition Dy. Pour £ # p, r; a été définie par
Grothendieck et Deligne (§8 de [18]). Pour ¢ = p, elle a été définie par Fontaine a
partir de I’action de D, sur le module de Dieudonné filtré associé a la représentation
potentiellement semi-stable pjp, ([27]).

A 7y est associée la partie £ primaire N, du conducteur. On a Ny = 1 si et seulement
si, soit £ # p et p est non ramifiée en ¢, soit £ = p et p|p, est cristalline. Le conducteur
N est le produit des N;. Le caractére € est défini par la formule det(p) = ex’;_l.

Enfin f est déterminée par p par la formule tr(p(Froby)) = t(ag) pour ¢ premier
a N et p, puisque 'on a pris soin de choisir f primitive. On peut aussi dire que la
correspondance de Langlands locale associe & ry une représentation 7, de GL2(Qp).
La représentation automorphe associée a f a pour composantes locales les my, Too
étant la représentation de GLa(R) correspondant aux formes modulaires de poids k.

1.3. La conjecture de Serre

Soient f et ¢ comme au 1.1. Notons Z, I'anneau des entiers de Q, et fixons un
isomorphisme du corps résiduel de Z_p avec F_p.

On peut conjuguer p¢,, de sorte que p¢, soit a valeurs dans GLo (ZT,) Par I’homo-
morphisme de réduction Z, — F,, on en déduit une représentation Gg — GLa(F,).
La semi-simplifiée de cette représentation est bien déterminée a isomorphisme pres.
On la note py,. Elle est bien stir impaire.
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(956) CONJECTURE DE SERRE 103

On dit quune représentation irréductible 5 : Gg — GL2(F,) est modulaire si elle
est isomorphe a py_,, pour f et « comme ci-dessus. La forme qualitative de la conjecture
de Serre est :

CONJECTURE 1.2. — Soit p : Gg — GLa(F,) une représentation de type S, i.e.
irréductible et impaire. Alors p est modulaire.

C’est un fait central dans le sujet qu’une représentation p peut provenir de
formes f de niveaux et de poids différents. La forme forte de la conjecture définit
(k(p), N(p), e(p)) minimal, en un sens précisé, tel que p provienne de f de poids k(p),
de niveau N (p). Si 'on exclut certaines représentations diédrales pour p = 2 ou 3, on
peut de plus imposer que le caractere de f soit €(p).

On peut formuler une version de la forme forte de la conjecture, en terme de formes
modulaires modulo p de Katz, qui de plus prédit quand p provient d’une forme modu-
laire de Katz de poids 1. Si p # 2, la version qualitative de la conjecture entraine
la version forte (sous l'une ou 'autre de ses deux formes). On renvoie pour ceci au
rapport d’Edixhoven ([25]).

Le niveau N(p) est défini par la formule usuelle pour le conducteur d’une repré-
sentation, sauf que I'on ne tient compte que de la ramification en dehors de p. En
particulier, on a N(p) =1 si et seulement si p est non ramifiée en dehors de p.

Le poids k(p) ne dépend que de 'action de la ramification en p. Notons I, C Gg
le sous-groupe d’inertie pour une valuation p-adique de Q. La définition de k(p) re-
pose sur les propriétés que 'on connait de l'action de I, dans les représentations
p-adiques associées aux formes modulaires ([52, 24]). Rappelons en quelques proprié-
tés, pour p # 2.

Soit Xp : Gg — F), la réduction modulo p du caractere cyclotomique, et notons
encore X, sa restriction a I,. Soit ¥ un caractere fondamental de niveau 2 de I, :
on peut prendre pour V¥ la restriction & I, du caractere de Kummer pour 'extension
K (p“ﬂi&l) )/ K, K étant I'extension quadratique non ramifiée de Q, dans Q,.

On a: 2 < k(p) < p? —1. Il existe j entier tel que 'on ait : 2 < k(3 ®p) < p+ 1.
On a2 <k(p) <p+1siet seulement si I'on est dans I'un des deux cas suivants :

— il existe une droite D dans l'espace V' de p telle que I, opere trivialement sur
V/D. L’action de I, s’écrit alors :

)
0o 1)°

avec 1 <b<p—1.Sib#1,ona:k(p) =1+b. Sib=1,nest un l-cocycle
de Z(I,,,F,(X;)). Sa classe de cohomologie c(n) provient par la théorie de Kummer
d’un élément de Qj, ,,, ®@F,, Qpnr désignant 'extension maximale non ramifiée de Q.
Soit v : Qp 4y
v(c(n)) = 0 (cas peu ramifié) et k(p) = p+ 1 sinon (cas tres ramifié). Dans le cas peu

® F, — F, 'homomorphisme défini par la valuation. On a k(p) = 2 si

ramifié, la restriction de p a D, provient d’un schéma en groupes fini et plat sur Z,.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



104 J.-P. WINTENBERGER

— on a un caractere fondamental ¥ de niveau 2 de I, tel que I'action de I, sur V
soit semi-simple de caracteres Wb et WP avec 1 <b<p—1.Ona: k(p)=b+ 1.

Le caractere det ()%, %) se factorise & travers Gal(Q(ux)/Q). 1l s’identifie donc
a un caractere de (Z/NZ)*, que l'on note €(p).

La forme forte de la conjecture de Serre s’énonce :

CONJECTURE 1.3. — Soit p une représentation de type S. Alors, p provient d’une
forme primitive de Sy (I'1(N(p))).

Supposons de plus que si p = 2 (resp. p = 3), p n’est pas induite de Q(v/—1) (resp.
Q(v/—3)). Alors, la conjecture dit que ’'on peut supposer de plus que le caractére de
la forme soit ¢(p).

2. LE THEOREME DE KHARE

Khare prouve la conjecture de Serre pour le niveau 1 :

THEOREME 2.1. — Soit p : Gg — GL2(F,) une représentation irréductible impaire
et non ramifiée en dehors de p. Alors, p provient d’une forme propre de Sy(z)(SLa(Z)).

Remarque 2.2. — La condition de parité entraine que Si(SL2(Z)) est trivial si k n’est
pas pair. Le théoreme de Kronecker-Weber entraine que, pour p non ramifiée hors de
p, det(p) est une puissance de X,. La définition de k(p) entraine det(p) = X,*P L.
On voit donc que la condition p impaire est équivalente a k(p) pair.

Explicitons I’énoncé pour k < 12 (qui est prouvé dans [36] pour k(p) # 10). Pour
0 < k <12, Sk(SL2(Z)) est trivial et S12(SL2(Z)) est de dimension 1, engendré par
A = q],>,(1 — ¢™)?*. Swinnerton-Dyer a prouvé que, pour p # 2,3,5,7,691, la
représentation P(A) est irréductible et qu’elle est réductible pour p = 2,3,5,7,691.
Par torsion, on voit qu’il n’existe pas de p de type S non ramifiée hors de p si p < 11.
Il n’existe pas de p de type S non ramifiée hors de p avec k(p) < 12, ou si k(p) = 12
et p=0691. Sip > 11 et k(p) = 12, une telle p provient de A.

L’énoncé pour k = 2 entraine qu’il n’existe pas de schéma en groupes sur Z de
hauteur 2 tel que la représentation galoisienne associée soit irréductible.

COROLLAIRE 1. — On suppose p # 2. Soit p de type S, avec k(p) =2, N(p) =gq, ¢
premier; alors p est modulaire.

On a le cas particulier de la conjecture de Fontaine-Mazur :

COROLLAIRE 2. — On suppose p # 2. Soit p : Gg — GL2(Q,) une représenta-
tion continue irréductible géométrique et impaire de poids de Hodge-Tate (0,k — 1)
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(956) CONJECTURE DE SERRE 105

avec k > 2. On suppose p non ramifiée hors de p. On suppose de plus que la restriction
p\p, de p au groupe de décomposition Dy, est :

— soit cristalline de poids 2 <k <p+1;

- soit ordinaire (voir 3).

Alors p provient d’une forme modulaire f.

3. MODULARITE DES RELEVEMENTS DE REPRESENTATIONS
MODULAIRES

La démonstration du théoreme 2.1 nécessite des théoremes « MR » pour des repré-
sentations du groupe de Galois des corps totalement réels.

Soit F' un corps totalement réel de degré d sur Q. Le groupe GLa(F) agit sur le
produit de d copies du demi-plan de Poincaré, ce qui permet de généraliser & GLo(F) la
théorie des formes modulaires pour GL2(Q). On définit ainsi les formes modulaires de
Hilbert. Le poids d’une telle forme est une collection de d entiers (kq, ..., kq) indexés
par les plongements de F' dans R. Nous considérons ici les formes de poids parallele
k=k=-=kq k>2.

Pour f forme propre, les valeurs propres des opérateurs de Hecke engendrent une
extension finie Ey de Q. Pour f parabolique primitive et + un plongement du corps
Ey dans @, on sait associer une représentation py, du groupe de Galois Gr de
Q/F ([58]). Elle est impaire, i.e. pour tout g € Gg, on a det(py,(gcg™!)) = —1,
irréductible, non ramifée en dehors d’un ensemble fini d’idéaux premiers de F. Sous
différentes hypotheses, on sait que sa restriction aux groupes de décompositions D,,
pour p idéal premier au-dessus de p est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-
Tate (0,k — 1) ([5, 59, 8]).

Soit p : Gr — GL2(Q,) une représentation irréductible impaire, géométrique de
poids de Hodge-Tate (0,k — 1) pour les idéaux premiers de F' au-dessus de p. On dit
que p est quast ordinaire si pour tout premier o de F au-dessus de p, pp_ est de la

(5 )
0 %

avec 1(I,) finie, I, désignant le sous-groupe d’inertie; p est ordinaire si 1)y est

forme :

de plus non ramifié. On a la notion de forme f quasi ordinaire (relativement & un
plongement ¢ de son corps des coefficients dans @), et pour une telle f, py, est quasi
ordinaire.

Si p est quasi ordinaire, on dit que p est D -distinguée si les réductions U1 et Py
des caracteéres v et 1, sont distinctes pour tout p. Si p est D,-distinguée et si p’
est un relévement quasi ordinaire de p, de caractéres 1] et ¢4, on dit que p’ est un
io-relévement de 7 si les caracteres 1o et %/ coincident pour tout p.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



106 J.-P. WINTENBERGER

On a:

THEOREME 3.1. — Supposons p # 2. Soit k un entier > 2. Soit F un corps de
nombres totalement réel. Soit p : Gp — GLQ(@) une représentation irréductible
impaire, géométrique et dont les poids de Hodge-Tate sont (0,k—1) pour tout premier
p de F au-dessus de p. Soit p la réduction de p (1.3).

On suppose que l'on a l'une des hypothéses suivantes :

i) F = Q, p réductible, p quast ordinaire et D,-distinguée;

ii) p est irréductible, p est quasi ordinaire et D, distinguée, p provient par réduction
modulo p d’une forme f et d’un plongement v de son corps des coefficients dans @,
f quasi ordinaire relativement a ¢, telle que py,, soit un o relévement de p;

iii) le commutant de Pp, est réduit auxr homothéties, 2 < k < 2p—1, p est comple-
tement décomposé dans F, pour tout idéal premier o de F au-dessus de p, pip, est
cristalline de poids de Hodge-Tate (0,k — 1), la restriction de p a F(up) est irréduc-
tible, et p provient d’une forme de Hilbert f de poids paralléle k

iv) F'= Q, k =2, pp, est potentiellement cristalline, p provient d'une forme
modulaire, et la restriction de p & Q(up) est irréductible.

Alors p provient d’une forme modulaire de poids paralléle k.

Les i) et ii) sont des théorémes de Skinner-Wiles ([53, 55]). Les iii) et iv) sont dus
a Kisin ([37]). Pour F # Q et k > 2, le iii) nécessite la généralisation de [54] au
cas k > 2, qui n'est pas écrite (mais ce cas n’est pas nécessaire a la démonstration
du théoreéme de Khare). Pour un cas particulier de iii), voir Taylor ([60]). Il y a une
difficulté technique pour p = 3 ([34]). On trouvera une excellente introduction aux
théorémes « MR » dans [16].

4. VERSION POTENTIELLE DE LA CONJECTURE DE SERRE

Le théoréme suivant de Taylor ([61, 60]) est fondamental :

THEOREME 4.1. — On suppose p # 2. Soit p une représentation de type S a image
non résoluble. Supposons 2 < k(p) <p+1 et k(p) # p. Alors, il existe une extension
finie galoisienne de Q, totalement réelle, non ramifiée en p, telle que PG, Provienne
d’une forme modulaire de Hilbert f pour F', vérifiant l'une ou [’autre propriété sui-
vante :

— f est de poids paralléle k(p) et de conducteur 1;

— f est de poids paralléle 2 et de conducteur divisant p.
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Remargue 4.2. — Soit H un sous-groupe fini de PGLy(F,). Rappelons le théoréme
de Dickson : H est conjugué

— soit a un sous-groupe des matrices triangulaires supérieures ;

- soit & PGLa(Fpr) ou & PSLy(FF,-), pour un entier r > 0;

—soit & Ay, Sy (si p # 2), As ou au groupe diédral d’ordre 27 pour un entier r > 1
non divisible par p.

Il en résulte facilement que, si p est de type S et d’'image non résoluble, pour toute
extension galoisienne totalement réelle de Q, p(GF) n’est pas résoluble.

Donnons une idée de la preuve du théoreme. Taylor considere un probleme de
modules classifiant les données (4,1, j, ), ou :

— A est une variété abélienne de dimension d;

— ¢ est un plongement de 'anneau des entiers Op; d’un corps de nombres M de
degré d dans End(A) ;

— j est une donnée de polarisation de A;

— « est une structure de niveau AL; ou ALy Lo selon les cas. On a un idéal premier A
de Ops au-dessus de p tel que o définisse un isomorphisme des points de A-torsion A[)]
avec p. On a L1 de caractéristique résiduelle £1 # p tel que « induise un isomorphisme
de A[L£4] avec un module induit irréductible indé(@), L corps quadratique imaginaire.

Ce probleme de modules est représentable par un schéma X sur Q, qui est lisse, géo-
métriquement irréductible et quasi projectif. Les ensembles X (R), X (Q,) et X (Qg,)
sont non vides. Il résulte alors d’un théoreme de Moret-Bailly que X a un point dans
une extension Fjy de Q qui est galoisienne finie et totalement décomposée aux places
00, p et ¢; ([40]).

On sait, d’apres Hecke (Math. Werke, pp. 442-447 et p. 703), que indé(@) est modu-
laire (voir aussi 5.1 de [52]). Ce module induit ind reste irréductible apres restriction
au groupe de Galois de Fy(ue, ) et, avec la représentation ¢1-adique associée a A, il
satisfait aux hypotheses du ii) du théoréme 3.1. Il en résulte que A, provient d’une
forme modulaire de Hilbert fy de poids 2.

Un théoreme de Skinner-Wiles donne l'existence de £ D Fp tel que pg », Provienne
d’une forme f; non ramifiée hors de p ([54]). Taylor prouve par une analyse de la
réduction de A modulo les idéaux premiers de F au-dessus de p et par la théorie des
congruences entre formes modulaires que 'on peut trouver F' O F} et f vérifiant de
plus les conditions en p du théoreme.

5. RELEVEMENTS AVEC CONDITIONS DE RAMIFICATION

On suppose p # 2. Soit p : Gg — GL2(F,) une représentation de type S & image
non résoluble.
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La conjecture de Serre entraine ’existence d’un relevement géométrique de p. Ceci
a été prouvé dans de nombreux cas par Ramakrishna sans supposer p modulaire ([41]).
En fait, on s’attend & pouvoir étre plus précis sur la ramification des relevements. En
effet, Diamond et Taylor prouvent dans beaucoup de cas le résultat suivant ([21, 22]).
Supposons p modulaire. Soit S un ensemble fini de nombres premiers # p, pour tout
¢ € S une représentation 74 : Dy — GL2(Q,) qui releve la restriction de 5 au groupe
de décomposition Dy. Alors, il existe un reléevement modulaire p de p tel que, pour
tout £ € S, la restriction de p au groupe d’inertie Iy soit isomorphe a la restriction
de 10 a Iy.

Les théoremes suivants prouvent dans certains cas l’existence de relevement avec
conditions de ramification sans supposer que p est modulaire, et en incluant le cas
{=np.

5.1. Relévements minimaux

Soit £ un nombre premier # p. On sait que la restriction de p a I est soit de 'un

1 * 51 0 I,
eo( o 1) (5 2) mie,

M étant une extension quadratique ramifiée de Qy, soit £ = 2 et I'image de I dans

des types suivants :

la représentation projective p,,; associée a p est un sous-groupe de A4 ([20]).

Soit p un relevement de p. Si £ # p, on dit que p est minimal en £ si la restriction

~ 1 * §~1 0 I, &
§®<0 1)5 ( 0 52)’IndIM(§)a

% désignant le représentant de Teichmiiller de %, soit, si on est dans le cas £ = 2 et
(I2) C A4, que p(I2) et p(I2) soient isomorphes.

de p a I, est soit :

Pproj

Si2 < k(p) < p+1, on dit que p est minimal en p si la restriction de p & I, est
cristalline de poids de Hodge-Tate (0, k(p) — 1). Si k(p) = p+ 1, on dit que p est en p
minimal de type cristallin si la restriction de p a I, est cristalline de poids de Hodge-
Tate (0,p), et minimal de type semi-stable si la restriction de p & I, est semi-stable
de poids de Hodge-Tate (0,1).

THEOREME 5.1 ([36]). — Soit p : Gg — GLa2(F,) une représentation de type S a
image non résoluble. On suppose que 2 < k(p) < p+ 1 et que k(p) # p. Alors, p a
un relévement qui est minimal pour tout £ et si k(p) = p+ 1, on peut imposer en
p soit que p soit minimal de type cristallin, soit que p soit minimal de type semi-
stable.
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5.2. Relevements de poids 2

Le théoréeme suivant correspond au fait que toute forme modulaire de poids k,
2<k<p+1, et de niveau N premier & p, est congruente modulo p & une forme de
poids 2 pour I'1 (pN) (§3 de [49], prop. 9.3 de [32]).

On suppose que )1, est ordinaire, i.e. du type :

X—pk—l %
0 1)’

pour un entier k£ avec 2 < k < p. Soit w,, le relevement de Teichmiiller de ;. On dit
qu’un relevement p de p est minimal en p de poids 2 si pj7, est du type :

et, pour k(p) = 2, si de plus p|p, est finie, i.e. provient d'un schéma en groupes fini
et plat sur Z, (le cocycle n provient via la théorie de Kummer d’une unité).

THEOREME 5.2 ([34]). — Soit p : Gg — GLa2(F,) une représentation de type S a
image non résoluble avec k(p) # p et p ordinaire. Alors p a un relévement qui est
minimal en tout £ # p et minimal de poids 2 en p.

Remarque 5.3. — On devrait pouvoir étendre le théoréme aux cas ol k(p) = p et
P|p, non ordinaire.

5.3. Relevements avec Nebentypus

Le théoreme suivant correspond a un théoreme de Carayol qui dit que, pour p > 5
ou pour p = 3 (resp. p = 2) et p non induite de Q(v/—3) (resp. Q(/—1)), si p provient
par réduction d’une forme propre normalisée de S2(I'o(NV), x), et si x et X’ ont méme
réduction modulo p, p provient aussi d’une forme propre normalisée de S2(T'o(N), x')

([14)).

On suppose que 'on a un nombre premier ¢ tel que p divise ¢g—1, que p soit ramifiée

(3 7)

ot 7 est un caractere Gal(Qq(11q)/Qq) — Fp

en g, et que pj; soit de la forme :

Soit wy : Gal(Qq(kg)/Qq) — 1g—1(Qy) le relévement de Teichmiiller du caractére
cyclotomique. On choisit un isomorphisme de uq_l(QTq) sur uq_l(@), de sorte que
l'on puisse voir w, comme un caractere de I, a valeurs dans @*. Soit p" l'exacte

q—1

puissance de p qui divise ¢ — 1 et posons 173 = wq?? , de sorte que 7, est un caractere
d’ordre p” et donc que sa réduction modulo p est triviale.
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THEOREME 5.4 ([34]). — Mémes hypothéses que pour le théoréme 5.1. Soit i un en-
tier. Soit 4 le relévement de Teichmiiller de ~v. Alors p a un relévement p qui est
minimal en tout nombre premier £ # q et est tel que p|y, soit de la forme :

Ay
0o 1)

5.4. Esquisse de la preuve des théorémes

Commengons par quelques rappels sur la théorie des déformations des représenta-
tions galoisiennes ([39]).

Soit F un corps fini tel que I'image de p soit contenue dans GLy(F). Notons W
I’anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans F et soit O = W pour les deux
premiers théoremes et O = W (j,,-(Q,)) pour le théoréme 5.4. Notons Co la catégorie
des O-algebres R noethériennes locales séparées et completes avec un isomorphisme
i du corps résiduel R/ Mp avec F. Les morphismes dans Co sont les morphismes
f : R — R’ de O-algebres tels que ig/ o f ~ ig. Un reléevement de p est un morphisme :
p : Gg — GLy(R) avec un isomorphisme de p mod.Mp sur p. Les déformations de
P sont les classes d’isomorphisme de tels reléevements : deux relévements p et p’ sont
donc isomorphes §'il existe g € GLy(R), g = id mod. Mg tel que p = int(g)(p’).

Pour chacun des théoremes, on a un ensemble fini S de places de Q contenant p, co
et les nombres premiers ramifiés dans p tel que les relevements p cherchés soient ceux
qui sont non ramifiés hors de S et qui sont tels que, pour tout v € S, la restriction de
p a I, vérifie une condition que l'on notera L£,. On dira que les relevements cherchés
sont ceux qui vérifient L.

Soit Gg le groupe de Galois de I'extension maximale de @Q qui est non ramifiée
hors de S. Le groupe Gg vérifie la condition : pour tout sous-groupe ouvert H de Gg,
si H(p) est le plus grand quotient de H qui est un pro-p-groupe, H(p) est engendré
topologiquement par un ensemble fini. Il en résulte que le foncteur des déformations
de p qui sont non ramifiées hors de S a une enveloppe, et méme est représentable
puisque les endomorphismes de p sont réduits aux homothéties. On note pyniv : Gg —
GL2(Runiv) la déformation universelle. Pour toute O-algebre R de Cp, on a donc une
bijection de I'ensemble specf(Runiv)(R) sur 'ensemble des déformations de p & valeurs
dans R.

De méme, pour chaque v € S, on a une déformation verselle p, vers : Dy —
GL2(Ry vers) de Pip,- Il n'est pas difficile de voir que I'on a un quotient R, de
Ry vers tel que les déformations de P\, qui satisfont a la condition £, sont exacte-
ment celles qui proviennent d’un point de specf(R.,). On note Jye /c, le noyau de
Rv,vers - Rﬁu-

Pour v € S, la restriction de pynivy au groupe de décomposition D,, induit un mor-
phisme 7, @ Ry vers — Runiv. On voit que le quotient R, de Ryniv par I'idéal engendré
par les 7, (Jyers/z, ) Teprésente les déformations de p qui satisfont a la condition L.
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L’énoncé suivant et son corollaire rassemblent des résultats dus essentiellement a
Bockle, Ramakrishna et Taylor ([6, 41, 62]).

THEOREME 5.5. — On a une présentation Ry = O|[Ty,...,Tu]l/(f1,--., fr), avec
moins de relations que de générateurs : r < h.

COROLLAIRE 3. — St R est, en tant que O-module, de type fini, alors Ry est une
O-algebre plate d’intersection compléte, en particulier p a un relevement p qui vérifie
la condition L cherchée.

Esquissons la démonstration du théoreme 5.5.

Remarquons tout d’abord que le déterminant des déformations qui satisfont a £ est
fixé. En effet, la condition £, définit un morphime 7, : I, — O* tel que, si p, satisfait
a Ly, la restriction du déterminant de p, a I, a pour déterminant 7,. Pour v ¢ S,
on pose 1, = 1. Comme le groupe de Galois Gal(Q*"/Q) de Iextension maximale
abélienne de Q est isomorphe au produit de ses sous-groupes d’inertie pour ¢ décrivant
les nombres premiers, on voit que les 1, définissent un caractere n : Gal(Q*?/Q) — O*
tel que les déformations qui vérifient £ sont de déterminant 7 (la condition de parité
det(n(c)) = —1 est vérifiée car elle 'est pour p et que p # 2). On note 7, la restriction
de n au groupe de décomposition D,,. La condition det(p) = n définit un sous-foncteur
qui est une immersion fermée de celui des déformations qui sont non ramifiées hors
de S. On note p,, : Gg — GL2(R,)) la déformation universelle de p de déterminant 7.
De méme, pour tout v € S, on note p,, : D, — GL2(R,, ) la déformation verselle de
déterminant 7, de p|p, -

Pour R» dans Cop, on note t7 le F-espace vectoriel tangent relatif et ¢3 son dual. On
a donc : t5 ~ Mg, /(MRg,)* + MoR?, Mo désignant I'idéal maximal de O. Le choix
de relevements des éléments d’'une base de tj dans Mg, permet d’écrire B> comme
quotient d’un anneau de séries formelles S7 sur O qui identifie les espaces tangents
tr, et tg,. Il est facile de voir que deux telles présentations sont isomorphes. Si J est
le noyau de S» — R, on pose rel(R7) = dimp(J/ Mg, J). Elle ne ne dépend pas de la
présentation : c’est le nombre minimal de générateurs de J.

Les espaces tangents s’identifient a des groupes de cohomologie galoisienne. En
effet, ¢, s’'identifie & I'ensemble des déformations de p & valeurs dans F[e]/e? qui sont
non ramifiées hors de S et de déterminant égal a celui de p, et ¢, sont celles qui vérifient
les conditions £,. On a un isomorphisme ¢, = Hj := H'(Gg,ady(p)), ot ady(p) est
le F-espace vectoriel des matrices de trace nulle, Gg agissant par la conjugaison.

Pour tout v € S, les déformations de pp, & valeurs dans F[e]/e* qui sont de
déterminant 7, forment un espace vectoriel qui s’identifie & H'(D,,, ad"(5)). On le note
H} . Celles qui vérifient £, forment un sous-espace vectoriel de H) ; que l'on note
L,. Le sous-espace tz C t, s’identifie au sous-espace vectoriel des ¢ € H'(Gg,ad"(p))
tels que, pour tout v € S, Pimage ¢, de ¢ dans H'(D,,ad’(p)) appartienne a L,.
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On le note Hz. On note hy, hy, hy g, et I, les dimensions des F-espaces vectoriels
correspondants.
Soit, pour tout v € S, L le dual de L, dans la dualité :

HY(D,,ady) x H'(D,,ado(1)) — T,

ou (1) est la torsion par le caractére cyclotomique.

On note H, le sous-espace vectoriel de H'(Gg,ado(1)) formés des ¢ dont les
images ¢, dans H'(D,,ado(1)) appartiennent & L.

Le théoréme suivant est dit & Bockle ([6]).

THEOREME 5.6. — On a :

rel(Re) < hpo + Y rel(Re,).
vES

Donnons quelques indications sur la preuve. On peut écrire pour chaque v, la
O-algebre R, comme un quotient d’une algebre de séries formelles S, a hi,o varia-
bles. Soit J;,, le noyau. La théorie des déformations nous dit que I’on a un morphisme
surjectif (H?(Gg,ady))* — J,/M,J, et de méme pour les J,, . Il en résulte que le
noyau J;, d’une présentation de R, est engendré topologiquement par les J, et par
sh? := dim(I11%(adp)) éléments. On a donc :

rel(Ry) < sh” 4+ > rel(Ry,).
vES

Pour s € S, notons J, le noyau de Sy, — Ry, — Rg,. Alors, R, est le quotient
de S, par I'idéal engendré par J, et les J,. Une chasse au diagramme permet d’en
déduire que :

rel(Re) <) rel(Re,) +sh® + > (h) —1,) — hl + hy.
vES vES

La suite exacte de Poitou-Tate donne alors le théoreme 5.6.
L’énoncé suivant rassemble des calculs locaux faits dans ([6, 41, 62]).

THEOREME 5.7. — Pour nombre premier £ € S, la O-algébre Ry, est lisse de dimen-
sion relative h°(Dy,ady) si £ # p, et h°(Dy,adg) + 1 si £ = p.

Notons d; la dimension de Rg, et de = 0. Le théoreme 5.6 donne alors, puisque
R/, est d’intersection complete :

rel(Re) < hpo + Y (ly — dy).
vES

On a la formule de Wiles ([67]) :

hp —hpo = hY(Gg,ady) — h(Gg,ado(1)) + > (L, — h°(Dy, ady)).
vES
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Les h° globaux sont nuls. La contribution de co est —1. On en déduit :

hp —rel(Re) > =1+ (dy — h°(Dy, adp)).
Les

Le théoreme 5.5 résulte alors du théoreme 5.7.

Prouvons les théoremes 5.1, 5.2 et 5.4.

D’apres le corollaire 3, il suffit de prouver que R, /p est finie. Comme p est ab-
solument irréductible, R./p est engendrée par les traces des images des éléments de
Go ([15]). Par un lemme simple d’algebre commutative, on voit alors qu’il suffit de
prouver que 'image de Gg dans GLo(R./p) est finie ([36]).

Soit F' un corps totalement réel comme dans le théoréeme 4.1. On considere alors
dans chacun des cas la déformation universelle Gp — GLo(Rp) de la représentation
irréductible pg,., de déterminant 7, et satisfaisant & certaines conditions locales.
Rappelons que 7 est le déterminant des déformations satisfaisant £. Ces conditions
locales sont choisies de sorte qu’elles sont satisfaites par la restriction a Gg de tout
relevement p : Gg — GL(R) de p, R étant une O-algebre de Co telle que pR = 0.
Par exemple, dans le cas des relevements minimaux pour k(p) # p+ 1, ces conditions
locales sont d’étre non ramifiées pour tout idéal premier de F' qui n’est pas au-dessus
de p, et pour p au-dessus de p, la condition est d’étre un quotient d’une représentation
cristalline de D, de poids de Hodge-Tate (0, k(p)—1), et donc de provenir d’'un module
de Fontaine-Laffaille de poids 0 et & — 1 ([30]).

Ainsi, on a un morphisme Rr — Ry tel que G — GLa(R./p) se factorise &
travers Gp — GLa(Rp). Pour prouver que I'image de Gg dans GLo(R./p) est finie,
il suffit donc de prouver que celle de Gp dans GLy(Rp/p) Vest. Pour ceci, il suffit
de prouver que Rp est de type fini en tant que O-module. Pour ceci, on considere
I’algebre de Hecke T des formes modulaires de Hilbert relatives a F' de poids et niveau
convenables. Par exemple, dans le cas des relévements minimaux, le poids est k(p) et
le niveau 1. La représentation p|g, étant modulaire, elle définit un idéal maximal de
T; soit T le complété de T en cet idéal. On a un morphisme Rp — T. Dans le cas
ou p|p, est irréductible, le iii) du théoreme 3.1 entraine que Rp ~ 'J/f, et donc que Rp
est un O-module de type fini puisque T Dest. Dans le cas ordinaire, comme, dans le
cas ii) du théoreéme 3.1, on utilise [55] qui n’implique pas que Rp ~ ']AT, il faut vérifier
que [55] entraine bien que Rp est un O-module de type fini, ce qui est fait dans [34],
utilisant la théorie de Hida ([33]).

6. SYSTEMES COMPATIBLES
Soit, comme dans le paragraphe précédent, p une représentation de type S a

image non résoluble (p # 2). Soit p un relevement de p comme dans 'un des théo-
remes 5.1, 5.2, 5.4. Pour tout ¢, on note r, la représentation du groupe de Weil-Deligne
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WD, — GL2(Q,) associée & la représentation géométrique p (1.2). La conjecture de
Fontaine-Mazur entraine que p devrait étre membre d’un systéme compatible de re-
présentations ¢-adiques (p,). Le théoréme suivant, moins fort, suffit pour prouver le
théoréme 2.1. II est essentiellement di & Dieulefait ([23]; voir aussi [68]) :

THEOREME 6.1. — Il existe un corps de nombres E et, pour tout nombre premier q
et tout plongement 14 : £ — (QTQ, une représentation p, : Gg — GLQ(@) qui est
impaire, irréductible. De plus :

i) 4l existe 1y : B — @ tel que p,, soit isomorphe a p;

ii) pour ¢ et ¢ nombres premiers avec £ # p,q, et pour ¢y plongement de E dans
(QTQ, les représentations du groupe de Weil-Deligne WDy associées a p et a p,, sont
isomorphes, via v et Lq;

ili) on suppose que dans le cas de relévement avec Nebentypus (5.4) on a k(p) = 2.
Soit 14 de caractéristique q # 2,p. La restriction a I, de p,, est celle définie par
rp. St p nest pas ramifiée en q, la restriction de p,, a Dy est cristalline de méme
poids que p. Si p7, est comme dans 5.3, pp, est soit semi-stable de poids (0, 1), soit
cristalline aprés restriction a Qq(1q) et de poids de Hodge-Tate (0,1).

La preuve utilise des idées de Taylor ([63]). La version potentielle de la conjecture de
Serre (th. 4.1) donne qu’il existe F' corps totalement réel galoisien sur Q tel que pjg,
provienne d’une forme modulaire de Hilbert f pour F. Par [2], pour tout sous-corps
F' de F tel que F/F' soit un groupe résoluble, p|¢,, provient d’une forme modulaire
de Hilbert fp: pour F’. L’existence de E et de ¢, provient alors de l’existence des corps
des coefficients pour les formes fr.. Grace au théoréme de Brauer, on écrit p comme
une somme virtuelle de tordues de représentations associées aux fr/ et & ¢p,. On définit
p., comme la somme virtuelle correspondante, ¢, étant remplacé par .. On prouve que
c’est une vraie représentation. Les propriétés de compatibilité résultent d’un théoreme
de Carayol et Taylor ([13, 58]), de Saito ([46, 45]), Breuil ([8]) et Berger ([3]).

7. PREUVE DU THEOREME

Pour p un nombre premier, soit S(p) I’énoncé : une représentation 5 : Go —
GL2(F,) de type S non ramifiée hors de p provient d'une forme modulaire. Pour p
nombre premier # 2 et k entier avec 2 < k < p + 1, soit S(k,p) I’énoncé : une re-
présentation p : Gg — GL2(F,) de type S non ramifiée hors de p avec k(p) = k
provient d’une forme modulaire. Par torsion par une puissance du caractere cycloto-
mique, on voit que S(p) est la conjonction des énoncés S(k,p). Comme k(p) est pair
pour toute représentation de type S qui est non ramifiée hors de p, on voit que I'on

n’a & considérer S(k,p) que pour k pair.
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L’énoncé S(2) est un théoreme de Tate. La démonstration utilise la structure des
groupes de décompositions et les minorations de discriminants. Serre a prouvé S(3)
par un argument analogue.

THEOREME 7.1 (Tate, Serre). — Soit p une représentation continue de Gg dans
GLo(F2) (resp. GLa(F3)) qui est mon ramifiée hors de 2 (resp. 3). Alors p est
réductible.

Comme S(2) est vrai, on suppose désormais p impair.

La stratégie pour prouver S(p) pour tout p est une récurrence sur p (on peut aussi
la présenter comme une récurrence sur le poids k). Soit p une représentation de type S
de poids k(p) = k et de conducteur 1. Si p a une image résoluble, p est modulaire
grace au théoreme de Langlands et Tunnell. Sinon, on reléve p en une représentation
p: Gg — GLa(Q,) grace a I'un des théorémes du § 5. On obtient grace au théoréme 6.1
un systéme compatible (p,) dont p fait partie. On choisit un ¢, de caractéristique ¢
et on considere la réduction p,, modulo ¢ de p,,. Si elle est irréductible, 'hypothese
de récurrence entraine qu’elle est modulaire. On vérifie que 'on peut appliquer le
théoreme 3.1 et p,, est modulaire (si 7., est réductible, on doit vérifier les hypotheses
du i) du théoréme 3.1). Il en résulte que (p,) est modulaire, et donc p.

PROPOSITION 7.2. — i) S(2,p) et S(4,p) sont vrais.
i) On suppose S(k,p) (donc k < p+1). Alors S(k,q) est vrai pour tout nombre
premier q (tel que k < g+ 1).

En particulier, si S(p) est vrai, S(k, ¢) 'est pour k& < p + 1. Il en résulte que S(q)
Pest si ¢ < p et, pour prouver le théoreme de Khare, il suffit de prouver S(p) pour
une infinité de premiers.

Preuwve de la proposition. — Prouvons S(2,p). Soit p une représentation modulo
p de type S, de poids 2 et de conducteur 1 et dont 'image est non résoluble. On
releve en un sytéme compatible (p,) de poids 2 non ramifié partout. On considere la
réduction modulo 3 de p,,, pour t3 de caractéristique 3. On sait par la proposition
précédente que cette réduction n’est pas irréductible. Comme son déterminant est Y3,
on voit qu’elle est isomorphe a 1 @ x3. Alors comme p a poids 2 < 3 — 1, il résulte
facilement de la théorie des schémas en groupes finis et plats que la restriction de p,,
& Dg est ordinaire. Il résulte alors du i) du théoréme 3.1 que p,, provient d’une forme
modulaire. Il en est de méme de (py) et par suite de p.

Prouvons le ii). On releve p de caractéristique ¢ en p minimal de type cristallin,
puis on met p dans un systéme compatible (p,). On choisit ¢, de caractéristique p et
on considere la réduction p, de p,,. La restriction de p,, a D, est cristalline de poids
de Hodge-Tate 0 et k& — 1. Il résulte de [30] que si k < p —1, on a k(p,,) = k et que,
si la restriction de p,, a D, est réductible, alors Pinip, est ordinaire. Si k =p+ 1, il

résulte de [4] que soit p,, , est ordinaire, soit k(p,,) = 2 et la restriction a D, de

|Dp
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Pe, est irréductible. Le i) entraine que si k(p,,) = 2, p,, est réductible, sa restriction
a D, 'est donc aussi. On voit que 1'on est dans I'un des cas :

~ P, est irréductible, et si k =p +1, (pbp)|Dp est ordinaire ;
— P, est réductible et p, p, €st ordinaire.

Dans le premier cas, p,, est modulaire par hypothese. Un lemme facile prouve que
si la restriction de p,, & Q(1/(—1)®~1/2p) est réductible, p,, p, ©st ordinaire. On voit
que les hypotheses du ii) ou du iii) du théoreme 3.1 sont vérifiées et p,, est modulaire.
Dans le cas p,, réductible, le i) de 3.1 donne la modularité de p,,. On en déduit celle
de p. Le ii) est prouvé.

L’énoncé S(4, p) résulte du ii) et du fait que S(3) est vraie.
PROPOSITION 7.3. — S(6,p) est vrai pour tout p > 5; S(5) est vraie.

Preuve. — La proposition précédente entraine qu’il suffit de prouver S(6,5) i.e.
qu’il n’existe pas de représentation de type S de poids 6 et de caractéristique 5 qui
soit non ramifiée hors de 5. Soit donc ps une telle représentation. On la releve en
une représentation p irréductible qui est minimale de type semi-stable. Elle est donc
de poids 2 semi-stable en 5. La version potentielle de la conjecture de Serre (th. 4.1)
et le ii) du théoréme 3.1 entrainent qu’il existe un corps totalement réel F galoisien
sur Q tel que la restriction de p & Gr provienne d’une forme modulaire de Hilbert
pour F' qui est de poids 2 et Steinberg en 5. La représentation pg, provient alors
d’une variété abélienne. Un argument de descente donne que p provient d’une variété
abélienne sur Q qui a bonne réduction hors de 5 et est semi-stable en 5 ([36]). Mais
Brumer et Kramer ont prouvé qu'une telle variété abélienne n’existe pas ([11], voir
aussi Schoof [48]). Les résultats de Brumer-Kramer et Schoof utilisent des minora-
tions de discriminants comme pour le théoréeme 7.1. L’étude de la ramification en p
est beaucoup plus délicate; ces résultats généralisent des théoremes de Fontaine et
Abrashkin ([28, 1]).

7.0.1. Le cas général de conducteur 1. — On a donc prouvé S(p) pour p < 5. Avec
la proposition 7.2, on voit qu’il suffit de prouver que, si p > 5 et si S(p) est vrai, il
existe P > p tel que S(P) soit vrai. On prend pour P le plus petit premier > p qui
n’est pas de Fermat : P — 1 est divisible par un nombre premier £ impair, et on note
(" la plus grande puissance de ¢ qui divise P — 1.

La théorie analytique des nombres premiers donne que I'on peut choisir £ tel que :

LEMME 1 ([34]). — Posons " =2m+1. On a :

P<2m+1 m m—+1

— 1>
p - m+1 p(m—l—l)’ZHL T 2m+1

(P-1)+2=(P+1)—

P—-1).
2m—|—1( )
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Soit donc p une représentation de type S de caractéristique P, de poids k,
2 <k < P+1, non ramifiée hors de P. Par la proposition 7.1, on connait S(k, P)
pour k < p+ 1.

Si la restriction au groupe de décomposition Dp est irréductible, la représentation
obtenue en tordant p par une puissance du caractére cyclotomique convenable est
de poids P 4+ 3 — k. Il résulte de la premiere inégalité du lemme 1 que, soit k, soit
P+ 3—Fkest <p+1, et on conclut.

Supposons donc p ordinaire. On la reléve en un systéme compatible (p,) de poids
2 grace aux théoremes 5.2 et 6.1. Soit ¢, un plongement de caractéristique ¢ et soit
Pr, la réduction de p,,. Si la restriction de p,, & Q(ue) est réductible, ou si p,, est
irréductible a image résoluble donc modulaire par Langlands-Tunnell, on vérifie, de
maniere similaire & la proposition 7.2, que le théoreme 3.1 s’applique, et p,, est mo-
dulaire, donc aussi p. Sinon, on choisit un relevement avec Nebentypus p’ de p,, grace
au théoreme 5.4. On choisit dans le théoreme 5.4 I'entier ¢ de sorte que le caractere
An}, soit égal & w), avec :
m+1
"2m+1

(P —1)

ouwp est le représentant de Teichmiiller du caractere cyclotomique Gal(Qp(up)/Qp) —
F% (rappelons que I'on choisit un isomorphisme de pp_1(Q¢) sur pp—1(Qp)). On

3 m
A (P=1)1,

prolonge p’ en un systéme compatible (p!,) tel qu’il existe ¢, de caractéristique ¢ avec
p,, isomorphe a p’ grace a 6.1. On choisit /> de caractéristique P de sorte que ¢
et ¢/, soient compatibles a l'identification u p_1(Q¢) ~ pup_1(Qp). 1l résulte alors de
[47] et [9] que la réduction p),, tordue par une puissance convenable du caractere
cyclotomique X, est de poids j +2 ou P+ 1 — j. Le choix de j et le lemme 1 font que
j+2et P+1—jsont <p+1.On adonc que m est soit modulaire soit réductible.
On s’assure que les théoremes « MR » permettent d’en déduire que (p!,), puis que
(p,) sont modulaires, donc aussi p. Ceci achéve la preuve du théoreme 2.1.

Le corollaire 1 résulte alors de la technique qui consiste a « tuer la ramification »
([36]). Si ¢ # 2, on releve p de poids 2 et de niveau ¢ en un systéme compatible (p,)
qui est minimal de poids 2. On considere p,_ pour ¢4 de caractéristique g. On la releve
en un systéme compatible qui est minimal, donc n’est pas ramifié en ¢ (mais n’est
plus en général de poids 2). On déduit du théoréme 2.1 qu’il est modulaire.

Le corollaire 2 résulte du théoréme et des théorémes « MR » ([35]).
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