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LA MESURE D’EQUILIBRE D’UN ENDOMORPHISME DE P*(C)
[d’apres Briend et Duval]

par Xavier BUFF

INTRODUCTION

Un endomorphisme de P¥(C) est une fonction holomorphe non constante de P*(C)
dans P*¥(C). Nous noterons z = [z : 21 : ... : z;] un point z € P¥(C) défini par
ses coordonnées homogenes et 7 : CF*1 <\ {0} — P¥(C) la projection canonique. Une
application rationnelle f : P*(C) — P*(C) de degré algébrique d est une application
qui s’écrit f = [Fo : Fy @ ... : Fi], les F; étant des polynomes homogenes de degré d,
sans facteurs communs. On associe & f lapplication F' = (Fy, Fy, ..., Fy) : CFl —
C*+1. On a alors m o F = f o 7. Une application rationnelle f : P¥(C) — P*(C) n’est
pas nécessairement définie partout. Son ensemble d’indétermination est 7(F~1{0}).

Les endomorphismes de P*(C) sont les applications rationnelles non constantes
dont I’ensemble d’indétermination est vide. Le degré algébrique d’une application
rationnelle est aussi le degré de la préimage d’un hyperplan générique.

Dans tout cet exposé, nous nous intéressons aux propriétés dynamiques d’un en-
domorphisme holomorphe f : P*(C) — P*(C) de degré algébrique d > 2. D’apres le
théoreme de Bezout, son degré topologique, c’est-a-dire le nombre de préimages d’un
point générique, est alors égal & d*.

Remarque 0.1. — Nous ne parlerons pas des applications rationnelles dont ’ensemble
d’indétermination n’est pas vide, par exemple les applications de Hénon. Le lecteur
intéressé pourra consulter [25].

Le cas de la dimension £ = 1 a une histoire assez ancienne, avec des contributions
de Koenigs, Schroder, Bottcher a la fin du X1xX° siecle et les fameux mémoires de Fatou
et Julia au début du XX® siecle. L’ensemble de Fatou Q¢ est le plus grand ouvert sur
lequel la famille des itérés de f est normale (pour la convergence uniforme sur tout
compact). L’ensemble de Julia J; est le complémentaire de €.
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FIGURE 1. L’ensemble de Julia J; de la fraction rationnelle
2% 4662° — 11
—11210 — 6625 +1°

fiz— 2z

Le fait méme que les ensembles de Fatou et de Julia soient définis a partir de
la notion de famille normale reflete les origines de la dynamique holomorphe. Un
ingrédient majeur dans les travaux de Fatou et de Julia est le théoréme de Montel
qui dit qu'une famille de fonctions holomorphes définies sur un ouvert de P(C) et
évitant 3 points de P1(C) est une famille normale.

L’ensemble J; est compact, parfait et completement invariant par f :
U =Jp et f71(Jp) = Jy.

Il se peut qu’il y ait un ensemble fini complétement invariant par f. Un tel ensemble
contient au plus 2 points. Le plus grand s’appelle I’ensemble exceptionnel E;. On peut
donner des définitions équivalentes de I’ensemble de Julia J¢ dune fraction rationnelle

f:PYC) — PY(C) :

— J¢ est le plus petit fermé completement invariant contenant au moins 3 points;
— Jy est Padhérence de l'ensemble des points périodiques répulsifs de f (i.e. les
points z € P1(C) tels que f°*(z) = z et |(f°%)'(z)| > 1 pour un entier k& > 1).

En 1965, Brolin [9] démontre que si f est un polynéme, il existe une mesure de
probabilité invariante et mélangeante j1r, supportée par I'ensemble de Julia J¢, qui
reflete la distribution des préimages des points hors de ’ensemble exceptionnel Fy.
L’outil central de la démonstration est la théorie du potentiel. La mesure jiy peut étre
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obtenue comme le Laplacien d’une fonction de Green dynamique. Tortrat [26] montre
que la mesure uy reflete également la distribution des points périodiques.

En 1983, Lyubich [21] et Freire-Lopeés-Mané [16, 22] généralisent ce résultat pour
toute fraction rationnelle f. De plus, ils montrent que uy est 'unique mesure d’entropie
maximale de f.

Que reste-t-il de ces résultats en dimension k > 27

Les définitions de ’ensemble de Fatou et de I’ensemble de Julia restent les mémes.
Mais en général, on ne peut plus caractériser I’ensemble de Julia comme le plus petit
fermé invariant ou comme ’adhérence de I’ensemble des points périodiques répulsifs.

En 1990, Sibony a l'idée d’introduire la théorie du potentiel dans 1’étude de la
dynamique des difféomorphismes polynomiaux de C2. Pour un tel difféomorphisme,
il définit une mesure de probabilité invariante. Avec Bedford [2] §3, il établit les pre-
mieres propriétés de cette mesure. Les résultats sont complétés par Bedford, Lyubich
et Smillie [3, 1].

En 1994, Hubbard et Papadopol [19] définissent, pour un endomorphisme holo-
morphe de P*(C), une mesure de probabilité invariante naturelle, la mesure d’équi-
libre ju 7, en utilisant la théorie du pluripotentiel. Forneess et Sibony [12] montrent que
la mesure d’équilibre p1¢ est mélangeante et reflete la distribution des préimages des
points en dehors d’un ensemble pluripolaire. En dimension k& > 2, le support de la
mesure est en général plus petit que ’ensemble de Julia (nous verrons un exemple
plus loin).

En 2001, Briend et Duval [7] montrent que les méthodes de Lyubich s’adaptent
en toute dimension avec des résultats similaires. Nous allons présenter ces travaux de

Briend et Duval. Dans les énoncés suivants, f est un endomorphisme holomorphe de
P*(C) (k > 1) de degré algébrique d > 2.

THEOREME ET DEFINITION 0.2. — Les ensembles algébriques complétement inva-
riants par f sont en nombre fini. L’ensemble exceptionnel Ey de f est le plus grand
ensemble algébrique propre complétement invariant par f.

Il est naturel de tirer en arriére des fonctions continues sur P*(C) et de pousser en
avant des mesures sur P*(C) :

ffo=pof et (fup )= (u f"p) =/ po fdu.
Pk (C)
Etant donné que f : P*(C) — P¥(C) est une application propre, elle a un degré
topologique fini, & savoir d*. La définition suivante a donc un sens :

1 1
The=20 . e

yef~1(z)
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les préimages de = étant comptées avec multiplicités. L’application d=* f,¢ obtenue
en moyennant ¢ dans les fibres de f est alors une fonction continue (car on a pris en
compte les multiplicités des préimages). On peut alors définir d=* f*u par dualité :

<%f*,u,<p>=/w(c) (d—lk > w(y)) du(),

yef~1(z)

les préimages de z étant comptées avec multiplicités. Par exemple, fiy 4
d=Fn(f°m)*5, est la mesure de comptage normalisée sur f~"(z) :

1

yef—n(z)

THEOREME 0.3. — La mesure d’équilibre s est l'unique mesure de probabilité véri-
fiant d’kf*uf = uy et ne chargeant pas l'ensemble exceptionnel Ey. De plus, pour
toute mesure de probabilité v ne chargeant pas Ey¢, on a d=Fn(fory y — wr. En par-
ticulier, pin » — iy si et seulement si v € P*(C)\ E. La mesure jiy est mélangeante,
et donc ergodique.

Nous rappellerons les notions d’entropie topologique et d’entropie métrique plus
loin. Depuis 1977, on sait que I’entropie topologique d’un endomorphisme de P*(C)
de degré algébrique d > 2 est klog d. La minoration est due a Misiurewicz et Przytycki
[23] et la majoration est due & Gromov [17]. Comme la mesure d’équilibre py est de
jacobien constant d*, la formule de Rohlin-Parry [24] dit que I’entropie métrique de
py vaut klogd. Enfin, le principe variationnel affirme que ’entropie topologique est
le supremum des entropies métriques. Donc, jiy est une mesure d’entropie maximale.

THEOREME 0.4. — La mesure d’équilibre est l'unique mesure d’entropie mazimale

de f.

L’ensemble des points périodiques de période n contient (d"*+1) —1)/(d—1) points,
en comptant les multiplicités. Le théoreme suivant montre que la majorité d’entre eux
sont répulsifs et que la mesure d’équilibre reflete leur distribution asymptotique.

THEOREME 0.5. — La suite de mesures

1
T 2 %
e y)=y
y répulsif

converge faiblement vers la mesure d’équilibre pi¢.

En dimension k = 1, tous les points périodiques, sauf au plus un nombre fini, sont
répulsifs ; les points périodiques répulsifs sont dans ’ensemble de Julia qui est le sup-
port de py. En dimension k > 2, Hubbard et Papadopol [19] (exemple 2, page 343)
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montrent qu’il se peut que les points périodiques répulsifs ne soient pas dans le sup-
port de la mesure d’équilibre. Fornaess et Sibony [15] (théoréme 4.3 et remarque 4.4)
montrent également qu’il se peut qu’il y ait une infinité de tels points.

Antérieurement aux résultats que nous présentons ici, Briend et Duval [6] en avaient
obtenu un autre que nous ne démontrerons pas.

THEOREME 0.6. — Les exposants de Liapounoff de f relativement a p sont minorés
par (logd)/2.

Signalons [10] ou Dinh et Sibony ont généralisé toute cette théorie au cas des ap-
plications d’allure polynomiale (qui contient le cas des endomorphismes de P*(C)). Ils
donnent une construction directe de la mesure d’équilibre, n’utilisant que les fonctions
plurisousharmoniques. Ils montrent que la mesure d’équilibre est K-mélangeante (ce
qui est la notion la plus forte de mélange) et qu’elle est exponentiellement mélan-
geante.

Signalons également les travaux de Guedj [18] et de Dinh et Sibony [11] qui géné-
ralisent de nombreux résultats dans le cadre des transformations méromorphes ('en-
semble d’indétermination n’est pas vide).

1. DEFINITION POTENTIALISTE DE LA MESURE D’EQUILIBRE

1.1. La mesure de Brolin pour les polynémes

Considérons d’abord le cas d’un polynéme P : C — C de degré d > 2. Dans ce cas,
on peut définir ’ensemble de Julia rempli

Kp = {z € C; lasuite (P°"(z))n>0 est bornée}.
L’ensemble de Julia Jp est le bord de I’ensemble de Julia rempli Kp.

On peut alors définir une fonction gp : C — R par

1
gp(:) = lim_—log" [P7"(2),

n—-+oo

ot log™ = max(0,log). Il est facile de voir que la limite existe et est uniforme en
remarquant que la fonction u(z) = log™ |P(2)| — dlog™ |z| est bornée sur C et que

+oo
1 om
gp(2) =log™ |2+ Y- —u(P7(2).
m=1

La fonction gp est continue et sousharmonique comme limite uniforme de fonctions
continues et sousharmoniques. Elle s’annule sur Kp et est harmonique sur C \ Kp.
Comme gp est sousharmonique, son Laplacien est une mesure. En fait, up = %Agp
est une mesure de probabilité de support égal a Jp.
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Kp

FIGURE 2. L’ensemble de Julia rempli et ’ensemble de Julia du polynéme
P:z—22—1.

La mesure pp est appelée la mesure de Brolin du polynome P. On voit facilement
que gp(P(2)) = d - gp(z) et on en déduit que d~'P*up = pp. Pour établir la distri-
bution des images réciproques d’un point w, on est amené a montrer que la suite de
fonctions sousharmoniques

1
dr
converge vers gp. De méme, pour établir la distribution des points périodiques, on est

log |P°" (=) — w|

amené a montrer que la suite de fonctions sousharmoniques
1

- log | P*"(2) —

converge vers gp.

1.2. La mesure d’équilibre pour les endomorphismes holomorphes de P*(C)

1.2.1. Passage auzw coordonnées homogénes. — Soient f : P¥(C) — P*(C) un endo-
morphisme holomorphe de degré algébrique d > 2 et F : CF*1 < {0} — CF1 < {0}
un relevé dont les coordonnées sont des polynémes homogenes de degré d :

Cr+1 {0} L} (0L {0}
1L
P*(C) ——— P*(C).

On écrit F = (Fo, Fi,...,Fg) et f = [Fy : Fy : ... : Fg]. On peut prolonger F a
P*+1(C) en posant

F([zo:z1:...:zk:zk+1]):[Fo:F1:...:Fk:zg+1].
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Dans ce numéro, nous allons préciser les relations qui existent entre la dynamique de
f :P*(C) — P*(C) et la dynamique de F : PK+1(C) — P*+1(C).

Le point fixe O = [0 : ... : 0 : 1] est complétement invariant par F. C’est un
point super-attractif et toute orbite rencontrant un voisinage de O suffisamment petit
converge vers O. Le bassin d’attraction )y de ce point fixe super-attractif est contenu
dans I’ensemble de Fatou de F'. Il est homéomorphe a une boule réelle de dimension
2(k+1).

L’hyperplan & Vinfini H = {zx4y1 = 0} est complétement invariant par F et
F: H — H est conjuguée a f : P*(C) — P*(C).

Pour z = [z9 : ... : 2] € P¥(C), on note L, C P*+1(C) la droite passant par O
avec « pente » z :

L,={lz0:...:2z: 0]} U{[tzo: ...tz : 1]; t € C}.

L’application F' envoie L, sur Ly, et F': L, — Ly, est de la forme ¢ — At?. En
particulier, un cercle de rayon r centré en O s’envoie sur un cercle de rayon |A|r¢
centré en O.

L’ensemble de Julia Jr est la réunion du bord de €, et du cone C(Jf) \ o ol
C(Jy) est la réunion des droites L, pour z € J;. Le bord de 0y est homéomorphe &
une sphére de dimension 2k + 1.

Exemple 1.1. — Considérons I’exemple de ’'endomorphisme f de P?(C) défini par :
flzo: 21 22)) = [2d + 28« 24).

Il est de degré algébrique d et de degré topologique d2. Il admet trois points fixes
super-attractifs complétement invariants : les points [0: 0: 1], [0:1:0] et [1:0:0].
Les trois droites {zg = 0}, {z1 = 0} et {z2 = 0} sont complétement invariantes par f.
La réunion des trois bassins super-attractifs constitue ’ensemble de Fatou. Son bord
est ’ensemble de Julia.

Pour visualiser le bassin attractif de [0 : 0 : 1], on peut se placer dans la carte
23 = 1. On est dans C? et F(z,21) = (2, 2{). Le bassin d’attraction g de (0,0)
est le polydisque {(zo0,21) € C?; |20| < 1, |21] < 1}. Son bord est la réunion de deux
tores pleins de dimension réelle 3 :

0y = {(Zo,zl) S (CQ; |Zo| <1, |Z1| = 1} U {(20,21) S (CQ; |Zo| =1, |Zl| < 1}.
Pour obtenir ’ensemble de Julia Jp, il faut ajouter un troisieme tore plein :
{(Zo,zl) S (C2; |Zo| = |21| > 1} U {[20 VAR 0] S ]PQ((C); |Zo| = |21|}

L’intersection de ces trois tores est le tore réel {(29,21) € C?; |20| = |21| = 1} qui se
révélera étre le support de la mesure d’équilibre.
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Ezemple 1.2. — On peut considérer un exemple un peu plus élaboré :

F(lzo: 21 : 22)) = [28 — 23 : 28 : 23]

Si on se place dans la carte {zo = 1}, c’est-a-dire dans C2, l'expression de F est
F(z0,21) = (22 — 22, 2%) qui est 'expression en coordonnées homogenes du polynéme
flz)=22-1.

Le point [0 : 0 : 1] est fixe et super-attractif et son bassin d’attraction Qg est
homéomorphe a une boule de dimension réelle 4. Son bord est homéomorphe & une
3-sphere.

FIGURE 3. Une représentation du bord du bassin attractif Qo de (0, 0) pour

l'application F : (z0,21) — (2§ — 21, 21). Cet ensemble est contenu dans

Pensemble de Julia Jr. En noir, on a représenté I'intersection 9Q N C(Jy)
entre le bord de Qg et le cone C(Jy). Cette intersection est le support de
la mesure d’équilibre pr.

L’ensemble de Julia Jg et le bord du bassin g sont des ensembles cerclés : si
(20,.-.,21) € CFH1 appartient & Jr (respectivement & 9€) et si |\| = 1, alors
(Azo, ..., Azg) appartient & Jp (respectivement & 9€)).

En particulier, on a une fibration de 9§y sur P*(C), les fibres étant des cercles (c’est
la fibration de Hopf). On peut se faire une idée de la géométrie de 9y en quotientant
par (z0,21) ~ (Az0,Az1) si |A| = 1. A chaque point (zg,2) on associe alors un point
2z = [20 : 21] € PYC) et un réel r = /|20|2 + |21]? € ]0, +o0[. Le point z € PL(C)
s’identifie avec un point M, € S? C R? via la projection stéréographique (S? est la
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sphere unité dans R?) et on peut représenter le couple (z,7) par le point r- M, € R3.
Le bord de Qg est alors représenté par une surface de R? (voir figure 3). On peut
représenter Pensemble de Julia Jp en suivant le méme principe (voir figure 4).

FIGURE 4. Une représentation de I’ensemble de Julia Jr pour l'applica-
tion F : (20,21) — (25 — 23,2%). On s’est en fait restreint & représenter
I'intersection de Jr avec la boule de rayon 3 dans C2.

Ezemple 1.3. — Considérons toujours une fraction rationnelle f : P1(C) — P*(C) et
une application F : P?(C) — P?(C) associée par passage aux coordonnées homogenes.
Si 'ensemble de Julia de f est égal & P1(C), alors, 'ensemble de Julia de F est égal
au complémentaire du bassin attractif de [0 : 0 : 1]. Il ne sera donc pas d’intérieur
vide, et il ne sera pas égal a P2(C).

1.2.2. La fonction de Green d’un endomorphisme de P*(C). — Pour x € CF+1 < {0},
on pose u(x) = log||F(x)| — dlog||z||, ou || - || est la norme euclidienne sur C*+1.
Pour n > 0, on définit

1
drn
Par homogénéité de F, on voit que la fonction u ne dépend que de 7(z) € P*(C) et
que u est donc bornée sur C**! <\ {0}. On en déduit immédiatement que la suite

G (z) = == log [|[F*" (z)]].

G(z) —logllz| = Y Gm(x) = Gmr(z) = Y dimU(F(’m(w))-
m=1
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converge uniformément sur C*+1 < {0} vers une fonction continue bornée : Gp(z) —
log ||z||. On a donc la

PRrOPOSITION 1.4. — La fonction
: 1 on
Gp= lm P log || |

est continue et plurisousharmonique sur CKT1 < {0}. Pour tout z € CKT1 {0}, on

a Gp(F(z)) =d-Gp(x) et pour tout A € C*, on a Gp(Az) = Gp(z) + log |Al.
Exemple 1.5. — Soit f : P(C) — P1(C) un polynoéme de degré d. Considérons alors
I'application F : C? \ {0} — C2 \ {0} définie par
F(z0,21) = (21 f(20/21), 27).
L’application F' releve f en coordonnées homogenes. On a alors
F°"(29,21) = (zdnfon(zo/zl),z‘lin) .
Par conséquent,

li L
m —
n—-+oo dn"

1 " o 2 |
S e

Gr(z0,21) log || £ (20, 21)||

)

olt z = [29 : 21] € P(C) et g est la fonction de Green associée au polynéme f.

= log |21| + gy (2),

1.2.8. Courants positifs sur P¥(C). — Une forme lisse de bidegré (p, q) sur P¥(C) est
une forme différentielle lisse qui, dans des cartes, s’écrit

Y= Z Ya,842a N\ dzg
le|=p, la|=B

olt dzq = dza, N+ Ndzq, et dZg = dZg, A---ANdZg,. Un courant de bidegré (p,q) sur
P*(C) est un élément du dual des formes lisses de bidegré (k—p, k—q) sur P¥*(C). Dans
des cartes, un courant S de bidegré (p, ¢) se représente comme une forme différentielle
de bidegré (p, q) & coefficients distributions

S = Z Sa,gdza N dzg.
la|=p, |B]=4

L’opérateur d de Poincaré se décompose en d = 9 + 9 ol

0@a, _ = 0va,B ,_ _
dp = Z 82; dzi, Ndzo NdZs et Op = Z c’)zkﬁ dZi N dzo A dZs.
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On définit 'opérateur

On a

Si S est un courant de bidegré (p,p), on a
(dS,¢) = — (S, dp), (d°S,p) = —(S,d°) et (dd°S,¢) = (S, dd"p).

Remarque 1.6. — Si U est un ouvert de C et h : U — R est une fonction de classe
C?, alors dd°h = (%Ah) dx N dy, ou Ah est le Laplacien de h.

On dit qu'un courant S de bidegré (p, p) est positif si (S, ) > 0 pour toute forme
test ) )
P =11 NPy N NPp—p NP,
avec ; forme lisse de bidegré (1,0). Dans des cartes, les coefficients d’un courant
positif S de bidegré (p,p) sont des mesures régulieres : ce sont des distributions qui
se prolongent en formes linéaires continues sur l’espace des fonctions continues.
On définit alors la masse d’un courant positif S de bidegré (p, p) par

wk—p
S| = / SA——.
151 Pk (C) (k —p)!

Si une suite de courants positifs sur P¥(C) est de masse bornée, on peut en extraire
une sous-suite convergente. Si la suite est croissante et de masse bornée, alors elle est

convergente.

Un courant positif fermé de bidegré (1,1) s’écrit localement ddu avec u pluri-
sousharmonique.
1.2.4. Le courant de Green d’un endomorphisme de P*(C). — A partir de la fonction

de Green G, on peut définir un courant positif fermé de bidegré (1,1) sur P*(C)
comme suit.

PROPOSITION 1.7. — Il existe un courant positif fermé Ty de bidegré (1,1) sur P*(C)
tel que pour tout ouvert U C P¥(C) et toute section holomorphe o : U — CF1 < {0},

on ait
Tf|U = ddC(GF 9] O’).

Démonstration. — Etant donné un ouvert U € PF(C) et une section holomorphe
o : U — CF1 {0}, la fonction G o o est une fonction plurisousharmonique, et
Tty = dd°(GF o o) est un courant positif fermé de bidegré (1,1). Remarquons que la
définition de 7|y ne dépend pas du choix de section. En effet, si oo : U — CF+1 < {0}
et o1 : U — CF*1 < {0} sont deux sections holomorphes, alors il existe une fonction
holomorphe A\ : U — C* telle que gg = A - 01. Dans ce cas,

dd®(GF o og) = ddlog |\ + dd°(Gp o 01) = dd°(GF o 01)

puisque log |A| est une fonction pluriharmonique sur U. O
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Remarque 1.8. — Hubbard et Papadopol [19] ont montré que le support de T est
contenu dans 'ensemble de Julia J;. Forneess et Sibony [14] et indépendamment Ueda
[27] ont montré que le support de Ty coincide avec Jy.

Rappelons que la forme de Fubini-Study sur P*(C) est la forme w de bidegré (1,1)
qui vérifie
m'w=ddlog| - |-
Etant donné que pour tout z € CF1 < {0} et tout A € C* on a
Gr(Ar) = Gr(z) +1og|A| et log|Az|| = log [z]| +log |Al,

la fonction z € C*+! s G () —log||z|| descend en une fonction continue ¢ sur P*(C)
et on a

Ty =w+ddp.
Le courant T est donc cohomologue a la forme de Fubini-Study w.

1.2.5. Premiére définition de la mesure d’équilibre. — Par construction, au voisinage
de chaque point @ € P*(C), Ty = dd°u avec u continue. Il est possible de définir le
produit extérieur de courants positifs fermés de bidegrés (1, 1) dont les potentiels sont
continus (voir [4]). On peut donc parler de

THF =Ty ATy N ATy

k fois

Comme le courant T est cohomologue a la forme de Fubini-Study w, T;\k est coho-
mologue & la forme volume Q = w"* de la métrique de Fubini-Study. Ceci nous amene
a la définition suivante.

DEFINITION 1.9. — La mesure d’équilibre piy d’un endomorphisme f : P*(C) —
P*(C) est la mesure de probabilité jy = Tf/\k.

On a )
Gr= lm G, avec G, = —

log [| F°"]|.
lim_ L tog | F|
Pour n > 0, il existe une forme lisse T}, de bidegré (1, 1) sur P¥(C) telle que 7*T), =

dd°Gy,. En fait,
1
= (f")yw

La fonction G, (z) — log||z|| descend en une fonction lisse p, sur P*(C), ¢, — ¢

Ty

uniformément sur P*(C) et
T, =w+ddp,.
On a donc T,, — Tt au sens des courants, et comme la convergence de ¢,, vers ¢ est
uniforme, on a la convergence suivante au sens des courants (voir [4]) :
1

T, —Tf et Tk = W(fO”)*Q — TP = py.
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On vient de démontrer la

PROPOSITION 1.10. — La mesure d’équilibre ¢ est la limite faible de la suite de
mesures de probabilité p, = d%(fon)*ﬂ, ot Q = w"F est la forme volume de la
métrique de Fubini-Study.

Ezemple 1.11. — Considérons de nouveau I'endomorphisme f de P?(C) défini par
flzo: 21 22)) = [2d : 28« 24).

L’ensemble de Julia J; est la réunion de trois tores pleins qui s’intersectent le long du
tore réel {(zo, 21) € C%; |20] = 1 et |21] = 1}. Ce tore réel est totalement invariant. Il
contient tous les points périodiques répulsifs. Les préimages d’un point (zo, z1) € C?
hors des droites {zp = 0} et {z; = 0} s’accumulent sur ce tore réel. Ce tore réel est le
support de la mesure d’équilibre 1y qui n’est autre que la mesure de Lebesgue sur le
tore. Le support de la mesure d’équilibre ;1y n’est donc pas égal a Jy.

Exemple 1.12. — Considérons maintenant ’endomorphisme F' de P?(C) défini par

F(lzo: 21 : 22)) = [20 — 2} : 2} : 23).
Le bord du bassin attractif Qg du point [0 : 0 : 1] est représenté sur la figure 3. Le
support de la mesure d’équilibre pp est contenu dans 9. C’est I'intersection du bord
de Qo avec le cone C(Jy). La projection m,(pup) sur P(C) est la mesure d’équilibre
py de f (m:C? {0} — P}(C) est la projection canonique).

Ezxemple 1.13. — La mesure d’équilibre d’un polyndéme construite en passant aux
coordonnées homogenes est égale a la mesure de Brolin obtenue a partir de la fonction
de Green g5 : C — [0, +o0].

En effet, nous avons mentionné plus haut (exemple 1.5) que Gp(z0,21) = log|z1|+
gr(2), ou 2 = [z0 : z1] € P}(C) et gy est la fonction de Green associée au polynome f.
La fonction (29, 21) — Gr(20,21) — log || (20, 21)|| définie sur C? \ {0} descend en une
fonction ¢ : P}(C) — R définie par

1
o(z) = gr(z) — 3 log(1 + |2]?).
On a alors
1 1
pr=w+ (%Agp) de Ady = (%Agf) dz A dy,

olt w est la forme de Fubini-Study sur P!(C).

1.2.6. Seconde définition. — Dans ’approche que nous venons de présenter, nous
avons eu besoin d’utiliser la théorie de Bedford-Taylor pour définir py comme
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puissance k-ieme d’un courant positif fermé Ty de bidegré (1,1) et pour obtenir la
convergence faible de la suite de mesures i, = T\F vers py = TfAk.

Dinh et Sibony [10] puis Guedj [18] ont montré qu’on peut en fait directement
définir la mesure d’équilibre py comme la limite faible de la suite de mesures
de probabilité u, = d%( f°™)*Q. Nous allons maintenant présenter 1’approche de
Guedj.

On observe d’abord que d=* f*Q est cohomologue & €, et on peut donc écrire

1
1= Q4 dd°S

avec S une forme lisse de bidegré (k — 1,k — 1). On a alors, par compacité de P¥(C),

Ne=1 < § < CwF~1 pour une constante C' > 0. Quitte & rajouter

I'encadrement —Cw
Cw"*=1 & S, on peut supposer que 0 < S < Cw™~1. On a alors
1

P

on\ * c 1 * 1 on—1\*
(fo")*Q =Q+dd°S,, avec Sn=S+d—ka+"'+W(f )*S.
Comme S > 0, la suite de courants positifs 5, est croissante. La masse des courants
S, est bornée :

n—1 n—1
1 . 1
0§||Sn||:/ Sn/\wécg —/ (foj)*wk_l/\w:C’g — < +o0.
PH(C) = 4% Jpr(c) il

La suite S,, converge donc faiblement vers un courant positif S, de bidegré
(k—1,k—1), et
1

W(fon)*ﬂ =Q+dd°S, — py :=Q+dd°S.

L’opérateur p — d~*f*u est un opérateur continu pour la convergence faible. En
passant & la limite sur 'équation g, 1 = d~* f*u,,, on obtient

1 *
pe=xfns

Il en découle également que la mesure d’équilibre py est f-invariante :
- I i
py(f %AJ):l/]f*WA)de::/]f*%A)d_EEi:: Ladus = ps(A).

PROPOSITION 1.14. — La mesure d’équilibre iy ne charge pas les ensembles pluripo-
laires. En particulier, elle ne charge pas les ensembles algébriques.

Démonstration. — Une fonction quasiplurisousharmonique sur P*(C) est une fonc-
tion semi-continue supérieurement qui est localement la somme d’une fonction pluri-
sousharmonique et d’une fonction lisse. Tout ensemble pluripolaire est contenu dans
¢~ —o0} pour une fonction quasiplurisousharmonique . Nous allons voir que ¢
est intégrable par rapport & la mesure s, ce qui implique ¢~ '{—o00} est de mesure
nulle.
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Quitte a translater ¢, on peut supposer que ¢ < 0 et quitte a multiplier ¢ par
une constante, on peut supposer dd°p > —w. On a alors, en utilisant le théoreme de
Stokes,

0< / (—o) duy = / (—p)da + / (—dd*0) A Sse
Pk(C) Pk(C) Pk(C)

</ (—(p)dQ—i—/ Soo AW,
P#(C) Pk(C)

puisque S est un courant positif. Une fonction quasiplurisousharmonique est

intégrable donc [y (o) (—%) A < 400, et [p () Soo Aw = [[Seo| < +00. O

2. ’ENSEMBLE EXCEPTIONNEL

Dans le paragraphe suivant, nous allons donner une troisieme construction de la
mesure d’équilibre qui est due & Briend et Duval [7]. Cette approche est plus géomé-
trique et s’inspire des travaux de Lyubich [21] dans le cas de la dimension k = 1. Une
conséquence immédiate sera que la mesure d’équilibre pi ¢ reflete la distribution asymp-
totique des préimages des points hors d’'un ensemble exceptionnel algébrique Ej.

Les premiers résultats concernant les ensembles exceptionnels algébriques pour les
endomorphismes de P*(C) avec k > 2 ont été obtenus par Fornzess et Sibony [13].

Nous allons maintenant montrer que les ensembles algébriques completement in-
variants par f sont en nombre fini (résultat di & Briend et Duval [7]). La réunion
de tous ces ensembles hormis P*(C) est donc un ensemble algébrique completement
invariant par f (éventuellement vide). C’est 'ensemble exceptionnel Ef.

Ezemple 2.1. — Considérons d’abord une fraction rationnelle f : P*(C) — P!(C)
de degré d > 2. Les ensembles algébriques propres contenus dans P*(C) sont les en-
sembles finis. Si F est un ensemble fini et complétement invariant, son complémentaire
U =PY(C) \ E est un ouvert complétement invariant de caractéristique d’Euler finie
x(U) = 2 — #E. La formule de Riemann-Hurwitz appliquée & f : U — U donne
x(U) = dx(U) — n ol n est le nombre de points critiques de f contenus dans U,
comptés avec multiplicités. On a alors x(U) = n/(d — 1) > 0, ce qui montre que
#FE < 2. L’ensemble exceptionnel Fy contient donc au plus 2 points.

Une étude au cas par cas montre alors que lorsque ¢ contient un point fixe, f est
conjuguée & un polynome (le point fixe étant envoyé a 'infini). Lorsque Ef contient

deux points, f est conjuguée soit & z — 2%, soit & z — 2z~ %

Exemple 2.2. — Considérons maintenant une fraction rationnelle f : P1(C) — P(C)
de degré d > 2. Soit F' : C2\.{0} — C2~.{0} un relevement en coordonnées homogenes.
L’application F se prolonge holomorphiquement en un endomorphisme de P?(C) de
degré algébrique d.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



48 X. BUFF

Le point [0 : 0 : 1] est alors complétement invariant puisque c’est un point fixe
de F' qui n’a pas d’autre préimage que lui-méme. Le degré topologique local de F'
en [0 : 0 : 1] est d?. La droite & l'infini est un ensemble complétement invariant.
La restriction de F & cette droite est conjuguée a f : P}(C) — P(C). Le degré
topologique local de F' en un point générique de cette droite est d. Aux points qui
correspondent aux points critiques de f, le degré topologique local de F' sera > d.

Si 'ensemble exceptionnel de la fraction rationnelle f est vide, il n’y a pas d’autre
ensemble algébrique propre complétement invariant par f. Sinon, il nous faut rajouter
les points sur la droite a I'infini correspondant aux points de ’ensemble exceptionnel
Ey et les droites de P?(C) qui passent par 'origine et dont la pente correspond aux
points de ’ensemble exceptionnel Fy.

Ezemple 2.3. — Dans [13], Fornaess et Sibony présentent un exemple instructif qui
montre qu’en dimension k > 2, contrairement a la dimension 1, les points complete-
ment invariants ne sont pas nécessairement super-attractifs et qu’ils peuvent méme
se trouver dans l'ensemble de Julia. L’exemple est celui du point [0 : 0 : 1] pour
I'endomorphisme f : P?(C) — P?(C) défini par

f([zo : x1 = 22]) = Awozd ™t +2¢ - 2d - 2d].

Dans la coordonnée z2 = 1, lexpression de f est f(xo,21) = (Avo+a¢,28). Si [A| > 1,
le point [0: 0 : 1] est dans 'ensemble de Julia.

2.1. Finitude des ensembles algébriques complétement invariants par f

Le degré topologique local deg, f de f en z est le nombre de points de f~1(y)
proches de x pour y générique proche de f(z). C’est la multiplicité de 2 comme ra-
cine de f(-) = f(z). Le degré topologique local varie entre 1 et d* et ses strates
{x € P*(C); deg, f > s} sont des ensembles algébriques. Si A est un ensemble al-
gébrique irréductible, le degré local de f aux points génériques de A est deg, f =
mingec 4 deg,, f.

LEMME 2.4. — Soient A un ensemble algébrique irréductible, s = deg, f et p =
codim(A). Alors s < dP. Si de plus f(A) = A, alors s = dP si et seulement si A est
completement invariant par f.

Démonstration. — Soit x un point générique de A. Soit P le plan de codimension p
tangent & f(A) en f(z). Soit @ un plan de dimension p transverse & A en z. La
multiplicité de x comme point d’intersection de f~1(P) et de Q est s. Comme f~1(P)
est de degré dP, le théoréme de Bezout implique que f~(P)NQ contient exactement dP
points comptés avec multiplicités. On a donc s < dP.

Supposons maintenant que f(A) = A; soit 7 le degré de A. Alors, le degré de
f7L(A), en comptant les multiplicités, est égal & dPT et comme A C f~1(A) intervient
avec multiplicité s, on a s7 < dPT avec égalité si et seulement si A = f~1(A). O
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FIGURE 5. L’ensemble f~'(P)N Q contient au moins s points comptés avec multiplicités.

Les strates de degré topologique correspondant & une puissance de d vont donc
jouer un role particulier.

DEFINITION 2.5. — Pour p > 1, on pose
A, = {x € P*(C); deg, f > dP}.

LEMME 2.6. — Soit A un ensemble algébrique irréductible de codimension p > 1.
Si A est compléetement invariant par un itéré de f, alors l'orbite de A est contenue
dans Ap.

Démonstration. — On suppose que A est completement invariant par f°". D’une
part, d’apres le lemme 2.4, on a deg, f°" = dP™. D’autre part,

n—1
degy f7" = H dengJ'(A) f
=0

et d’apres le lemme 2.4, on a deggoj(q) [ < dP. On a donc deg, f = d¥ et ACA,
(de méme que son orbite). O

Soit E est un ensemble algébrique completement invariant par f. Comme E est
algébrique, ses composantes irréductibles de codimension p sont en nombre fini.
Comme E est completement invariant, ces composantes sont nécessairement permu-
tées. Si A est une de ces composantes, elle est donc complétement invariante par un
itéré de f. D’apres le lemme 2.6, A est une des composantes de dimension maximale
de Ay, qui sont en nombre fini puisque A,, est algébrique.

Les ensembles algébriques propres completement invariants par f sont donc en
nombre fini et leur réunion est un ensemble algébrique : ’ensemble exceptionnel Ey.

Ezemple 2.7. — Dans le cas de la fonction F : [z 1y : t] — [22 —y? : 2 : 2] que nous
avons évoqué plus haut, Fs = {[0:0:1],[1:0: 0]}. La strate E est la réunion de la
droite & linfini et de la droite passant par l'origine avec pente z/y = oo € P1(C).
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La démonstration de Briend et Duval donne également le
LEMME 2.8. — L’ensemble exceptionnel Ey a les propriétés suivantes :

(1) la strate E, de codimension pure p de E est la réunion des cycles de compo-
santes de codimension p entiérement contenus dans A, ; en particulier, E est contenu
dans le lieu critique Cy de f ;

(2) la strate de codimension pure p de A,(f°") décroit avec n et se stabilise sur
E, pour n assez grand;

(3) Uensemble exceptionnel d’un itéré de f coincide avec celui de f.

Enfin, signalons le résultat de Briend-Cantat-Shishikura [5] qui donne une carac-
térisation plus précise de Ey.

THEOREME 2.9. — Tout ensemble algébrique irréductible complétement invariant
par f est un espace linéaire. En particulier, Ey est une union finie d’espaces linéaires.

Démonstration. — Soit A une composante irréductible de E,. Quitte a remplacer f
par un itéré, on peut supposer que A = f(A) = f~1(A). En reprenant la démonstra-
tion et les notations du lemme 2.4, on voit que si = est un point générique de A, P le
plan de codimension p tangent & A en f(x) et @ un plan de dimension p transverse a
Aen x, alors f~1(P)NQ contient dP points, en comptant les multiplicités. Comme x
intervient avec multiplicité dP, on a f~1(P)NQ = {x}. Comme Q est n’importe quel
plan de dimension p transverse & A en z, f~1(P) est un plan de codimension p. C’est
le plan tangent & A en x.

Le degré de f~1(P) est égal & 1 si on ne prend pas en compte les multiplicités,
et il est égal & dP si on tient compte des multiplicités. On voit donc que le degré
topologique local de f en un point générique de f~1(P) est égal & dP. On vient de
montrer que, pour un point générique x € A, le plan tangent a A en x est contenu

dans I’ensemble algébrique A,. On en déduit que A est un plan de codimension p.
O

3. PREIMAGES DE POINTS HORS DE L’ENSEMBLE
EXCEPTIONNEL

On va maintenant présenter ’approche de la mesure d’équilibre due a Briend et
Duval. Nous consacrerons cette partie a la démonstration du

THEOREME 3.1. — La mesure d’équilibre py est l'unique mesure de probabilité véri-
fiant A% f*uy = py et ne chargeant pas E;. Pour toute mesure de probabilité v ne
chargeant pas E¢, on a d=*"(f")*v — puy.
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3.1. Existence

Les résultats de la partie 1 donnent I’existence d’une mesure de probabilité vérifiant
d=*f*u ¢y = py et ne chargeant pas Ey. Briend et Duval démontrent cette existence
de la maniére suivante.

Soit Q = w"¥ la forme volume de la métrique de Fubini-Study et soit u, la suite
de mesure de probabilités j,, = d=*"(f°")*€Q). L’ensemble des mesures de probabilité
sur P*(C) est compact. L’opérateur d=* f* est continu. On en déduit que toute valeur
d’adhérence de la suite v, = % > | Hm est un point fixe de d=Ff*.

LEMME 3.2. — Une telle valeur d’adhérence ne charge pas l’ensemble critique Cy, et
donc ne charge pas Ey.

Remarque 3.3. — La preuve s’inspire largement de celle du théoréme 4.3 qui est don-
née plus bas.

Démonstration. — Désignons par Jac(f) le jacobien de f pour la forme volume
(on a f*Q = Jac(f)Q). Soit M le maximum de Jac(f) sur P¥(C). Fixons 1 € |0, 1[.
On peut alors choisir un voisinage U de Cj assez petit pour que ¢ = maxy Jac(f)
vérifie 7M1~ < d* (ceci est possible car Jac(f) = 0 sur Cy). On va montrer que
limsup,,_, ;o ¥n(U) < 7. On a

n n—1
1 1 .
nU:_ mU:_ 1 onn< an 5
vn(U) nm§:1u ) ”/w-(@jg_o vo [ dun < pn(Xn) +1

ot X,, = {z € P*(C); Card(U N {x,...,f" (z)}) = nn} est 'ensemble des points
dont la n-orbite visite souvent U. Or

1 J on
/Ln(Xn):/X W(fon)*Q:/X a(;l(k]; )Q

n

_ /X n H?_’J(Jzif) 16 (]dwk)

En passant a la limite quand n — +00, on a p,(X,) — 0 et donc

lim sup v, (U) < n. O

n—-+4+oo

3.2. Unicité

La difficulté consiste a démontrer I'unicité d’'une mesure de probabilité p vérifiant
d=*f*u = u et ne chargeant pas E¢. Pour cela, Briend et Duval montrent que les
préimages de deux points x et y hors de Ey s’équidistribuent de la méme maniere :
Hn,z — Pn,y converge vers 0 faiblement. Le théoréme découle alors immédiatement en
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moyennant ce résultat. Si p est une mesure vérifiant d=% f*;1 = p et ne chargeant pas
Ey et si v ne charge pas Ef, on peut écrire

u:/ O dp(z) et 1/:/ 0, dv ()
Pk (C) Pk (C)

1 1 1
p= ()Y = (P = e (F)

- / / (e — fimy) dpa(2) ® du(yy) — 0.
E;XE?

de sorte que

I suffit donc de montrer que les préimages de deux points x et y hors de Ef s’équi-
distribuent de la méme maniere.

Notons Cf le lieu critique de f, Vy = f(C}) Pensemble des valeurs critiques de f,
Vi= U;:1 [°9(Cy) I'ensemble des valeurs critiques de f°!, et Voo = Uis1 Vi Vensemble
post-critique de f.

Il nous faut donc montrer que pour toute fonction ¢ : P*(C) — R continue, et tous
points x,y hors de Ey, la moyenne (i », @) de ¢ aux préimages n-itmes de z est
proche de la moyenne (i, ,, @) de ¢ aux préimages n-iemes de y, pour n assez grand.

On se donne une fonction ¢ : P¥(C) — R continue et pour x € P*(C), on note
©n = d7F"(f°"),. la moyenne de ¢ aux préimages n-itmes. On va d’abord montrer
le

LEMME 3.4. — Pour tout € > 0, il existe I > 1 tel que pour tout compact K C
P*(C) \ Vi, sin est suffisamment grand, la variation de @, sur K est inférieure a .

On va ensuite montrer le

LEMME 3.5. — Pour tout | > 1 et tout © ¢ Ey, la proportion de préimages n-iémes
de x hors de Vi (en comptant les multiplicités) tend vers 1 quand n tend vers +00.

On conclut alors de la maniere suivante. Si x et y sont hors de E¢, on choisit m
assez grand pour que la proportion de préimages m-iémes de = et de y hors de V; soit
supérieure & 1 —¢. La réunion de ces préimages est un compact K C P*(C) \ V;. Pour
n assez grand, la variation de ¢, sur K est inférieure a €. On obtient alors facilement

|oman(T) = Pman(y)| < 2 sup |o] + €.
P (C)

Venons-en a la démonstration des lemmes 3.4 et 3.5.
Un disque holomorphe est dit plat générique s’il est tracé sur une droite projective
non contenue dans 1’ensemble post-critique V. Le lemme 3.4 est un corollaire du

LEMME 3.6. — Soit € > 0. Il existe un entier | > 0 tel que sur tout disque plat géné-
rique A relativement compact dans P*(C) \ V}, on peut construire (1 —e)d*™ branches

inverses de f°" pour n assez grand, d’images A" avec sup; Diam(A;") — 0.
n—-+o0o
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Remarque 8.7. — Briend et Duval montrent qu’on peut définir (1 — £)d*" branches
inverses d’images A; " avec Diam(A; ™) = O(d~"/?).

Démonstration. — Soit 7 le degré de Vy ('ensemble des valeurs critiques de f). On
fixe [ de sorte que 27d~!(1 — 1/d)™! < e. On considére un disque holomorphe A
relativement compact dans P*(C) \ V] et tracé sur une droite L ¢ V... Soit ASA
un disque holomorphe tracé sur L et évitant V.

On commence par controler le nombre de branches inverses de f°" sur A. Puisque A
évite V}, on dispose de d*! branches inverses fi_l de f°! sur 3, d’images ﬁi_l = fi_l(ﬁ).
Une telle branche inverse fi_l en engendre d* pour foIt1 si 3;1 n’intersecte pas V.
Or, les disques K;Z sont disjoints et tracés sur la courbe f~!(L) qui est de degré
d*=DL Par le théoreme de Bezout, cette droite intersecte V; en au plus 7dF—1!
points. Ainsi, d*(1 — 7d~!) disques ﬁi_l évitent Vy et contribuent a (1) (1 — 7d=1)
branches inverses de fo(¢+1 sur A. En procédant par récurrence, on montre que pour
n =1, ily a au moins d**(1 — 7d~!(1 +d~! +...d~"+t+1)) > d*"(1 — £/2) branches

inverses f; " de f°" sur A, d’images E:" = fz_"(ﬁ)

On va maintenant contréler l'aire de la majorité des disques A" = f"(A).
La courbe f~"(L) étant de degré d*~1™ Daire totale de f~"(L) pour la forme de
Fubini-Study w est d*~1)". Comme les disques E:" sont disjoints sur f~"™(L), au plus
(e/2)d™ d’entre eux auront une aire supérieure a (2/¢)d~". Ainsi, pour (1 — €)d"*
d’entre les disques Kz-—", Paire sera majorée par (2/e)d™".

Ceci est suffisant pour controler le diametre des disques A" C A; ™. En effet, la
famille des branches inverses f; ™ : A — &;" est normale (voir la remarque 3.8 ci-
dessous) et puisque laire des disques 3; ™ tend vers 0, les seules valeurs d’adhérence
sont des constantes. o

Remarque 3.8. — On peut voir que la famille des branches inverses f; ™ : A &;"
est normale, en passant aux coordonnées homogenes. En effet, si F': CF+1 < {0} —
Ck+1 {0} est un relevé de f : PF(C) — PF(C) et si o : A — CF1 < {0} est une
section holomorphe, les branches inverses f; " : A— AZ_ ™ se relevent en branches
inverses F; " : 0(A) — F~"(c(A)). Ces branches inverses évitent un voisinage de 0
et un voisinage de co qui sont super-attractifs pour F'. Elles forment donc une famille

normale.
Le lemme 3.5 est un corollaire du
LEMME 3.9. — Si x n'appartient pas a Ey, alors pin »(Cr) — 0 quand n — +o0.

Démonstration. — Quitte a remplacer f par un itéré, on peut supposer que pour tout
p > 1, la strate E, de codimension pure p de Ef coincide avec A,. On a alors Ay = Ej,
(c’est la strate de dimension 0, une réunion finie de points avec degré local d*). Et pour
p < k—1, les composantes irréductibles de A, \ Ey sont alors de codimension > p+1.
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On peut alors montrer par récurrence descendante sur p, que fy, (A4,) décroit
exponentiellement vite. Pour p = k, on a Ay = Ej et comme z ¢ Ef D Ej, on a
tn.z(Ar) = 0 pour tout n > 0.

Les composantes de A,_1 de codimension p — 1 sont les composantes de Ej,_i.
Comme f~"(z) N E,—1 = &, on voit que f~"(x) ne rencontre A,_1 qu’en des com-
posantes de codimension > p. En utilisant le théoreme de Bezout, on voit alors que
quand n — +o0,

Card (f~"(z) N Ap_1) = O(a"*7P)).
Pour majorer i, 5 (Ap—1), il suffit de majorer les multiplicités de f°™ en ces points.

Fixons p < 1. Si les | pn] premiers itérés d’un point y € f~™(z) ne rencontrent pas
Ap, la multiplicité de f°" en y est majorée par k] avec k, = (dP — 1)Pd*1=°), La

2
contribution de ces points & p, »(A,—1) est donc majorée par

ky - Card (f~"(z) N Ap-1)
dkn
qui décroit exponentiellement vite si on choisit p < 1 suffisamment proche de 1 pour

que kK, < dP.

Pour les autres points, on utilise 'hypothése de récurrence. On sait que pir, o (A4,)
décroit exponentiellement vite : pun . (Ap) = O(A)). On en déduit qu’en comptant
les multiplicités, le nombre de points y € f~"(x) pour lesquels il existe j < pn
avec f(y) € A, est un (9()\1(717’3)” - d*™). Leur contribution & 1, (A,—1) est donc
O™ qui décroit exponentiellement vite. O

3.3. Mélange

PROPOSITION 3.10. — La mesure jiy est mélangeante, et donc ergodique.

Démonstration. — La convergence de jip , vers iy se traduit dualement de la maniere
suivante : si ¢ est une fonction continue sur P¥(C), alors sur E°,

A= (M) — pdpuy.
Pk(C)
Si 1 est une autre fonction continue, on aura donc

on ony 4 ) by
. o d = . o =7
/Pk(c)so (o fo)duy /Pk((c)w (o fom) g

(o) (dpy)
= d~- "7
/IPK((C) ¥ dkn

(fo")xp
- [ gy

—(Legpm) (Lo o)

C’est le mélange. O
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Dans [10], Dinh et Sibony montrent que gy est K-mélangeante, c’est-a-dire que
pour toute fonction ¢ € L?(uys), on a

. o Ond — d d 4’0
/Wc)sa (Yo fo)dpy (/W_(C)so M)(/me Hf)‘

Ils montrent également que la mesure py est exponentiellement mélangeante et que
la vitesse de mélange est d’ordre d~"™ : il existe une constante A > 0 telle que pour
toute fonction ¢ € L>°(ur), et toute fonction ¢ de classe C2, on a

Loerwerman=( [ en)( [ van) < alvldoear
Pk (C P (C) Pk (C)

Antérieurement, Fornaess et Sibony [12] avaient montré que la vitesse était d’ordre

sup
12 )

(d — €)~". Dinh et Sibony ont depuis montré que dans le cas ol ¢ est une fonction
lipschitzienne, la mesure est encore exponentiellement mélangeante et la vitesse de

mélange est d’ordre d~"/2 :

Lo wormdn= ([ edne) ([ van)| < Alvllelihipa
Pk(C Pk(C) Pk(C)

4. PROPRIETES ENTROPIQUES DE LA MESURE D’EQUILIBRE

Nous allons maintenant montrer que la mesure d’équilibre p¢ est I'unique mesure
d’entropie maximale de f.

4.1. Entropie topologique et entropie métrique

Si X est un espace compact et métrisable, et si f : X — X est une application
continue, I'entropie de f est censée mesurer la rapidité a laquelle on acquiert de
linformation sur la position d’un point € X quand on observe (avec une certaine
imprécision) la trajectoire pendant longtemps.

4.1.1. Entropie métrique. — Si X est muni d’une mesure de probabilité u, savoir
que = appartient a un ensemble A C X est censé fournir une quantité d’information
égale a log ﬁ. Un questionnaire qui définit une partition mesurable ¢/ de X en
sous-ensembles A; correspondant aux réponses possibles procure une quantité d’in-
formation moyenne égale a

Zu ) log 1)

Supposons que p soit f-invariante et que 'on observe la trajectoire d’un point x
sous itération de f pendant un temps n. On répond alors au questionnaire pour
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z; = f(x), j = 0,...,n — 1. Ceci définit une partition \/"U de X. L’entropie
métrique de f définie a partir de U et de p est alors

o f) = lim ~h, (V'u).

n—-+oo N

Cette limite existe et est un infimum car la suite h, (\/"U) est sous-additive (une
suite (u,) de nombres réels et positifs est sous-additive si w4 < Uy + Uy pour tous
n,n’; pour une telle suite, la limite lim %un existe et est un infimum).

L’entropie de f par rapport a la mesure f-invariante u est alors définie par
h.(f) = sup{h,(U, f); U une partition mesurable de X avec h,(U) < +oo}.
Si p et v sont deux mesures f-invariantes, alors pour ¢ € [0, 1], on a
hept 1=ty (f) = thy(f) + (1 = t)hu (f).

L’entropie métrique de la réunion de deux ensembles invariants est donc la somme
des entropies de chaque ensemble pondéré par sa mesure.

4.1.2. Entropie topologique. — Quand aucune mesure particuliere n’intervient, on
peut alors définir I’entropie topologique en comptant le nombre de réponses possibles.
Si U est un recouvrement de X par des ouverts, on définit

#*U = min{Card(V); ou V est un recouvrement de X contenu dans U}.

On pose f*U = {f~Y(U)}veu. Si U et V sont deux recouvrements de X par des
ouverts, on pose U VYV = {U NV }yey vey. On pose

\/ u=uvruv--veu.

Un élément non vide W = Uy N f~1(Uy)N---N f~=D(U,_1) de \/"U correspond &
un n-itinéraire dans U, c’est-a-dire une suite (Up,...,U,—1) telle qu’il existe x € X
avec f°(z) € U; pour i =0,...,n— 1.

On définit I'entropie topologique de f par rapport a U de la maniére suivante :

hiop(U, f) = lim % log#*\/ " U.
Cette limite existe et est un infimum car
n+n' n n’
#\ u< (#Vu) (#V u)

et donc, le log est une fonction sous-additive de n. On définit ’entropie topologique
de f par

htop(f) = Slz/llp htop(uv f)

Cette définition ne dépend clairement que de la topologie sur X.
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4.1.3. Espaces métrisables. — Si X est métrisable, on peut donner des caractérisa-
tions de I’entropie métrique et de ’entropie topologique faisant intervenir la distance
d définissant la topologie sur X. Pour n > 1, on définit la distance dynamique d,, par
[¢] o
dalay) = | max {d(F9(a), £ (9))).
La distance d,, mesure la distance entre les n-orbites de x et de y dans ’espace produit
X™. On note By,(x,r) les boules dynamiques associées.
Dans le cas ou g est une mesure ergodique, un théoréme de Brin et Katok [8]
permet de définir I’entropie métrique en terme de la décroissance des masses des
boules dynamiques By, (z, ).

THEOREME 4.1 (Brin-Katok). — Pour p presque tout x, on a

1
hu(f) = sup lim inf —— log (B, (, €)).
n

>0 n—+oo

Une maniere de définir ’entropie topologique consiste a considérer des ensembles F'
qui sont (n, £)-séparés, c’est-a-dire tels que pour toute paire de points (z,y) € F?, on
ait d,,(z,y) = e. On pose alors

ha(f,e) = limsup 1 log N4(f,e,m),
n—+oo T
o Ny(f,e,n) est le nombre maximal de points de X dans un ensemble (n, €)-séparé.
On a alors la propriété suivante :
hiop(f) = lim ha(f,€) = sup ha(f,¢).
=0 e>0

4.1.4. Le principe variationnel. — Historiquement, ’entropie topologique a été in-
troduite apres 'entropie métrique. Bien qu’il y ait des analogies entre les définitions,
I’absence d’une mesure canonique de la taille des ensembles invariants amene a des dif-
férences entre les deux notions. Par exemple, I’entropie métrique de f sur la réunion de
deux ensembles invariants est un barycentre des entropies sur chaque ensemble, pon-
déré par les mesures de chaque ensemble. L’entropie topologique de f sur la réunion
de deux ensembles invariants est le maximum de ’entropie topologique sur chaque
ensemble. Par conséquent, I'entropie topologique mesure la complexité dynamique
maximale, alors que I’entropie métrique mesure une complexité moyenne. Il est donc
naturel d’espérer que I’entropie métrique soit inférieure a ’entropie topologique. Le
principe variationnel dit que ’entropie topologique est le supremum des entropies
métriques :

hiop(f) = sup{h,(f); p mesure de probabilité f-invariante}.

Le principe variationnel pose la question, centrale en théorie ergodique, de ’exis-
tence et de I'unicité d’une mesure p d’entropie maximale, c’est-a-dire telle que h,(f) =
htop(f). Nous allons voir plus loin que dans le cas d’un endomorphisme holomorphe
f: PE(C) — P*(C), la mesure d’équilibre ¢ est I'unique mesure d’entropie maximale.
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Nous aurons besoin d’une version relative du principe variationnel. L’entropie to-
pologique se localise naturellement. Si on considére un ensemble Y C X non néces-
sairement invariant, on définit 'entropie de f relative a Y par :

1
hiop(f]Y) = suplimsup — log ( max{Card(F); F (n,e)-séparé, F C Y'}).
>0 n—4oo 1

On regarde donc la rapidité de croissance du nombre de n-orbites € discernables en
partant de Y. Mais on ne demande pas a ce que 'orbite reste dans Y. On a alors le

LEMME 4.2 (Principe variationnel relatif). — Si u est une mesure ergodique et si Y
est un ensemble mesurable tel que u(Y') > 0, alors

hu(f) < hiop(FIY)-

4.2. La mesure d’équilibre d’un endomorphisme de P*(C) est une mesure
d’entropie maximale

Commencons par rappeler le théoréme suivant dit & Misiurewicz et Przytycki [23].

THEOREME 4.3. — Si X est une variété compacte orientable et f: X — X est une
application de classe C*, alors hiop(f) = log|deg f|.

Démonstration. — Soient d une distance définissant la topologie sur X, w une forme
volume, a € ]0,1[, L = supy | Jac f|; posons ¢ = L=/~ Considérons I’ensemble
B={z e X; |Jac f(z)| 2 e}.

(1) Tl existe § > 0 tel que si x # y sont dans B et d(x,y) < J, alors f(z) # f(y).

(2) Supposons maintenant que x est une valeur réguliere de f°™. On construit
alors un ensemble (n, §)-séparé dans f~"(z) de la maniére suivante. D’abord, comme
x est une valeur réguliere de f, f~1(x) contient au moins N = | deg f| préimages. Si
N d’entre elles sont dans B, on dit qu’on a une bonne transition et on pose ()1 =
{ces N préimages}. Sinon, on dit qu’on a une mauvaise transition et on pose @1 = {y}
avec y € B¢ et f(y) = 2. Chaque élément de @ est une valeur réguliere de f°"~! et
on peut recommencer la méme procédure pour tous les y € Q1. En collectant ainsi
tous les ensembles obtenus, on définit Q2 € f~2(z). En itérant le procédé on obtient
un ensemble @, € f~"(x) qui est (n,d)-séparé.

(3) Siz e X\ f°(A) avec

A={yeX; Card(Bn{y, f(y),.... " ')} < an},

on a beaucoup de bonnes transitions. En effet, si « ¢ f°"(A), alors @, N A = &, et
pour passer de z & n'importe quel point y € @, on a au moins |an| + 1 bonnes
transitions. Par conséquent Card(Q,) = N°™.

(4) 11 ne reste plus qu’a démontrer que, pour tout n, on peut trouver une valeur
réguliere x € X ~\ f°"(A). Le cardinal maximal d’un ensemble (n, §)-séparé sera alors
minoré par N et on aura hiop(f) > alog N pour tout « € 0, 1[.
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Siy € A, alors )
| Jac " ()] = [] |Tac f(f (2))] < Lome" " =1
=0

(par choix de ). Donc le volume de f°"(A) est strictement inférieur au volume de X
et d’apres le théoréme de Sard, il existe une valeur réguliere x € X ~ f°"(A). O

COROLLAIRE 4.4. — Si f : P¥(C) — P¥(C) est un endomorphisme holomorphe de
degré algébrique d, son entropie topologique est minorée par klogd.

La majoration de I’entropie d'un endomorphisme holomorphe de P*(C) est due &
Gromov [17]. Il montre que 'entropie topologique de f est majorée par lov(f), ou
lov(f) est le taux de croissance du volume du graphe itéré de f.

DEFINITION 4.5. — On pose

r,= {(:c,f(:z:), .. .,fO"_l(x)) , X € Pk((C)}
et on définit

1 1
lov(f) = limsup — log(Vol(T',,)) = limsup — log (/ w,/l\k) :
I'n

n—+oo N n—+oo N

ou wy, est la forme de Kdhler sur ]P’k((C)n induite par la forme de Fubini-Study sur
chaque facteur.

LEMME 4.6. — Si f : PK(C) — P*(C) est un endomorphisme holomorphe de degré
algébrique d, on a lov(f) = klogd.

Démonstration. — C’est un calcul cohomologique. On a

vol(r,,)z/F Wk :/Pk(c)(w—i—f*w—i-...(f°”_1)*w)Ak

n

/ (fon)*w/\.“/\(foik,l)*w
Pk(C)

i€{0,...,n—1}k

_ E Jirttie-1

dar —1\*
. dnflk: .
o= (557)

3

I
o
4
U
4

Par conséquent,

k
lov f = limsup — log = klogd. O

THEOREME 4.7. — Si f : P*(C) — P*(C) est un endomorphisme holomorphe, on
a hiop(f) <lov(f).
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Démonstration. — La démonstration repose sur le théoréme de Lelong [20]. Un en-
semble (n, £)-séparé F' donne, via ses n-orbites, un ensemble e-séparé G dans le graphe
itéré I',, pour la distance produit, qui n’est autre que la distance dynamique d,. On
a donc
Vol(T',) = > Vol(Bn(y,e/2) NTy),
yeG

puisque les boules B,,(y,e/2) sont disjointes. Le théoreme de Lelong fournit une mi-
noration indépendante de n et de y du volume de I',, dans ces boules :

Vol(Bn(y,e/2)NT,) > c.

On en déduit que

1 1 1
—log(Vol(T',)) = - R log(max{Card(F), F (n,e)-séparé}.
n n n

Ceci donne la majoration souhaitée. O
En combinant les résultats de cette partie, on obtient le théoreme suivant.

THEOREME 4.8. — Si f : P¥(C) — P*(C) est un endomorphisme holomorphe de
degré algébrique d, son entropie topologique est égale a klogd.

Nous allons maintenant voir que puisque la mesure d’équilibre 11 est de jacobien
constant égal & d* (pour tout borélien B sur lequel f est injective, on a ur(B) =
d=*pus(f(B))), elle est d’entropie maximale.

D’apres le théoreme 4.1 de Brin et Katok, il suffit d’expliciter, pour o > 0, un
borélien X, de mesure non nulle, avec pi (B, (z,€)) < d—kn(l-a) pour x dans X, et n
assez grand. On choisit un voisinage U de ’ensemble des valeurs critiques de f, assez
petit pour que p(U) < a/2. On pose alors

Xo(a) = {z € P¥(C); Card{j; f*(z) € U} < na}

et
Xo = liminf X, (o).

n—-+o0o

D’apres le théoreme de Birkhoff, pour ps presque tout z, on a

. . roj n—1
lim Card{j € [0.n = 1Js f¥(x) € U} = lim Z 1y o fo(x) = us(U) < a/2.
7=0

n—-+o0o n n—-—+00 <

Par conséquent, p1r(Xs) = 1. La masse des boules dynamiques centrées sur X, s’es-
timent par récurrence grace a la propriété de jacobien constant de py. Soient x € X,
et ¢ < d(V,0U). Si fo9*+1(x) ¢ U, ce qui arrive au moins n(1 — «) fois, f réalise une
injection de B,,—;(f(z),e) dans B,—;—1(f°*1(x),€). On a alors

py (Bnj(f(x),€)) <d *pp (Baja(f7(x),€)) .
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Sinon, on a toujours, par invariance de uy,

7 (Bues (F9(2),)) < g (Bumyr (£ (@), 9))

O d
oo done 15 (Bu(,€)) < dFn0=e). 0

4.3. Unicité de la mesure d’entropie maximale

Dans cette partie, nous allons montrer que la mesure d’équilibre est 'unique mesure
d’entropie maximale. Nous supposerons qu’il existe une mesure ergodique v # fif
d’entropie maximale klogd et nous chercherons une contradiction.

LEMME 4.9. — La mesure v ne charge pas l'ensemble des valeurs critiques Vy.
Démonstration. — L’argument de Gromov s’adapte pour démontrer que

. 1
hiop (f1Vy) < lov(f|Vy) = limsup — log(Vol(I's|Vy)).

n—+4oo N

Le méme calcul cohomologique que dans la preuve du lemme 4.6 montre que

d—1 k-1
1T, =
VO( |Vf) T(d—l)

ou 7 est le degré de Vy. On voit donc que lov(f|V) < (k—1)logd. D’apres le principe
variationnel relatif, si v chargeait V, on aurait

h(f) = klogd < heop (V) < (k= 1) logd,

d’ou1 une contradiction. O

On voit donc que v ne charge pas ’ensemble exceptionnel Ef. La mesure v n’est
donc pas un point fixe de Popérateur d—* f*. Elle n’est pas de jacobien constant d¥.
On peut alors paver P*(C) \ V; par des simplexes S & bords de mesure nulle

[e]
pour v. Soit U = Jg S. La préimage de chaque simplexe S est une union disjointe de
d* composantes Si, ..., Sz que 'on indexe de sorte que v/(S;) = --- > v(Sgx). Pour

U =JS;
S

On aainsi f~1(U) = UyU---UUgx et f : U; — U est bijective. Comme v est invariante

j=1,...,d*, on pose

mais pas de jacobien constant d*, on peut supposer, quitte & prendre un pavage de
P*(C) \ V; par des simplexes suffisamment petits, que v(Uy) > k.

On peut alors trouver o > d~* et un ouvert O relativement compact dans U, tels
que v(0) > o. On choisit € > 0 suffisamment petit pour que le e-voisinage de O soit
contenu dans U;. Soit X I'ensemble des points visitant assez souvent O :

X = {x € P*(C); r,(x) = on pour n = m},

avec n—1

T (x) = Card({j € [0,n — 1]; f(z) € O} = Z 100 f%9(x).

Jj=0
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D’apres le théoreme de Birkhoff, on sait que pour v presque tout x, on a

:/ lodv =v(0) > o.
Pk(C)

fim ()
n—-+o0o n
On peut donc prendre m assez grand pour que v(X) > 0.
D’apres le principe variationnel relatif, on a donc

klogd = h,(f) < htop(f|1X).

L’argument de Gromov s’adapte pour démontrer que
. 1
htop(f|X) < lim sup g 1Og(V01(Fn|X)E))a
n—-+oo

ou (I'y| X)) est le e-voisinage de la restriction de T';, & X dans I',,. On va montrer qu’il
existe 7 < 1 tel que pour n assez grand, on a

Vol((T'|X)e) = O(d™*™).
On en déduira alors que
klogd < hiop(f|X) < Tklogd,

ce qui donnera la contradiction recherchée.

Pour estimer le volume de (T',,|X)., on introduit le codage suivant. A un ensemble
de volume nul prés, {Uy, ..., Uy} est une partition de P*(C). Pour a € {1,...,d*}",
on note

U™ ={z e P*C); f(z) € Ua, pour j € [0,n — 1]}
et
Ip(a) =Tp N (Ugy X -+ XUy, _,)-

A des ensembles de volume nul pres, UG Yaequ,..axyn et {Tn(@)}aeqa,... gkyn sODE
respectivement des partitions de P*(C) et de I',,. Puisque la restriction de f & chaque
U; est injective, la restriction de f°7 & chaque U, ™ est injective pour j € [0,n—1]. Le
point = appartient & U™ si et seulement si sa n-orbite (z,..., f"~!(z)) appartient
a T'p(a). On a donc

/ w7/l\k :/ (w_i_“._i_(fonfl)*w)/\k-
I (a) ua"

De plus, si une n-orbite (y, ..., f""1(y)) € I',, est dans le e-voisinage de (I',|X )., il
existe un x € X tel que d(f°(x), f*(y)) < € pour tout j € [0,n — 1]. Si f(x) € O
alors f°/(y) € O par choix de . Par conséquent, on a I'inclusion
(Tn]X)e C U Iy (a),
aEd,
avec
Y, ={ae{l,...,d"}"; Card({j; a; = 1}) > on}.
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LEMME 4.10. — Il existe p < 1 tel que
Card(%,) < (d**)™.

Démonstration. — On a
n!
Card(X,,) = E —(d¥ — 1)
I(n — 7)!
e, I =)
11 suffit alors de majorer en utilisant la formule de Stirling. O

Maintenant, on a

Vol((I'n| X).) Z/
T

a€s, (a)

< Z Z/ B FOY WA A (FO) )

i€{l,....n—1}F a€X,

On choisit A tel que p < A < 1. On scinde la somme sur i € {1,...,n—1}* en deux
parties. L'une sur {|An],...,n — 1}¥ et 'autre sur le complémentaire.

Pour i € {|M],...,n—1}¥ on a, en posant ¢ = |An],
R T e A N

< / (fOiliq)*W/\"'/\(foz.kiq)*w
PF(C)
— dilJF"'JFik*kq < dkn(lf/\).
La premiere somme est donc majorée par
n¥ Card (S, )d" 1=V < nh(dhH= ),

Pour i ¢ {[An],...,n—1}* on majore globalement la deuxiéme somme en utilisant
le fait que les U, " sont deux a deux disjoints. On a

Z/ - i1 ,.~/\(f0ik)*w</ (PO w Ao A ()

a€S, Pk (C)
_ dil"r'“"rik < d(k—l)(n—l)-{-)\n-i-l.
La deuxiéme somme est donc majorée par n*(d*=1+*)". On a donc
VOl((Fn|X)€) < nk(dk(1+p7/\))n + nk(dkflJrA)n _ O(d'rn)

avec
T=max{l+p—-NEk—-1+2} <L O

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



64 X. BUFF

5. POINTS PERIODIQUES REPULSIFS

Nous allons maintenant montrer que la mesure d’équilibre reflete la distribution
des points périodiques répulsifs. Avant les travaux de Briend et Duval, on ne savait
pas montrer que tout endomorphisme de P¥(C) admet un cycle répulsif. Briend et
Duval montrent non seulement qu’il y en a toujours un, mais qu’il y en a une infinité
et qu’ils sont denses dans le support de la mesure d’équilibre.

Le lemme clé est le suivant.

LEMME 5.1. — Soit € > 0. Il existe | tel que pour tout x € P*(C) \ Vi, il existe une
boule B(z,7) sur laquelle on peut définir (1 — €)d*™ branches inverses f; ™ de f°",
d’images B; " avec sup; Diam(B; ") = 0.

Remarque 5.2. — 1l est possible de montrer qu’on peut définir (1 —¢)d*” branches in-
verses d'images B; " avec Diam(B; ") = O(d~"/?) (voir par exemple [10, Prop. 3.4.7]).

Nous allons d’abord expliquer comment utiliser ce lemme. On pose

Uy, = d% Z Oy.
o (w)=y
y répulsif
Le nombre total de points périodiques de période n comptés avec multiplicités est
%. On voit donc que la masse totale de v, est bornée. A priori, cette masse
pourrait étre nulle (s’il n’y avait pas de point périodique répulsif de période n). Consi-
dérons une valeur d’adhérence v de la suite de mesures v,. La masse totale de la
mesure v est alors majorée par 1.
Fixons € > 0. Considérons [ comme dans le lemme 5.1 et pour x hors de V}, soit
B = B(z,r) une boule sur laquelle on peut définir (1—¢)d*" branches inverses f; " de
for, d’'images B ™ avec sup; Diam(B; ") — 0 quand n — +oc0. Nous allons montrer
que
v(B) > (1 - 3¢)%u(B).
La mesure d’équilibre p¢ ne charge pas les ensembles algébriques (proposition 1.14).
Elle ne charge donc pas I'ensemble V. On en déduit que v > (1 —3¢)?us. Comme ceci
est vrai pour tout € > 0, on a v > py. Comme py est une mesure de probabilité et
comme la masse de v est majorée par 1, on en déduit que v = py. On a donc

1
Yy répl)}ulgi’%

Montrons maintenant que v(B) > (1 — 3¢)?us(B). On doit montrer que pour n
assez grand, le nombre de points périodiques répulsifs de période n contenus dans B
est supérieur & d"*(1 — 3¢)?us(B). Pour cela, il suffit de montrer que le nombre de
boules B; ™ relativement compactes dans B est supérieur a d"*(1 — 3¢)?us(B). En
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effet, si B; ™ est relativement compacte dans B, alors f; ™ : B — B, " est contractante
et a un point fixe attractif dans B; ™. Ce point est un point périodique répulsif de
période n pour f. Comme les B; " sont deux & deux disjointes, les points périodiques
répulsifs ainsi obtenus sont tous distincts.

Donnons-nous une boule B’ relativement compacte dans B telle que ps(B") >
(1 —e)pus(B). Si n est assez grand, le diametre des boules B; ™ est petit, et toute
boule B; " qui intersecte B’ est relativement compacte dans B. Il suffirait donc de
montrer que la boule B’ contient au moins d"*(1 — 3¢)?u¢(B) points x; " = £ "(z).
Comme la mesure d’équilibre reflete la distribution des préimages de z, la boule B’
contient au moins d"*¥(1 — 2¢)u(B) préimages n-itmes de  pour n assez grand. Le
probléme majeur est que nous avons « jeté » ed™ de ces préimages. Etant donné que
la taille de la boule B est déterminée par ¢, rien n’empéche p¢(B) d’étre de I'ordre

" ne se trouve dans

de grandeur de ¢, et donc, il se pourrait qu’aucun des points x;
la boule B’.

On peut cependant s’en sortir en procédant comme suit. On pose ¢’ = euys(B).
Pour cet ¢’, il existe I’ tel que pour tout y € P¥(C) \ V}, il existe une boule B(y, )
sur laquelle on peut définir (1 — &’)d*™ branches inverses f°™ dont les images ont un
petit diametre. La mesure py ne charge pas les ensembles algébriques. On peut donc
trouver un voisinage ouvert U’ de V- dont la masse est inférieure a € (le € de départ).
Comme P*(C) \. U’ est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de boules
B(y,r,/2). On choisit alors n assez grand pour que

— les boules B; ™ aient un diametre suffisamment petit de sorte que
x; "€ B(y,T;/Q) = B;"C B(y,r;)

(ceci est possible car on a un nombre fini de boules B(y, r,/2) et que le diametre des
boules B; ™ tend vers 0 quand n tend vers +00) et

— le nombre de préimages n-iémes de x contenues dans le voisinage U’ de V}: soit
inférieur & 2ed™ (ceci est possible car p, . (U') — pp(U’) < €).

On a alors (1 — 3¢)d™* branches inverses f; " de f°" sur B, telles que pour tout i,
la boule B;" = f;"(B) est contenue dans une des boules B(y,r,). Pour chaque i
et pour m assez grand, on peut alors construire (1 — &’)d™* branches inverses de
fom sur B " d’'images Bj_("+m) ayant un diametre strictement inférieur a la distance
de B’ au bord de B. Utilisons le fait que e [} quand m — +o0o. Quand

" contenues dans B’ tend vers

m — +o00, la proportion de préimages m-iémes de z;
pr(B') = (1 — e)ug(B). Pour m assez grand, le nombre de préimages m-iemes de
z;™ contenues dans B’ est donc supérieur a (1 — 2e)us(B)d™*. On en a «jeté »
g'd™* = epp(B)d™*. 1y a donc au moins (1—3¢)us(B)d™* branches inverses de f°™
sur B; " qui ont des images relativement compactes dans B.

En faisant le total sur les (1 — 3¢)d™ points z;™, on obtient (1 — 3¢)d"*-

(1 — 3e)pp(B)d™* branches inverses f;(ner) de fo(*+m) sur B d’images B;(ner)
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relativement compactes dans B. Ces branches inverses produisent, comme expliqué
ci-dessus, (1 — 3¢)2us(B)d™ ™" points répulsifs de période n + m dans B et on a
donc, pour n et m assez grands,

Vs (B) > (1 - 32)u;(B).

Venons-en maintenant a la démonstration du lemme 5.1. On procede essentielle-
ment comme dans le lemme 3.6, avec cependant quelques modifications. La démons-
tration que nous présentons nous a été expliquée par Julien Duval.

Démonstration du lemme 5.1. — Soient € > 0 et [ > 1 grand. Soient z € P*(C) \ }
et 7o assez petit pour que By = B(x,7() évite V;. On peut alors définir d*' branches
inverses fi_l de f°! sur By.

On ne va pas montrer qu'une grosse proportion des boules B, b= f{l(Bo) n’in-
tersecte pas I’ensemble V; des valeurs critiques. Mais on va montrer que c’est vrai si
on s’autorise a diminuer le rayon de la boule de départ. Considérons la suite décrois-
sante r, définie par

r
T ; 1?2
Cette suite converge vers r = ro(1 — 72/12) > 0. Posons By = B(z,r1) et supposons
que f{l(Bl) intersecte Vy. Alors, d’apres le théoreme de Lelong, on a

Vol (f(f71(B1) N Vy)) = e(ro —r1)** 7,

ol ¢ est une constante universelle. Or, ce volume est donné par 'intégrale

/ (fol)*w/\kfl.
£ BNV,

La somme pour toutes les branches inverses fi_l est donc majorée par
/ (fol)*w/\kfl _ le(kfl),
Vi

ot 7 est le degré de Vy. Parmi les d'¥ ensembles fi_l(Bl), il y en a au plus
dt=1)
c(rg —rq)2(k=1)

qui intersectent V. Les autres contribuent chacun & d'* branches inverses de f°!*!
sur B;. On a donc

-
P (1 _ )
cdl(rg —rq)2(k=1)
branches inverses de f°'*! sur B;,;. En procédant par récurrence, on montre que
pour n > [, il y a au moins

o 792(k—1) 4(k—1) (n — 1)Ak=D)
d (1 T ety 26D (1= )
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branches inverses de f°" sur B(x,r,—;). Si on prend ! assez grand, on a donc
(1 —e/2)d*" branches inverses f; " de f°" sur B(z,r).

Nous allons maintenant contréler le diametre des boules B; ™ = f; " (B(x, ")) pour
r’ < r. Donnons-nous une famille dénombrable de droites L; passant par z telles que
la réunion des disques A; = L; N B(z, ) soit dense dans B(z,r). Pour chaque n et
pour chaque j < n, on oublie les branches inverses pour lesquelles

Aire(f7(4,)) > ot
On en oublie au plus n fois ed™ /(2n) (voir la preuve du lemme 3.6). Donc, il reste
(1 — ¢)d*" branches inverses fi ™. Ces branches inverses sont telles que pour j < n,
on a Aire(f; "(A;)) = O (nd™").

Pour n > 1, on a donc gardé (1 — €)d™* branches inverses £ telles que

Aire(f7"(A;)) et 0.
Les branches inverses f; " : B(z,7) — P¥(C) forment une famille normale ('argument
est le méme que celui de la remarque 3.8). Les valeurs d’adhérence sont constantes le
long de chaque disque A;. Elles sont donc constantes sur B(x,r) puisque les disques
A; sont denses dans B(x,T). |
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