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METRIQUES KAHLERIENNES A COURBURE SCALAIRE
CONSTANTE : UNICITE, STABILITE

par Olivier BIQUARD

Une surface de Riemann compacte admet une métrique a courbure constante,
unique a 'action prés des automorphismes holomorphes. La recherche d’un phéno-
mene analogue en dimension supérieure est une question centrale de la géométrie dif-
férentielle complexe. Plus précisément, il s’agit, étant donnée une variété kiahlérienne
compacte, de trouver dans chaque classe de Kédhler une métrique « canonique ». La
notion la plus naturelle, introduite par Calabi, est celle de métrique extrémale. Les
métriques kihlériennes a courbure scalaire constante sont extrémales, et la réciproque
est souvent vraie (en particulier en I'absence de champ de vecteurs holomorphe).

La question de l'existence des métriques kihlériennes a courbure scalaire constante
est tres difficile, et peu de résultats sont connus, en dehors du cas ou la classe cano-
nique est un multiple de la classe de Kéhler : le probleme se réduit alors a ’existence
d’une métrique Kéhler-Einstein, pour lequel on renvoie a l'excellent exposé n° 830
de J.-P. Bourguignon et aux références qu’il contient. Rappelons simplement que ce
probléme est complétement résolu dans les cas ¢; < 0 (Aubin [2], Yau [66]) et ¢; =0
(Yau [66, 67]), mais le cas Fano (¢; > 0), demeure ouvert en dépit de nombreux
résultats, en particulier de Tian, voir notamment [56, 58, 60]. Yau [68] a conjecturé
que l'existence d’une métrique Kéahler-Einstein dans le cas Fano est liée a une forme
de stabilité algébrique de la variété, au sens de la théorie géométrique des invariants.
Cette conjecture a été confirmée par Tian, qui a montré que 'existence d’une métrique
Kéhler-Einstein implique une notion de stabilité qu’il appelle K-stabilité [60] ; ce tra-
vail I’a mené a formuler une « conjecture de Hitchin-Kobayashi » pour les variétés,
liant stabilité et existence de métriques kéhlériennes a courbure scalaire constante.
Les travaux de Donaldson, puis de Mabuchi, Chen et Tian, ont permis d’avancer
de maniere substantielle dans cette direction, et en particulier d’obtenir des résul-
tats généraux d’unicité et de stabilité des métriques kiahlériennes & courbure scalaire
constante.

On désignera par Aut(M) le groupe des automorphismes holomorphes de la variété
complexe compacte M, et par Aut” (M) la composante connexe de l'identité. Si (M, L)
est une variété kihlérienne polarisée (la classe de Kéhler est ¢1(L)), le groupe des
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2 O. BIQUARD

automorphismes holomorphes de L modulo les automorphismes triviaux C* sera noté
Aut(M, L), c’est un sous-groupe de Aut(M).

THEOREME 0.1 (Donaldson [19]). — Soit (M, L) une variété complexe compacte po-
larisée, o groupe d’automorphismes Aut(M, L) discret. Si la classe de Kdihler c¢q(L)
admet une métrique kdhlérienne a courbure scalaire constante, alors :

(1) la métrique a courbure scalaire constante est unique dans la classe de Kdhler ;

(2) pour k assez grand, les plongements projectifs de M dans PH®(M, L*) sont
stables au sens de Chow-Mumford (i.e. (M, L) est asymptotiquement stable au sens
de Chow-Mumford).

La force du second énoncé se mesure au fait que la stabilité asymptotique d’une
variété algébrique polarisée est une propriété notoirement difficile a vérifier.

A noter que dans le cas Kéhler-Einstein Fano, 'unicité de la métrique Kéhler-
Einstein est aussi un probléeme délicat, résolu antérieurement par Bando et Mabu-
chi [3].

Le théoreme a été étendu par Mabuchi, et Chen et Tian. Ces derniers aboutissent
a I’énoncé le plus général suivant.

THEOREME 0.2. — Sur une variété complexe compacte M, deur métriques kihlé-
riennes extrémales dans la méme classe de Kdhler different par un automorphisme
holomorphe dans Aut®(M).

Le cas d’une variété polarisée, a groupe d’automorphismes non trivial, est traité
par Mabuchi [39, 40, 41, 42]. Il montre en outre une forme modifiée de stabilité au
sens de Chow, tenant compte de 'action du centre de Aut®(M, L) sur HO(M, L*),
voir section 3.1.2.

Le théoréme d’unicité définitif est montré par Chen et Tian [14] qui suppriment la
condition que la classe de Kéhler soit entiere.

Les liens avec la K-(semi)stabilité, ainsi que la conjecture liant K-stabilité et exis-
tence de métriques kdhlériennes & courbure scalaire constante, seront détaillés dans
la section 3.2.

Donnons un bref apergu de la méthode de Donaldson : dans [17] il interprete le pro-
bleme des métriques kahlériennes a courbure scalaire constante comme un analogue
de dimension infinie d’un probléme d’application moment de ’action hamiltonienne
d’un groupe compact G sur une variété symplectique. Le role de I'espace symétrique
de type non compact G€/G est joué par I'espace des potentiels de Kihler, et 1'uni-
cité résulterait du formalisme général des applications moment si, dans I'espace des
potentiels de Kéhler, deux points pouvaient toujours étre joints par une géodésique
[18]. Dans [19], Donaldson contourne la difficulté par une méthode de quantification
consistant & approximer I'espace des potentiels de Kéhler par les espaces symétriques
SL(Ny + 1)/SU(Nj + 1) des métriques de Fubini-Study sur les espaces projectifs
PNe = PHO(M, L*)* dans lesquels se plonge M (le role de la constante de Planck
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(988) METRIQUES KAHLERIENNES A COURBURE SCALAIRE CONSTANTE 3

étant joué par 1/k) ; la métrique kiihlérienne & courbure scalaire constante s’approxime
dans chaque projectif par une métrique « équilibrée », dont I’existence est équivalente
a la stabilité au sens de Chow (Zhang [70], Luo [36]).

Cet exposé a pour but d’expliquer la méthode utilisée par Donaldson, dont les
principes sont utilisés aussi par Mabuchi. En revanche, Chen et Tian reviennent au
programme initial en travaillant directement sur I’espace de dimension infinie des po-
tentiels de Kéhler, ce qui explique qu’ils n’ont plus besoin d’une polarisation; la dé-
monstration passe par des résultats nouveaux de régularité de solutions d’une équation
de Monge-Ampere complexe homogene, que nous n’aborderons pas dans ce séminaire.

Dans la premiére section, nous exposons quelques généralités sur les métriques
kéhlériennes, avant de passer au schéma formel posant le probleme sous forme sym-
plectique. Dans la seconde section, nous donnons la démonstration proprement dite du
théoreme, via la construction des métriques équilibrées. Enfin, dans la troisieme sec-
tion, nous effleurons diverses notions de stabilité des variétés algébriques, la conjecture
sur le lien avec 'existence de métriques kihlériennes a courbure scalaire constante,
ainsi que certains développements tres récents.

Remerciements. Je remercie Paul Gauduchon pour sa précise relecture du manuscrit.

1. GEOMETRIE KAHLERIENNE ET COURBURE SCALAIRE

1.1. Préliminaires

Ici, nous introduisons les métriques extrémales. Outre les articles fondateurs de
Calabi [8, 9], d’excellentes références sur le sujet sont [4, 26, 62].

1.1.1. Métriques extrémales. — Soit M>" une variété complexe, dont on notera la
structure complexe J. Une forme de Kihler est une (1,1)-forme fermée, telle que
la formule ¢(X,Y) = w(X, JY) définisse une métrique riemannienne. La connexion
de Levi-Civita induit une connexion sur le fibré canonique Ky = A"Q}V[, dont la
courbure s’écrit ip, pour une (1,1)-forme réelle fermée p, appelée forme de Ricci.
Elle est reliée au tenseur de Ricci via la structure complexe : p,,(X,Y) = Ric(JX,Y).
La forme p,, /27 représente la classe de cohomologie ¢1 (M), et la courbure scalaire de
la métrique g est

Sw = 2Mpy,
olt A est Popérateur de contraction par la forme de Kihler().
(D La normalisation de la courbure scalaire en géométrie kihlérienne fluctue suivant les auteurs, on
trouve souvent le choix isw qui simplifie certaines formules; on a préféré ici s’en tenir strictement a

la définition provenant de la géométrie riemannienne. Cela peut expliquer, pour certaines formules,
la divergence entre ce séminaire et certains des articles cités.
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4 O. BIQUARD

Pour fixer les notations, si, dans des coordonnées holomorphes locales (z7), la forme
de Kéhler s’écrit )
¢ i —k
w= §ngdzJ A dz",

alors on obtient les formules
AF — 0?
po = —i00logdet(gp),  su = —4g"" 57— logdet(g;7).

La forme volume est du, = %, le volume total V = f 2 dpw ne dépend que de
la classe de cohomologie = [w], et la moyenne 5,, de la courbure scalaire est ainsi
déterminée par la topologie :

_ 1 1 wn 1 cr (M)t
sw:V Mswduw:V/Mpr/\ (1! =4mn on .

Les identités kithlériennes, impliquant opérateur d¢ = J~1dJ sur les formes dif-
férentielles, permettent de retrouver 'identité de Bianchi :

1
d*po =[N, d%ps = —d“Apy = —5ds,.

L’équation « s,, constante » est donc équivalente & « p,, harmonique »; en particulier,
si ¢1(M) est proportionnelle & la classe de Kéihler (dont le représentant harmonique
est justement w), I’équation est équivalente & demander que p,, soit proportionnelle
a w, c’est-a-dire que w soit Kéahler-Einstein.

La fonctionnelle de Calabi [8] est définie sur Iespace des formes de Kéhler dans la
classe de cohomologie fixée 2 € H?(M,R), par

C(w) = /M 2 dyi,.

Les points critiques de %, appelés métriques extrémales, sont caractérisés par la condi-
tion que le champ de vecteurs K = fids,, (o1 f : 2! — T est la dualité symplectique,
définie par (fa)w = a) soit holomorphe. Notant

(1) 9 = 2040
Popérateur de Lichnerowicz, ’équation s’écrit donc Zs,, = 0. Elle est bien entendu

vérifiée si s, est constante.

1.1.2. Le groupe d’automorphismes. — Un role important est joué ici par le groupe
des automorphismes de M ou de (M, L). Supposons donc donnée sur le fibré holo-
morphe en droites complexes L une métrique hermitienne, a courbure Fj = —iw.
Notons également & le champ de vecteurs tautologique sur L. Un champ de vecteurs
complexe sur L se décompose en

D=7+ f.

ol v est horizontal pour la connexion de L, et f est une fonction & valeurs complexes.
On vérifie facilement que v est holomorphe aux conditions suivantes :
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(988) METRIQUES KAHLERIENNES A COURBURE SCALAIRE CONSTANTE 5

(1) ¥ est le remonté horizontal d'un champ de vecteurs holomorphe v sur M ;
(2) la fonction f satisfait 0f = v (et donc Zf = 0).

On en déduit immédiatement :

LEMME 1.1. — L’algébre de Lie du groupe Aut(M, L) est isomorphe a l'espace des
solutions f € C§°(M,C) de I’équation Zf = 0.

Une autre maniére d’énoncer le lemme est de dire que I’algebre de Lie de Aut(M, L)
s’identifie aux champs de vecteurs holomorphes, hamiltoniens-complexes (de la forme
40 f pour f une fonction complexe).

Le groupe d’automorphismes est une source importante d’obstructions a ’exis-
tence de métriques kidhlériennes a courbure scalaire constante. La plus ancienne est
Pobstruction de Matsushima-Lichnerowicz [43, 34] : si M admet une métrique kdih-
lérienne a courbure scalaire constante, alors l’algébre de Lie des champs de vecteurs
holomorphes sur M est réductive. Plus précisément, cette algebre se décompose en
a® b, ol a est une algebre de Lie complexe abélienne (constituée des champs de vec-
teurs paralleles), et b s’identifie aux solutions complexes de ’équation Zf = 0 (voir le
lemme 1.1 dans le cas polarisé) ; les solutions réelles engendrent le groupe d’isométries
de M.

Un autre invariant provenant du groupe d’automorphismes est le caractere de Fu-
taki, qui sera introduit section 1.3.4.

1.1.8. Exemple : les surfaces complexes réglées. — Nous n’aborderons pas ici les
exemples provenant du probléme des métriques Kéhler-Einstein (voir [5]).

Burns et De Bartolomeis [7] furent sans doute les premiers & détecter un lien entre
stabilité algébrique et existence de métriques kdhlériennes a courbure scalaire nulle :
sur une surface complexe réglée S = PE, ou E est un fibré holomorphe de rang 2 sur
une surface de Riemann ¥, a genre supérieur ou égal a 2, ils ont montré que S admet
une métrique kihlérienne a courbure scalaire nulle si et seulement si F provient d’une
représentation du 71 (X) dans PUs, c’est-a-dire, par le théoréme de Narasimhan et
Seshadri, est (poly-)stable. La métrique kiihlérienne & courbure scalaire nulle dans ce
cas est localement symétrique (quotient du produit du disque hyperbolique et de la
droite projective P1).

Ce résultat a été étendu par LeBrun, en utilisant la théorie de Seiberg-Witten, aux
métriques kdhlériennes a courbure scalaire constante négative sur les surfaces réglées
[32].

Le probleme de construction de métriques kéahlériennes a courbure scalaire
constante est tres difficile (équation d’ordre 4 sur le potentiel de Kéhler), et trés peu
de résultats sont connus. Une exception notable existe en dimension 4 : les métriques
k#hlériennes a courbure scalaire nulle, invariantes sous 'action d’'un cercle, se dé-
crivent explicitement en termes de fonctions harmoniques sur ’espace hyperbolique
réel de dimension 3 (ansatz hyperbolique de LeBrun [31]). Parmi les applications de
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cet ansatz, citons les éclatements de surfaces réglées admettant 'action holomorphe
d’un cercle [33] : les éclatements peuvent étre codés en termes d'une structure
parabolique sur E (au sens de Mehta et Seshadri), et LeBrun et Singer montrent
que l'existence d’une métrique kdhlérienne a courbure scalaire nulle sur ces surfaces
réglées éclatées (Sl-invariantes) est équivalente & la stabilité du fibré parabolique
associé. Une question intéressante est la généralisation éventuelle a toutes les surfaces
réglées (méme sans symétrie).

Enfin, toujours en dimension 4, les métriques kéhlériennes a courbure scalaire nulle
peuvent étre obtenues par une méthode twistorielle, qui permet de faire des recolle-
ments, voir par exemple [30]. Plus récemment est apparue une méthode de désingu-
larisation [49], s’appuyant sur la construction de métriques kiihlériennes & courbure
scalaire nulle sur les désingularisations de certains quotients de C? par des groupes
finis [11] : par exemple, on peut construire une métrique kihlérienne & courbure sca-
laire nulle sur une surface obtenue & partir de P? en éclatant 10 points—Ile nombre
minimal de points nécessaire.

1.2. Breéve revue du quotient kihlérien

On fait ici un tres bref rappel sur la théorie des invariants et le quotient symplec-
tique, consulter [24, section 6.5] et [45].

1.2.1. Réduction symplectique. — Soit (£ ,w) une variété symplectique, et G un
groupe d’algebre de Lie g. Soit une action hamiltonienne de G sur (£, w), c’est-
a-dire qu’il existe une application y : X — g*, équivariante pour 'action de G, et
satisfaisant pour tout £ € g,
d{p, &) = vew

ou v¢ est le champ de vecteurs sur £ induit par I'action infinitésimale de £. Une telle
application est appelée application moment, elle est unique & 'addition prés d’un
élément de (g*)¢.

Si 0 est une valeur réguliere de pu, le théoreme de Marsden-Weinstein indique que
le quotient ~1(0)/G (appelé quotient symplectique de 2 par G) admet une forme
symplectique, qui, tirée en arriere sur p=1(0), coincide avec .

Supposons que la forme symplectique provienne de la courbure d’un fibré en droites
complexes L sur £, donc w = iFy, € 2wci(L). Le choix d’une application moment
permet de remonter l'action de G a L, en faisant agir infinitésimalement £ € g par

o d
ve = ¢ + (u(x), §) =5
ol Vg est le remonté horizontal de ve sur L grace & la connexion.

Si en outre 2~ est kihlérienne et G est compact (préservant un produit scalaire sur g
permettant de 'identifier avec g*), alors le quotient symplectique est aussi k&hlérien.
Il a en outre des liens profonds avec I'action complexifiée de G sur 2. L’action de G
sur L se complexifie aussi, et on obtient des orbites de G dans L au-dessus d’orbites
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dans 2. Soit Z la fonction G-invariante sur L, introduite par Kempf et Ness [29], et
définie par Z(z) = —log|z|?
7 est la projection 7 : L — {section nulle} — M, c’est-a-dire i00Z = m*w. Fixons un

. La fonction Z est un potentiel pour la forme 7m*w, ou

point base p € L, au-dessus d'un point x € 27, et £ € g : un calcul facile fournit les
formules

i Qe _ ite
S2(Ep) = (u(e"6a).©)

a? i i
T2 D) = ()
On voit donc que

— p(x) = 0 si et seulement si Z admet un point critique en p;

— Z est une fonction convexe, en le sens suivant : compte tenu du choix de p, la
fonction Z se tire en arriere en une fonction sur I'espace symétrique 2 = G¢/G, que
nous appellerons encore Z ; comme dans tout espace symétrique, les géodésiques sont
données par 'action infinitésimale de ig, donc la seconde identité indique que Z est
convexe sur 2.

On déduit immédiatement le résultat classique d’unicité : dans 2, une GC-orbite
coupe p~1(0) en au plus une G-orbite. En outre, en notant G, le groupe d’isotropie,
on a 'isomorphisme des groupes discrets G$/(GS)? = G,./GY.

L’existence est liée a la stabilité de la maniére suivante : il y a équivalence entre

(1) il existe un unique g € G modulo G tel que u(gz) = 0;

(2) la fonctionnelle Z sur G¢/G, correspondant & x, est propre;

(3) T'orbite complexe GCp dans L est fermée, et le groupe d’isotropie G, est fini.

La troisiéme condition est la condition que x soit un point stable, au sens de la théorie
géométrique des invariants (on dit parfois proprement stable), et la seconde condition
peut étre vue comme une condition de stabilité analytique.

La condition sur le groupe d’isotropie est parfois supprimée, et on parle alors de
point faiblement stable, ou polystable. L’existence d’un zéro de u dans 'orbite com-
plexe reste alors assurée, mais I'unicité de g ne l'est que modulo (G$)°.

Enfin, la semistabilité est définie en demandant que l'orbite complexe GCp ne
contienne pas 0 dans son adhérence.

1.2.2. La correspondance de Hitchin-Kobayashi. — Si cette théorie du quotient kéh-
lérien est bien établie en dimension finie, tel n’est pas le cas en dimension infinie.
Cependant, en dimension infinie existe un probleme qui sert de paradigme pour celui
des métriques kéhlériennes a courbure scalaire constante. Soit une variété kidhlérienne
compacte (M?",w), et E un fibré holomorphe sur X, de rang r (pour simplifier, on
supposera deg,(E) = c1(E)[w]""! = 0). Le probléme est de trouver une métrique
hermitienne h sur E, de courbure F},, satisfaisant ’équation de Hermite-Einstein :

AF, =0.
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La conjecture, posée par Hitchin et Kobayashi, fut résolue par Donaldson [16], et
Uhlenbeck et Yau [64] : si E est indécomposable, I'existence d’une telle métrique est
équivalente & la stabilité du fibré E, & savoir, pour tout sous-faisceau strict £’ de E,
on a deg,(E’) < 0. Si E est décomposable, la bonne condition est la polystabilité de
E, a savoir, FE est somme directe de sous-fibrés stables de degré nul.

Ce probleme s’interprete en termes d’application moment de la maniére suivante.
Au lieu de faire varier la métrique, on fixe une métrique hermitienne hg sur E, et
on considere l'espace 2 des opérateurs 0 sur E, ou de maniére équivalente, des
connexions unitaires A. Il s’agit d’un espace affine, de direction 1’espace des sections
du fibré Q%! @ End(FE) ; la norme L? le munit d’une structure kithlérienne (plate). Le
groupe de jauge G est défini comme le groupe des transformations unitaires du fibré
E (il s’agit donc des sections d'un fibré sur M de fibre U(r)). Son complexifié GC est
le groupe des transformations complexes de E, il agit sur 2" par g(9 ) = gogE og™1,
et sa partie unitaire G en préserve la structure kidhlérienne.

Le probleme de Hermite-Einstein s’interpréte en termes de I’action de GC sur 2" :
en effet, la métrique h = g*hgg sur E est d’Hermite-Einstein si et seulement si la mé-
trique hg est Hermite-Einstein sur g(F). Notons que la paramétrisation des métriques
h par g*hog n’est rien d’autre que l'identification de I'espace 2 = G®/G & l'espace
des métriques hermitiennes sur F.

Un calcul facile montre que A — AF4 est une application moment pour I'action
de G sur 2. L’unicité de la métrique d’Hermite-Einstein peut étre déduite du for-
malisme général de 'application moment, avec la fonctionnelle Z sur 2 définie plus
haut qui n’est autre que la fonctionnelle de Donaldson. L’existence de la métrique
d’Hermite-Einstein est beaucoup plus difficile, mais la relation entre la propreté de la
fonctionnelle de Donaldson et la stabilité du fibré est au coeur de la démonstration,
voir par exemple dans [55].

1.3. Le point de vue symplectique

Revenons au probleme des métriques kéhlériennes a courbure scalaire constante.
Jusqu’a la fin de cette section, nous décrivons le point de vue symplectique adopté
par Donaldson [17, 18].

1.3.1. La courbure scalaire comme application moment. — Le caractere symplec-
tique du probléeme se voit en changeant de point de vue : au lieu de fixer la struc-
ture complexe de la variété et de faire varier la forme de Kéhler, on fixe une va-
riété symplectique compacte (M?",w), et on considére I'ensemble ¢ des structures
presque-complexes J compatibles & w, c’est-a-dire satisfaisant w(JX,JY) = w(X,Y)
et g(X,Y) = w(X,JY) est une métrique riemannienne.

On peut voir ¢ comme l'espace des sections d’un fibré sur M de fibre ’espace
hermitien symétrique Sp(2n)/U(n). La structure complexe de Sp(2n)/U(n), et sa mé-
trique couplée a la forme volume dy,, de M, donnent formellement & _# une structure
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de variété kihlérienne de dimension infinie, dont on notera la forme de Ké&hler .
Plus précisément, une structure presque-complexe étant fixée, on décrit les autres
structures presque-complexes par leur espace 210, paramétré comme le graphe d’un
¢ € Hom(Q10 Q%) = Q01 @ T10. La compatibilité & w s’écrit alors ¢uw = 0, ot
Iopération i doit étre comprise comme la composition de la contraction et du produit
extérieur :

(QO,I ® Tl,O) ® Ql,l _ QO,l ® QO,l _ QO,Q.

Le groupe G des symplectomorphismes hamiltoniens de M agit sur _# par ¢(J) =
b.Jo; L. Cette action préserve la structure kithlérienne. L’algebre de Lie g s’identifie
a Pespace C§° (M) des fonctions d’intégrale nulle, une telle fonction H définissant le
champ de vecteurs hamiltonien Xy = §dH sur M.

Enfin, la définition de la courbure scalaire peut étre étendue a ce cadre presque-
complexe : Vopérateur 0 : Q0N — QUM s’étend en une connexion hermitienne sur
QLOonr (connexion de Chern), et donc sur le fibré canonique K. Sa courbure s’écrit
ipgy, d’ou on déduit la courbure scalaire s; = 2Ap;.

La courbure scalaire définit un élément de g* par I'application

H— syHduy,.
M

LEMME 1.2 (Donaldson). — L’application J — iSJ est une application moment pour
Uaction de G sur ¢ . En particulier, le lieu d’annulation de l’application moment est
exactement l’espace des structures presque-complexes a courbure scalaire constante.

Démonstration. — Le tenseur de Nijenhuis N € Q%2 ® T de la structure presque-
=2

complexe J est défini par 0" f = NiJf pour toute fonction f. Il intervient dans le

calcul de ’action infinitésimale d’'un champ de vecteurs X sur J :

(2) LxJ =0Xx"0 - X0 N

ot le résultat est vu comme une section de Q%! @ 710,

Fixons une fonction H € g = C§°(M). Le lemme signifie qu’on a sur _# 'égalité
d{sj, H) = 4(LxyJ)iw,
c’est-a-dire, pour toute variation infinitésimale ¢ € T'; ¢,
3) / dys(¢) Ho = 4 / Re (i(B0H — (30H) N), 6) o,
M M

On renvoie a [17] pour les détails du calcul de la différentielle de la courbure scalaire
dans ce contexte. (|
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1.3.2. Complexification. — Le groupe de symplectomorphismes G n’admet pas de
complexification. Cependant, ¢ étant une variété complexe, 'action infinitésimale
de g peut étre complexifiée. La fonction iH € iC§° (M) agira donc sur J par J.Lx,, J.
La distribution de _#, engendrée en J par les Zx,, J et J.%x,, J, est involutive, et ses
feuilles maximales jouent le réle des orbites du groupe complexe manquant.

Précisons cette discussion quand on se restreint aux structures complexes inté-
grables fZine C _#. Si J est intégrable, alors par (2), on a

(4) JLxyd =060X5") = Lixnl,

donc l'action complexifiée infinitésimale agit par difféomorphismes (infinitésimaux)
sur J. Un point de vue équivalent consiste a fixer J et & modifier plutot la forme de
Kéhler w par —Zjx,w = —dd€H.

Introduisons a présent I'espace des formes de Kéhler dans la méme classe que w :
H ={w, =w+ddp, w, > 0}.

Par le lemme de Moser, on peut choisir, pour chaque w, € 2, un difféomorphisme
F,, dépendant de maniere réguliere de ¢, tel que Flw, = w. On montre alors que
la feuille maximale de la distribution involutive de _# passant par J est I'image de
'application(®

H xG— F£, (Wp,0) — 0" FJ.

Il apparait clairement que, J € iy étant fixé, le role de I'espace symétrique Gt/G
est joué par l'espace des formes de Kéhler 7.

Remarque 1.3. — Le calcul de la variation de la courbure scalaire s, par rapport
a ¢ (voir par exemple [26]), est essentiellement équivalent au calcul montrant que
sy est une application moment, le lien entre les deux points de vue étant donné
par 'application d’un difféomorphisme infinitésimal, grace a (4). Plus précisément,
'action infinitésimale de —J X, sur J (w restant fixe) mene & une variation de J par
¢ = —i0X ;" = =L D¢ (2 Vopérateur de Lichnerowicz défini en (1)), et, par (3), &
une variation de s; par —2Re(i2*¢) = —P* P ; puis on revient a J en faisant agir
le champ de vecteurs J X, d’oli une contribution supplémentaire Z;x_s = (ds, dy),
ce qui donne la variation compléte, pour une variation w = dd ¢ :

(5) §=—T" Do+ (ds, dy).

(2)L’image, telle que nous la décrivons, n’est bien définie que pour HI(M7 R) =0.
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1.8.3. L’espace des métriques kdhlériennes. — Méme si le complexifié du groupe
des symplectomorphismes n’existe pas, Donaldson [18] a observé que 1’espace £~ des
formes de Kihler dans la classe  a toutes les propriétés souhaitables pour G¢/G.
En effet, # est muni d’une métrique riemannienne naturelle, la métrique de Mabuchi
[38] définie en w € ¥ par

1
(p1,2) = V/ P1p2d
M

qui en fait formellement un espace symétrique de dimension infinie, a courbure néga-
tive.

La fonctionnelle Z de la section 1.2 admet un analogue sur £, a savoir la K-énergie
de Mabuchi [37] : on vérifie que la 1-forme o sur % définie en w par (p € C3°(M))

(6) aw<w>::—l[;¢wwduw

est fermée, et le choix d’un point base wy € J# permet alors de définir sa primitive

1
Ew@o:f/“w/“@@wfammﬁ
0 M
c(MHQ" !

ol wy = wg + ddccpt est un chemin liant wy & w = wy dans 7, et 5 = 47n o

par

La K-énergie satisfait les propriétés formelles de ’application moment expliquées
dans la section 1.2 :

— les points critiques de E sont exactement les métriques a courbure scalaire
constante;

— E est convexe le long des géodésiques de JZ : le long d’une géodésique w; =
wo + dd® p;, on a %E(wt) = [y |2, 2t?dpi, - De 1a se déduit facilement que si une
géodésique de £ relie deux métriques kihlériennes a courbure scalaire constante,
alors celles-ci different par un élément du groupe Aut’(M).

Cependant, Iexistence de géodésiques entre deux points quelconques de cet espace
symétrique de dimension infinie est un probleme tres difficile, qui se raméne a une
équation de Monge-Ampere complexe homogene : plus précisément, soit la surface de
Riemann & bord ¥ = [0, 1] x S', alors le chemin de métriques de Kihler wy = w+i09¢;
est une géodésique si et seulement si sur M x ¥ est satisfaite I’équation

(w+i00®)" ! =0, ot ®(z,t,0) = p(z).

C’est I’étude de cette équation qui avait amené Semmes a redécouvrir la métrique de
Mabuchi [54].

Chen [13] montre I'existence de solutions C1'!, mais leur régularité est un probléme
tres difficile, qu’il ne résout que sur les variétés a ¢; (M) négatif ; 'unicité des métriques
kéhlériennes & courbure scalaire constante dans ce cas s’en déduit. Apres les progres
de [10, 20], la solution définitive semble donnée dans les travaux récents de Chen et
Tian [14], conduisant & ’énoncé le plus général du théoreme 0.2.
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1.8.4. Le caractére de Futaki. — La version infinitésimale de la K-énergie de Mabuchi
permet de définir un invariant classique des champs de vecteurs holomorphes par
rapport & une classe de Kéhler, I'invariant de Futaki ([25], voir aussi [9]; on suit
ici [5, 4.6)).

La 1-forme o sur .# définie par (6) est invariante sous 'action de Aut’(M) agissant
sur . 11 est facile de voir que le champ de vecteurs hamiltonien-complexe v = #0 f
agit en w par dd® g, avec ¢, = Im(f). D’un autre coté, par invariance, et puisque o
est fermée,

0=Y%,0=dvio) = —d/ O (8w — Sw)dite.
M

On déduit que la quantité

Fw) == [ eulo -~ u)dn

ne dépend pas de la métrique w € # choisie, donc ne dépend que du champ de
vecteurs v : ¢’est I'invariant de Futaki de v.

Son annulation est évidemment une condition nécessaire a ’existence d’une mé-
trique kéhlérienne a courbure scalaire constante dans la classe de Kéhler. En outre,
en évaluant .Z sur le champ de vecteurs i40s,,, on voit qu'une métrique extrémale est
a courbure scalaire constante si et seulement si le caractere de Futaki est nul.

2. LA QUANTIFICATION DE DONALDSON

Dans cette section, nous détaillons la méthode de Donaldson pour montrer le théo-
reme 0.1, et notamment son idée de « quantification ».

2.1. L’approximation de dimension finie

2.1.1. Métrique équilibrée. — Soit (M, L) une variété kihlérienne munie d’un fibré
trés ample L, avec forme de Kéhler w € 2mwe; (L), provenant d’une métrique sur L &
courbure Fj, = —iw (la métrique de L est donc fixée & une constante multiplicative
prés). Nous avons un plongement de Kodaira de M dans le projectif PV = PE*, ol
E = H°(M, L) est de dimension N + 1.

Le choix d’une métrique hermitienne sur £ permet de définir sur PV la métrique
de Fubini-Study

N
wrs = iFp1) = i@glogz |22 2.
0
Définissons alors la matrice M = (M,g) € u(N + 1) par

. 79,0
My = z/ —Qd/LFS.
JYaREL
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DEFINITION 2.1. — Le plongement i : M — PN est équilibré si (Mag) = MSap),
c’est-a-dire si la projection de M sur su(N + 1) est nulle.

La variété polarisée (M, L) est équilibrée s’il existe sur H°(M,L) une métrique
telle que le plongement de Kodaira de M dans PH®(M, L)* soit équilibré.

D’un autre coté, étant donnée la métrique kihlérienne w sur M, la norme L2
fournit une métrique sur H°(M, L) ; si (s,) en est une base orthonormale, définissons
une fonction sur M par la formule

plw) = lsal;

cette fonction ne dépend ni du choix de base orthonormale (s,,), ni de la multiplication
de la métrique de L par une constante, donc est intrinsequement attachée a w. Il est
facile de voir que p permet de calculer la différence entre w et la métrique de Fubini-
Study, tirée en arriere par le plongement de Kodaira :

w=i*wpg — 100 log p.
On en déduit immédiatement I’équivalence entre :

— le plongement i : M < P est équilibré pour une métrique de Fubini-Study wpg
sur PV, et w =i*wps ;

— la fonction p(w) est constante.

Le probléeme de trouver un plongement équilibré admet une interprétation en
termes d’application moment. Considérons I'espace # des bases de E; une base
s = (s0,...,8N) € % définit une métrique H sur F, donc une métrique de Fubini-
Study sur PE*, qui, tirée en arriére, fournit une métrique w(s) sur M ; une maniére
équivalente de définir w(s) est de fixer la métrique h = F'S(H) de L en décidant que

N
(7) > lsali =1,
0

puis de prendre w(s) = iFj. La métrique h de L et wy permettent de définir
usv(s) = wsuli(Sa, $g)n] € SU(N +1).

THEOREME 2.2. — L’espace B/ Aut’(M, L) a une structure kihlérienne pour la-
quelle Uaction de SU(N + 1) est hamiltonienne, avec application moment usy .

Cette structure kéhlérienne est construite par Donaldson [19] par un quotient de
dimension infinie. Phong et Sturm [48] en donnent une construction de dimension
finie, basée sur des idées de Zhang [70], utilisant des techniques de type « métriques
de Quillen ». Plutét que de donner les détails de cette construction, nous décrivons
ci-apres une approche élémentaire, suffisante pour les résultats démontrés dans cet
article, consistant a expliciter dans cette situation la fonctionnelle Z de la section 1.2.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



14 O. BIQUARD

2.1.2. La fonctionnelle convexe Z. — Plusieurs points de vue existent, notamment
celui de Zhang qui utilise la « norme de Chow », mais nous suivons ici plutot [23, 47].

L’espace A des métriques hermitiennes sur L s’identifie a ’espace des potentiels
de Kéhler : si deux métriques h et hg sont liées par h = e~ %hg, alors les formes de
Kihler different par i00¢. On définit sur J/i/v, a une constante pres, la fonctionnelle
classique I par sa différentielle en w € 7 :

de((P) = /M odpi, .

Cette formule définit une 1-forme fermée sur JZ/V, dont la primitive fournit, & une
constante pres, la fonctionnelle I.

Fixons un déterminant de E. A une métrique hermitienne H sur E, on associe [23]

Z(H)=-I(FS(H)) + log det H,

|4
N +1
ou FS(H) est la métrique induite sur L par (7); le deuxiéme terme dans Z a pour
seul but de rendre Z invariante par homothétie : Z(aH) = Z(H).

LEMME 2.3. — Soit £ € su(N +1); on a ent = 0 les dérivées suivantes de f(t) =
Z(e™H) :

f1(0) = Zifaﬁ(sa, S3)FS(H)»
f(0) = /M [ (ve) Pdprs oy,

ot v¢ est le champ de vecteurs engendré par l’action infinitésimale de &, et m 4 7e-
présente la projection sur le fibré normal de M — PN,

De la dérivée premiere, on déduit la caractérisation des métriques équilibrées
comme points critiques de Z ; de la seconde, le corollaire suivant, qui peut aussi étre
vu directement comme conséquence du théoreme 2.2.

COROLLAIRE 2.4. — Si Aut(M, L) est discret, alors une métrique équilibrée pour
(M, L) est unique (a homothétie pres).

Démonstration. — Nous donnons une idée de la démonstration du lemme 2.3, no-
tamment la seconde formule qui a une certaine importance dans la suite. On suit [23,
proposition 1].

Notons hg = FS(H) la métrique induite sur L; dans ce calcul, toutes les normes
des sections seront écrites par rapport a hg. En diagonalisant ¢ dans une base ortho-
normale (s, ), on peut écrire

H, = ' H = diag(e*?).
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On a la base Hi-orthonormale s, (t) = e_ATatsa, et donc hy = F'S(Hy) = e ¥thg est
défini par

0 = logz e s, %,

d’ol en particulier a ¢t =0 :

p=- Z)‘a|5a|2v
p=3 Nsal? = (D Aalsal®)”.

Il en résulte immédiatement

f’(0)=/M¢duw =/MZ—)\a|8al2duw,

d’out la premiere formule. Pour calculer la dérivée seconde, on s’appuie sur la formule
générale

d*1

= | (g0 0p)dp

pour arriver a
I S
10 = [ (5= 5ldoP ).
M 2

Voyons PV comme le quotient de la sphere S2V+1 C CVN*! par 'action du cercle (en
particulier sa métrique est induite de celle de la sphere). L’action infinitésimale de
¢ induit un champ de vecteurs vg = Z)\aza% sur CN*1 se projetant sur ve dans
PN On a donc, sur la sphere SV = {372, = 1},

2
el =3 XJzal® = (D Aalzal®)”
. 2 _ . . 9. N
Puisque Y |sa|? = 1, il est clair que sur I'image de M dans P, on a
—¢ = ve|*.

D’un autre c6té, on voit que ¢ = 10 Y. Aa|24|?, donc la projection de ve sur TM C
TPYN n’est autre que

(8) mra(ve) = 10 Y Aalsal® = —£0¢,

dont la norme est [0]? = 1|d¢[%. Finalement,

£ = [ (oeP = mras(ee) P = [ (v, O
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2.1.8. Résultats. — Supposons la variété polarisée (M, L) donnée, avec Aut(M, L)
discret. Si (M, L¥) est équilibrée, alors il existe une unique métrique de Fubini-Study
équilibrée sur PNk, que nous noterons &y. La métrique tirée en arriere par le plonge-
ment 45, : M — PNk,

ok~
Wp = —zkwk,

k
est dans la classe de cohomologie fixée 27mcq(L).

THEOREME 2.5. — Supposons que Aut(M, L) soit discret, alors :

(1) 8%l existe weo @ courbure scalaire constante, alors pour k suffisamment grand,
(M, L¥) est équilibrée, et les métriques wy induites satisfont wy — Woo ;

(2) si (M, LF) est équilibrée, induisant la métrique wy sur M, et wy — wWoo, alors
Weo €St a courbure scalaire constante.

L’unicité dans le théoreme 0.1, est une conséquence du premier énoncé : 'uni-
cité des métriques équilibrées wy implique l'unicité de la limite & courbure scalaire
constante wqo.

Le second énoncé est une réciproque élémentaire : si les métriques équilibrées
convergent, c'est vers une métrique & courbure scalaire constante (mais montrer a
priori la convergence semble tres difficile).

Dans le cas ol le groupe d’automorphismes n’est pas discret, un résultat similaire
est montré par Mabuchi, voir section 3.1.2.

La suite de cette section est consacrée a la démonstration du théoreme 2.5.

2.2. Noyau de Bergmann

Soit (M?2™, L) une variété kihlérienne polarisée. Dans cette partie il sera plus com-
mode de normaliser la forme de Kéhler w dans ¢; (L) ; elle provient ainsi d’une métrique
sur L, de courbure F1, = —2miw (la métrique de L est fixée & une constante multipli-
cative pres). Si Uentier k est assez grand, le plongement de Kodaira envoie M dans
I'espace projectif PN* = PHO(M, L*)*. La dimension Ny +1 = h®(M, L*) est donnée
par le théoreme de Riemann-Roch, pour k assez grand :

(9) NkJFl:X(Lk):/ ekcl(L)Td(M):aokn+a1kn_1+~~~+an,
M
avec notamment
ci(L)” 1 .
1 = = —c(L)" M).
(10 w="p 0 9= gpopyal@) el

Notons pg(w) = 320 |sa|? pour une base orthonormale (so) de HO(M, L¥). Ainsi,
/ pk((ﬂ)d/j/w = hO(M, Lk) = aokjn -+ alkn_l 4+,
M

avec les coefficients a; s’exprimant en termes d’intégrales impliquant la courbure de w.
L’étude du noyau pg(w) peut donc étre vue comme une géométrisation du théoréme
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de Riemann-Roch. Les résultats établis par Tian [57], Catlin [12], Zelditch [69], Ruan
[53] et Lu [35] en donnent un développement asymptotique précis quand k tend vers
I'infini, voir aussi larticle récent [15].

THEOREME 2.6. — La forme w étant fixée, on a quand k tend vers 'infini un déve-
loppement asymptotique

pr(w) = Ag(W)k™ + Ay (w)k™ ™t + -+

ot les A;j(w) sont des fonctions sur M, localement définies par w. En particulier, on
aAp=1 et Aj(w) = s,/8.

Le développement s’entend au sens suivant : pour tous r, N > 0, on a

N
Hpk(w) - ZAz(W)k”*zucr(M) < Kr,N,wkniNil.
0

De plus, ar et N fizés, la constante K, n ., peut étre prise uniforme par rapport ¢ un
ensemble de métriques borné dans C*, ot s dépend de r et N.

Expliquons rapidement les raisons de 'existence d’un tel développement (Catlin,
Zelditch) : le domaine D = {|z| < 1} C L* est strictement pseudoconvexe. Une section
holomorphe s de L* donne une fonction holomorphe 3 sur D, et donc holomorphe CR
sur 0D, par 5(x) = (z¥, s(p(z))), ou p est la projection L* — M. En outre, ce procédé
fournit toutes les fonctions holomorphes sur 9D de poids k par rapport a laction
du cercle. On peut exprimer cela de la facon suivante : I'espace de Hardy HZ(0D)
des fonctions holomorphes L? sur le bord 9D admet une décomposition de Fourier
H?*(9D) =Y, H}(8D), avec une identification HZ(0D) = H°(M, L*). Le projecteur
de Szegd L?(0D) — H?(OD) admet un noyau 7(z,y), et la fonction py(w) peut étre
vue comme le k-ieme coefficient de Fourier de 7(x, x). L’existence du développement
asymptotique provient alors de résultats généraux de Boutet de Monvel et Sjostrand
sur le noyau de Szego [6]. Le calcul précis des premiers coefficients est fait par Lu.

2.3. Solution formelle

Partons d’une métrique kihlérienne wy dans la classe de Kéhler ¢;(L). On souhaite
construire une métrique équilibrée pour le plongement de M dans PHC(M, L*)*.
Posons ¢ = 1, x(q) = x(L*) et B(q,w) = ¢"pr(w); on a donc par le théoréme 2.6 un
développement asymptotique

s
) Blg.w) =1+ 24 o+ -
avec
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Il est utile de poser®

Bla.) = £(Bla.) ~ Tx(a)
sw ne(D)" e (M)
% 3 amr 00
(12) = 8%(% —5w) +0(q)

avec : B(q,w) = 0 si et seulement si w est équilibrée pour (M, L¥).
Supposons a présent la courbure scalaire constante : s, = 5,,. Considérons une

variation infinitésimale & = dd®p. En ¢ = 0, on peut écrire d’aprés (5)

g—f(so) = —8%9*@@-

Par le lemme 1.1, si Aut(M, L) est discret, Popérateur 2* 2 n’a pas de noyau ; autoad-
joint, il est donc inversible. A partir du développement (11), le théoreme des fonctions
implicites fabrique alors une solution

w(q) = w +dd® (nqg+m¢*+---)

au probléme E(q7 w(q)) = 0. Bien entendu, la variable g ne prend qu’'un ensemble dis-
cret de valeurs, et la solution est a entendre au sens des séries formelles. En tronquant
a lordre A, on obtient une solution approchée w4(q) telle que

(13) 1B(g,wa(q))l|crez < Cag™*.

Digression : démonstration du second point du théoréeme 2.5
Si on a pour les ¢ = 1/k une suite de métriques équilibrées w, qui converge vers
une limite wy, alors, par (12),

0= B(q,w,) = i(swq —3)+0(q)

8
avec, d’apres le théoréme 2.6, le O(q) uniforme par rapport & un ensemble borné de
métriques; en prenant la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient s,, =5. o

2.4. Point de vue dual

Apres la construction d’une solution approchée wa(q), l'idée est de changer de
point de vue pour regarder le probleme, non plus du point de vue d’'une forme de
Kéhler vérifiant Bﬁ(q7 w) = 0, mais d'une métrique équilibrée sur H°(M, L*) (rappelons
q = 1/k). L’avantage est de passer d’un probléme en dimension infinie & un autre en
dimension finie, qui sera résolu par la méthode suivante.

() Je tiens cette présentation du probleme de T. Mabuchi.
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2.4.1. Un résultat général. — Soit un groupe compact G agissant de maniere ha-
miltonienne sur une variété kihlérienne 2", avec stabilisateurs discrets. Au point x,
laction infinitésimale { — wve(z) fournit une application injective o, : g — T 2.
L’opérateur (), = o0, sur g est inversible, et on notera

(14) As = 11Q7 lops

ou 'on a choisi un produit scalaire invariant sur g. Autrement dit, 'inégalité A, < A
est équivalente a

(15) €] < g (2)]?
pour tout & € g.

LEMME 2.7. — Dans cette situation, si xg € 2, et s’il existe deux nombres X et ¢
tels que

(1) Mp(wo)| <9,
(2) Agiey, < A dés que [€]

alors il existe n € g avec |7

9,

<
<6 et u(e™Mxg) = 0.

Le lemme, sans difficulté, est démontré en suivant le flot du gradient de la fonction
|| & partir de zo [19, proposition 17].

2.4.2. Estimation de la seconde forme fondamentale. — Repartons de la solution
tronquée wa(q). L'estimation (13) indique qu’on a pour chaque k& = X une métrique
presque équilibrée. En vue du lemme précédent, on peut fabriquer a partir de cette
solution approchée une solution exacte a condition de contréler de maniere uniforme
par rapport & k les normes concernées. C’est 1a le point le plus technique de [19], que
nous détaillons maintenant.

Pour pouvoir travailler de maniere uniforme, il faut fixer des métriques de référence
pour chaque k. On fixe la métrique kihlérienne & courbure scalaire constante wqy sur
M, et pour chaque k la métrique wy = kwyp.

La métrique de référence fixée, on dit qu’une métrique w est & géométrie R-bornée,
si

w > ELT)Q,
[0 —@ollcr(@y) < R
Cette définition donne la classe de métriques sur laquelle les estimations seront faites
pour chaque k.

On dira de plus qu'une base s = (s,) de H°(M, L¥) est & géométrie R-bornée, si

la métrique de Fubini-Study qu’elle induit sur M est a géométrie R-bornée.

Le ceeur de la démonstration consiste maintenant en une estimation uniforme de la
constante A définie en 2.4.1, pour le probleme des métriques équilibrées expliqué dans
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la section 2.1.1, dont nous reprenons a présent les notations. Nous suivrons ici, non
pas lapproche initiale de Donaldson, mais celle de Phong et Sturm [48, théoréme 2] :

THEOREME 2.8. — Si Aut(M, L) est discret, alors pour tout R > 1 il existe C et

1
e < 10
llesu(s)]lop < €, alors

tels que, si une base s = (so) de HO(M,LF) est a géométrie R-bornée, et

Ay < CK?.
Démonstration. — Vu le lemme 2.3 et (15), 'estimation & montrer est simplement,
pour tout & € su(Ny + 1),
(16) € <R [ fmp(o)Pd.
M

Comme dans la démonstration du lemme 2.3, diagonalisons dans une base s = (s,),
donc i€ = diag(A\y), et définissons la fonction réelle f sur M par

F=> Jalsal®.
L’inégalité de Poincaré sur M,

/|f|2duw<0(/ 10f Pdpe + ( fduw)Q),
M M M

devient apres le changement d’échelle @ = kw,

a7) / P < e (i [ P k([ g

Rappelons (8), & savoir 77 (ve) = 0, donc

/|f|2duw\ (/mM w57 sano) >

D’un autre coté,

2 A21sal? = (" Aalsal®)?) dus
el = [ (000 = (X dalsal?)?)
> A2 sal?) dug — <k:/ 2+kf"/ de).
/M (Z |s |) pz — ¢ M|7TTM(05)| ( Mf 1)
Il en résulte

(18) (ck+1) / lve|? > / Z)\2|sa| )duw—ck: / Z)\ |5a]? duw
(19) >d YN

si k est assez grand et la métrique suffisamment équilibrée (alors les [} |sq|*dug sont
proches de 1).
Il est clair que le théoréme est alors une conséquence de (19) et de lestimation :

(20) [ mrssodus <k [ froddu
M M
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que nous établissons maintenant. Puisque Aut(M, L) est discret, on a une inégalité
de Poincaré, qui, aprés changement d’échelle comme dans (17), s’écrit

(21) / | arve Pdug < ck/ |Omrarve |Pdpg.
M M

Comme v¢ est holomorphe, on a

(22) OTrMve = —OT 4 Ve = —Q_y Vg,

ot @ € QY (Hom(A4",TM)) est la seconde forme fondamentale de M dans PNr,
définie par Popérateur 9 du fibré TPNs = TM @ A le long de M :

5 ETM [0

N, = — .
TPVk 0 a/V

L’estimation souhaitée (20) est alors une conséquence immédiate de (21), (22) et
du fait suivant.

FAIT 2.9. — Sous les hypotheses du théoreme, la seconde forme fondamentale o de M
dans TPNk est bornée par une constante ne dépendant que de R.

La démonstration du fait vient de la formule bien connue suivant laquelle «la cour-
bure décroit dans les sous-fibrés » :

Frpnglrm — Frvy = —a A a’,
d’ou on déduit
af® < |Frpwv| + [Fral.

La courbure de TP+ est bornée (courbure de la métrique de Fubini-Study), comme
Pest celle de TM gréace a I’hypothese que w reste a géométrie R-bornée. O

2.4.83. Fin de la démonstration du théoréme 2.5. — Rassemblons maintenant brie-
vement les éléments de la démonstration, en omettant cependant la fastidieuse vé-
rification de l'uniformité convenable des estimations que nous écrirons. La solution
tronquée & un ordre A fixé & Pavance, w4 (q), est presque équilibrée : avec un peu de
travail, pour une base s de H°(M, L*) définie comme en (7), 'estimation (13) donne

lnsu(s)llop = O(@**2).

La norme figurant dans les hypothéses du lemme 2.7 lui est liée par

lnsu(s)] < V/ Ny + 1| psv(s)]lop,
avec N = O(¢™"), donc
lusu(s)] = O(¢*+27%).

Par le théoréme 2.8, on peut choisir la constante A dans le lemme 2.7 en O(qg~2), et
donc

Apsu(s)| = O(¢*~%).
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Si on a choisi initialement A > %, le lemme 2.7 fournit pour ¢ assez petit une solution
50 s (sg) = 0 et |s — s, = O(gA~%)
équilibrée &, satisfait

. Revenant aux formes de Kéhler, la métrique

IZq —Soller@e) = O(a" %)

et par changement d’échelle :

)

A—p—_2
[wg = woller(we) = O@™ "7 2).
Si on a choisi au début A > r + %, on déduit la convergence dans C" des métriques

équilibrées w, vers wy. Par unicité des métriques équilibrées, la convergence est valable
dans C'*°. O

3. STABILITE ET CONJECTURES

Il existe plusieurs notions de stabilité des variétés algébriques. L’idée générale est de
considérer la stabilité d’une variété dans P comme la stabilité par rapport & 1’action
de SL(N + 1) sur le schéma de Hilbert des variétés de méme polynéme de Hilbert.
Chaque choix d'un plongement projectif de celui-ci meéne a une notion différente de
stabilité : Hilbert-Mumford, Chow-Mumford, K-stabilité. Nous nous concentrerons ici
sur les deux dernieres.

3.1. Stabilité de Chow-Mumford

3.1.1. Stabilité et métriques équilibrées. — Soit une variété projective M™ Cc PN =
PE*, de degré d. Alors il existe un point MeW = (Sym?E)®(+1) tel que [M\] e PW
soit le point de Chow du cycle M C PV, voir la construction dans [44, 1.16], qui
généralise les deux cas simples suivants :

— si M est une hypersurface, M est I’équation de M ;
— si M est linéaire, M est obtenu par les coordonnées de Pliicker.

Le groupe SL(N + 1) = SL(E) agit sur W.

DEFINITION 3.1 (Mumford). — La variété M™ C PV est stable (au sens de Chow)
si SL(N+ 1)]/\/[\ est fermée dans W, et le stabilisateur de M est fini; elle est semistable
si 0 n’est pas dans l'adhérence de SL(N + 1)]\7

La wvariété polarisée (M, L) est asymptotiquement stable si pour k assez grand,
limage M, C PNt = PHO(M, L¥)* de M par les plongements de Kodaira est stable.

Par exemple, les courbes asymptotiquement stables sont exactement les courbes
stables au sens de Deligne-Mumford.

Comme indiqué section 1.2.1, on peut définir aussi la polystabilité en supprimant
I’hypothese de finitude du stabilisateur. C’est la polystabilité qui a une interprétation
en termes de géométrie différentielle—les métriques équilibrées de la section 2.1 :
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THEOREME 3.2 (Zhang [70]). — La variété (M, L) est équilibrée si et seulement si
le plongement M — PHY(M, L)* est polystable.

Zhang énonce seulement stable = équilibré = semistable, mais son argument
montre en réalité le théoréme écrit ci-dessus, voir aussi [47]. La stabilité est équivalente
a lexistence d’'une unique métrique équilibrée. La fonctionnelle Z de la section 2.1.2,
définie différemment, joue un réle crucial dans la démonstration.

Joint au théoreme 2.5, I’énoncé précédent implique immédiatement la partie relative
a la stabilité du théoreme 0.1 :

COROLLAIRE 3.3. — Si (M, L) admet dans la classe c¢1(L) une métrique kihlérienne
a courbure scalaire constante, et Aut(M, L) est discret, alors (M, L) est asymptoti-
quement stable.

Comme indiqué dans 'introduction, tester la stabilité d’une variété algébrique est
tres difficile, et peu de résultats sont connus (Mumford, Gieseker [27], Viehweg [65]).
Un corollaire du résultat est par exemple que toutes les variétés a ¢; < 0 sont asymp-
totiquement stables.

8.1.2. Stabilité relative. — Le cas ou le groupe AutO(M, L) n’est pas trivial est étudié
par Mabuchi : en réalité, si Aut®(M, L) est semi-simple, les résultats demeurent iden-
tiques (il suffit de se restreindre aux fonctions invariantes sous le groupe d’isométries
de la métrique kihlérienne & courbure scalaire constante). Le cas délicat provient de
la présence d'un centre Z dans Aut®(M, L). Plus généralement, si un tore complexe T
agit, les espaces Ej, = H°(M, L¥) se décomposent sous 'action de T,

Ek = @’Ik E}Z(ja
ol les x; sont des caracteres de T'. On définit alors le groupe
Gk = X’lijL(E;:j).

On regarde I'image M}, de M dans PE; : la stabilité relative a T de (M, L*) est définie
comme dans la définition 3.1, en regardant ’action de Gy, sur M} au lieu de celle de
SL(Ey).

THEOREME 3.4 (Mabuchi [42]). — Si (M, L) admet une métrique extrémale, alors
(M, L) est asymptotiquement stable relativement au centre de Aut®(M, L).

Le principe de la démonstration —la méthode de quantification—, reste le méme,
mais Mabuchi montre directement la stabilité a partir des solutions approchées, sans
recourir a la construction de métriques équilibrées. Cependant, il montre aussi que la
stabilité relativement a un tore complexe T' est équivalente a ’existence de « métriques
équilibrées relativement & T », voir les détails dans [39)].

L’unicité de la métrique extrémale dans c¢;(L), modulo Aut®(M, L), est déduite
dans [40]. Enfin, il semble qu’il y ait des obstructions a la stabilité asymptotique
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(absolue) de (M, L), pourvue d’une métrique extrémale, en présence d’un centre de
Aut’(M, L), voir [41].

3.2. K-stabilité

3.2.1. Configuration test. — Le critere de Hilbert-Mumford dit que la stabilité au
sens de la théorie géométrique des invariants peut étre testée sur les sous-groupes a
un parametre : Porbite GCz est fermée si tel est le cas pour tous les sous-groupes a
un parametre C* C GC. Pour un tel sous-groupe, on a une limite
o= lim A -z
A—0

qui est un point fixe de 'action de C*; la question de la stabilité se réduit alors a la
question de l'action de C* sur la droite au-dessus de zp, qui a un poids p € Z (action
par A\?) : si le poids p est toujours strictement négatif, alors x est stable (semistable
§’il est toujours négatif ou nul).

L’idée de sous-groupe & un parametre de 'action de SL(N + 1) sur le schéma de
Hilbert meéne & la définition suivante [21].

DEFINITION 3.5. — Une configuration test d’exposant r pour la variété polarisée
(M, L) est la donnée de :

(1) un schéma A avec une action de C*,

(2) un fibré en droites ample £ — M, équivariant pour action de C*,

(3) une application plate, propre, C*-équivariante, w : M — C, avec C* agissant
sur C de la maniére standard,
telle que les fibres (M, %) soient isomorphes ¢ (M, L") pour t # 0.

Une telle configuration est dite produit si .# ~ M x C, et triviale si en outre C*
agit seulement sur le facteur C.

8.2.2. Invariant de Futaki et K-stabilite. — Si C* agit sur un schéma projectif X
muni d’un fibré ample L, alors pour tout k, il agit aussi sur ’espace vectoriel

E, = H(X,LF).

Soit dj sa dimension et wy, le poids de I’action induite sur A% E).. Pour k assez grand,
dj, et wy, peuvent étre calculés par le théoreme de Riemann-Roch (équivariant), et sont
donc des polyndmes en k, de degrés respectifs n et n+ 1. La fonction F(k) = wy/kdy
a un développement asymptotique

F(k:)zFo-l-%-i-%-i----
avec les coefficients F; rationnels. Le coefficient Fy est appelé I'invariant de Futaki de
Paction de C* sur (X, L).
Dans le cas d’une variété lisse X, 'action infinitésimale de C* induit un champ
de vecteurs holomorphe v, et 'invariant de Futaki I} se spécialise bien a l'invariant
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de Futaki .# introduit dans la section 1.3.4, & une constante pres : F; = 7535(1)),
voir [21, proposition 2.2.2].
On définit la K-stabilité, introduite par Tian [60] dans son étude des variétés de

Fano, puis adaptée par Donaldson [21] pour autoriser une fibre centrale non normale.

DEFINITION 3.6. — La variété polarisée (M, L) est K-stable (resp. K-semistable) si,
pour toute configuration test non triviale (M ,L), Uinvariant de Futaki de action
de C* induite sur (Mo, L) est strictement négatif (resp. négatif ou nul). Elle est
K-polystable si elle est semistable, et si l'invariant de Futaki ne s’annule que pour les
configurations produits.

A nouveau, il y a des variations dans la terminologie : ce que nous avons appelé
polystabilité est appelé par Tian semistabilité propre, et par Donaldson stabilité;
notre terminologie, plus cohérente avec celle des fibrés vectoriels, suit [51].

Enfin, il n’est pas clair que la K-stabilité soit une bonne notion de stabilité au sens
de la théorie géométrique des invariants, voir cependant [46].

3.2.3. La conjecture. — Dans la correspondance de Hitchin-Kobayashi (sec-
tion 1.2.2), lexistence d’une métrique de Hermite-Einstein sur un fibré holomorphe
est équivalente a la condition algébrique de polystabilité du fibré. On attend de méme
une correspondance de Hitchin-Kobayashi pour les variétés, dans laquelle le role de
la condition algébrique serait joué par la K-stabilité (Tian [63], Donaldson [21]) :

CONJECTURE 3.7. — La variété polarisée (M, L) admet une métrique kihlérienne a
courbure scalaire constante si et seulement si elle K-polystable.

Dans la correspondance de Hitchin-Kobayashi, la direction Hermite-Einstein =
stabilité est facile, et tres difficile la réciproque. Sur les variétés, méme la direction
« facile » n’est pas connue : en effet, comme on a vu, 'existence d’une métrique
kihlérienne & courbure scalaire constante sur une variété polarisée (M, L) implique
bien la stabilité asymptotique de Chow-Mumford, mais on a seulement I'implication

asymptotiquement stable = asymptotiquement semistable = K-semistable,

voir [52] pour une discussion précise des relations entre les différentes notions de
stabilité, qui s’interprétent toutes en des conditions sur les F'(k), convenablement
normalisés, associés aux configurations tests ; I'implication manquante sur la gauche,
K-stabilité = stabilité asymptotique, est tentante, mais n’est pas démontrée pour le
moment.

Ainsi donc, une wvariété portant une métrique kdhlérienne o courbure scalaire
constante est K-semistable. Ce fait peut aussi étre vu comme conséquence [14, 46]
d’une borne inférieure sur la K-énergie :

THEOREME 3.8. — Supposons que M admette une métrique kihlérienne & courbure
scalaire constante. Alors la K-énergie de Mabuchi y atteint un minimum.
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Si on dispose de géodésiques dans 'espace des métriques de Kéahler ¢, le théoréeme
est une conséquence immédiate de la convexité de la K-énergie; c’est la voie emprun-
tée par Chen et Tian [14]. Dans le cas polarisé, et groupe d’automorphismes discret,
la méthode de quantification est utilisée par Donaldson [23] pour une autre démons-
tration : la solution du probléme des métriques équilibrées donne une borne inférieure
sur la fonctionnelle Z de la section 2.1.2, qui, aprées passage au probleme dual, fournit
des bornes inférieures sur des fonctionnelles convergeant vers la K-énergie.

Une borne inférieure sur la K-énergie peut étre pensée comme une condition ana-
lytique de semistabilité. Plus généralement, Tian [62, 63] conjecture que existence
d’une métrique kéhlérienne a courbure scalaire constante est équivalente a une sta-
bilité analytique définie comme la propreté (en un sens précis) de la K-énergie. Il a
montré cette conjecture dans le cas Kéhler-Einstein Fano [60]. Pour les liens entre
propreté de la K-énergie et K-stabilité, voir [59, 61, 46].

Un autre développement concernant la stabilité est la définition par Ross et Tho-
mas [51] d’une notion de pente, u, pour les sous-schémas Z d’une variété projective
polarisée M, analogue a la pente des sous-faisceaux d’un fibré vectoriel. Comme pour
les fibrés, la semistabilité est définie en exigeant que p(Z) < u(X) pour tout Z C X.
Le lien avec la K-stabilité est obtenu en considérant la configuration provenant de la
déformation au cone normal, de sorte que la semistabilité pour la pente est une consé-
quence de la K-semistabilité. Comme corollaire, Ross [50] construit sur P? éclaté en
quatre points des classes de Kéhler n’admettant pas de métriques kéhlériennes a cour-
bure scalaire constante; ’obstruction ne provient pas du groupe d’automorphismes,
trivial. On consultera [51] pour d’autres exemples.

3.3. Le cas torique
L’image de la conjecture 3.7 devient un peu plus nette dans le cas torique, grace au
travail fondateur de Donaldson [21]. Nous donnons ici un bref apergu des résultats.

Soit (M?",w) une variété kihlérienne torique. Le tore T™ agit avec application mo-
ment p : M — R, et I'image de p est un polytope P dans R™, le polytope de Delzant
de M. L’action est libre sur I'image réciproque de l'intérieur, My = p~1(P) C M. On
utilise alors les variables action-angle (2%, 6;) telles que

w=>_da' Adb,

avec I’application moment donnée par la projection sur les coordonnées z?, et I’action
de T™ par la translation dans les coordonnées 6;.

Le probleme se pose de maniere élégante dans un formalisme proche de celui de
la section 1.3.1, en fixant la forme symplectique w et en faisant varier la structure
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complexe. Les métriques T™-invariantes, kihlériennes avec forme de Kéahler w, ont
la description suivante, due & Guillemin : une telle métrique, g, est décrite par un
potentiel symplectique u, fonction convexe sur P, de sorte que

9=> uida'da’ +wdf;df;,
ot (w™) est l'inverse de la métrique hessienne (u ;;) de w.
On a alors la belle formule d’Abreu [1] pour la courbure scalaire :
0w
slu) == Ozridws”
Le probleme des métriques kéhlériennes a courbure scalaire constante apparait donc

comme un probléme d’équations aux dérivées partielles, non linéaire, d’ordre 4 sur le
potentiel symplectique.

Guan [28] a montré que les géodésiques de l'espace des formes de Kihler dans
la classe [w] deviennent des droites dans l’espace des potentiels symplectiques. Il en
déduit 'existence de géodésiques reliant deux métriques données, et donc 'unicité, a
automorphisme holomorphe pres, des métriques extrémales toriques.

Donaldson [21] étudie les surfaces toriques K-polystables. Il montre que :

(1) la K-énergie de Mabuchi est bornée inférieurement ;
(2) une suite minimisante de potentiels symplectiques a toujours une sous-suite
convergeant en un sens faible.

L’idée est d’utiliser la K-stabilité en I'appliquant a des configurations tests construites
a partir de fonctions convexes, rationnelles, linéaires par morceau sur P. Un corol-
laire important est la construction de nouvelles surfaces toriques n’admettant pas de
métrique kdhlérienne a courbure scalaire constante.

Si la limite faible obtenue était lisse et minimisait la K-énergie, elle fournirait la
métrique kdhlérienne a courbure scalaire constante souhaitée : justifier cet espoir est
manifestement un probleme d’analyse tres délicat; voir cependant les estimations
de [22].
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