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INEGALITE DE BRUNN-MINKOWSKI-LUSTERNIK, ET
AUTRES INEGALITES GEOMETRIQUES ET FONCTIONNELLES

par Bernard MAUREY

INTRODUCTION

La théorie des corps convexes a commencé a la fin du X1x° siecle avec 'inégalité de
Brunn, généralisée ensuite en inégalité de Brunn-Minkowski-Lusternik qui s’applique a
des ensembles non nécessairement convexes. Ce theme a depuis longtemps des contacts
avec les problemes isopérimétriques et avec des inégalités d’Analyse, telles que celles
qui traduisent les plongements de Sobolev. Nous allons développer quelques aspects
plus récents des inégalités géométriques, dont certains sont liés a la technique du
transport de mesure, notamment le transport dit « de Brenier ». On ne trouvera pas
ici 'approche d’un résultat faramineux, mais des pistes vers un ensemble convergent
de techniques qui ont prouvé leur applicabilité.

L’essentiel de notre travail sera fait dans I’espace euclidien R™ ; on notera le produit
scalaire par 2 -y = S| 2;9; et la norme par |z| = (z - 2)*/2. On notera Jpn f () da
ou bien fRn f Dintégrale d’une fonction f pour la mesure de Lebesgue sur R". On
notera 14 la fonction indicatrice d’un sous-ensemble A de R", et A + B la somme de
Minkowski de deux sous-ensembles A, B de R", égale & {a +b:a € A,b € B}.

1. BRUNN-MINKOWSKI ET INEGALITES GEOMETRIQUES
L’inégalité de Brunn-Minkowski sans dimension se formule ainsi : si A, B sont deux

compacts non vides de R", et si on note |A[,|B]| leurs volumes (pour la mesure de
Lebesgue), on a

A+ B
=
En réalité, Pinégalité |(1 — ¢t)A + tB| > |A|* 7| B! est valable pour tout t € [0, 1], et
elle se transforme facilement par des arguments d’homogénéité en la forme classique

‘ > |A|1/2|B|1/2.
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pour 'inégalité de Brunn-Minkowski dans R",

Si A est convexe et si B est un translaté d’un homothétique de A, I'inégalité de-
vient une égalité. Appliquée en prenant pour B une boule euclidienne de rayon ten-
dant vers 0, cette inégalité conduit a une démonstration de l'inégalité isopérimé-
trique dans R"™. Démontrée d’abord par Brunn (1887) en dimension 2 ou 3 pour deux
convexes, reprise par Minkowski au tout début du xX° siecle, 'inégalité a été étendue
par Lusternik & des compacts quelconques de R" ; curieusement, le nom de Lusternik
est rarement associé de nos jours & cette extension considérable (voir [Lus|, [HeM)).
Hadwiger et Ohmann [HaO] en donnent une démonstration assez simple, en appro-
chant A et B par des réunions finies de rectangles, et en réalisant une association bien
choisie entre parties de A et B de méme mesure; la preuve finit par I'inégalité entre
moyennes arithmétiques et géométriques. Ces deux ingrédients se retrouvent dans la
plupart des autres preuves.

L’article récent de Richard Gardner [Gar] couvre presque tous les thémes traités
dans cet exposé, et bien d’autres qui ne seront pas abordés ici.

1.1. Prékopa-Leindler

On attribue généralement a Prékopa le résultat suivant : si ¢(z,t) est convexe sur
R"™ x R, la fonction ® définie sur R par

o) _ / o= e@) g

est convexe (on admettra les valeurs infinies). L’inégalité de Prékopa-Leindler a un
rapport plus direct avec Brunn-Minkowski-Lusternik : on se donne 0 < 6 < 1 et trois
fonctions réelles s.c.i. fo, fo, f1 sur R qui vérifient pour tous xg,z1 € R"™ I'inégalité

(Hpr) Jo((L=0)xg + 01) < (1= 0)fo(xo) + 0f1(z1)

et on obtient I’énoncé qui suit.

THEOREME 1.1 (Prékopa, Leindler). — Si les fonctions fo, fo, f1 satisfont (Hpr),

on a
/ e fo®) gy > (/ e fo(@) dx)lie(/ e~ f1(®) da:)e.

En attribuant ce résultat aux seuls Prékopa [Pre| et Leindler [Lei], nous faisons
un choix de simplicité qui n’est sans doute pas historiquement tout a fait correct; en
effet, la paternité de ce type de résultat a été revendiquée par deux groupes différents
(voir Das Gupta [DaG] pour une autre vision de I’histoire). Le théoréme 1.1 redonne
immédiatement Brunn-Minkowski-Lusternik en prenant les fonctions fy, fo, f1 égales
a 0 sur les ensembles Ay, Ag = (1 — 0)Ag + 6A1, Ay, et égales & +00 en dehors, de
sorte que pour j = 0,6,1 on ait I'égalité 14, = e fi.
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Pour éviter ces valeurs infinies, il est souvent plus agréable d’écrire I’hypothése sous
la forme suivante : trois fonctions réelles positives s.c.s. go, g9, g1 sur R™ vérifient pour
tous g, r1 € R™ I'inégalité

(Hpr2) 90 ((1 = 0)mo + 0z1) > go(zo)'~? g1(21)”

et on déduit que [go = ([ g0)'7?([ g1)?. Cette inégalité est adaptée a D'étude des
mesures log-concaves. Une mesure p sur R™ & densité log-concave s’écrit du(z) =
e=#(®) dz, avec ¢ convexe sur R™; on voit facilement que le triplet gj = 1y,e7%,
j=0,0,1avec Ag = (1 — 0)Ap + 0A; vérifie ’hypothese (Hpr2), ce qui conduit a
I'inégalité

(1) n((1—6)Ag +04A1) > pu(Aog)' " pu(Ar)°.

Appliquée a une mesure log-concave symétrique (c’est-a-dire invariante par x — —zx),
cette inégalité donne le résultat de T.W.Anderson (en fait, le résultat d’Ander-
son [And] est un peu plus général que le théoreme 1.2, et il a été montré directement
a partir de Brunn-Minkowski) : si 8 = 1/2, 81 Ag = C+vet A; =C —wv, o C est
un convexe symétrique et v un vecteur quelconque, on trouve que (Ao + A1)/2 = C,
pendant que p(A4p) = u(A;) par la symétrie de p; ainsi, on obtient

1(C) = u((Ao + A1)/2) = p(Ao) 2 u(Ar)? = p(C +v),

ce qui signifie ceci : parmi les translatés d’un convexe symétrique, le convexe centré
en 0 a la plus grande mesure.

THEOREME 1.2 (Anderson). — Si p est une mesure log-concave symétrique sur R,
si C est un convere symétrique et v un vecteur quelconque, on a

H(C +0) < p(C).

Un cas particulier important est celui de la mesure gaussienne. Désignons par =,
la mesure gaussienne standard sur R”, dont la densité est (27r)~™/2 exp(—|z|?/2). Elle
est bien str log-concave, symétrique. Le principe précédent s’applique donc a vy, et
il joue un role important dans certaines questions de statistique.

1.2. Isopérimétrie gaussienne

Le probléeme isopérimétrique gaussien a été résolu par Christer Borell [Bol], Vla-
dimir Sudakov et Boris Tsirelson [SuT]|. Plus tard, Antoine Ehrhard [Ehr] a donné
une autre démonstration et apporté d’autres informations, que nous discuterons plus
loin. Si A est un sous-ensemble fermé de R™, on désigne par A. son épaississement de
taille € > 0 pour la distance euclidienne,

A = {x e R" : dist(z, A) < €}.
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THEOREME 1.3. — Parmi les ensembles fermés A de mesure gaussienne v,(A) = a
fizée, les demi-espaces affines minimisent l'accroissement de mesure vy, (Ac) — vn(A),
ou ce qui revient au méme, minimisent la mesure v, (Ag).

Par exemple, lorsque v, (A) = a = 1/2, un demi-espace affine B de méme mesure que
A est donné par B = {(x1,...,2,) € R" : 21 < 0}, et on peut énoncer en passant
aux complémentaires

+oo
n(A2) < 4n(BE) = ({21 > €}) = / dn (1),

Si f est une fonction 1-lipschitzienne sur R™ (vérifiant | f(z)— f(y)| < |z —y| pour tous
x,y) possédant une valeur médiane m, c’est-a-dire une valeur telle que v, (f < m) =
1/2, on voit que f reste inférieure ou égale & m + & sur I’épaissi A, de A = {f < m},
donc

+oo
ya({f > m+e}) < (A9 < / dn (1)

on a la méme majoration pour v, ({f <m— E}), ce qui donne une bonne borne pour
la probabilité v, ({|f — m| > €}) que f dévie de plus de € de sa valeur médiane m,

Y({lf—ml>e}) <m{teR: [ >e}) <e =72,

Cette propriété de concentration a eu de nombreuses applications en théorie asymp-
totique, la théorie des espaces normés de dimension finie tendant vers 'infini, voir par
exemple le fameux théoréme de Dvoretzky dans le livre de Gilles Pisier [Pis]. Cepen-
dant, il est suffisant pour ce type d’applications d’avoir un résultat moins précis, de
la forme
Y ({If =ma| > e}) <27/

par exemple, ou m; peut désigner la moyenne de f au lieu de sa médiane, et ce type
d’inégalité peut étre obtenu de bien des maniéres (intégrale stochastique, méthodes
d’espace gaussien, voir [Led]), mais aussi & partir de Prékopa-Leindler comme ci-
dessous.

PROPOSITION 1.4. — Pour toute fonction f réelle 1-lipschitzienne sur R™ et pour
tout nombre réel t, on a

/ @D gy (2)dyn (3) < e

Sous cette forme le résultat est optimal, puisque I'inégalité ci-dessus est une égalité
pour les fonctions linéaires. A partir de cette estimation de transformée de Laplace,
on obtient les inégalités de concentration par Markov, comme il est habituel.

Démonstration. — Posons

gi(x) = min{tf(z+h) +|h*/4: h € R"}.
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Le triplet de fonctions ¢o(z) = —g¢(x) + |2[?/2, p1/2(2) = [2[?/2, ¢1(y) = tf(y) +
ly|?/2 vérifie 'hypothese de Prékopa-Leindler (Hpr), car pour tous z,y € R™ on a
Tty
eo@) +o1y) > —tf(y) — 2 — ylP/4+ P2+ () + ly/2 = 215 (5 2).

2
On en déduit que

([ drn@) ([ e anw) < ([dn@) =1

Comme tf(x 4+ h) > tf(x) — |th| par la condition de Lipschitz, et que tf(x) — |th| +
|h|?/4 > tf(x) — t* pour tout h, on a tf(x) < g¢(x) + 2, donc

/etf(w)ftf(y) dryn () dryn (y) = (/ otf (@) d’yn(x)) (/ e~ tfW) d’Yn(y)) <e’. O

Avec une preuve apparentée a la précédente mais nettement plus subtile, Serguet
Bobkov et Michel Ledoux ont obtenu une démonstration d’une inégalité Log-Sobolev
pour v, ([BoL]).

1.3. Une inégalité de Brascamp-Lieb

Une inégalité de Brascamp et Lieb [BrL] a trouvé des applications nombreuses en
convexité; on va I’énoncer sous une forme particuliere due & Keith Ball [Ba2]. On se
place dans R™ ou dans un espace euclidien F de dimension n. Désignons par v ® v
Popérateur de rang un = — (z - v) v, et supposons que

N
(J) Idg~ :ZCjUj®Uj,
j=1
avec des vecteurs v; de norme un et des scalaires ¢; > 0, qui satisfont Zjvzl cj=n
par un calcul de trace immédiat. Il en résulte que pour tous z,y € R"
N N
wey=> c¢ilw-v)(y-v), o= ¢@-v)*
j=1 Jj=1
Cette décomposition de I'identité est fortement liée & une notion géométrique impor-
tante, l’ellipsoide de John, et a ses propriétés remarquables; ’ellipsoide de John pour
un corps convexe symétrique C' est 1ellipsoide maximal contenu dans C'; Fritz John
a montré que lorsque cet ellipsoide est égal a la boule euclidienne unité B, 'identité

de R™ admet la décomposition (J) avec des v; choisis parmi les points de contact de
B et du bord de C.

THEOREME 1.5 (Brascamp-Lieb, version Ball). — Si les vecteurs (v;) et les nombres
(¢;) vérifient la relation (J), on a pour toutes les fonctions positives (f;) intégrables

sur R . N )
/Rn (jl:[lfj(x . vj)cj) dr < j_l_Il(/Rfj(t) dt) )
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Le cas trivial est celui d’une base orthonormée vy, ..., v,, avec des (¢;) égaux a 1 :
on trouve simplement Fubini dans ce cas, et on a bien stir égalité. La méthode utilisée
par Brascamp et Lieb est assez compliquée, et consiste & montrer que, si on fixe
J f; =1, le maximum du terme de gauche est atteint pour des fonctions gaussiennes.
On peut remarquer que, si f;(t) = e_t2, la relation

n

N N
I v = eXP(— PCICE vj)Q) =exp(~) i)
j=1 Jj=1

i=1

montre qu’on a égalité dans Brascamp-Lieb. Le théoreme 1.5 a été généralisé par
Lieb [Lie] au cas ou lidentité de R" est représentée sous la forme Z;\;l ¢; Pj, on
les P; sont des projecteurs orthogonaux sur R".

Franck Barthe a trouvé une preuve simple du théoreme 1.5, et sa preuve lui a
permis de montrer en méme temps une inégalité inverse, qui avait été conjecturée par
Ball. Cette inégalité inverse a elle aussi des applications géométriques intéressantes.

THEOREME 1.6 (Barthe, [Bar]). — Si les vecteurs (vj) et les nombres (c;) vérifient
la relation (J), on a pour toutes les fonctions positives (f;) intégrables sur R et pour
toute fonction mesurable F' sur R™ telle que

N

fi(a;) chaque fois que x = Zajcjvj
1 j=1

F(z) >

—

J

l'inégalité

R™

N .
F(2)dz > [[(/Rfj(t) ar)”.

Si on applique le théoréme précédent avecn =1, N =2, v1 =vg =letcg =1-0,
co = 0, on retrouve Prékopa-Leindler sur R (qui entraine assez facilement le cas
général par Fubini et itération).

En appliquant l'inégalité de Brascamp-Lieb, Ball a montré le résultat qui suit
sur les sections des cubes N-dimensionnels. Le résultat n’est optimal que lorsque
la dimension k de la section divise IV, mais il donne toujours une information non
triviale. Lorsque K = N — 1, on trouve une majoration des volumes des sections
hyperplanes par e'/2, alors que le résultat optimal (dti également & Ball, [Bal]) est V2.
Mentionnons la méthode d’unimodalité de Kanter, qui donne d’autres informations
dans des problémes de volumes de sections ([Kan], voir [MeP]). Le lecteur consultera
avec profit le bel article de Ball [Bad] dans le Handbook of the Geometry of Banach
spaces.
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THEOREME 1.7 (K. Ball, [Ba2]). — Toutes les sections k-dimensionnelles d’un cube
N-dimensionnel de volume 1 ont un volume (k-dimensionnel) magjoré par

)"

Démonstration. — La démonstration va mettre en lumieére la parfaite adéquation
de la version de Ball de I'inégalité de Brascamp-Lieb. Prenons pour cube C' de vo-
lume 1 Pensemble [—1/2,1/2]" dans RY ; soit (e;)}; la base canonique de RY, soit
E un sous-espace de dimension k; en projetant sur E l'identité évidente Idgzy =
Zévzl €; ® e, on obtient Idg = Zjvzl cjvj ® vj, oll c;/zvj est la projection orthogo-
nale de e; sur E et |v;| = 1. Les points  de ENC sont caractérisés par les inégalités
1/Zvj)| < 1/2,j = 1,...,N, donc lindicatrice de E N C est le produit des

|2 - (Cj
fonctions f;(x - v;), out f;(t) = 1[—1/2,1/2] (c;/2t). D’apres le théoreme 1.5,

N

N N
X Cj —ci/2
|EﬁC|k=/ I fita -0 d$<H(fj(t)dt) =11
Ej=1 j=1 j=1
Sachant que Zjvzl ¢j = k, 'expression est maximale quand les ¢; sont égaux, ce qui
donne le résultat. O

2. TRANSPORT OPTIMAL

On trouve Gaspard Monge a l'origine lointaine de la théorie du transport optimal ;
dans [Mon], il pose le probleme du transport optimal d’une masse de terre vers un
emplacement de méme volume ; pour Monge, le cotit du transport est mesuré dans L,
c’est-a-dire que I’élément de cotit de du transport d’un élément de masse dm placé au
point z et transporté au point Tz est dc = | — T'z| dm. La théorie devient beaucoup
plus agréable lorsqu’on cherche & minimiser le cofit quadratique |x — Tx|> dm : étant
données deux mesures finies p et v de méme masse sur R™, on cherche & réaliser

min{/Rn |x — Tx|2du(x)},

Iinf étant pris sur toutes les transformations T telles que T'(u) = v ('image de
par T est v). Au milieu du Xx° siecle, Kantorovitch exprime la question du transport
optimal comme un probléeme de programmation convexe ; on parle alors du probleme
de Monge-Kantorovitch. Cette théorie a une histoire riche qui ne sera pas évoquée ici.

A la fin des années 90, Yann Brenier [Bre] montre que, sous certaines hypotheses, le
transport optimal 7' d’une mesure finie & densité f(x) dx sur R" vers une autre mesure
a densité g(y) dy de méme masse est donné par le gradient d’une fonction convexe u,
fonction unique a une constante pres. Robert McCann a assoupli les conditions d’exis-
tence.
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THEOREME 2.1 (McCann [MC1]). — Si p et v sont deuz probabilités sur R", et si u
ne charge aucun ensemble borélien de dimension de Hausdorff n — 1, il existe une
fonction u conveze sur R™ telle que l'image de pu par Uapplication p-presque partout
définie Vu soit égale a v. Siuy et ug sont deux solutions, la différence Vu; — Vug est
nulle p-presque partout.

Quelques commentaires s’imposent; la fonction convexe u est a valeurs dans
RU{+0c0}; elle est continue dans lintérieur de ensemble convexe dom(u) =
{z : u(z) < +o0}, et on sait qu'elle y est différentiable, sauf sur un sous-ensemble de
dimension de Hausdorff < n — 1; pour pouvoir définir la mesure image v en posant
v(B) = p((Vu)~1(B)) pour tout borélien B, il suffit que Vu soit défini p-presque
partout. Le résultat de McCann est tres général, mais il oblige a travailler avec des
notions de calcul différentiel généralisé, telles que le Hessien au sens d’Alexandrov.
Une autre approche, initiée par Luis Caffarelli immédiatement apres Darticle de
Brenier, est d’utiliser des théoremes de régularité de solutions d’une équation de
Monge-Ampere pour pouvoir affirmer que le transport de Brenier est régulier sous
certaines conditions (on est content quand u est C2, ce qui donne un transport C1).

En dimension un, il n’y a qu’une fagon raisonnable de définir ce transport optimal :
pour transporter la probabilité f(z)dz sur la probabilité g(y)dy, on introduit la
fonction croissante T'(t) définie par

() [ swa= [ 7:) o(y) dy.

La fonction convexe u n’apparait pas naturellement, mais il suffit de prendre une
primitive quelconque de la fonction croissante T' pour obtenir u, et ’étude de la régu-
larité de u est évidente. Passons au cas multi-dimensionnel ; notons V u le gradient
de u au point z, et de méme pour le hessien H,u. Supposons que la mesure f(z)dx
soit envoyée sur g(y) dy par le changement de variable régulier y = V,u. Alors

9(Vzu) det(Hyu) = f(x),
donc u satisfait I’équation de Monge-Ampeére

f(z)
9(Vau)

Si on a une propriété minimale de régularité pour Vu, un argument de bootstrap et

det Hyu =

les résultats de régularité connus pour 'équation de Monge-Ampere entrainent que
u est réguliere quand f et g le sont, sous une certaine condition géométrique sur les
supports (Caffarelli, [Cal]).

Faisons un commentaire élémentaire sur cette condition géométrique. Il est évident
que la régularité de 'application u est rompue si on doit transporter, par exemple, la
mesure de [—1,1] sur la mesure de I’ensemble non connexe [—2, —1]U[1, 2]; mais c’est
la convexité de 'image qui est le véritable enjeu. Si on transporte une mesure dont le
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support est R™ sur une autre mesure par le gradient d’une fonction convexe réguliere u,
Papplication gradient donnera de R™ une image dont 'intérieur est convexe. Ainsi,
il n’est pas possible de transporter de fagon réguliere la mesure de Gauss 7, sur la
mesure de Lebesgue d’un ouvert non convexe, par un transport de la forme Vu, avec
u convexe. Les bons résultats de régularité sont obtenus lorsque la mesure image est
portée par un ensemble convexe C, et qu’elle possede une densité g, réguliere et bornée
inférieurement sur C.

McCann [MC2] a généralisé le transport de Brenier au cas des variétés rieman-
niennes. Il s’agit encore d’un transport optimal pour le cotit quadratique. Pour appré-
hender cette généralisation, il faut reformuler le transport de Brenier par un gradient
Vu en termes de déplacement : a chaque point x, on associe le vecteur V, = Vou—x;
on obtient le point Tz en se déplagant a partir de x sur la géodésique tangente a V,
dans le sens donné par V,,, et d’une longueur égale & |V,,|; on peut voir ce vecteur V,
comme le gradient d’une nouvelle fonction v(z) = u(x) — |z|?/2. C'est sous cette
forme que le résultat est généralisé : il existe une fonction v sur la variété telle que
Tz = exp, (V,v) pour u-presque tout x, mais nous n’entrerons pas dans les détails.

L’inégalité de Prékopa-Leindler a été généralisée dans [CMS] au cas des variétés
riemanniennes, mais a ma connaissance, elle attend encore a ce jour des applications
qui soient au niveau des applications de 'inégalité classique.

2.1. Quelques applications du transport

On va donner quelques exemples simples, oll on mettra en avant la grande simplicité
de l'idée, en laissant malhonnétement de c6té les précautions techniques nécessaires.
On va aussi laisser de c6té un grand nombre d’autres aspects, qu’on pourra trouver
dans la monographie de Cédric Villani [Vil].

2.1.1. Preuve de linégalité de Prékopa-Leindler par transport (McCann). — Suppo-
sons que le triplet (go, ge, g1) satisfasse les hypotheses de Prékopa-Leindler (Hpyz2),
que [go = [ g1 et que le gradient Vu d’'une fonction convexe transporte la me-
sure go(z) dx sur la mesure g1 (y) dy. Alors, en effectuant le changement de variable
z=(1-0)x + 0 V,u, en utilisant ’équation de transport ¢g1(V,u) det Hyu = go(x),
le fait que le Hessien de u est positif et la concavité de la fonction A — Indet A sur
le convexe des matrices réelles symétriques définies positives, on obtiendra la chaine
d’inégalités

/gg(z) dz > /gg((l — )z + 0 Vyu) det((1 — 0)1, + 0 Hyu) d

= /90($)17991(V$u)9(detHIu)G dx

- o ([ *(f s
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Avec Knothe [Kno|] on avait déja en 1957 une preuve de Brunn-Minkowski par une
sorte de transport, qui est certainement moins élégante que celle obtenue par le trans-
port de Brenier, mais ou les problemes de régularité ne se posent pas. L’application
de Knothe peut se décrire ainsi en dimension deux : on se donne deux probabi-
lités du(x1,x2) = f(x1,22)dr1dre et dv(yi,y2) = g(y1,y2) dyrdys=; on transporte
fi(z1) daq, ou fi(z1) = [ f(x1,22) dzo sur g1(y1) dya, définie de fagon analogue, par
un transport 1-dimensionnel 77 ; on transporte ensuite la section en x1 de pu, renor-
malisée en probabilité par produit avec fi(x1)~!, sur la section en Tj (1) de v, renor-
malisée, par un transport 1-dimensionnel 75 dépendant de z ; la matrice jacobienne
de l'application de Knothe est triangulaire.

2.1.2. Preuve de linégalité de Sobolev par transport (Gromov). — Supposons que f
soit une fonction > 0 réguliere & support compact sur R”, et que [ /("= = |B,,|, le
volume de la boule unité de R™. La mesure f(z)™ (=1 dz est envoyée sur la mesure
de Lebesgue de la boule unité de R™ par une application de la forme Vu, avec u
convexe. Il en résulte que |Vu| < 1 sur le support de f. En utilisant ’équation de
transport et I'inégalité arithmético-géométrique, on obtient

IBnlz/f”/("*” =/ff1/<"*1>:/f(detﬂu)1/n

<%/fAu:—%/Vf.Vu<%/|vf|-

Si on rétablit 'homogénéité, on retrouve I'inégalité de Sobolev optimale

(n—1)/n 1
n/(n—1) -
(/nf ) S QB /R VI

On peut aussi obtenir par transport les inégalités de Sobolev L, avec constantes
optimales (voir [CNV]).

2.1.3. Preuve de l’inégalité de Brascamp-Lieb par transport. — La preuve de Barthe
pour le théoreme 1.5 utilise le transport dans son cas élémentaire, celui de la dimension
un, mais Barthe montre aussi dans [Bar] I'inégalité plus générale de Lieb, qui demande
d’utiliser le transport en plusieurs dimensions. On considére g(t) = e_tz, on suppose
que | f; = [ g pour chaque j = 1,..., N et on suppose aussi f; > 0. On définit T} (¢)

/_too fi(z) de = /Tj(t) 9(y) dy;

— 0o

par ’équation

on a f;(t) = g(T;(t)) T;(t). Désignons par u; la fonction (strictement) convexe sur R
!/
= t

J
telle que u’; = Tj et u;(0) = 0. On définit une fonction convexe u sur R" par

J

N
VeeR", wu(z)= chuj(x - v5),
j=1
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ot les (v;), (¢;) vérifient la relation (J). On va s’intéresser & la transformation T
de R™ définie par

N
r€eR" = Tr = chTj(x -v;)v; = Vau
j=1
et l'utiliser comme changement de variable dans R"; en effet, la stricte convexité
de u et sa croissance & 'infini garantissent que Vu est bijective sur R"; la matrice
jacobienne de T' au point x est

N
!/ _ Reald . . . .
T'x = E ¢;Ti(x - vj)v; @ vj;
j=1
on utilisera la majoration

N
(2) ‘Z a;Cjv;
j=1

et Iestimation

N N
(3) det (Z a;jciv; ® vj) > H ay’,
j=1

=1

2 N )
‘ SE cj aj

Jj=1

ou les (a;) sont des réels positifs. On aura donc en posant £; = z - v; pour z € R", en
utilisant les équations pour les transports T et les inégalités (2) et (3)

N N N
/anr_[lfj(fj)Jda:szj[[lg@j(fj))Jj_HlTj(fj) ) do

ol N
N /n eXp(_ ch(Tj(ﬁj))2> H /(&) da
Jj=1
N

< /n exp(—|Tx|?) det(z T;(&)civ; @ vj) dx

Jj=1

= /n e 172" det(T"z) da: = /n e W dy = (/Rg)n = lj_v[(/R fj)cj'

Jj=1

Revenons aux inégalités (2) et (3) ; I'inégalité (2) résulte du fait que les vecteurs c}/ 2vj
peuvent étre vus comme les projections d’une base orthonormée w, ..., wy de RY :
si (wjk)p_, désigne les coordonnées de c;/ 2vj, la relation (J) montre que les colonnes
(wj,k)év:l, k =1,...,n sont orthonormées, et on peut par conséquent les compléter
en une matrice orthogonale qui fournit les vecteurs wq,...,wy.

Prouvons (3) : si (e;)"_; est une base orthonormée de R", si Det désigne le déter-

minant de n vecteurs par rapport a cette base et si M = Zjvzl M; est une somme de
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matrices n x n de rang 1, on voit que det M est égal a

N N N
Det(ZMj ero Y M; en) = Y Det(My er,.... My, en) = det M;
Jj=1 Jj=1 Jiseenin=1 I
ol la somme est étendue & tous les sous-ensembles I & n éléments de {1,..., N}, et on
on aposé M; = Ejel M; ; comme les M sont de rang 1, les j1,. .., j, qui donnent une
contribution non nulle dans le terme central sont des entiers deux a deux distincts;
on obtient la derniere égalité en regroupant selon les valeurs de I = {ji,...,jn}. Si
A= Zj\]:l a;M;, le méme développement montre que det A =5, a’ det M;, ot on a
posé al = [jerajssi Mj =cjuj®vj, ona M =1, donc }; det M; = 1. L’inégalité
arithmético-géométrique donne alors

N

(4) detA 2 H(al)detMI — ajzz;je, dEtMI.
1 j=1

Mais Z#i ¢;v; ® vj est égal & I,, — ¢;v; ® v;, dont le déterminant est

Z detM[ =1 — Ci,

I:i¢1
ce qui montre que » ;.. det M; = ¢; pour tout i = 1,..., N, et donne le résultat
voulu (3) & partir de I'inégalité (4).

2.1.4. Questions gaussiennes. — Caffarelli [Ca2] a remarqué que le transport de Bre-
nier est contractant quand on transporte la probabilité gaussienne +,, sur une proba-
bilité p de la forme e~ lzl*/2—¢(2) dx, ¢ convexe. Le caractere contractant de T' peut
étre utilisé pour transporter certaines inégalités vraies pour =, en inégalités pour p.
On peut aussi utiliser ce résultat dans le probleme de la corrélation gaussienne ([Col],
voir aussi [Ha2] pour un résultat connexe). La conjecture de la corrélation gaussienne
prévoit que
(AN B) = vn(A) yn(B)

lorsque A, B sont deux convexes symétriques dans R™. Elle est prouvée dans R? [Pit],
mais seuls quelques cas particuliers sont connus en dimension plus grande (voir par
exemple Gilles Hargé [Hal]).

3. QUELQUES RESULTATS EN GEOMETRIE GAUSSIENNE

L’inégalité isopérimétrique gaussienne du théoreme 1.3 peut se montrer a partir
de l'isopérimétrie sur la sphere (Borell, Sudakov-Tsirelson), par des techniques de
symétrisation (Ehrhard) ou par des méthodes de semi-groupes. Posons pour tout x
réel

o(z) = (2m)"V2e 2 o cb@:):[ dm:/ o(t) dt

x
—0o0
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la fonction isopérimétrique gaussienne I est définie par I(t) = ¢ o ®~1(¢) pour tout
t € [0,1], clest-a-dire quion a I(t) = (27)~Y/2e~*"/2 exactement quand t = [ dn.
Le résultat du théoréme 1.3 se reformule ainsi : pour tout fermé A C R™, on a

(5) Yo (A) 1= liminf =77 (7 (A2) = m(4)) 2 I(3a(4)),

ou A. est le e-épaississement de A pour la distance euclidienne. Autrement dit, si on
définit s € R par équation v,(A) = [°__dvyi, on a v} (A) > (2m)~ /2 e=*"/2. 1l est
clair que cette inégalité est une égalité pour les demi-espaces affines de R".

Bobkov [Bob] a montré une forme fonctionnelle pour Iisopérimétrie gaussienne :
pour toute fonction f localement lipschitzienne de R™ dans [0, 1], on a

) ([ o)< [ VEOTIT

On voit que ce résultat contient 'information isopérimétrique précédente en prenant
pour f une fonction égale a 1 sur A, et décroissant vers 0 autour de A, pour s’annuler
hors de A.. Bobkov déduit ce résultat d’une inégalité a deuz points : pour tous a,b €
[0,1],

o () eqfre () o ()

Utilisant les propriétés de tensorisation de cette inégalité et le théoreme central limite,
Bobkov montre que (7) implique (6). Comme il est noté dans [Bob], I'inégalité (6)
pour R™ peut aussi se déduire de (5) pour R"™! en choisissant pour A € R™ x R le
sous-graphe de ® ! o f; en fait cette remarque est déja chez Ehrhard, mais le point
remarquable de 'article [Bob] est que (6) y est déduite de l'inégalité élémentaire
pour deux points; on peut aussi transcrire la preuve de Bobkov dans le langage des
semi-groupes ou des martingales browniennes (voir [CHLY).

Ehrhard a montré dans [Ehr] un renforcement de l'inégalité de Brunn-Minkowski
gaussienne (1) : si A, B sont deux ensembles convexes fermés non vides dans R", on a

7 (yn((L = A +1B)) > (1= 1) &~ (yu(A)) + 27 (va(B))

pour tout ¢ € [0, 1]. Cette propriété est plus forte que celle de I'inégalité (1), car pour
tous a,b € [0,1] ona (1—t) @~ (a)+t P~ (b) = &~ (a' ~'b) ; cette dernitre inégalité
provient par exemple de I'inégalité de Brunn-Minkowski gaussienne (1) dans R, appli-
quée aux deux intervalles |—oo, @1 (a)] et ]|—oc, @~1(b)]. Donnons une interprétation
plus géométrique de I'inégalité d’Ehrhard : si H4 et Hp sont deux demi-espaces affines
limités par deux hyperplans paralleles, et si v, (Ha) = Yn(4), Yn(Hp) = Ya(B), la
mesure gaussienne de (1 —t)A+tB est au moins celle du demi-espace (1 —t)H 4 +tHp.

La question de savoir si la convexité de A et B est nécessaire dans l'inégalité
d’Ehrhard est restée longtemps ouverte. Rafal Latala [Lat] a généralisé au cas ou
un seul des ensembles A, B est convexe et trés récemment Borell [Bo2| a étendu le
résultat a deux fermés quelconques ; sa méthode se formule en termes de semi-groupes
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ou d’équation d’évolution. Elle aura probablement d’autres retombées : on a déja pu
montrer [BaC] qu’elle donne une preuve stochastique de 1'inégalité Brascamp-Lieb
inverse (théoreme 1.6).

Les mesures des dilatés d’un convexe symétrique C' ont également un comportement
intéressant ; il résulte de Prékopa-Leindler que ¢ — In~,, (tC) est concave sur |0, +o00|.
La B-conjecture, démontrée récemment [CFM], dit plus : la fonction ¢ — In~, (e’ C)
est concave sur R. Latala et Oleszkiewicz [LaO] ont montré la S-conjecture, dont la
seule preuve connue a ce jour est tres compliquée ; elle emprunte dans son début des
idées d’Ehrhard. Le résultat est le suivant : si on envisage ’accroissement de volume
gaussien produit en passant d’un convexe symétrique C' a un homothétique tC, ¢ > 1,
laccroissement est minimal pour une bande symétrique B = {z € R" : |z1] < b} telle
que 7 (B) = m(C),

Vi1, v@(C) = v.(tB).

4. DEVELOPPEMENTS PLUS RECENTS AUTOUR DE PREKOPA

Ball, Barthe et Naor [BBN] ont récemment donné une expression utile pour la
dérivée seconde en 0 de la fonction ¢ définie par

o) _ / o2 gy

sur un intervalle réel contenant 0. Ils montrent (dans un langage équivalent) le résultat
suivant : désignons par Hy la forme quadratique sur R™ x R définie par le Hessien
de ¢ au point y = (y,0) et par Hyv la matrice hessienne au point y d’une fonction v
définie sur R™ ; on a

(8) "0 0"(0) = inf{ / e 200 (Hy ) (Vy0,1) + tr((Hy0)?) ) dy |

ou l'inf est pris sur I’ensemble des fonctions v.

n

Si ¢ est convexe du couple (z,t), le résultat sera bien str > 0, ce qui redonne le
résultat de Prékopa. On a déja pu trouver une application de cette formule, ou la
présence du terme positif tr((H,v)?) permet d’obtenir la convexité de ® dans des cas
ol ¢ n’est pas convexe [CFM].

Artstein, Ball, Barthe et Naor [ABBN] utilisent cet ingrédient pour montrer la
croissance avec n de I’entropie de la suite des variables Z,, = n=1/2 X1+ +X0)
qui apparaissent dans le théoréme central limite (les (X;) sont des variables aléatoires
indépendantes de carré intégrable, de méme loi). Auparavant, on ne savait établir la
croissance de 'entropie que sur la sous-suite (Zan ).

Une approche heuristique pour le résultat sur ®”(0) est la suivante : pour ¢ tendant
vers 0, on peut introduire la fonction convexe u; sur R™, nulle en 0, dont le gradient
transporte la probabilité e®(©) e=¢(@:0) gy sur e®(®) ¢=¢(@1) dr: la fonction v = 1o,
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dérivée par rapport a t au point ¢ = 0, est un bon candidat pour minimiser I’expression
ci-dessus. En fait, cette approche est difficile a mettre en ceuvre, et il est plus facile de
traiter directement 1’équation obtenue comme limite de 1’équation de Monge-Ampere
satisfaite par u¢, ce qui conduit & un opérateur linéaire du type Ornstein-Uhlenbeck.

Supposons que ®(0) = 0, de sorte que du(z) = e~ ¢ dz soit une probabilité, et
supposons qu’on puisse dériver deux fois sous le signe somme qui définit ®. Le calcul
direct de la dérivée seconde ®(0) donne

9) i) = ([ wodn) + [ (0 ¢d)dn,

ol g représente la fonction  — ¢(x,0) ; de méme @g, o représentent dans ce qui suit
les fonctions sur R"™ obtenues en fixant ¢ = 0. La proposition qui suit ne prétend pas
donner le résultat le plus général. On remarquera que si on veut prouver la convexité
de ® dans un intervalle autour de 0, on peut se permettre de modifier ¢ de fagon
a vérifier les hypotheses ci-dessous, et d’obtenir ® comme limite simple de fonctions
convexes, si les fonctions modifiées @ donnent des ® & dérivée seconde positive.

PROPOSITION 4.1. — On suppose que o est de classe C? sur R™, que po € La(u)
et go € Li(p), et que ®(0) est donné par la formule (9). Dans ce cas, ®(0) est donné
aussi par la formule (8), ot linf est pris sur l’ensemble des fonctions v de classe C*
a support compact.

Démonstration. — Considérons 'opérateur différentiel L = A — (Vo) - V, agissant
sur l’espace Cfomp des fonctions & support compact de classe C? sur R™. Il est bien

connu et facile & vérifier que la transformation isométrique U de La(p) sur Lo(R™)
définie par Uf = e~ #°/2 f transforme Popérateur —L en l'opérateur S = —A + V,
avec V = 1|Vipo|2 — £ Agg ; si g = Uf, on voit facilement que

<—Lf7f>Z/IVflzdu=An(|V$g|2+V(x) Ig(x)lz) dz = (-Ag+Vg,g).

On va montrer que 'image par L de CZ,  est dense dans le sous-espace Hy de La()
formé des fonctions h telles que [ hdp = 0. Sinon, il existerait une fonction f € Hy
non nulle orthogonale a toutes les Lh, ce qui implique que g = U f est orthogonale a
toutes les —Ayp 4+ Vb, ¢p € D(R™). On a donc Ag = Vg dans D’(R"™), ce qui entraine
que g € H2_(R") par la théorie classique. Si § € D(R"), on a g € H*(R"™) et on note

(en utilisant la nullité de I'intégrale de la divergence de #2gVg) que

[ (1960)P +%9n9) = [ vopg®
R™ R™

En supposant que § = 1 dans un voisinage de 0, en introduisant 0 (z) = 6(x/k) pour
tout k£ > 1, et en utilisant la relation Ag = Vg, on trouve que

[ (1960 +Vioea?) = [ 198,262 0.
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ce qui implique en revenant & f que [ |V f|?dp = 0; la fonction f est par conséquent
constante, donc nulle puisqu’elle est d’intégrale nulle. On atteint une contradiction
qui montre que 'image de L est dense dans Hy (on pourra trouver l'origine du calcul
précédent chez Christian Simader [Sim]). On en déduit que

(/<p0du)2 :min{/(h—cpo)Qdu : heHO} :ixq}f{ /(Lv—¢)0)2du},

ot v varie dans CZ,,, . On a déja observé que — [(Lv) ¢odp = [ Vv - Vodu; en
intégrant par parties, et avec la relation formelle VL = LV — V2 - V, on trouve

/(Lv)2 dp = — /(VLU) -Vovdp = /(v% V20 + (Vg - V) - V) dp.

On voit que V2v - V20 est le carré de la norme Hilbert-Schmidt du Hessien Hv de v,
égal & tr((Hv)?). Ainsi, on a montré que ®(0) est I'inf en v de

/ (Lo — go) du + / (G0 — ¢8) du = / ((Lv)? — 2(Lv) o + o) dp =

/((Vgsﬂo - V) - Vo 42V - Vo + o + tr((Hv)?)) dp,

qui coincide avec I’expression attendue. O

4.1. Le cas complexe

Les ensembles pseudo-convexes jouent dans une certaine mesure en analyse com-
plexe le role des ensembles convexes, et les fonctions pluri-sous-harmoniques celui des
fonctions convexes. On pourrait se demander si la fonction ® définie sur C par

e—<1><z>:/ 002 gy

est sous-harmonique lorsque ¢ est pluri-sous-harmonique sur C" x C, mais on sait
depuis longtemps que cet énoncé trop général n’est pas vrai. Bo Berndtsson [Ber]
a trouvé certaines conditions qui garantissent néanmoins ce résultat, et Dario Cor-
dero [Co2] a remarqué que ce résultat de Berndtsson s’applique & certaines quantités
géométriques liées a l'interpolation complexe en dimension finie. Par exemple, le vo-
lume de la boule unité de I'espace Ay de la théorie de Calderén est log-concave par
rapport a 6 € [0,1]. Ce résultat donne une preuve de I'inégalité de Santalé dans le cas
d’espaces normés complexes.

L’inégalité de Santal$ dit que le produit des volumes |C||C°| d'un convexe symé-
trique C' de R™ et de son polaire C° est maximal pour la boule euclidienne. Si on se
place dans C", si C est la boule unité de I'espace normé complexe Ay = X = (C", ||.|)),
on sait que la boule unité de X* est le polaire C°, et que l'interpolé de Calderéon
(X, X*)1/2 est isométrique a C" muni du produit scalaire usuel. Le résultat précédent
donne donc Santalé dans le cas de boules unité complexes, mais il donne aussi un
résultat pour les volumes calculés avec certaines mesures log-concaves.
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