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EXEMPLES D’INSTABILITÉS

POUR DES ÉQUATIONS D’ONDES NON LINÉAIRES

[d’après G. Lebeau]

par Guy MÉTIVIER

1. INSTABILITÉ DES ÉQUATIONS D’ONDE SURCRITIQUES

Dans l’étude des équations hyperboliques non linéaires, l’équation d’onde

(1) (∂2
t − ∆x)u + |u|p−1u = 0 , u|t=0 = u0 , ∂tu|t=0 = u1 ,

est un modèle de base pour l’analyse mathématique. On s’intéresse ici au cas de la

dimension trois (x ∈ R
3) et, pour simplifier, on se limite au cas où p est un entier

impair (|u|p−1u = up). En multipliant l’équation par ∂tu et en intégrant par parties,

on voit que, formellement, on a conservation de l’énergie E(u(t)) := E
(
u(t), ∂tu(t)

)

avec :

(2) E(u0, u1) :=

∫

R3

(1

2
|u1|2 +

1

2
|∇xu0|2 +

up+1
0

p + 1

)
dx .

L’existence et l’unicité de solutions fortes du problème de Cauchy est bien connue

dans le cas sous-critique p 6 3 et dans le cas critique p = 5 (voir par exemple [13],

[16], [6], [4], [15], [11], [1]). En particulier, le semi-groupe solution St : (u(0), ∂tu(0)) 7→
(u(t), ∂tu(t)) est uniformément lipschitzien sur les bornés de Ḣ1 × L2.

Dans le cas surcritique (p > 7), on dispose simplement d’un théorème d’existence et

d’unicité locales des solutions régulières et, pour des données de Cauchy dans l’espace

d’énergie, d’un théorème d’existence globale sans unicité de solutions faibles bornées

dans l’espace d’énergie, i.e. vérifiant E(u(t)) 6 E(u0, u1). Un corollaire du travail de

G.Lebeau [10] est que le problème de Cauchy (1) surcritique (p > 7) est mal posé au

sens de Hadamard. Compte tenu du théorème local d’existence et d’unicité, l’obstacle

vient de l’évolution des singularités. G.Lebeau considère le cas le plus simple d’une

singularité ponctuelle (à l’origine) et de solutions radiales, c’est-à-dire invariantes par

rotation. Un corollaire du résultat de G.Lebeau est le suivant :
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64 G. MÉTIVIER

Théorème 1.1. — Si p est un entier impair supérieur ou égal à 7, il existe des

familles de données initiales radiales uδ = (uδ
0, u

δ
1) et vδ = (vδ

0 , v
δ
1), C∞ en dehors de

l’origine, d’énergie bornée par 1, dont la différence est asymptotiquement nulle dans

l’espace des fonctions C∞ plates à l’origine :

lim
δ→0

∥∥|x|−k(uδ − vδ)
∥∥

Hs×Hs−1 = 0 , ∀ k, s

telles que toutes les solutions faibles radiales uδ, vδ de (1) (il en existe) vérifient

(3) lim inf
δ→0

∥∥uδ(tδ) − vδ(tδ)
∥∥

Lp+1(R3)
> 0 ,

où tδ → 0 quand δ → 0.

Ce résultat d’instabilité montre que le problème de Cauchy (1) est mal posé au sens

de Hadamard. En supposant que les opérateurs solutions St existent, pour tout T > 0

arbitrairement petit, la famille {St}t∈[0,T ] n’est pas équi-uniformément continue sur

les boules de l’espace d’énergie.

Pour les solutions radiales, en dimension trois, on pose u(t, x) = rg(t, r), avec

r = |x|. L’équation s’écrit

(4) (∂2
t − ∂2

r )g +
gp

rp−1
= 0 , g|t=0 = g0 , ∂tg|t=0 = g1 .

Pour cette équation, tous les p sont sous-critiques (en dehors de r = 0) et par vitesse

finie de propagation, pour des données initiales lisses dans {r > 0}, on a existence,

unicité et régularité de solutions faibles (radiales) dans {t < r} (sous le cône d’onde).

G.Lebeau construit ses solutions uδ à l’aide de solutions de (4) dont les données

initiales g0 et g1 sont à support compact, de classe C∞ en dehors de l’origine, et

vérifient

(5) g0(r) ∼ rγ
(
c0 + c1r

β + . . .
)
, g1(r) ∼ rγ−1−β

(
d0 + d1r

β + . . .
)
.

Les paramètres β et γ sont tels que :

(6)
p − 2

p + 1
< γ <

p − 3

p − 1
, β =

p − 3

2
− γ

p − 1

2
> 0 .

Ce choix assure en particulier que l’énergie initiale

E(g0, g1) :=

∫ ∞

0

(1

2
|g1|2 +

1

2
|∂rg0|2 +

gp+1
0

p + 1

)
dr

est finie. Étant donné les deux suites de coefficients (c0, c1, . . . ) et (d0, d1, . . . ) avec

(c0, d0) 6= (0, 0), l’idée de G.Lebeau est de construire et contrôler sur un cône t 6 cr

(avec c < 1 petit) deux solutions g et g′ associées à des données initiales (g0, g1) et

(g′0, g
′
1) vérifiant toutes deux (5), mais qui diffèrent significativement sur une courbe

t = t(r) << r. Plus précisément, on montre que

(7)

∫

Jδ

|(g − g′)(tδ , r)|p+1 dr

rp−1
> c|Jδ| δγ(p+1)−(p−1),
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(911) ÉQUATIONS D’ONDES NON LINÉAIRES 65

où Jδ est un certain intervalle centré en δ > 0 et de longueur ≈ δ2+β/tδ << δ et tδ
une suite tendant vers 0. On renvoie à [10] pour un énoncé précis.

Pour ce faire, on utilise un changement d’échelle. On introduit les nouvelles va-

riables

(8) t = ~s , r = ~x g(t, r) = ~
γf(s, x) .

Avec h = ~
β, l’équation devient

h2(∂2
s − ∂2

x)f +
fp+1

xp−1
= 0 f|s=0 = f0 , ∂sf|s=0 = f1

et (5) devient

f0(x) ∼ xγ
∑

k>0

hkckxkβ , f1(x) ∼ xγ−1−β
∑

k>0

hkdkxkβ

On se ramène alors à étudier des solutions de (9) dans un voisinage de s = 0, x = 1.

Revenant à la notation habituelle t pour la variable de temps, on s’est donc ramené

à étudier au voisinage de t = 0, x = x0 6= 0, un problème de la forme

(9) h2(∂2
t − ∂2

x)u +
∂F

∂u
(x, u) = 0 u|t=0 = u0 , ∂tu|s=0 = u1

(10) u0(x) ∼
∑

k>0

hkak(x) , u1(x) ∼
∑

k>0

hkbk(x) ,

avec F (x, u) = up+1/(p + 1)xp−1. L’objectif est de montrer l’instabilité du problème

(9).

Théorème 1.2. — Il existe une fonction t(h) qui tend vers zéro avec h et des familles

de données initiales uh = (uh
0 , uh

1 ) et vh = (vh
0 , vh

1 ) bornées dans C∞ sur l’intervalle

{|x− x0| 6 r}, telles que les solutions uδ, vδ de (9) sont définies sur Ω = {|x− x0|+
t 6 r, 0 6 t 6 t(h)} et vérifient

(11) uh − vh = O(h∞) et
∥∥(uh − vh)|t=t(h)

∥∥
L2 > c .

2. UN PEU D’OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE FORTEMENT NON

LINÉAIRE

Les résultats classiques sur le problème de Cauchy montrent que (9) possède une

unique solution régulière sur un intervalle de longueur ≈ h. L’objectif serait de

construire des solutions sur les temps d’ordre O(1). L’optique géométrique propose

de chercher des solutions de la forme

(12) uh(t, x) = U
(
t, x,

ϕ(t, x)

h

)
, U(t, x, θ) ∼

∑

k>0

hkUk(t, c, θ),
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66 G. MÉTIVIER

où les Uk(t, x, θ) sont des fonctions régulières, 2π-périodiques en θ, et où la phase ϕ

décrit les oscillations rapides dues au facteur h2∂2
t de l’équation. Comme il n’y a pas

d’oscillations initiales on impose ϕ(0, x) ≡ 0.

Une littérature très abondante est consacrée aux calculs de développements de ce

type pour des équations non linéaires et à leur justification (voir par exemple [17] [12],

[8] et leur bibliographie). Le régime standard de l’optique géométrique dite faiblement

non linéaire (cf. [7]) correspond à des solutions de la forme u(t, x) = hU(t, x, ϕ/h) ou

à des non linéarités de la forme V (x)u+hF1(x, u). Cette situation est maintenant bien

comprise (cf. [8]). Dans le cas d’amplitudes supérieures (u = hκU(t, x, ϕ/h), κ < 1)

la situation est plus délicate. L’existence de solutions formelles ne peut avoir lieu

que sous certaines hypothèses de structure pour les équations (appelées conditions de

transparence dans [9], et qui, pour les équations quasi-linéaires correspondent à des

conditions de dégénérescence linéaire de la valeur propre, cf. [2]). Le point important

est que les conditions d’existence de solutions BKW ne garantissent pas leur stabilité.

En particulier, l’existence de solutions exactes ayant le développement formel trouvé

n’est pas garantie (cf. [9], [2]). C’est exactement le phénomène observé par G.Lebeau

pour les équations d’ondes (9). D’une part, il précise la construction de solutions

formelles esquissée dans [17] et d’autre part il montre leur instabilité.

En reportant (12) dans (9), on obtient la suite d’équations

σ2∂2
θU0 + F ′

u(x, U0) = 0 ,(13)

σ2∂2
θU1 + F ′′

u,u(x, U0)U1 + T∂θU0 = 0 ,(14)

σ2∂2
θUk + F ′′

u,u(x, U0)Uk + T∂θUk−1 + �Uk−2 + Rk(x, U0, . . . , Uk−1) = 0 .(15)

avec � = ∂2
t − ∂2

x,

(16) σ2 = (∂tϕ)2 − (∂xϕ)2 , T := 2ϕ′
t∂t − 2ϕ′

x∂x + �ϕ ,

et Rk est une fonction lisse de ses arguments. On obtient de même les conditions

initiales

Uk(0, x, 0) = ak(x) ,(17)

ϕ′
t(0, x)(∂θUk)(0, x, 0) + (∂tUk−1)(0, x, 0) = bk(x) .(18)

(on a utilisé que ϕ(0, x) = 0).

Théorème 2.1. — La suite d’équations (13)–(18) possède une unique solution for-

melle (U, ϕ) avec U =
∑

hkUk.

Pour la preuve, on renvoie à [10]. On esquisse ici le début de la construction, qui

est la détermination de ϕ et U0. La grande différence avec l’optique faiblement non

linéaire est que l’équation « eikonale » pour ϕ est couplée à l’équation de transport

pour U0 (cf. aussi [14] dans le cas quasi linéaire).

1) Comme σ est indépendant de θ, l’équation (13) est une équation différentielle

ordinaire en θ dépendant des paramètres σ et x. Pour σ et x fixés, les solutions

ASTÉRISQUE 294



(911) ÉQUATIONS D’ONDES NON LINÉAIRES 67

dépendent de deux paramètres. Fixer la période élimine un paramètre. D’autre part,

l’équation est invariante par translation en θ. Les solutions 2π-périodiques de (13)

sont donc

(19) U0(t, x, θ) = K
(
σ, x, θ + Θ(t, x)

)

avec Θ une fonction déphasage arbitraire et K(σ, x, θ) = xσ2/(p−1)G(θ), où G est

l’unique solution 2π-périodique de G′′ + Gp = 0 vérifiant G′(0) = 0, G(0) > 0. Par

ailleurs, les données initiales (17) (18) déterminent ∂tϕ|t=0 = σ|t=0 et Θ|t=0.

Remarque 2.2. — Dans le cas linéaire (ou faiblement non linéaire) (i.e. F ′
u(x, U0) =

V (x)U0, avec V > 0), toutes les solutions de (13) (i.e. une famille à deux paramètres)

ont la même période qui vaut 2π si ϕ vérifie l’équation eikonale σ2 = V . Dans le cas

fortement non linéaire, le paramétrage des solutions est radicalement différent : pour

tout σ, il y a une famille à un paramètre de solutions de période fixée.

2) L’équation (14) est une équation différentielle linéaire en θ pour U1 de la forme

LU1 = −T∂θU0 où L est le linéarisé de (13) en U0. L’invariance par translation de

(13) implique que L a un noyau. Plus précisément L est autoadjoint et a un noyau de

dimension un engendré par ∂θK(σ, x, ·+Θ). L’équation (14) admet donc une solution

2π-périodique si et seulement si le membre de droite

−T∂θU0 = −(T + Z(Θ)∂θ)∂θK(σ, x, · + Θ)

est orthogonal au noyau. On a noté Z = 2ϕ′
t∂t − 2ϕ′

x∂x. Cela conduit à l’équation :
∫ 2π

0

(
T∂θK + Z(Θ)∂2

θK
)
(∂θK) dθ = 0

ou encore, en notant

J(t, x) :=
1

2

∫ 2π

0

(∂θK)2dθ =
1

2
x2σ4/(p−1)

∫ 2π

0

(∂θG(θ))2 dθ,

(20) ∂tϕ∂tJ − ∂xϕ∂xJ + �ϕJ = 0 .

Avec (16), on voit que ϕ est déterminée par les équations

(21)

{
∂tq = ∂x(ρJ)

∂tρ = ∂x(q/J)
, ρ = ∂xϕ , q = ∂tϕJ .

Comme on connâıt ϕ|t=0 = 0 et ∂tϕ|t=0 par l’étape 1, on voit que ϕ est maintenant

bien déterminée.

Notant L0 l’opérateur L associé à Θ = 0 et L−1
0 son inverse partiel sur kerL⊥

0 , on

a donc U1(t, x, θ) = V1(t, x, θ + Θ(t, x)) avec

(22) V1 = λ1∂θK −L−1
0 (T∂θK) − Z(Θ)L−1

0 (∂2
θK)

et λ1 une fonction arbitraire de (t, x).

Les conditions initiales (17) (18) avec k = 1 déterminent λ1|t=0 et ∂tΘ|t=0.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2004



68 G. MÉTIVIER

3) L’équation (15) pour k = 2 est de la forme LU2 = F2(t, x, θ+Θ) où F2 s’exprime

à l’aide de K et V1 et est quadratique en V1. La condition de résolubilité
∫ 2π

0

F2(t, x, θ) ∂θK(t, x, θ) dθ = 0

s’écrit a priori sous la forme

Aλ2
1 + Bλ1 + C = 0.

Proposition 2.3. — On a A ≡ 0, B ≡ 0 et l’équation C = 0 s’explicite comme une

équation hyperbolique du second ordre pour Θ.

La première identité n’utilise que l’invariance par translation de (13). La seconde

exprime une compatibilité ou condition de transparence très forte des équations. Elle

utilise que U1 vérifie l’équation (14). Il est à peu près évident que C est un opérateur

du second ordre en Θ. L’hyperbolicité se vérifie directement.

Connaissant les données initiales de Θ par les étapes 1) et 2), on en déduit Θ, et

U0 est maintenant complètement déterminé.

L’équation (15) pour k = 3 détermine λ1 donc U1, puis les équations suivantes

permettent de trouver tous les termes Uk par récurrence.

3. LE MÉCANISME DE L’INSTABILITÉ

Par le procédé de sommation de Borel, le Théorème 2.1 permet de construire au

voisinage de (0, x0) des solutions approchées de (9), c’est-à-dire telles que

(23) h2(∂2
t − ∂2

x)uapp +
∂F

∂u
(x, uapp) = O(h∞) , uapp|t=0 = u0 , ∂tuapp|s=0 = u1

dont les données initiales vérifient (10). Le problème est maintenant de construire des

solutions exactes de (9), voisines de uapp. Les résultats standard de l’optique géomé-

trique, ici les méthodes banales de perturbation, nous disent que cela est possible pour

des temps t = O(h). Le problème est donc d’étudier la stabilité des solutions appro-

chées uapp pour des temps plus longs. L’optimum serait d’atteindre des temps O(1).

En fait, on va voir que pour des temps d’ordre h| ln h| des instabilités apparaissent.

Dans (9), effectuons le changement d’échelle t = hs, pour obtenir l’équation

(24) ∂2
su + F ′

u(x, u) = h2∂2
xu .

On obtient des solutions asymptotiques

(25) u ∼
∑

k>0

h2ku2k
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en résolvant la cascade d’équations :

∂2
su0 + F ′

u(x, u0) = 0 ,(26)

∂2
su1 + F ′′

u,u(x, u0)u1 = ∂2
xu0 ,(27)

etc.

(Le lecteur est invité à réfléchir aux liens existant entre ces solutions et les solutions

données par le Théorème 2.1.) Les solutions de (26) sont globales et périodiques (ce

qui justifie l’apparition d’oscillations en t/h ou ϕ/h pour les solutions de (9)). Par

contre les solutions de (27) et des équations suivantes ont une croissance polynomiale

en s, ce qui indique que le développement (25) n’a aucune chance d’être valable pour

des s = O(h−1) (d’où la nécessité d’introduire un ansatz sophistiqué comme en (12)).

En regardant de près, on peut faire converger (25) pour des temps s = O(h−α) pour

un α > 0 dépendant de p. Mais les premiers phénomènes apparaissent en temps

s = O(| ln h|). L’idée est la suivante. Les équations ci-dessus sont gouvernées par

l’équation différentielle en s (26) et ses linéarisées. La variable x n’intervient que

comme paramètre. Le terme h2∂2
x est considéré comme une perturbation. Tout cela

n’a de sens que pour des données très régulières en x et h, i.e. des perturbations

uniformément basse fréquence. Au contraire, les données initiales (10) permettent des

perturbations d’amplitude O(h∞) à haute fréquence O(h−1). Si ces fréquences sont

amplifiées exponentiellement, alors la perturbation est de l’ordre

O(h∞)eµs

et si µ > 0, la perturbation devient O(1) en temps s � | ln h|.
G.Lebeau étudie d’abord la stabilité linéaire des solutions approchées uapp

construites par le Théorème 2.1. Le linéarisé de (9) autour de uapp est :

(28) h2(∂2
t − ∂2

x)u̇ − ∂2
uF (x, uapp)u̇ = ḟ , u̇|t=0 = u̇0 , ∂tu̇|t=0 = u̇1 .

Compte tenu de (19), le potentiel ∂2
uF (x, uapp) est une perturbation de pσ2Gp−1(ϕ/h+

Θ). Après un changement de variables et de fonctions (prenant notamment ϕ comme

nouvelle variable de temps), on se ramène dans [10] à une perturbation de

(29) h2(∂2
t − α∂2

x) + pGp−1(t/h + Θ̃) .

On devrait arriver au même constat plus simplement. Puisqu’on va s’intéresser à des

temps très courts, t << h1−ε pour tout ε > 0, on n’a pas besoin de toute la finesse de

la description des solutions asymptotiques du paragraphe 2. Les solutions approchées

du type (25) existant sur des temps |t| 6 h1−ε0 pour un certain ε0 > 0 devraient

suffire. On considérerait alors le linéarisé de (24) qui est une perturbation de

∂2
s − h2∂2

x + ∂2
uF (x, u0) .

Explicitant la solution u0 de (26), on obtient à nouveau un opérateur de la forme (29).
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Pour donner une idée du mécanisme, considérons dans la variable s = t/h l’opéra-

teur (29) avec α et Θ̃ constants :

(30) M := ∂2
s − h2∂2

x + pGp−1(s + s0) .

On étudie le comportement en temps s grand des solutions de Mu̇ = 0. Après trans-

formation de Fourier, on se ramène aux équations

(31) Mλ := ∂2
s + pGp−1(s + s0) + λ , λ = h2ξ2 .

On note Eλ(s) la matrice 2 × 2 donnant l’évolution des solutions de Mλu = 0 :

Eλ(s)

(
a0

a1

)
=

(
u(s)

u′(s)

)

où u est la solution de Mλu = 0, u(0) = a0, u′(0) = a1. Le potentiel Gp−1 est

2π-périodique (et même π-périodique puisque p−1 est pair et que G(s+π) = −G(s)).

On a donc

(32) Eλ(s) = Eλ(s′)
(
Eλ(2π)

)k
, s = s′ + 2kπ .

Le comportement en grand temps est donc donné par le comportement des itérés M
k
λ,

où Mλ := Eλ(2π). La Proposition 4.1 de [10] donne les informations cruciales sur le

spectre des Mλ. Retenons ici :

Proposition 3.1. — Il existe µ0 > 0 et λ0 > 0 tels que e2πµ0 est valeur propre de

Mλ0
et pour tout λ > 0 les valeurs propres de Mλ sont de partie réelle au plus égale

à e2πµ0 .

Notons E(s) l’évolution de (u, ∂su) par M et M = E(2π). Par le théorème de

Plancherel, on a :

Proposition 3.2. — Il existe une constante C et une norme sur H = H1(R)⊕L2(R)

équivalente à la norme usuelle telle que

‖M‖L(H) = e2πµ0 et pour tout s > 0 : ‖E(s)‖L(H) 6 Cesµ0 .

De plus, ces majorations sont essentiellement optimales pour des fonctions bien

polarisées et à spectre très localisé autour de
√

λ0/h. Soit V = t(v0, v1) un vecteur

propre de Mλ0
associé à la valeur propre (simple) e2πµ0 > 1. Soit V (s) = Eλ0

(s)V .

Alors

|V (s)| > cesµ0 .

Soit ξ0 tel que ξ2
0 = λ0. Considérons des données initiales

(33) t(u̇0(x), u̇1(x)) = χ(x)eiξ0x/hV

où χ ∈ C∞
0 (R) est une fonction de localisation égale à un sur l’intervalle I . Soit

U̇(s) = t(u̇, ∂su̇) = E(s)t(u̇0, u̇1). Par vitesse finie de propagation, on a

(34) U̇(s) = eixξ0/hV (s)
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pour x dans un intervalle I ′ ⊂⊂ I et s ∈ [0, T/h], T > 0 ne dépendant que de I et I ′.

En particulier, il existe T > 0 et c > 0 tels que, pour s 6 T/h, on ait :

(35) ‖U̇(s)‖H > cesµ0

On obtient bien sûr des solutions réelles en prenant la partie réelle des solutions

que l’on vient de construire.

Une partie technique du travail de G.Lebeau consiste à montrer que l’étude es-

quissée ci-dessus, qui est assez claire dans le cas où les coefficients α et Θ̃ de (29)

sont constants, s’étend au cas de coefficients variables. L’idée est que le calcul en x

est de type semi-classique et donc que le figeage des coefficients donne une bonne

approximation.

4. INSTABILITÉS NON LINÉAIRES

On trouve dans la littérature un certain nombre de résultats montrant que l’insta-

bilité linéaire induit une instabilité non linéaire. Voir par exemple [3] pour un résultat

assez général abstrait sous des hypothèses spectrales pour le générateur de l’évolution

linéaire. On décrit ici le principe de l’analyse de [10] sans rentrer dans les détails des

preuves. Des variantes de ce principe ont déjà été utilisées dans [5] et [9].

On part d’une solution approchée uapp de (9) et on cherche les solutions exactes

sous la forme uex = uapp +ucor. On obtient pour u = (ucor, ∂sucor), dans les variables

appropriées, une équation de la forme

(36) ∂su − Ahu = Nh(u) + fh

où Ah est un opérateur linéaire, Nh est la somme d’un terme linéaire petit en h et de

termes au moins quadratiques, et l’erreur fh est O(h∞).

On considère différents jeux de données initiales pour ucor. Typiquement, on choisit

(37) u|s=0 = aκ := κα(h)a , α(h) = O(h∞)

avec κ = 0 ou 1 et a un terme source de l’instabilité linéaire. Les deux données

initiales vérifient donc a0 − a1 = O(h∞) et on espère construire des solutions uκ dont

la différence est amplifiée exponentiellement :

‖u0(s) − u1(s)‖ > cα(h)esµ0 , c > 0 .

Si les solutions vivent assez longtemps pour que α(h)esµ0 > c′ > 0, la différence

u0 − u1 est effectivement d’ordre 1 et on a bien mis en évidence l’instabilité non

linéaire annoncée.

On a vu au paragraphe 3 que la donnée instable a contient des oscillations en

e±ixξ0/h. Ces oscillations vont se propager aux solutions, et par non linéarité on
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doit considérer toutes leurs harmoniques. Cela conduit à introduire la variable ra-

pide X = xξ0/h et à chercher les solutions de (36) sous la forme

(38) u(s, x) = u(s, x, xξ0/h)

avec u(s, x, X) périodique en X .

Remarque 4.1. — La solution approchée est elle-même construite comme une fonc-

tion périodique de s = t/h (ou plutôt chez Lebeau s = ϕ/h). Si bien que dans les

variables originales, on est confronté à des oscillations à deux phases ϕ et xξ0. Si les

développements à une phase ϕ ont une certaine consistance, il n’y a aucune raison

a priori pour que les développements à deux phases soient stables. On retrouve là la

problématique de [9].

Considérant fh comme une fonction indépendante de X , il suffit de résoudre l’équa-

tion

(39) ∂su − Ahu = Nh(u) + fh , u|s=0 = a ,

où Ah et Nh sont les extensions évidentes de Ah et Nh. On note Eh(s, s′) le groupe

d’évolution de ∂s − Ah, autrement dit (∂s − Ah)Eh(s, s′) = 0 avec Eh(s, s) = Id.

Supposons ici que l’on a (cf. Proposition 5.1 et Lemme 5.4 de [10])

Hypothèses. — Il existe un espace H, des constantes C0, h0 > 0 et µ0 > 0 telles

que pour 0 < h 6 h0 on a :

i) pour 0 6 s′ 6 s et f ∈ H :

(40) ‖Eh(s, s′)f‖H 6 C0e
(s−s′)µ0‖f‖H ,

ii) pour f et g dans la boule unité de H on a

‖Nh(f)‖H 6 C0

(
h‖f‖H + ‖f‖2

H

)
,(41)

‖Nh(f) − Nh(g)‖H 6 C0‖f − g‖H

(
h + ‖f‖H + ‖g‖H

)
,(42)

iii) il existe une donnée initiale a dans H telle que

(43) ‖a‖ = 1 et ‖Eh(s, 0)a‖H >
1

C0
esµ0 .

On considère le terme source fh de (39) et on suppose que

(44) ‖fh‖H = O(h∞) .

On peut alors choisir une fonction s(h) telle que

| ln h| = o(s(h)) et s(h) = o(h−ε) ∀ ε > 0 ,(45)

es(h)µ0‖fh‖H = O(h∞) .(46)

Remarque. — Les estimations (40) à (43) ne sont utiles que pour s 6 s(h).
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(911) ÉQUATIONS D’ONDES NON LINÉAIRES 73

On résout (39) en cherchant u tel que

u = Φ(u) := Eh(s, 0)a +

∫ s

0

Eh(s, s′)
(
fh(s′) + Nh(u(s′))

)
ds′ .

Les estimations ci-dessus permettent d’appliquer le Théorème du point fixe pour des

données initiales a assez petites.

Proposition 4.2. — Il existe C1, C2, h1 > 0 et ε1 > 0 tels que si 0 < h 6 h1,

0 < ε 6 ε1 et

(47) ‖a‖H 6 εe−s(h)µ0

alors le problème de Cauchy (39) admet une unique solution u ∈ C0([0, s(h)]; H) telle

que

‖u(s)‖H 6 C1(ε + h)e(s−s(h))µ0 ,(48)

‖u(s) − Eh(s, 0)a‖H 6 C2(h +
√

hε + ε2)e(s−s(h))µ0 .(49)

Démonstration. — On montre que si u satisfait (48), alors il en est de même de Φ(u).

La norme du premier terme de Φ(u) est en

C0e
sµ0‖a‖H 6 C0εe

(s−s(h))µ0 6
1

4
C1εe

(s−s(h))µ0

si C1 > 4C0. Avec (46), le second terme est en

(∫ s

0

C0e
(s−s′)µ0ds′

)
Ch2e−s(h)µ0 6

1

µ0
C0Ch2e(s−s(h))µ0 6

1

4
C1he(s−s(h))µ0

si h est assez petit. On note que, pour s 6 s(h), (48) implique que ‖u(s)‖H 6 1,

pourvu que ε et h soient assez petits. Alors la norme du troisième terme de Φ(u) est

en
∫ s

0

C2
0e(s−s′)µ0hC1(ε + h)e(s′−s(h))µ0ds′ +

∫ s

0

C2
0e(s−s′)µ0C2

1 (ε + h)2e2(s′−s(h))µ0ds′ .

La première intégrale se majore pour h petit par

C2
0hs(h)C1(ε + h)e(s−s(h))µ0 6

1

4
C1(ε + h)e(s−s(h))µ0

puisque hs(h) tend vers zéro par (45). La seconde intégrale est majorée par

1

µ0
C2

0C2
1 (ε + h)2e2(s−s(h))µ0 6

1

4
C1(ε + h)e(s−s(h))µ0

pour ε et h assez petits.

On montre de même que l’application Φ est contractante, d’où l’existence de la

solution u. En reprenant les calculs ci-dessus, notamment en utilisant que hs(h) =

O(
√

h), on obtient (49).
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On considère alors deux données de Cauchy,

a0 = 0 et a1 = εe−s(h)µ0a ,

qui donnent naissance à deux solutions u0 et u1. La Proposition 4.2 et (43) impliquent

que

‖u0(s) − u1(s)‖H >
ε

C0
e(s−s(h))µ0 − 2C2(h +

√
hε + ε2)e(s−s(h))µ0 >

ε

2C0
e(s−s(h))µ0

Proposition 4.3. — Il existe ε > 0 et c > 0 tels que, pour h assez petit, les problèmes

de Cauchy (39) avec les données initiales a0 et a1 ont des solutions u0 et u1 dans

C0([0, s(h)]; H). En outre, on a lorsque h tend vers zéro :

‖a0 − a1‖H = O(h∞) et ‖(u0 − u1)|s=s(h)‖H > c .
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(911) ÉQUATIONS D’ONDES NON LINÉAIRES 75
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