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LA CONJECTURE DE BIRCH ET SWINNERTON-DYER
p-ADIQUE

par Pierre COLMEZ

NOTATIONS

Dans tout P'article, Q désigne la cloture algébrique de Q dans C et un plongement
de Q dans Qp est fixé; en particulier, ¥q, = Gal(ap /Qp) est un sous-groupe bien
déterminé de Yq = Gal(Q/Q). On note Xcya le caractere cyclotomique. Si M > 1 est

un entier, on note () € Q la racine de 'unité exp(%).

0. INTRODUCTION

Si M est un motif défini sur un corps de nombres, on sait lui associer (au moins
conjecturalement) une fonction analytique complexe L(M, s) définie par un produit eu-
lérien convergeant dans un demi-plan. La quantité d’information arithmétique conte-
nue dans les valeurs aux entiers de ces fonctions L est absolument fascinante, et on
dispose d’un faisceau de conjectures la décrivant (conjectures de Deligne [63], de Bei-
linson [7, 177, 160], et de Bloch-Kato [27, 74, 76]). Ces conjectures sont de lointaines
descendantes de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer [25, 26, 183], elle-méme
inspirée par la formule analytique du nombre de classes d’idéaux qui reste le seul cas
général que l'on sache traiter. En p-adique, on a plus de mal & définir les fonctions L
mais, une fois définies, celles-ci livrent un peu plus facilement I'information qu’elles
contiennent comme nous le verrons dans ce texte pour les fonctions L p-adiques de
courbes elliptiques définies sur Q ou, plus généralement, de formes modulaires.

0.1. La formule analytique du nombre de classes

Soit K un corps de nombres d’anneau des entiers Ok . La fonction zéta de Dedekind
(x de K est définie, pour Re(s) > 1, par le produit eulérien (k(s) =[], Tlp,s,
produit portant sur les idéaux maximaux de Ok, et possede un prolongement a C
tout entier, holomorphe en dehors d’un pole simple en s = 1. On dispose des résultats

le

suivants :
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THEOREME 0.1. — (i) Le groupe O3 des unités de Ox est de type fini sur Z. Son
rang m(K) est égal a r1 + 712 — 1, ot 71 est le nombre de places réelles de K et o le
nombre de ses places complezes.

(ii) Le régulateur™ R (K) est non nul.
THEOREME 0.2. — Le groupe Pic(Ok) des classes d’idéauzr de Ok est un groupe fini.

THEOREME 0.3. — La fonction (k(s) a, en s =0, un zéro d’ordre r(K) et on a

lim sk (s5) = —|Pic(Ok)| - Roo (K).

0.2. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer

Soit E une courbe elliptique définie® sur Q de conducteur Ng. Si p est un nombre
premier, on définit 'entier a, par :

e si p? | Ng (i.e. si E a réduction additive en p), alors a, = 0;

e sip | Ng et p? { Ng (i.e. si E a réduction multiplicative en p), alors a, = 1 (resp.
ap = —1) si E a réduction multiplicative déployée (resp. non déployée);

e si p{Ng (i.e. si E a bonne réduction en p), alors a, = p+ 1 — |E(F,)|.

Ceci nous permet de définir la fonction L complexe L(E, s) attachée & E par le
produit eulérien (convergeant pour Re(s) > 3/2 car |a,| < 2,/p d’apres le théoreme
de Hasse) :

“+o0

1 1

L(E = = nn_ s,

( ’S) H 1— app—s +p1—23 H 1— app—s Z anlt
pfNg p|Ng n=1

La fonction L(E, s) est holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 3/2 et posséde un pro-
longement analytique a tout le plan complexe (voir cor. 0.18).

Les roles joués par (k, O et Pic(0k) dans la formule analytique du nombre de
classes sont ici joués respectivement par L(E,s), le groupe E(Q) des points de E
rationnels sur Q et le groupe de Tate-Shafarevitch®) III(E) de E, et les théorémes 0.1,
0.2 et 0.3 deviennent respectivement :

(1) Ce régulateur est défini de la maniére suivante : on part d’une famille €1, . .. , Er(k) d’éléments de
O}, engendrant un sous-groupe d’indice fini U de O} et de plongements o1,...,0.) de K dans C
induisant des places différentes et on pose e; = 1 si o; induit une place réelle et e; = 2 si o; induit
une place complexe; alors Roo (K) = m\ det(e; log|oi(e;)])1<i,j<r(x)| ne dépend d’aucun des
choix que l'on a faits.

(2)On se restreint aux courbes définies sur Q car ce sont les seules pour lesquelles on peut démontrer
quoi que ce soit grace & leur modularité (cf. § 0.4).

GII(E) = Ker(H! (9, E(Q)) — I1, Hl(ng,E(Qp))) est un groupe de torsion qui représente en
quelque sorte 'obstruction & la détermination du groupe E(Q) : si m est un entier m > 1, le sous-
groupe de m-torsion I, (E) de III(E) vit dans une suite exacte 0 — E(Q)/mE(Q) — Sm(E) —
I, (E) — 0, olt le m-groupe de Selmer S;,(E) est un groupe fini « effectivement calculable ».
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THEOREME 0.4. — (i) Le groupe E(Q) est un groupe abélien de type fini.

(ii) Le régulateur'® Ry (E) est non nul.

CONJECTURE 0.5. — Le groupe HI(E) est un groupe fini. Plus généralement, si K
est une extension finie de Q, alors HI(E/K) est un groupe fini.

On note r(E) le rang de E(Q) et ro (E) Pordre du zéro de L(E, s) en s = 1.

CONJECTURE 0.6 (Birch et Swinnerton-Dyer). — On a ro(E) = 7(E) et®

s—1

lim (s — 1) " P L(E, s) = Qf - [T(E)| - Roo (E) - [ [ 7.

Les résultats concernant les conjectures 0.5 et 0.6 sont tres partiels; ce sont les
suivants :

e (Qf)71L(E, 1) est un nombre rationnel (c’est une conséquence du théoreme de
Manin-Drinfeld) ;

esiL(E,1) = 0, alors lims_,; (s—1) "'L(E, s) est un multiple rationnel de Q;-Roo (E)
(cela suit du théoreme de Gross-Zagier [84, 40]);

e si ro(E) < 1, alors ITI(E) est fini et r(E) = ro(E) (théoreme de Kolyvagin;
la démonstration utilise le théoreme de Gross-Zagier et la technique des dérivées de
Kolyvagin introduite & cette occasion [105, 135]).

(4)Ce régulateur est défini & partir de laccouplement hauteur de Néron-Tate (', Yoo sur l’espace
vectoriel R ®z E(Q). Si y? = 423 4 ax + b est une équation de Weiestrass de E, alors la fonction
P = (z(P),y(P)) — h(P) = % log d(P), ot d(P) est le dénominateur de z(P), est presque quadratique,
et la hauteur de Néron-Tate est 'unique forme bilinéaire symétrique ( , Yoo sur E(Q) telle que
P — h(P) — (P, P)s soit bornée sur E(Q). Tate a remarqué que ’on pouvait définir (P, P)oc comme
la limite de la suite de terme général 4~ "h(2"P). Par ailleurs, Néron [127, 109], a démontré que
I’accouplement ( , )oo pouvait s’exprimer comme une somme, sur toutes les places de Q, de symboles
locaux, les contributions aux places finies étant fournies par la théorie de ’intersection et celle & ’infini
par la théorie du potentiel (fonctions de Green). Cette décomposition en somme de symboles locaux
est fondamentale d’un point de vue théorique (elle est par exemple cruciale dans la démonstration
du théoréme de Gross-Zagier [84]), et sert de modele pour la construction des hauteurs p-adiques
(note 14). Si Py, ..., Py, r = r(E) sont des éléments de E(Q) formant une base de Q®z E(Q) sur Q,
alors Reo (E) = e~ 2 det((P;, Pj)oo)1<i,j<r, Ol e est 'indice du sous-groupe engendré par P1,..., P
dans E(Q). La non nullité de Roo(E) suit de ce que I'accouplement ( , )oo est non dégénéré car
(P,P)oo > 0 si P n’est pas de torsion comme on le constate en utilisant la formule de Tate.

(®)Les termes non encore définis dans cette formule sont :

e Le nombre m, de composantes connexes de E(Qy) si v est une place de Q : si v = 00, alors m,, est
le nombre de composantes connexes de E(R) au sens habituel, et si v = p est un nombre premier,
alors m, est le nombre de composantes connexes sur F;, de la réduction du modele de Néron de E.
e La période réelle QE d’une différentielle de Néron (ou de Kéhler?, [168, p.101]) wg; on a donc

Mool = |fE(R) wg).
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Remarque 0.7. — (i) En ce qui concerne le dernier point, on n’a pas de résultat dans
Pautre sens : on ne sait pas démontrer que 7(E) = 0 implique ro(E) = 0 (de maniére
équivalente, on ne sait pas prouver que L(E,1) = 0 entraine Pexistence d’un point
d’ordre infini).

(ii) On ne dispose d’aucun résultat concernant le lien entre r(E) et 7 (E) ou la
finitude de III(E) dans le cas ro (E) > 2.

(iii) Une des difficultés est que l'on ne connait pas la valeur de r(E) a priori; on
pense que si on prend une courbe E au hasard, alors r(E) < 1 avec une probabilité
tendant vers 1 quand N tend vers 400, mais on connait des courbes de rang > 24,
et il y a tout lieu de croire que r(E) n’est pas majoré.

(iv) Par contraste, on ne connait pas de courbe elliptique E pour laquelle on peut
prouver que®) ro (E) > 4; le probleme est qu’il est impossible de prouver qu’un
réel est nul(” sauf si c’est un entier. C’est un peu dommage, car I’existence de telles
courbes permettrait d’améliorer nettement les minorations effectives pour le nombre
de classes des corps quadratiques imaginaires [81, 129)].

0.3. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique

En p-adique, le produit eulérien ci-dessus ne converge nulle part, mais on peut
construire une fonction L p-adique® & partir des valeurs en 1 de la fonction L com-
plexe tordue® par des caractéres de Dirichlet de conducteur une puissance de p.
Cette fonction L p-adique dépend d’un choix supplémentaire : on factorise le facteur
d’Euler en p de L(E, s) sous la forme (1—a3p™%)(1 —asp™?*) et on choisit « € {1, an}
vérifiant1%) v, (a) < 1.

(6)On peut, le cas échéant, vérifier que 700 (E) > 3 grace au théoréme de Gross-Zagier.

(DEn particulier, démontrer la conjecture 0.6 sous la forme faible « 700 (E) = r(E) » ne fournit pas
d’algorithme déterministe pour calculer r(E) et E(Q). Par contre, la conjecture 0.6 (méme un peu
affaiblie sous la forme limgs_1(s — 1)""(E)L(E, s) = n - QE -Roo (E), avec n entier > 1) fournit un
tel algorithme, le point étant que plus Roo (E) est petit et plus les générateurs de E(Q) sont faciles
a trouver.

(8] faut probablement supposer p # 2 ou p > 5 dans certains des énoncés qui suivent au niveau de
ce qui est connu.

(9)si X est un tel caractére, on note L(E,x,s) la fonction L de E tordue par x; elle est définie
par la série de Dirichlet L(E, x, s) = Z:[g x(n)ann~5. Si le conducteur de x n’est pas premier au
conducteur de E, la fonction L(E, x, s) n’est pas forcément primitive; il peut manquer des facteurs
d’Euler en les nombres premiers divisant Ng.

(10)Ce n’est pas toujours possible : si E a réduction additive en p, alors a; = as = 0 et on ne sait
pas construire de fonction L p-adique dans ce cas (sauf si la courbe acquiert bonne réduction sur
une extension abélienne de Q (cf. [61])). Si E a réduction multiplicative, alors {a1,a2} = {ap, 0},
et on peut prendre a = ap € {£1}. Si E a bonne réduction, il y a deux cas de figure possibles :
si vp(ap) > 0 (i.e. si E a bonne réduction supersinguliere), alors il y a deux choix possibles pour «
puisque vp(a1) = vp(a2) = 1/2, et si vp(ap) = 0 (bonne réduction ordinaire), alors une seule des
deux racines o, a2 est de valuation < 1 (de valuation 0), alors que l'autre est de valuation 1 (voir
[147] et la rem. 4.12 pour ce dernier cas).
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La construction de la fonction L p-adique Ly o(E, s) de E associée & a repose sur
la théorie des symboles modulaires"?) qui permet [116, 4, 110, 189] de démontrer :

THEOREME 0.8. — Soient Qfg et Q) les périodes réelles et imaginaires pures de wg.
Alors

(i) si x est un caractére de Dirichlet, L(E, x,1) € Q - QE(_I) ;

i) il existe une (unique) distribution pg . d’ordre v,(«) sur Z,, telle que l'on ait
q HE, 'p p q

b o) = o / (P2t (2)

PZp
quelle que soit ¢ localement analytique sur pZ,, et
G L(E,1 —n L(E,x1
[ ety =00 P HED [ @) = pramn B
Z, E z, G(x1) - Qg
sin > 1 ety est un caractére de Dirichlet'® de conducteur p™, et b =0 (resp. b=1)
si E a mauvaise réduction multiplicative (resp. bonne réduction,).

DEFINITION 0.9. — La fonction L p-adique s — Ly, o(E,s) de E associée a « est la
fonction définie, pour s € Z,, par la formule

L,o(E,s) = /Z () up.a, avec (2)*1 =exp((s — 1)logx).

Remarque 0.10. — On déduit du théoreme 0.8 la formule

L(E, 1)

_ —1\b+1 )

Lp7a(E,1) = (1 — ) TE

En particulier, si @ = 1, alors la fonction Ly, (E, s) a un zéro supplémentaire en s = 1.
La courbe E a alors réduction multiplicative déployée et le théoréeme d’uniformisation
de Tate [182] nous fournit ¢(E) € Q};, de valuation non nulle, tel que E soit isomorphe,
en tant qu’espace analytique rigide, au quotient de G, par le groupe engendré par

q(E). Ceci nous permet de définir I'invariant . de E par la formule % = 2’%5((5)).

L(E, 1)
0F

THEOREME 0.11. — Sia =1, alors"® L/ (E,1) = % -

(1) Panchishkin [131] a récemment trouvé une définition alternative de cette fonction qui colle net-
tement plus a la construction que ’on obtient en utilisant le systéme d’Euler de Kato.

(12)On considére x comme une fonction localement constante sur Zp, nulle sur pZ,, et on note
G(x 1) = ZaE(Z/p"Z)* anx_l(a) la somme de Gauss de x 1.

(13) Ce théoreme (cas particulier de la conjecture de Mazur-Tate-Teitelbaum) a été démontré par
Greenberg et Stevens [83] en utilisant les familles de formes modulaires de Hida.
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(14)

On sait définir un accouplement hauteur p-adique sur l’espace vectoriel

Q, ® E(Q), mais celui-ci dépend du choix d’un scindage de la filtration de Hodge sur
Q, ®q Hiz (E) (i.e. d’un supplémentaire de Q,, -wg). On note (, ), o I'accouplement
correspondant a la droite de Q, ®q Hiz(E) sur laquelle frobenius(*® agit par
multiplication par «, et R, (E) le régulateur correspondant.

CONJECTURE 0.12 (Mazur-Tate-Teitelbaum). — (i) L’ordre du zéro en s = 1 de la
fonction L, (E, s) est > r(E) et on a

s—1

lim (s — 1) "L, (B, s) = (1 — o)™ - [II(E)] - Rp.a(E) - [ [ mo-

(i) Si o =1, Vordre du zéro en s = 1 de la fonction L, o(E, s) est > r(E) + 1 et
on a

s—1

lim (s — 1)7" 7L, (B, s) = L - [TL(E)| - Rp.a(B) - [ ] mo-

Remarque 0.13. — (i) La non nullité de %% (conjecturée par Manin) a été démontrée
par Barré, Diaz, Gramain et Philibert [5, 190] par des techniques de transcendance.

(149)On a trois définitions de cette hauteur p-adique : deux algébriques, I'une via la théorie d’Iwa-
sawa [157, 136], lautre via la cohomologie galoisienne [124, 136, 138], et une analytique utilisant
lintégration p-adique [46, 49, 194] ou les fonctions théta p-adiques [117, 118, 128]. Il n’est pas
évident a priori que ces définitions coincident, mais c’est le cas ([136] pour les deux constructions
algébriques et [157, 24, 93] pour la comparaison « algébrique-analytique »), ce qui permet de vérifier
que les résultats que l'on obtient du coté de la théorie d’Iwasawa sont compatibles avec la conjec-
ture de Birch et Swinnerton-Dyer via la conjecture principale. La définition analytique est obtenue
en p-adifiant la définition de la hauteur de Néron-Tate (note 4) comme somme de symboles locaux
(¢f. [133] pour une définition & la Tate), la contribution en un premier £ # p restant la méme, alors
que la contribution & ’infini est transférée en p par I'intermédiaire d’une fonction de Green p-adique.
Sio= ﬁ est lopérateur différentiel invariant par translation sur E, dual de wg = d?x, si v est une
place de Q, et si D est un diviseur de E, la fonction de Green de D en v s’obtient, par translation, &
partir de la fonction de Green G, de 0, qui est une fonction analytique réelle si v = oo, localement
analytique si v est finie, solution d’une équation différentielle du type 892G, = = +u, avec u € 61). Si
v = 00, le choix de u est imposé par la périodicité de G, (vue comme fonction sur C) par rapport au
réseau des périodes de wg (u s’exprime alors en termes de la série d’Eisenstein non holomorphe E3).
Par contre, si v = p est une place finie, on peut choisir u, ce qui revient a choisir un scindage de la
filtration de Hodge, totalement arbitrairement. C’est pour cela que « la » hauteur p-adique dépend
du choix d’un tel scindage.

(15)1 ’existence de a implique que E a bonne réduction ou est semi-stable, et donc que Qr®q HcllR(E)
est naturellement isomorphe & la cohomologie (log)-cristalline de E, ce qui permet de le munir d’une
action du frobenius .
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(ii) Contrairement au cas archimédien, on ne sait pas montrer que I’accouplement
hauteur p-adique est non dégénéré1%) et démontrer la non nullité de Ry, o(E) semble
étre du méme ordre de difficulté que prouver la conjecture de Leopoldt(?)...

En dehors du théoreme 0.11 ci-dessus, on dispose d’un analogue p-adique du théo-
reme de Gross-Zagier :

THEOREME 0.14. — Si roo(E) = 1 et E a bonne réduction ordinaire™® , alors

B L L/(E, 1)
LB D) = (1= ™)) Rpa(B) - (R (B) 022,
E
Finalement, le résultat le plus spectaculaire, pour lequel on n’a pas d’équivalent en
complexe, est le théoreme suivant de Kato(? [100] auquel le reste du texte va étre

consacré.
THEOREME 0.15. — L’ordre du zéro de Ly o(E,s) en s = 1 est > r(E) et méme
>r(E)4+1 si @« = 1. De plus, si cette inégalité est une égalité, alors la p-partie

I, (E) de II(E) est finie et Ry o(E) # 0.

Remarque 0.16. — (i) En partant de courbes de rang > 24, cela nous fournit des
fonctions L p-adiques ayant un zéro d’ordre > 24 en s = 1.

(ii) Vérifier la non nullité d’'un nombre p-adique peut (contrairement & sa nullité)
se faire en calculant ce nombre avec une précision suffisante. Le th. 0.15 nous fournit

(16)En fait, on ne sait méme pas démontrer qu’il n’est pas identiquement nul sauf dans le cas de
multiplication complexe [21].

(17 De maniére générale, montrer qu’une fonction L p-adique ne s’annule pas en un entier est un
probleme difficile (alors que le probléme analogue pour une fonction L complexe est en général tres
facile), et les seuls résultats généraux dont on dispose, pour le moment, reposent sur des techniques
de transcendance. La conjecture de Leopoldt en est un exemple particulierement frustrant. Si K est
un corps de nombres, la formule analytique du nombre de classes est aussi équivalente a ’existence
d’un pole simple en s = 1 pour la fonction zéta de Dedekind (i de K, de résidu

_ 271 (2m)"2 - |Pic(0k)| - Roo (K)

V/IDx| ’

out Di est le discriminant de K. Si K est totalement réel (i.e. ro = 0 et 71 = [K : Q]), on sait lui

lim (s = 1) (5)

associer [165, 6, 34, 65] une fonction zéta p-adique (k,p et on dispose [48] de la formule analytique
p-adique du nombre de classes :
_ 2[KQl|Pic(dk)| - Rp(K)

lim (s — 1)Cic p(s) = VT

oli le régulateur p-adique Ry (K) est défini par la méme formule que R (K), mais en remplacant le

: H(l - (Np)71)7

plp

logarithme complexe par le logarithme p-adique. Malheureusement, on ne sait prouver que R, (K) # 0
(conjecture de Leopoldt) que si K est une extension abélienne de Q, en utilisant le fait que le
régulateur est alors un produit de formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques que 'on
peut étudier par une variante p-adique [30] de la méthode de Baker.

(18) Ce théoréme est dii & Perrin-Riou [134] ; j’ignore 8’il a été étendu au cas supersingulier.

(19)Gi E est de type CM, ce résultat remonte & Rubin [153], au moins dans le cas ordinaire.
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donc, en principe, un critere analytique pour vérifier que la p-partie du groupe de
Tate-Shafarevitch est finie méme si le rang est trés grand (%),

0.4. Des courbes elliptiques aux formes modulaires

Il faut étre bien conscient de ce que l'on serait totalement démuni pour étudier
la fonction L d’une courbe elliptique si ’on ne disposait que de sa définition comme
produit eulérien(?!). Tous les beaux théorémes évoqués ci-dessus s’appuient de maniére
cruciale sur le fait que la conjecture de Taniyama-Weil est maintenant un théoreme
grace aux travaux de Wiles [193, 130, 167] et ceux de Breuil, Conrad, Diamond et
Taylor [29, 68]. Ceci se traduit de la maniére suivante :

THEOREME 0.17. — Si E est une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur Ng,
et siL(E,s) = S0 ann™*, alors fu(1) = 202 ang” (avec ¢ = €™7) est une forme

modulaire primitive de poids 2 pour To(Ng).

COROLLAIRE 0.18. — La fonction L(E,s) posséde un prolongement analytique a
tout le plan complexe. De plus, il existe eg € {£1} tel que la fonction A(E,s) =

(ggf))s NSE/2L(E7 s) vérifie ’équation fonctionnelle A(E,s) =eg - A(E,2 — s).

Remarque 0.19. — (i) Sieg = —1, la fonction L(E, s) s’annule en s = 1. La conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer prédit alors que E(Q) est un groupe infini. Nekovar [126]
a démontré que, si Il (E) est fini pour au moins un premier p en lequel E a bonne
réduction ordinaire, alors E(Q) est effectivement infini(*2),

(ii) Comme T" a des poles simples aux entiers négatifs, I’équation fonctionnelle ci-
dessus et la non annulation de L(E, s) pour Re(s) > 2 impliquent que L(E, s) a des
zéros simples en tous les entiers négatifs.

THEOREME 0.20. — Si E est une courbe elliptique définie sur Q de conducteur Ng,
il existe un morphisme surjectif mg : 7€ — E de surfaces de Riemann, se factorisant
a travers T'o(Ng)\JZ, tel que mg(ico) = 0. De plus

(i) mhwr = cefr, avec cg € Z;
(ii) si P € P1(Q) est une pointe de 7, alors r(P) € E(Q)tors-

(20) Of. [142] pour une utilisation de ce point.

(2D On ne saurait pas que la fonction L est définie en s = 1 et on ne saurait pas construire la
fonction L p-adique associée a E.

(2)1] a en fait démontré que la parité du corang du groupe de Selmer est celle prédite par la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Dans le cas CM, la non finitude du groupe de Selmer si
eg = —1 remonte & Greenberg [82] dans le cas ordinaire et & Rubin [152] dans le cas supersingulier,
et la parité du corang du groupe de Selmer & Guo [85].
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Remarque 0.21. — (i) Le théoreme 0.20 se déduit(**) du théoreme 0.17, mais n’en
est pas une conséquence formelle. Il résulte de 'existence d’une courbe elliptique
E’ quotient de Xo(Ng) dont la fonction L est égale & L(fg,s) (travaux d’Eichler-
Shimura [69, 169, 170, 171, 173] et Carayol [31]) et de ce que deux courbes elliptiques
définies sur Q ayant méme fonction L sont isogenes. Ce dernier fait a été démontré
par Serre [164] dans le cas ou j(E) ¢ Z, et en toute généralité par Faltings [70, 64]
comme cas particulier de la conjecture de Tate. Une autre démonstration utilisant
des techniques de transcendance a été obtenue par Chudnovsky [38] (voir aussi [28]
et [35]).

(ii) Le théoréme 0.17 est un cas particulier de la correspondance (conjecturale) de
Langlands entre motifs et formes automorphes arithmétiques. Il semble beaucoup plus
difficile de généraliser le théoreme 0.20 en une conjecture fournissant une description
automorphe d’un motif quelconque. Le cas le plus simple posant probleme est celui
d’une courbe elliptique E, définie sur un corps quadratique réel, que 'on pourrait
s’attendre & voir apparaitre dans le H! d’une variété de Shimura convenable, mais
Blasius a montré que ce n’est pas le cas si E a bonne réduction partout et n’est pas
isogene (sur Q) & sa conjuguée.

(ili) Les motifs associés aux formes modulaires ont une structure extrémement
riche. On peut jouer sur les aspects « variété de modules » ou « quotient du demi-plan
de Poincaré » de Xo(N) pour construire de maniére systématique des objets (sym-
boles modulaires, points de Heegner, unités de Siegel...) permettant d’étudier leur
arithmétique. Par contraste, on ne sait pas dire grand-chose directement de ’arithmé-
tique d’une courbe elliptique. Le théoreme 0.20 qui établit un isomorphisme entre la
courbe elliptique E et le motif associé & fg est donc crucial pour étudier I’arithmétique
de E. De fait, les théoremes 0.11 et 0.15 sont obtenus via le théoreme 0.20, comme
cas particuliers de théorémes généraux (cf. th. 0.22, 0.23 et 4.16) sur les motifs asso-
ciés aux formes modulaires de poids quelconque; ils correspondent au cas des formes
modulaires de poids 2 a coeflicients rationnels.

0.5. Formes modulaires de poids quelconque

Soit f = ;rg a,q"™ une forme primitive de niveau N, poids k et caractere e.
Soit Q(f) = Q(ay,...,an,...); cest une extension finie de Q contenue dans Q. Soit
p un nombre premier et soit Q,(f) = Qp(ai,...,an,...); c’est une extension finie

de Q, dont on note O, 'anneau des entiers. D’aprés Deligne [62], on peut associer
a f une Q,(f)-représentation Vy de ¥q, de dimension 2, non ramifiée en dehors
de Np, caractérisée par le fait que le déterminant de 1 — Fr;lX agissant sur Vs est
1 — aX + 5~1e(0)X?, ot Fr; € Yq est un frobenius arithmétique en ¢ si £ Np.

(23)Sauf le (ii), pour lequel on a en plus besoin du théoréme de Manin-Drinfeld.
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Si Ty est un Op-réseau de Vy stable(®4 par 9q, sij € Z, et si K est une extension
finie de Q, on définit* le groupe de Selmer Sel(T(j)/K) qui est un O,-module
isomorphe a (Q,(f)/O0p)" & X, ot X est fini et r = corgg, (Sel(Tf(j))/K) est un
entier.

Si f est la forme modulaire associée & une courbe elliptique E définie sur Q et si
j =1, on peut prendre pour T;(1) le module de Tate T,(E) de E (i.e. le Z,-module
des familles (u,)nen d’éléments de E(Q) vérifiant ug = 0 et puny1 = uy). Si K est
une extension finie de Q, alors Sel(T,(E)/K) est la p-partie Selp (E/K) du groupe

de Selmer de E sur K, et on a la suite exacte
0 — E(K) @ (Qp/Zyp) — Sel(Tp(E)/K) — I~ (E/K) — 0.

En particulier, corg(Sel(T,(E)/K)) = r(E/K) + corg(Ill = (E/K)), et 11T, (E/K) est
fini si et seulement si corg(Sel(T,(E)/K)) = r(E/K).

THEOREME 0.22. — Soit f une forme primitive de poids k > 2, soit j € {1,...,k—1}
un entier, et soit Ty un réseau de V¢ stable par Yq. Si K une extension finie abélienne
de Q, sin: Gal(K/Q) — Q" est un caractére de Dirichlet, et si L(f,n,7) # 0, le

groupe Sel(T (5)/K)™ est un groupe fini, nul si p est assez grand9).

k=1 avec v,(a) < k — 1. Comme

Soit o une racine du polynome X? — a,X + £(p)p
pour les courbes elliptiques, on peut utiliser la théorie des symboles modulaires pour
construire une fonction L p-adique L, o(f, nxgyd,s), ol 7 est un caractere d’ordre
fini et j un entier, interpolant les valeurs de la fonction L. complexe en les caracteres
critiques (i.e. les L(f, x,4), ol x est un caractéere de Dirichlet et j un entier, avec
1< j<k—1). On a alors le théoréme suivant [100] qui contient le théoréme 0.15

comme cas particulier (& la non annulation du régulateur pres).

THEOREME 0.23. — L’ordre du zéro en s = 0 de la fonction L, o(f, UXZprS) est

> corg(Sel(T;(5)/K)™) et méme > corg(Sel(T;(j)/K)™) +1, si j = k/2 et a =

P In(p)~t

(29 Un tel réseau existe toujours car ¥q est un groupe compact.

(25)Gi v est une place de K, on définit le sous-groupe H}(%(U ,V£(5)) de HY (%, , V£(j)) comme le
noyau de I’application de H'(%x,, V¢(j)) dans H! (I, , V(4)) (resp. H! (%, , Beris ®q, Vy(5))) si
v est une place finie ne divisant pas p et Ik, est le sous-groupe d’inertie de %, (resp. si v divise p et
Bris est un des anneaux de Fontaine). On définit alors H}f(gKv s Vf(3)/Ts(j)) comme le quotient

de HY (%, ,V#(5)/T(j)) par I'image de H}(%(U ,Vf(j)) et on a

Sel(T s () /K) = Ker(H (%, V;(7)/ T () — &uHY; (%ic,, V(7)/ T4 ()

(26)1] faut que I’image de 9q dans la représentation modulo p soit assez grosse, ce qui est le cas pour
p grand, si f n’est pas de type CM, d’aprés un théoréme de Serre [166] (pour une courbe elliptique)
et Ribet [148, 150]. Le cas CM se déduit des résultats de Rubin [155].
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Remarque 0.24. — L’ordre d’annulation d’une fonction L complexe peut s’aborder
sous l'angle de la théorie analytique des nombres. De ce point de vue, on dispose des
résultats suivants :

(i) La condition L(f,n,j) # 0 est automatique si j # %, % isig > k—gl cela suit
de ce que le produit eulérien définissant L(f,7,j) est absolument convergent grace &
la conjecture de Ramanujan-Peterson; le cas j = k—;rl (bord de la bande critique) est
un théoréme de Jacquet et Shalika [95] et les autres cas s’en déduisent en utilisant
’équation fonctionnelle®7).

(ii) Si S est un ensemble fini de nombres premiers et Q& est I'extension abélienne

maximale de Q non ramifiée en dehors de S, Rohrlich [151] a démontré que

{77 : Gal(ng/Q) - C*’ L(f, UE ]{3/2) = O}

est fini. Le (i) du théoréme 0.22 permet donc de montrer que le groupe E(QE") est de
rang fini; plus généralement, le groupe A(Q2P) est de rang fini si A est une variété
abélienne quotient de la jacobienne d’une courbe modulaire.

(iii) En comparant 'inégalité du théoréme 0.22 avec ce que prédisent les conjectures
de Beilinson, on obtient I'inégalité conjecturale

orde—;L(f,n,s) < ords—oLp,a(f, MLy 5)

qui ne fait intervenir que des objets définis analytiquement a partir de la forme mo-
dulaire. Peut-on démontrer cette inégalité par des techniques de théorie analytique
des nombres ? (Le probléme ne se pose que pour j = k/2 d’aprés ce qui précede.)
(iv) En utilisant les « formules explicites », on peut borner [122] ordre du zéro en
s = k/2 de la fonction L(f,n,s) en fonction de k et N. Peut-on obtenir des bornes
similaires pour 'ordre du zéro de L, o ? On pourrait peut-étre en tirer la finitude
du groupe de Tate-Shafarevitch (ou au moins la finitude de sa p-partie(?®) pour tout
p) pour des courbes elliptiques de grand rang et « petit » conducteur comme celles
obtenues [122] en maximisant le nombre de points modulo p pour beaucoup de petits p.

0.6. Survol de la démonstration

0.6.1. Systémes d’Fuler et bornes pour les groupes de Selmer. — Gréace aux tra-
vaux de Kolyvagin [105], étendus par Kato [98], Perrin-Riou [140] et Rubin [156] (voir
aussi [115]), on dispose d’une machine extrémement puissante (dérivées de Kolyvagin)

(27) Les zéros potentiels pour j = % viennent de ce que L(f,n, s) n’étant pas forcément primitive,
k—1

5 -
(28) Profitons de I’occasion pour signaler que, contrairement & ce que prétend une rumeur persistante,

certains des facteurs d’Euler manquants peuvent avoir un zéro en s =

on ne semble pas savoir démontrer que Il ,oo (E/K) est divisible pour presque tout p. Cette rumeur
provient d’une note de bas de page [32, p. 240] dans laquelle Cassels écrit que Shafarevitch lui a
dit savoir démontrer le résultat en question, mais Colliot-Théléne m’a signalé que, dans [33, p. 277],
Cassels écrit que Shafarevich lui a dit que la preuve prévue s’était heurtée a des difficultés imprévues...
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pour borner le groupe de Selmer d’une représentation p-adique V de ¥q. Pour fonc-
tionner, la machine nécessite la construction d’un systéme d’Euler pour V*(1), c’est-a-
dire la construction d’une famille de classes de cohomologies ey € Hl(gQ(CM), T*(1)),
T* réseau de V* et M parcourant@g) les entiers > 1, vérifiant les relations

CM si €|M,

cor CMe =
Q(Cue)/ Q) CM * Pg(FI‘Zl) si £1M et V est non ramifiée en ¢,

ot Py(¢£=*) est le facteur d’Euler®*) en ¢ de la fonction L attachée & V. On obtient
alors une borne pour l'ordre du groupe de Selmer de V en termes de l'indice de c¢;
dans H'(¥4q, T*(1)). Cette borne ne représente qu’une partie du travail pour obtenir
des énoncés du type de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer car il reste a relier
Iindice de ¢; dans H!(%q, T*(1)) & une valeur spéciale de fonction L.

0.6.2. Conjectures de Beilinson et systéemes d’Euler. — La construction de systemes
d’Euler est une activité totalement artisanale. Si V est la réalisation p-adique d’un
motif M, on peut essayer de construire « géométriquement » des éléments des groupes
HY(Q(¢um), M* (1)) d’extensions du motif trivial par le motif M*(1) et considérer
leurs réalisations p-adiques. L’existence ou la non existence de telles extensions est
prédite par la conjecture de Beilinson [7]. D’aprés cette conjecture, si L(M,n,s) a
un zéro simple en s = 0 pour tout caractere de Dirichlet 7, il existe une famille
em € HY(Q(Cu), M*(1)), M > 1 et une constante C, telle que I'on ait

L/(Ma m, 0) =C- Z 77(0) "Te8o (CM * U)a
0€Gal(Q(¢m)/Q)

pour tout M > 1 et tout caractere n de conducteur M, ou reg., est application ré-
gulateur. De tels éléments sont (conjecturalement) uniquement déterminés & addition

prés d’éléments de torsion et, dans les cas favorables®D), leurs réalisations p-adiques

forment un systeme d’Euler(32),

(29) Plus généralement, on peut remplacer Q par une extension finie F et la tour des corps cycloto-
miques par les extensions finies K de F contenues dans une extension abélienne suffisamment grande
Foo de F.

(30)4.e. Py(X) = det(1 — X - Fr; '|v).

(31) Cest le cas pour les motifs attachés aux formes modulaires. Dans le cas général, il y a une obs-
truction de nature locale a ’existence de systémes compatibles de classes de cohomologies « géomé-
triques » & valeurs dans un réseau (cf. [141, 143] pour les cas de « bonne réduction » et de « réduction
semi-stable » et [13] pour le cas général). Les éléments prédits par la conjecture de Beilinson doivent
donc faire intervenir des dénominateurs, et il semble intéressant d’essayer de comprendre ce que ’on
peut en tirer (par exemple pour un motif dont tous les nombres de Hodge sont différents car, dans
ce cas, la conjecture de Beilinson a l’air de suggérer ’apparition d’un nouveau systéeme compatible
«de rang 1 » en chacun des twists par un des poids de Hodge-Tate).

(32)On peut voir le systéme cy, M > 1, comme une incarnation algébrique de la fonction L du
motif M. Si L(M,n,s) a, en s = 0, un zéro d’ordre r > 2, alors le groupe H!(Q((n), M* (1)) est un
Q[Gal(Q(¢nm)/Q)]-module de rang r; c’est le déterminant de ce groupe qui est relié a la fonction L
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0.6.3. Torsion a la Soulé et lois de réciprocité explicites. — On dispose d’une mé-
thode (torsion & la Soulé [178]) pour obtenir un systéme d’Euler pour V*(k), k € Z,
a partir d’un systeme d’Euler pour V*(1). En d’autres termes, la construction d’un
systéme d’Euler pour n’importe quel tordu de V*(1) permet de borner le groupe de
Selmer de V.

Comme nous ’avons mentionné plus haut, la borne obtenue ne fait absolument
pas intervenir de valeur spéciale de fonction L. Cependant, ’expérience montre que,
si on est parti d’un systeme d’Euler relié aux valeurs spéciales de fonctions L pour un
tordu de V*(1), alors les tordus du systeme d’Euler continuent®3) & étre reliés aux
valeurs spéciales de fonctions L en les points considérés. C’est le royaume des lois de
réciprocité explicites [94, 192, 44, 27, 96, 97, 51, 101, 11, 37, 99, 161, 163, 77, 78, ...]
qui constituent en général le point le plus technique des démonstrations.

0.6.4. Le systéme d’Euler de Kato ([100, §§ 1-5 et § 8]). — Si E est une courbe ellip-
tique définie sur Q et M est le motif hq (E) (dont la réalisation p-adique est Q,®T,(E),
ot T,(E) est le module de Tate de E), alors H(Q(¢m), M*(1)) = Q ® E(Q(¢um)), et
on est ramené a construire de maniere systématique des points de E rationnels sur
Q(¢m)- Malheureusement, la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et le théoréme
de Rohrlich (¢f. (ii) de la rem. 0.24) montrent que ceci n’est pas possible. Par contre,
sin > 1, le groupe H'(Q(¢um), hi1(E)(n)) est un Q[Gal(Q(¢y)/Q)]-module de rang 1
d’apreés la conjecture de Beilinson car L(E, 1, s) a un zéro simple®® en s = 1 —n, quel
que soit le caractere de Dirichlet 7. On est donc ramené a construire explicitement
les éléments de H(Q((um), hi(E)(n)) dont Iexistence est prédite par la conjecture de
Beilinson et a les normaliser correctement pour en faire un systéme d’Euler.

via ’application régulateur, et I’existence d’un systeme d’Euler ne semble pas automatique ; en tout
cas, on n’a aucun exemple auquel se rattacher pour essayer de deviner ce qui est vrai.

G3n y a de quoi rester un peu perplexe : on part d’un systeme compatible d’éléments motiviques
pour ’extension cyclotomique, on choisit un nombre premier p, on prend la réalisation étale p-adique
du systéme, on la tord par une représentation « indépendante de p », on fait entrer le résultat du
coté galoisien dans le labyrinthe des anneaux de Fontaine, et il ressort du c6té de Rham sous la
forme d’un systéme compatible pour I’extension cyclotomique quasimément indépendant de p! C’est
d’autant plus remarquable qu’il n’y a rien qui puisse permettre de prédire, dans I’état actuel de notre
compréhension, que les éléments que I'on va récupérer vont étre définis sur Q...

(34) Ce zéro peut étre d’ordre > 1 si n = 0 et E a potentiellement réduction multiplicative en une
place divisant le conducteur de 7, la fonction L(E,n, s) n’étant pas forcément primitive.
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Pour n = 1, le projet a été mené & bien® par Beilinson [7] qui a construit, en
partant d'unités de Siegel®®) sur la courbe modulaire Y(N) (avec N = multiple du
conducteur de E), des éléments dans le Ko de la courbe®”) elliptique E dont les images
par application régulateur font intervenir les dérivées premieres en s = 0 des tordues
de la fonction L de E par les caracteres de Dirichlet.

La théorie de Kummer permet d’associer & une unité sur Y(M) (et donc & une unité
de Siegel) une classe de cohomologie dans HY (Y(M), Z,,(1)). En faisant le cup-produit
de deux de ces classes, on obtient une classe dans H2 (Y(M), Z,(2)) qui n’est autre que

I’image, au signe pres, de I’élément de Beilinson par 'application classe de Chern. Kato

(38)

a trouvé un moyen de normaliser'>®) les unités de Siegel et les éléments de Beilinson

pour obtenir de la sorte un systéme cohérent de classes ey € HZ(Y(M), Z,,(2)), M > 1.
En utilisant la technique de torsion a la Soulé (pour une extension de type GLq au
lieu de ’extension cyclotomique qui est de type GL;1), cela lui permet de construire, si
k > 2 et j € Z, un systeme cohérent de classes cy(k,7) € HE(Y(M), W(5)), M > 1,
ot Wy, est le systéme local sur Y(M) dans la cohomologie duquel on découpe les
représentations p-adiques associées aux formes modulaires de poids k et niveau M.

(35) Beilinson ne s’est pas arrété en si bon chemin : comme confirmation de ses conjectures générales
sur les valeurs spéciales de fonctions L de motifs, il a [8]

e construit, si k& > 2, des éléments « d’Eisenstein » dans la K-théorie de la variété de Kuga-Sato
Y *=2)(M) (rappelons que Y(M) étant un espace de module de courbes elliptiques, on dispose d’une
courbe elliptique universelle & au-dessus de Y(M) ; la variété Y (5=2) (M) est alors obtenue & partir du
produit de k — 2 copies de & au-dessus de Y(M)) dans la cohomologie de laquelle sont découpés [159]
les motifs associés aux formes modulaires de poids k; pour k = 2, on récupere les unités de Siegel ;
e déduit de ces éléments d’Eisenstein, par cup-produit et image directe, des éléments dans la coho-
mologie motivique de la courbe modulaire ;

e calculé 'image de ces éléments par 'application régulateur et vérifié que le résultat faisait intervenir
les dérivées des fonctions L de formes modulaires de poids 2 en s =2 — k.

Par ailleurs, Scholl [66, 162] a construit, par cup-produit & partir des éléments d’Eisenstein de Bei-
linson, des éléments dans la cohomologie motivique de la variété de Kuga-Sato Y (¥=2)(M) dont
I’image par ’application régulateur fait intervenir les dérivées des fonctions L de formes modulaires
de poids k en s = —n, n € N.

(36) Ces unités, appelées aussi unités modulaires, sont définies comme des produits infinis (cf. [106]
par exemple) ; on obtient de la sorte des fonctions modulaires sans zéro ni péle sur le demi-plan de
Poincaré dont le g-développement est & coefficients dans Q(¢x), ce qui nous fournit des fonctions
inversibles sur la courbe Y(N) qui est une courbe algébrique affine définie sur Q(¢n)-

(37 On commence par construire des éléments dans le Ko de Y(N) que I’on projette dans K2(E) en
utilisant le morphisme Y(N) — E fourni par le théoreme 0.20.

(38)Scholl [161] en a fait de méme avec les éléments de Beilinson dans la K-théorie de la variété de
Kuga-Sato.
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Maintenant, la courbe Y(M) étant affine, on a Hgt(Y(M)a,Wk(j)) = 0, ce qui

fournit une application naturelle(®?)

HE (YQM), Wi (5)) — H' (Fqcan» Hee (Y (M) Wi (5)))-

Si f est une forme primitive de poids k et de niveau divisant M, il n’y a plus qu’a
projeter 'image de cy(k, j) sur la composante de HY, (Y(M)qg: Wk(j)) correspondant
a f, pour obtenir le systeme d’Euler ex(f,j) € H' (9q(cy). V#(4)), M = 1 que l'on
cherchait & construire(49) (ce systéeme d’Euler permet de borner le groupe de Selmer

de Vi (5)* (1) = V= (k = j))-

0.6.5. La loi de réciprocité explicite de Kato ([99] et [100, §§ 9-11]). — Le point le plus
délicat est de relier les classes de cohomologie construites dans le numéro précédent
aux valeurs spéciales de fonctions L. Pour ce faire, on utilise deux applications expo-
nentielles duales utilisant P'anneau B, de Fontaine [72, 75, 54, 56] pour deux corps

différents : le corps QP, et le corps A, cloture algébrique du corps des fractions(*!)

2 du complété de Z,[[g]][¢"] pour la topologie p-adique. Si V est une représentation
de de Rham de 9q, (¢y), le cup-produit avec log Xcyc € HO (9Q, (cx)> Qp) fournit un
isomorphisme

H(9q, (cv)» Bar (Qp) @ V) 2 HY (9q, (), BIr(Q,) @ V),

et on définit exp* comme l'inverse de cet isomorphisme. Ce qui précede s’applique en

particulier & la représentation Wy, ; = HL, (YM)g - Wk(j)). Par ailleurs, si M > 1, et
P

Jn = H[¢"™, G, on dispose, si 1 < j < k — 1, d’un isomorphisme naturel

eXp* : H2(g%NIaB(J{R(y) ® Wk(])) =

(39) Gealy [79] a vérifié que, si j > k, les éléments de Kato et les éléments (cf. note 35) de Beilinson
(j = k) et Scholl (j > k) ont méme image dans Hl(gQ(CM),Hét(Y(M)a,Wk(j))), ce qui est une
illustration du phénoméne mentionné au n® 0.6.3. Scholl a démontré (cf. note 43) un résultat du
méme type en ce qui concerne les éléments de Beilinson.

(40) Cette description « du » systéme d’Euler associé & f est un peu idéalisée. On est en fait forcé de
faire un certain nombre de choix au cours de la construction, ce qui nous fournit toute une famille
de systémes d’Euler, mais aucun d’eux n’est optimal (i.e. les valeurs spéciales de fonctions L que
I’on obtient via la loi de réciprocité explicite sont multipliées par des facteurs parasites). On peut
construire un systéme d’Euler optimal [100, § 12] & partir de cette famille de systémes d’Euler, mais
c’est au prix de pas mal de complications techniques... En particulier, la normalisation de ce systeme
d’Euler passe par la loi de réciprocité explicite.

(41) Ce corps apparait naturellement comme complété du corps des fonctions de Y (1) en la pointe ico.
En associant son g-développement & une forme modulaire, cela permet de voir les formes modulaires
comme des éléments de 7 .
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En utilisant ces deux isomorphismes, 'injection naturelle de IB%:{R(QP) dans IB%:{R(y),
la localisation de Y(M)q, (¢y) & “#u et l'isomorphisme(*2)

H' (9q, () Bir (Q,) ® Hey (Y(M)g , Wi(5))) = HE (Y(M)q, ) Bir(Q,) © Wi(5))

fourni par la suite spectrale de Hochschild-Serre, on obtient le diagramme suivant :

0 (Yq(cn)» Wi.j)

0 + 0 P e p
H (9, (cm): Bir(Qy) ® Wij) «—=— H'(9q, (cu): Bir(Q,) ® Wi ;) —— Hu.

Le résultat crucial sur lequel tout repose est une formule explicite pour I'image de
em(k,j), 1 < j < k—1, dans . Cette formule fait intervenir le g-développement
du produit de deux séries d’Eisenstein(43)
H(9q, () Bir (Q,) ® Wi ;) & un espace de formes modulaires et d’obtenir du méme

. En particulier, cela permet d’identifier

coup une version d’une partie du théoréeme de comparaison** entre la cohomologie
étale p-adique et la cohomologie de de Rham.

Il reste a projeter tous les objets sur la composante correspondant a f pour terminer
le calcul. Cette derniére étape demande de calculer le produit scalaire de Petersson
de f avec un produit de deux séries d’Eisenstein, ce qui se fait au moyen de la méthode
de Rankin, et le résultat fait intervenir les valeurs spéciales des fonctions L attachées
A f et & ses tordues par des caracteres de Dirichlet(45).

0.6.6. La machine de Perrin-Riou [138, 139, 52| et la conjecture principale. — Une
comparaison des formules ainsi obtenues avec celles fournies par la loi de réciprocité
explicite [37] pour les représentations de de Rham de 9Q, (cy) Permet de montrer que la
fonction L p-adique attachée a une forme modulaire est I'image du systéeme d’Euler de

(42) Comme la cohomologie étale & coefficients dans quelque chose d’aussi gros que IB%(;FR (Qp) QW (4)
n’est pas vraiment définie, on utilise le fait que Y(M) est une courbe affine sur un corps et donc que
sa cohomologie étale est aussi la cohomologie continue de son groupe fondamental.

(43)Scholl [163] a suivi le méme chemin pour étudier le systéme d’Euler qu’il a construit en partant des
éléments K-théoriques de Beilinson. En particulier, en utilisant une variante d’une loi de réciprocité
explicite de Kato [99], il a calculé I'image par Papplication exp* du tordu & la Soulé de ce systéme
d’Euler par Qp(—1). Comme on tombe sur le méme produit de séries d’Eisenstein que Kato pour
em(k, k — 1), cela permet, en utilisant le fait que les deux systémes d’Euler vivent dans un méme
module de rang 1 sur l’algebre d’Iwasawa (ce calcul de rang est un des résultats non triviaux que
I’on obtient par la méthode des systémes d’Euler), de montrer qu’ils coincident.

(49) On peut se demander si I'identification ainsi obtenue est compatible avec celle déduite des théo-
rémes de comparaison de Faltings [71] ou Tsuji [186, 187]; Kato a vérifié [100, §11] la compatibilité
avec le théoreme de comparaison de Tsuji, et la compatibilité avec celui de Faltings devrait étre plus
ou moins automatique car la définition des applications exp* repose sur la notion d’extension presque
étale qui est au coeur de I'approche de Faltings. D’un autre c6té, cette compatibilité ne semble pas
nécessaire pour les applications aux fonctions L de formes modulaires.

(45) Ce type de résultats remonte aux travaux de Shimura [174].
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Kato par la machine de Perrin-Riou*9), ce qui permet d’utiliser les résultats généraux
de Perrin-Riou [139, 52] concernant les fonctions L p-adiques attachées aux représen-
tations p-adiques. En utilisant cette machine, Perrin-Riou a construit (de maniére pu-
rement algébrique) une fonction L d’Iwasawa attachée a une représentation p-adique
de ¥q et minoré 'ordre du zéro d’une telle fonction en tous les entiers en termes de
groupes de Selmer(*”). Comme par ailleurs, la méthode de Kolyvagin [98, 140, 156]
permet de démontrer que la fonction L d’Iwasawa divise la fonction L p-adique, cela
nous fournit la minoration cherchée pour l'ordre du zéro de la fonction L p-adique,
ainsi qu’une moitié de la « conjecture principale » [139, 52] selon laquelle les fonc-
tions L p-adique et d’Iwasawa sont égales, a multiplication pres par une unité de
I’algebre d’Iwasawa.

0.7. Remords
Les points suivants mériteraient qu’on leur consacre plus de place.

0.7.1. Formes modulaires a multiplication complere. — Les formes modulaires cor-
respondent (au moins conjecturalement) aux motifs de rang 2 sur Q. Parmi ceux-ci se
trouvent les motifs de type CM qui sont de rang 1 sur une extension quadratique ima-
ginaire K de Q, mais sont vus comme motifs de rang 2 sur Q. Ces motifs de type CM
sont plus faciles a manier, et tous les énoncés des n°® 0.3-0.5 ont été démontrés dans
le cas de type CM avant le cas général. Par exemple, pour une courbe elliptique E de
type CM, le prolongement analytique de la fonction L(E, s) remonte & Deuring [67] :
cette fonction s’exprime en termes de fonction L attachées a des caracteres de Hecke
de K; le théoréme 0.20 a, quant & lui été démontré par Shimura [172]; la finitude de
E(Q), si L(E,1) # 0, est due a Coates et Wiles [41, 42, 108], et la finitude de III(E)
sous la méme hypothese, & Rubin [154] dont la démonstration avait été inspirée par
un résultat de Thaine [184] que l'on peut voir comme une premiére approximation de
la méthode de Kolyvagin. Finalement, I'inégalité entre 'ordre du zéro de la fonction L
p-adique et le corang du groupe de Selmer d’un motif a multiplication complexe est
une conséquence de la conjecture principale démontrée par Rubin [155].

En fait, on ne peut pas retrouver les résultats de Rubin via le systeme d’Euler
de Kato car I'image de ¥q dans la représentation p-adique V associée a un motif de
type CM est trop petite pour que la méthode des systemes d’Euler puisse fonctionner.
La démonstration de Rubin utilise a la place le systeme d’Euler des unités elliptiques
(cf. aussi [1]).

(46) Cette machine est une vaste généralisation des séries de Coleman [43] qui fournissent une construc-
tion des fonctions L p-adiques attachées aux caracteres de Dirichlet a partir du systeme d’Euler des
unités cyclotomiques

(47 Elle a de plus vérifié, pour cette fonction L d’Iwasawa, la conjecture de Bloch-Kato & une unité
prés dans le cas ou la minoration précédente est une égalité, ce qui devrait toujours étre le cas sauf
si on est en présence de zéros « triviaux » ou « supplémentaires ».
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0.7.2. Courbes elliptiques supersingulieres. — Si E est une courbe elliptique ordinaire,
définie sur Q, le dual de Pontryagin de Sel,(E/Q({p)) est de torsion comme module
sur l'algébre d’Twasawa (ex-conjecture de Mazur, maintenant un théoréme grace aux
travaux de Kato). On en déduit le fait [111] que E(Q((p)) est de rang fini et qu’il
existe ng € N, \,u € N et v € Z tels que, si n > ng, on ait

[TTI(E/Q(Gpr))/TI(E/Q(Gpro))| = pA 2"+,

Si E est supersinguliere, le dual de Pontryagin de Sel,(E/Q({p~)) n’est plus de tor-
sion*®) et la situation est plus compliquée, mais on peut quand méme, en utilisant
les résultats de Kato, montrer [137, 142] que E(Q({p~)) est de rang fini, et donner
des formules [107, 142] pour la croissance du groupe de Tate-Shafarevitch dans la
tour cyclotomique. Si p > 5 ou, plus généralement, si a, = 0, une remarque(*?) de
Pollack [145] a donné naissance & une série de jolis travaux [104, 91, 146, 60] précisant

et étendant les résultats mentionnés ci-dessus.

0.7.8. La direction anticyclotomique. — Soit E une courbe elliptique définie sur Q ou,
plus généralement, soit f une forme primitive de poids k > 2 pair, dont les coefficients
du g-développement sont totalement réels. Soit K une extension quadratique de Q. Si
on regarde I’équation fonctionnelle de L(f ® 1, s) pour 7 : Gal(K*"/K) — C* d’ordre
fini, on s’apercoit qu'’il existe une grosse sous-extension L, de I’extension anticycloto-
mique®®) K*" de K telle que I'on ait L(f®&n, k/2) = 0, quel que soit 1 : Gal(Ly /K) —
C* d’ordre fini. Ceci laisse entrevoir la possibilité de construire de maniere systéma-
tique des éléments motiviques dans H' (4, V¢(k/2)*(1)) = H' (%, V¢ (k/2)), L par-
courant les extensions finies de K contenues dans L. De fait, si K est imaginaire, on
sait construire ces éléments : ce sont les points de Heegner®V) | ou, si k > 2, les cycles
de Heegner.

Ces points et cycles de Heegner jouent un réle fondamental dans la démonstration
du théoréme de Gross-Zagier [84] et de son analogue p-adique [134, 125], et Kolyvagin
a développé ses techniques de dérivation pour démontrer ’égalité r(E) = ro (E) et la
finitude de III(E) pour une courbe elliptique ayant un zéro d’ordre < 1 en s =1, a
partir du systéme d’Euler des points de Heegner [105] (c¢f. [123] pour une extension

(48)Par exemple, si (Qg)_lL(E, 1) est une unité p-adique, Kurihara [107] a montré, en utilisant les
résultats de Kato, que ce module est en fait libre de rang 1, ce qui constitue une vérification de la
conjecture principale. Perrin-Riou [142] a généralisé le résultat de Kurihara, ce qui lui permet de
vérifier, grace a des calculs sur ordinateur, la conjecture principale dans des cas particuliers, sans
supposer que (QJEF)_IL(E, 1) est une unité p-adique ou méme que L(E, 1) # 0.

(49) Cette remarque part de 'observation que, si ap =0, et si 1l —app™?® +pl728 = (1 — arp™9)
(1 — agp™?), alors a1 = —ao, et les distributions pg «, * pE,q, du th. 0.8 ont beaucoup de zéros
triviaux.
(50)Kanti egt a plus grande extension abélienne L de K telle que 1’élément non trivial de Gal(K/Q)
agisse par multiplication par —1 sur Gal(L/K).

(GUSj 7 : # — E est une uniformisation de E par le demi-plan de Poincaré se factorisant 3 travers
Yo(Ng), les points de Heegner sont les images de KN 2.
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en poids supérieur a 2). Ils jouent aussi un role fondamental dans le résultat de
Nekovaf [126] sur la parité du corang des groupes de Selmer via la démonstration
d’une conjecture de Mazur [112], sur la non trivialité « asymptotique » des points de
Heegner, par Vatsal [188] et Cornut [58] (voir aussi [114]).

Par ailleurs, ces points et cycles de Heegner, et leurs analogues p-adiques obtenus en
utilisant 'uniformisation de courbes de Shimura par le demi-plan de Drinfeld (demi-
plan de Poincaré p-adique) permettent de démontrer [14, 15, 16, 17, 19, 18, 20, 60, 92]
des versions anticyclotomiques de la plupart des résultats des n° 0.3 et 0.5. Nous
renvoyons a [18] pour une introduction & ce cercle d’idées. Signalons juste que la
situation anticyclotomique présente quelques particularités intéressantes. C’est le seul
cas, a ma connaissance, ou ’on sache construire une fonction L p-adique comme
transformée de Mellin d’une forme modulaire p-adique (i.e. une construction purement
p-adique de la fonction L p-adique). En outre, Darmon [59] a proposé une construction
conjecturale de points rationnels sur des extensions abéliennes d’un corps quadratique
réel qui mélange le complexe et le p-adique de maniere particulierement alléchante.

0.7.4. La méthode de Ribet. — On ne peut espérer démontrer, a partir d’un systeme
d’Euler, qu'une divisibilité du type « ordre d’un groupe de Selmer » divise « valeur
spéciale de fonction L ». Dans le cas des motifs de rang 1 sur Q, cela suffit pour
montrer une égalité car on dispose de la formule analytique du nombre de classes(®2).

Dans le cas général, il semble qu'il va falloir construire explicitement des éléments
dans les groupes de Selmer pour démontrer une divisibilité dans ’autre sens. Pour les
motifs de rang 1 sur Q, cela a été fait par Ribet [149] en utilisant le fait que la divisi-
bilité d’une valeur spéciale de fonction L se traduit par l'existence d’une congruence
entre une série d’Eisenstein (i.e. une forme modulaire « provenant de GL; ») et une
forme parabolique f; on peut alors utiliser la représentation galoisienne attachée a
f pour construire un élément du groupe de Selmer du motif de rang 1 (qui n’est
rien d’autre qu’'une partie du groupe des classes d’une extension cyclotomique). La
méthode de Ribet a été étendue par Mazur et Wiles [121, 39], ce qui leur a permis
de démontrer la conjecture principale dans le cas cyclotomique (en fait ils ne dé-
montrent qu’'une divisibilité et concluent en utilisant la formule analytique du nombre
de classes).

Ce n’est que récemment que la méthode de Ribet a été étendue aux motifs de
rang 2 (les ingrédients automorphes entrant dans les constructions, ainsi que les dé-
monstrations, se sont nettement sophistiqués(®®) en passant de GL; & GLy...). Si f

(52)On tord pour se ramener aux caractéres d’ordre fini et on fait le produit sur tous les caractéres
de conducteur divisant un entier N fixé; la formule analytique du nombre de classes pour Q({n)
montrant alors que le produit de ces divisibilités est une égalité, ce qui permet de conclure.

(53) En particulier, la construction ne fournit pas automatiquement, contrairement au cas considéré
par Ribet, les extensions que ’on cherche : les semi-simplifiées des représentations que ’on construit
par voie automorphe comportent 3 facteurs au lieu de 2, et il faut éliminer les extensions parasites
éventuelles pour démontrer que ’on a bien construit ’extension voulue. Cette problématique apparait
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est une forme primitive de poids 2k dont la fonction L vérifie I’équation fonctionnelle
A(f,s) = —A(f,2k — s), olt I'on a posé A(f, s) = %NS/QL(]‘, s), la fonction L(f, s)
a un zéro d’ordre > 1 (car impair) en s = k, et les conjectures de Beilinson et de
Bloch-Kato prédisent 'existence d’extensions non triviales, ayant « bonne réduction
partout », de la représentation triviale par V (k). En utilisant des congruences entre
formes automorphes pour U(2,1), Bellaiche [9] a démontré I’existence de telles exten-
sions modulo p, pour « beaucoup de p », si f est de type CM. En utilisant des familles
de représentations galoisiennes associées a des formes automorphes pour GSp,, Skin-
ner et Urban [175] ont construit (au moins en niveau 1) de telles extensions dans le
cas ot f est ordinaire en p, et Bellaiche et Chenevier [10] ont combiné(®%)
thodes de [9, 175], pour traiter le cas CM en utilisant des familles de représentations
galoisiennes associées & des formes automorphes pour U(3). Il est & noter que, dans le

les mé-

cas CM, on peut déduire I'existence de telles extensions des travaux de Rubin [155] sur
la conjecture principale (en utilisant encore une fois la formule analytique du nombre
de classes pour transformer une divisibilité dans le mauvais sens en égalité), et que,
dans le cas général, cette existence peut aussi se déduire du résultat de Nekovér [126]
concernant la parité du corang des groupes de Selmer, mais que les constructions au-
tomorphes de Bellaiche, Chenevier, Skinner et Urban sont pleines de promesses pour
I’avenir. Par ailleurs, en ce qui concerne la conjecture principale pour une forme mo-
dulaire ordinaire en p, Skinner et Urban [176] ont démontré, modulo 'existence de
représentations galoisiennes attachées aux formes automorphes sur le groupe U(2,2),
la divisibilité opposée a celle démontrée par Kato, ce qui fournit une démonstration
de cette conjecture principale (malheureusement conditionnelle pour le moment).

Signalons encore, dans ce cercle d’idées, dans le cas des motifs de rang 2 de type CM,
la méthode de Mazur et Tilouine [120, 185] et son extension [89, 88, 87] & un corps CM
quelconque.

0.8. Organisation de 1’article

La démonstration de Kato des th. 0.15, 0.22 et 0.23 est découpée en quatre gros
articles [98, 99, 100, 101]; le texte principal ne couvre pas la totalité de cette dé-
monstration. Il contient en particulier une construction du systéme d’Euler de Kato

dans [9], et la non existence d’extensions parasites correspond & un cas particulier des conjectures de
Bloch-Kato [27] qui peut se déduire, dans le cas considéré par Bellaiche, des résultats de Rubin [155].
Pour résoudre le méme type de problémes dans leur cas [175], Skinner et Urban s’appuient a la place
sur le théoreme 0.22 (de Kato). Par ailleurs, un résultat récent de Kisin [103], concernant la variation
du D¢;is d’une représentation dans une famille, joue un grand role pour contréler la bonne réduction
en p des extensions construites via les familles de formes automorphes [175, 10].

(59)7]s ont aussi réussi & éliminer le recours aux résultats profonds de Rubin et Kato pour se dé-
barrasser des extensions parasites éventuelles mentionnées dans la note 53, et ont ramené leur non
existence & celle d’extensions de Qp par Qp(1) (sur un corps quadratique imaginaire) ayant bonne
réduction partout, ce qui suit de la théorie de Kummer et de ce que ’anneau des entiers d’un corps
quadratique imaginaire n’a pas d’unité d’ordre infini.
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(chap. 1), une esquisse de démonstration de la loi de réciprocité explicite de Kato
(chap. 2), et une analyse assez précise du lien entre le systéme d’Euler de Kato et les
fonctions L p-adiques de formes modulaires (chap. 4). Il manque un traitement de la
méthode des systémes d’Euler (correspondant & [98], et utilisée de maniére cruciale
pour démontrer les résultats du chap. 3), ainsi que des rappels un peu conséquents sur
la machine de Perrin-Riou et les résultats qui en sortent (correspondant aux §§17-18
de [100]), mais ces techniques ont déja fait 'objet d’exposés [135, 52] & ce séminaire.
J’ai assez sensiblement modifié le point de vue par rapport a celui de Kato; j'espere
que cela n’a pas introduit d’erreur fatale (je n’ai pas vérifié tous les détails, mais ¢a a
une bonne téte).

1. LE SYSTEME D’EULER DE KATO

Ce chapitre est consacré & la construction du (ou plutét des) systéme d’Euler de
Kato. Par rapport & la présentation qu’en donnent Kato [100] ou Scholl [161], il y
a deux différences sensibles : la situation a été completement adélisée, ce qui rend
les calculs de corestriction quasi automatiques (mais ne rend pas les notations plus
digestes...) et la géométrie algébrique a disparu (par exemple, la cohomologie étale
des courbes modulaires a été remplacée par la cohomologie continue de leur groupe
fondamental, ou plutdt d’un groupe Ilq qui leur est commensurable, et qui est défini
de maniére purement modulaire).

1.1. Notations et préliminaires

1.1.1. Adéles. — On note &2 I’ensemble des nombres premiers et Z le complété profini
de Z. On a donc Z = Hpeg’ Z,, et Q ® Z est 'anneau des adeles finis de Q; c’est le
produit restreint des Q,, p € Z.

Si z est un objet adélique, on note x,, (resp. zIPl) la composante de z en p (resp en
dehors de p). Soit Zvl = [1¢p Ze- La décomposition Z= Z, x Z/7! induit, pour d >
des décompositions

M4(Q®Z) = My(Q,) xMa(QRZM) ot GL4(Q®Z) = GL4(Q,)x GL4(QRZM).
Ceci nous permet de définir les sous-ensembles suivants de Q ® Z et M2 (Q ® Z) :

7@ — Z% % 7zl et My(Z)?) = GLy(Z L) X M, (Z")) |
(Q®Z)P =2 x (QeZP) et Mx(Q®Z)P) = GLy(Z,) x Ma(Q® ZP)).
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1.1.2. Cohomologie des groupes (localement) profinis. — Si X est un espace topolo-
gique localement profini (comme tous les espaces ci-dessus) et V est un Z-module,
on note LC.(X, V) le module des fonctions localement constantes & valeurs dans V
dont le support est compact dans X. On note Z,14(X, V) ensemble des applications
Z-linéaires de LC.(X,Z) dans V; un élément de Za1.(X, V) est une distribution algé-
brique sur X a valeurs dans V. On note fX ¢ p la valeur de p sur ¢.

Soit G un groupe localement profini (comme GL3(Q ® Z)) agissant contintiment &
droite sur X et V (Paction de g € G sur x est notée xxg, et on a (x*g1)xga = xx(g192)).
On munit LC.(X,Z) et Zag(X,V) d’actions de G & droite ¢ — ¢ x g et p — p* g,
avec

ro)e) = dxg ™) et [ 6luxg)=( [ (@xg)u) s

Si M est un G-module topologique muni d’une action a droite de G, on note
HY(G,M) le i-iéme groupe de cohomologie continue de G & valeurs dans M. Si X
est de plus muni d’une action & gauche de G (notée (g,z) — g - x) commutant &
'action & droite de G (i.e. g1 - (x * g2) = (g1 - ) * g2), les modules H (G, Zaig (X, M))
sont naturellement des G-modules a gauche. Ce qui précede s’applique en particulier a
X = My(Q®Z) et G = GLy(Q®Z), les actions a gauche et a droite étant simplement
données par la multiplication des matrices.

Si H est un sous-groupe fermé de G, si
¢ € HO(H,LC.(X,Z)) et p€ HY(G, Zag(X,V)),

le cup-produit nous définit un élément [y ¢ 1 de H(H, V). Par ailleurs, si H est d’indice
fini dans G, lapplication de corestriction H (H,V) — H'(G,V) envoie [y ¢ p sur
cor( [y ) = [y cor¢ p, on cor¢ € H(G,LC.(X, Z)) est définie par la formule

(corg)(z) = > o(xg).

geH\G

1.2. Formes modulaires

1.2.1. Définition. — Soit € = {x + iy, y > 0} le demi-plan de Poincaré. Si A est
un sous-anneau de R, on note GLo(A) 4, le sous-groupe de GL3(A) des éléments de
déterminant > 0. Si £ € N, on définit une action a droite f — f|,v de GLa(R), sur
les fonctions de classe C* de 57 dans C, par la formule

dety)k—1 at+b .
o) = S (S0 s = ().

Si T est un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z), on note .#(T", C), le C-espace vecto-
riel des formes modulaires de poids k pour I, ¢’est-a-dire 'ensemble des f : 5 — C,
holomorphes sur C, a croissance lente a l'infini, vérifiant f|, v = f quel que soit v € I'.
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Si f € #,(T,C), alors f est périodique de période N pour un certain entier N > 1,
et f est somme de sa série de Fourier

—+o0 —+o0
2i N N 2i
f(r) = E NG imnT /N — g an/Nq"/ , avecq=e"".
n=0 n=0

La série ZH€Q+ anq"™ s’appelle le g-développement de f. Si A est un sous-anneau de C,
on note (T, A) le sous-A-module de .# (T, C) des formes dont le g-développement
est a coefficients dans A et .Z(T",A) la A-algebre des formes modulaires pour I' &
coefficients dans A, somme directe des .#(T", A), pour k > 0. Finalement, on note
M (A) (resp. A (A)) la réunion des 44, (T, A) (resp. 4 (I',A)), ou T décrit I'ensemble
des sous-groupes d’indice fini de SLy(Z). L’algebre .#(C) est munie d’une action de
GL2(Q)4 notée f — fxy,avec fxy = (det )7 f,~,si f € 41(C) ety € GL2(Q) 4.

1.2.2. Sous-groupes de congruence. — Si N est un entier > 1, soit
In={(2}) € SL2(2), a—1,b,c,d—1=0 N]}.

C’est un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z) et on dit qu'un sous-groupe de SLy(Z)
est de congruence s’il contient I'y, pour un certain N > 1. Si A est un sous-anneau
de C, on note .#,""#(A) (resp. .#°"¢(A)) la réunion des .#(I', A) (vesp. .# (T, A)),
ou I' décrit 'ensemble des sous-groupes de congruence de SLo(Z).

1.2.8. Les groupes Ik et IIj.. — Si K est un sous-corps de C, on note Ik le groupe
des automorphismes de .# (K) au-dessus de .# (SL2(Z),K); c’est un groupe profini.
Si K est algébriquement clos, alors Ik est le complété profini de SLy(Z) (qui est

A~

beaucoup plus gros que SLo(Z)). Dans le cas général, on dispose de la suite exacte
1 — g — Ik — % — 1,

qui est scindée, ¥k agissant sur les coefficients du ¢-développement des formes mo-
dulaires. Par ailleurs, I'algebre .# (K) est stable sous I'action de GL2(Q), définie
ci-dessus, et on note ITj; le sous-groupe des automorphismes de .#(K) engendré par
Ik et GL2(Q)+. Plus généralement, si S C & est fini, on note Hg) le sous-groupe
de TI}; engendré par Ik et GL2(Z®)), ott Z() est le sous-anneau de Q obtenu en
inversant tous les nombres premiers qui n’appartiennent pas a S.

Soit Q°¥! I’extension cyclotomique de Q réunion des Q({n), N > 1. La sous-algébre
A °8(QCYel) est stable par g et I qui agissent & travers GL2(Z) et GL2(Q® Z)
respectivement. On a le diagramme commutatif de groupes suivant :

1 HK HK > g}( 1

I ] e

_ ~ det
1 — SLy(Z) — GLy(Z) — 7 — 1.
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La section de 9q dans Ilq décrite ci-dessus induit une section de I'application déter-
minant GLy(Z) — Z*; c’est celle qui envoie u sur la matrice (§9).

1.3. Séries d’Eisenstein-Kronecker

1.8.1. Définition. — Si (7' 2) € # x C, on pose ¢ = %™ q, = 2™ et on note 09,
Popérateur -2 = g, 2 aq On pose aussi e(a) = 2™, Si k € N, 7 € #, z,u € C,

la série d’Eisenstein-Kronecker (cf. [191] par exemple),

I'(s) (T—?)s_k mE (wﬂ—u@)

— g e

(—2im)k N 24 |w + 2|28 T—7 /
WEZ+VZT

Hy(s,7,2z,u) =

qui converge®® si Re(s) > 1+ %, posséde un prolongement méromorphe & tout le plan
complexe, holomorphe en dehors de poles simples en s =1 (sik =0et u € Z + Z7)
et s=0 (sik=0et z €Z+ Zr) et vérifie '’équation fonctionnelle

M) ~Hy(k —s,7,u, 2).

T—T

Hy(s,7,2,u) = e(
On définit les fonctions Ej et Fy, par les formules
Ex(r,2) = Hi(k,7,2,0) et Fyi(r,z) =Hg(k,7,0,2).
On a
Ep+1(7,2) = 0,Ei(7,2), sik € N et Eo(r,z2) =log|é(r, 2)|, si z ¢ ZT + Z,
ou 0(t, z) est donnée par le produit infini

0(r,2) = q"/"*(¢? — ') [T (0= ¢"a)(1 = ¢"2 1))

n>1
On note A = (9.6(r, z)|2:0)12 =q[[,>(1 - q")** la forme de poids 12 habituelle.

1.3.2. Les formes modulaires E(ak)ﬁ et Fgc)ﬁ — Les fonctions Eg(7, 2) et Fi (7, 2) sont
périodiques en z de période Z7 + Z. Si (o, 8) € (Q/Z)? et si (a,b) € Q% a pour image
(o, B) dans (Q/Z)?, on pose

k k
E(a)ﬁ =Ei(r,a7 +b) et Fg)ﬁ = Fi(r,am +b).
On a les relations de distribution suivantes si e est un entier > 1 :
(k)  _ kp(k) (k)  _ 2—kp(k)
>, Bl =cByp et Y. Falp =<
ea’=a, ef’'=0 ea’=a, eﬁ/—ﬁ
(k) ko (k) (k) (k)
Z Bop(G)=eEqop et Z Fop(Z)=eFqp.
e’ = ef'=
(39)Siz € Z + Z7, on supprime le terme correspondant & w = —z de la somme.
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PROPOSITION 1.1. — (i) ES) = Fi) = 5LE3, ou
EZ 0 194 §

= - U

2 m('r —7) i

est la série d’Fisenstein non holomorphe de poids 2 habituelle.

(ii) Si Na = NS =0, alors
(a) B} — By € Ma(Tx, Q(x)) et BV € A6(Dn, Q(Gn)) sik =1, k # 2.
(b) FY) € . (Px, Q(Cx)) sik =1, k #2 ou sik =2 et (a, 3) # (0,0).

Par ailleurs, en faisant agir Ilq trivialement sur Eé?(),, on obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 1.2. — Siy=(2b4) € GLy(Z), sik > 1, et si (a, 8) € (Q/Z)?, alors

EL) et Fxy=F

(k
*xY = E aa—+cB,ba+ds”

)
aa+cB,ba+ds

1.3.3. Quelques g-développements. — Si « € Q/Z, posons

+oo
Clay8) = Z n~% et ("(a,8) = Z e2imna =,
n=1

n€eQy, n=amodZ

PROPOSITION 1.3. — Sik > 1, et a, B € Q/Z, alors le q-développement Zn€Q+ anq"™
de F(ak)ﬁ est donné par

S I s~k 1C(B ) + (~1)F(—ays — k4 1)CH(—B,9)
nEQ’“+
et ap = ((o, 1 — k) [resp. ap = 1(¢*(B,0) — ¢*(—B,0))] sik # 1 ou o # 0 (resp. si
k=1eta=0).

Remarque 1.4. — Il'y a des formules similaires pour le g-développement de E((lk) , mais
nous n’en aurons pas besoin.

1.8.4. Les distributions zgis(k) et 2; (k). — Les relations de distributions et la pro-
position 1.2 peuvent se condenser agréablement en 1’énoncé suivant(®®) :

(56)I’existence des distributions zg;s (k) et 2z}, (k) est une conséquence de la premigre relation de
distribution ; la loi de transformation sous GL2(Q ® 2) se démontre en utilisant la proposition 1.2,
la seconde relation de distribution, et le fait que tout élément de GL2(Q ® 2) peut s’écrire sous la
forme gl(T 0)(0 e)gg, avec g1,92 € GLQ(Z) r € Q* et e entier > 1.
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THEOREME 1.5. — Sik > 1, il existe une distribution algébrique zgis(k) (resp. zj; (k))
sur (Q®Z)?, a valeurs dans #x(Q) telle que, quels que soient 7 € Q* et (a,b) € Q2,
on ait

ZERis (k/’) = ’I“ikEfdk,)la7 r=1p

/(a+r2) X (b+r2)

(resp. / R oz (k) = rk_QFili)la r*lb)'
(a+rZ)x (b+rZ) ’

De plus, si v € GL2(Q ® 2), alors
zmis (k)7 = |det 7" 'zmis(k) et zpi (k)17 = 2 (K)-

1.3.5. La distribution zgis(k, j). — On identifie (Q ® Z)? x (Q ® Z)2 4 M»(Q ® Z)
en envoyant ((a,b), (c,d)) sur la matrice (¢Y). En utilisant le fait que le produit de
deux formes modulaires de poids i et j est une forme modulaire de poids i + j, cela

nous fournit une application naturelle
Zs(Q® 2)%, Q) © Zug(Q© 2)°, A5(Q)) — Tug(Ma(Q© Z), Ai45(Q)).
Sik>2et1<j<k—1,so0it

seilh.) = Lol (= ) ® 2(3) € Tus (M@ © 2). A4 Q)

La valeur de cette distribution sur une fonction localement constante a support com-
pact est une combinaison linéaire de produits de séries d’Eisenstein®”). D’autre part,
il résulte du théoreme 1.5 que :

PROPOSITION 1.6. — Si v € GL2(Q ® Z), alors

ZEiS(k7j)‘k’y = |det7|j71ZEis(k7j)'

1.4. Unités de Siegel et éléments de Beilinson

1.4.1. Unités de Siegel. — La fonction (7, z) n’est pas périodique en z de période
Z7 +7Z mais, si ¢ > 2 est un entier premier & 6, alors la fonction 6(r, 2)629(7, cz) "L est
périodique. Si (o, 8) € (Q/Z)?—(0,0), et si (a,b) € Q? a pour image (, 8) € (Q/Z)?,
posons

Je.a,3 = 0(T,a7 + b)CQG(T, cat + cb) L.

(57)8i M, N sont des entiers > 1, soit OmN = {(‘;3), a—1,b€e Mz, c,d—1¢€ NZ} et soit ¢n,N
la fonction caractéristique de Oy n. Par construction, on a

(—1)7 o (k—i ;
—— M N IR IRY),
G- M0 0N

/ oM,N 2zEis (K, 7) =
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PROPOSITION 1.7. — Soient o, 8 € %Z/Z.
1) i c € est premier a 6 et st (co,c ,0), alors ge.o.p est une unité de
(i) SiceN er a6 et si (co,cB8) # (0,0), al .8 té d
A (T, Q(¢n)) [z ]-
2_ _ "
ii élément g = ¢. e Q® =~ ne dépend pas du choix de c
i) Lélé =01 de Q (£ (Q)% dépend pas du choiz d

congru a 1 modulo N. De plus, quel que soit c premier a 6, on a ge,a,8 = ggjﬁ gc_alcﬂ.
Le théoreme suivant se démontre de la méme maniere que le théoreme 1.5

THEOREME 1.8. — Il existe une distribution algébrique zgiegel SUr (Q®2)2 —(0,0), a
valeurs dans Q®(//l(6)[%])*, telle que, quels que soient r € Q* et (a,b) € Q? —1rZ?,
on ait

ZSiegel = Gr—1a,r—1b-

/(a-i-rz) X (b-s-ri)

De plus, zgicgel €5t invariante sous l'action de H’Q.

1.4.2. Eléments de Beilinson. — Si A est un anneau, on dispose d’une application
«symbole de Steinberg » z ® y — {z,y} de A* ® A* dans le groupe de K-théorie
K2(A). Ceci permet de construire une distribution algébrique zpe; = {zSiegel, zSiegel}
sur®®) M, (Q ® Z) & valeurs dans Ko(.#(Q)[L]). Cette distribution est invariante
sous l'action & droite de ITg,.

1.5. La théorie p-adique

1.5.1. Théorie de Kummer et classe de Chern p-adique. — D’apres le th. 1.8, la
distribution Zgjegel est invariante par Hb et on note

28}y € B (g, 2 (Q © Z)? = (0,0), Q(1))
son image par Papplication de Kummer(®?. On note
ZKato € H? (11, Zu1s (Ma(Q © Z)®), Q,(2)))
(S};igel ® z(sfigel. C’est aussi, au signe pres, I'image de zpe; par ’appli-
cation classe de Chern, mais nous n’utiliserons pas ce fait.

la restriction de z

(58)Elle n’est définie que sur Pouvert M5(Q ® Z) des matrices (%) avec (a,b) # (0,0) et (c,d) #
(0,0). Si M, N sont des entiers > 1, et si I'vi,n = SL2(Z) N Owm,N, alors

/ @M,N ZBei = {gﬁ’ov 90, %} €cQaK: (///(FM,Nv Q(C(M,N)))[%])

est I’élément construit par Beilinson.

(59) Soit Z0 = {(#n)neN, Tn € (‘//1(6)[%])*, IZ_H =n si_n € N}. Soit Z = Q ® Z°. Alors Z est
muni d’une action de ITg, et la suite 0 — Qp(1) — Z — (///(Q)[i})* ® Q — 0 est une suite exacte
de TIy-modules. Posons X = (Q® Z)2 — (0,0) et soit (¢;)ser une base de LC.(X, Z) sur Z. On peut

fabriquer une distribution algébrique p sur X, & valeurs dans Z, en prenant pour fX ¢; p n’importe

(p)

Siegel €5t I'image du cocycle 0 — p* o — p.

quel relevement dans Z de fX @i ZSicgel €t alors z
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Pour aller plus loin, il faut se débarrasser des dénominateurs dans la distribution
ZKato- Si @ € Zy;, on note (z) son image dans Z* et si x,y € Zy, on note (z,y) 'image
de (§ ) dans GLQ(Z). Si ¢ € Zy;, on déduit du (i) de la proposition 1.7 I'appartenance
de (2~ (c™)) 28} . a H' (g, Zug ((Q ® Z)% — (0,0), Zy(1))) et donc

Siegel
ZKatoe.d = (¢ — (¢, 1)) (d®—(1,d7Y)) ZKato € H2 (1Y), Zuig (Ma2(QEZ)P), Z,(2))).

1.5.2. Torsion a la Soulé. — L’intérét d’avoir supprimé les dénominateurs est de pou-
voir intégrer des fonctions continues a support compact et pas seulement des fonctions
localement constantes (en d’autres termes, Zais(IM5(Q ® Z), Z,(2)) est l'espace des
mesures Zo(M4(Q ® Z), Z,(2)) sur M4L(Q® Z), & valeurs dans Z,(2)).

On note t = ({pn )nen le générateur canonique de Z, (1) et on fait agir v € GLa(Z,)
sur Z, (1) par multiplication par det~. On note V,, = Qpe1 & Qpez la représentation
de dimension 2 de GL2(Z,) donnée par e; xy = aey + bey et ea xy = ce1 + des
siy=(2%) € GLy(Z,). Si k = 2 et j € Z, soit Vi ; = Sym" ?V, ® Q,(2 — j).
Multipliant la mesure zkato,c,q par la fonction z — (e’fot*j) * 1, qui est continue sur
M2 (Q ® 2)(1’), on définit, pour j € Z,

ZKato,c,d(ka .7) = ((ellc72tij) * I‘p) ZKato,c,d S H2 (Hg); -@O (MQ(Q X 2)@), Vk,j))a
Hg) agissant sur Vi ; & travers son quotient GLa(Z,).

1.6. Du systéme d’Euler de Kato aux séries d’Eisenstein

Soit # le corps des fractions du séparé complété de Zy[[q]][g "]

p-adique. C’est un corps local de dimension 2 de corps résiduel F,,((¢)). On se fixe une

pour la topologie

cléture algébrique # de ¢, un plongement de Qp dans % et un morphisme r — ¢"
de Q dans # vérifiant ¢' = q.

Si M est un entier > 1, on note ¢y la racine M-ieme ql/M de ¢. Soit A =
Hlgm, Cu] ; ¢’est une extension galoisienne de % de groupe de Galois

Py ={(2%) € Gy = GLo(Z/MZ), a =1, ¢ = 0}.

On note 75, la réunion des £y, M > 1.

Dans le chapitre suivant, nous allons définir une application exponentielle duale
exp* : H2(Gx, Zp[Pr] @ Vij) = H2(Gonas, Vi) — o = HY (G, Koo @ Zp[Pr))-

Plus généralement, si W est une représentation de ¢4 sur laquelle ¥ agit a travers
un quotient fini de Gal(#5 /%), on définit une application exponentielle duale

eXp* : HQ(%%/vW ® Vk,j) — HO(%%/N%/OO ® W)
Ces applications se recollent pour donner naissance & une application

exp* : H2 (%%/; -@alg (MQ(Q & 2)@)7 Vk,j)) — HO (%%/; -@alg (MQ(Q & 2)(}7)”%/00))
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L’application qui a une forme modulaire associe son g-développement nous four-
nit une injection de .#(Q) dans #4, et un morphisme de ¥, dans Ilg. Ce mor-
phisme induit un morphisme « de localisation » H'(Ilq, W) — H* (44, W) pour tout

Tg-module W et tout i € N. On note 2z} (k, j) 'élément de
HY (G, Dt (M2(Q © Z)P), #4.))

obtenu en localisant la restriction de zm;s(k, j) & M2(Q® Z)(p), et en utilisant I'injec-

tion de . (Q) dans 5.

Le résultat suivant permet de faire le lien entre le systeme d’Euler de Kato et les
fonctions L ; c’est la clef de votite de tout ’édifice. Sa démonstration est un long calcul
délicat dans les anneaux de Fontaine auquel le chapitre suivant est consacré.

THEOREME 1.9. — Sik>2,etl1<j<k—1,etsic,de Z3, alors

exp* (Zxato,c.a(k, ) = (2 = (71, 1)) - (@ = (1,d7")) - 2 (K, ).

1.7. Opérateurs de Hecke

1.7.1. Définition. — Si I" est un sous-groupe ouvert de GLQ(Z), on note I Iimage
inverse de I' dans Ilg. Si g € GL2(Q) est tel que g~ 'T'g C GLQ(Z), alors le sous-
groupe g_lfg de H'Q est inclus dans Ilq et est Pimage inverse de g~ 'T'g dans Ilq.
On en déduit, si V est un II-module, un isomorphisme®? ¢ — ¢ x g de H/(T', V) sur
Hi(gflfg,\/).

Si £ est un nombre premier, et M, N sont des entiers > 1, on définit le sous-groupe
fM(g),N (resp. IA“M7N(¢)) comme l'intersection de GL3(Z) avec I'ensemble des matrices
(2%) de M, (Z) vérifiant a—1 € MZ, b € MUZ (resp. b € MZ), ¢ € NZ (resp. ¢ € N(Z),
d—1 € NZ. On définit(6) les opérateurs de Hecke T(¢) et T’(¢) comme les composés :

o~ res ~ *(1,0) cor o~
T() : H Ty, V) — H' Ty N, V) — B (Tvne), V) — H (TuN, V) -

L~ res ~ *(6,1) cor o~
T'(0) : H(Tmyn, V) —— H' (T, V) — H' (Tm N, V) —— H (Tux, V) -

Si (¢,MN) =1, on a T/(£)(¢~, 1)L = T(£)(1, 7 1)L

60 ) 4 )
(60)Le cocycle (o1,...,0%) — Coq,...,0; €st envoyé sur (o1,...,0;) — (cgolg,l goigf1)*g.

(61) Cette définition est la traduction, en termes de cohomologie des groupes, de la définition usuelle

AAAAAAAAAA

via les correspondances sur les courbes modulaires.
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1.7.2. Corestriction et opérateurs de Hecke. — Soit S C &2 un ensemble fini, soit V
un 11 -module (cf. n° 1.2.3), soit i € N et soit u € H/(II, Zuy(M2(Z® © Z), V).

~

Soient A, M, N des entiers > 1, et soit ¢ une fonction sur Mo (Z), constante modulo A,
invariante par I'vn. Si £ est un nombre premier ne divisant pas AMN, soit ¢, la
fonction définie par

de(x) = () - Lijomy(z,) (T0);

cette fonction est invariante par fMgJ\w.
PROPOSITION 1.10. — Si ¢ ¢ S, alors

(i) [¢p e H(Tun, V) et [dep € H (Tmene, V) ;
(i) cor(f dep) = ([ pp) * (L —T(€) % (€71, 1)L+ £(0,€) % (€71, 071D,

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Pour démontrer le (ii), on part des formules

cor(/qﬁg u) = /cor(m)u et (cor(¢r))(z) = ¢(x) - lgL,(z,)-

On est donc ramené a relier les fonctions caractéristiques de GLo(Zy) et Ma(Zy). Plus
généralement(@), soient 0 < r < s des entiers, et soient O, 5 et G, 5 les sous-ensembles
de My(Z,) définis par

Ors={(2%), a=1=b=0["], c=d—1=0[*]} et Gps=GLa(Z¢) N Oy
Soient as; = (4 9) si0<i <l —1et age= (9 7'). Les fonctions caractéristiques

1
de O, et G, s sont reliées de la maniére suivante :

)

1o, sir>lets
lg,, = 1o, * (1 — Zf;é ((ﬂ, 1)3045,1')) sir=0ets
Lo, * (1 =0, ((6,1)ea0,) +€(0,0)) sir=s=0.

La proposition se déduit alors de la troisiéme de ces relations, du fait que, si (¢, M) = 1,

>1
>1

)

les a,; forment un systeme de représentants de fM(g)yN\fMN, et de la formule
J(@*g) = () pu)*g qui se démontre & partir du cas i = 0 par « décalage » de
dimension.

2. LA LOI DE RECIPROCITE EXPLICITE DE KATO

Ce chapitre est consacré a la définition de ’application exp™ et au calcul de 'image
du systeme d’Euler de Kato par cette application. Les techniques sont celles intro-
duites par Tate [181] pour calculer la cohomologie galoisienne de C,, et étendues par

Hyodo [90] dans le cas de corps locaux de corps résiduel non parfait.

(62) Cela peut étre utile pour calculer des corestrictions de f‘Mz,N[ a fM,N dans le cas ou ¢ divise N
par exemple.
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+
2.1. L’anneau B

2.1.1. Définition. — Soit L un corps de caractéristique 0 muni d’une extension v, de
la valuation p-adique normalisée par v,(p) = 1. On note C(L) le complété de L pour
la valuation vp,.

Soit
R(L) = {(zn)neN, n € OL/pOL et 2} | =, sin € N}.
.

+k
converge, quand k tend vers +oo, vers un élément (™ de Oc (1) qui ne dépend que de .

Si 2 = (z5)nen € R(L) et si Z,, € Oy, a pour image x, modulo p, alors la suite z%

Ceci permet de mettre R(L) en bijection avec I'ensemble des suites z = (2(™),en,
avec (™ € O, et (2" TV = z(™) sin e N.

L’anneau R(L) est un anneau parfait de caractéristique p et on note Aj,¢(L) =
W(R(L)) Panneau des vecteurs de Witt & coefficients dans R(L). Si z € R(L), on note
[] € Ajnt(L) son représentant de Teichmiiller, et tout élément de A;,¢(L) peut s'écrire
de maniére unique sous la forme 3770 pFxx], ott (21 )ren est une suite d’éléments
de R(L). On définit un morphisme d’anneaux 6 : Aj,¢(L) — Ogr) par la formule
O i pPle]) = 305 pkxéo). On note Binf(L) Vanneau Ajng(L)[5] et on étend ¢
en un morphisme de Bin¢(L) dans C(L). Si m > 1 est un entier, on note B,,(L)
lanneau B, (L)/(ker 8)™. On fait de B,, (L) un anneau de Banach en prenant 'image
de Ajyr(L) comme anneau d’entiers.

On définit anneau B (L) comme la limite projective des B, (L) que 'on munit
de la topologie de la limite projective, ce qui en fait un anneau de Fréchet. Par
construction, 6 s’étend en un morphisme continu d’anneaux topologiques de IB%CJ{R(L)
dans C(L) et on a B,, (L) = B} (L)/(ker )™ quel que soit m € N.

2.1.2. L’anneau BjR(y). — Le groupe ¥ » agit continiment sur les anneaux (C(y)
et IB%;{R () et la définition de I"application exp* repose sur I’étude de la cohomologie
de ¥ a valeurs dans ces anneaux. Si M est un entier, on note £y~ la réunion des
Japn, 1 € N. L'extension J#/ Hype est presque étale, ce qui se traduit par la nullité
de H* (%WMPW,B;{R(y) ® V) quelle que soit la Q,-représentation V de ¥4, et quel
que soit ¢ > 1. On est donc ramené & étudier de pres extension JAipe/# dont
le groupe de Galois Py, est un groupe de Lie de dimension 2 isomorphe au groupe
P,, [m = v,(M)] des matrices (2Y) de GLy(Z,) vérifiant a = 1, ¢ = 0, b € p™Zy,
d € 14 p™Z,. Cette étude repose sur la construction (prop. 2.1) de «traces de Tate
normalisées » et des résultats généraux concernant la cohomologie des groupes de Lie
p-adiques.

2.1.8. Traces de Tate normalisées. — Soit E[resp. EM, si M est un entier > 1] le repré-

sentant de Teichmiiller dans A, () de (1,¢p, ..., Gpn, - .. ) [resp. (CMy - -+, Cuipry - - - )]
Si MIN, on a (8™ = Cu.
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Soit t = logg: - :2 O_TOH_G IB%IR(z) le 2im p-adique de Fontaine. C’est un
générateur du noyau de 60 : Bl (#) — C() sur lequel 9 agit par multiplication
par Xcyel-

Soit ¢ [resp. g, si M est un entier > 1] le représentant de Teichmiiller dans Aj,¢(J2")

. ~N/M
de (¢,qp,- -, Gpn,...) [resp. (gm, ..., qumpn, ... )]. S MIN, on a qN/ =
tion f(q) — f(¢) permet d’identifier # & un sous-anneau de B (%), mais il faut

= gum. L’applica-

faire attention au fait que J# n’est pas stable par ¥ car gxo = aECq@ sioc €Yy,
oll 0 — ¢4(0) est le cocycle & valeurs dans Z, (1) = Z,(Xcyc1) associé & g par la théorie
de Kummer. Par contre anneau % = J¢[[t]] est stable par ¢ .

Si M est un entier > 1, on note % I'anneau Jiﬁqﬁvh Cul'; on a aussi Sy = Jul[t]]-
On définit, si v,(M) > vp(2p), une application Ry de la sous-Qp-algebre JAppes
de IB%IR(%/MPOO) engendrée par les (upn et les gupn, n € N, dans J#y en envoyant

Chipr @f\’/[pn sur Ciy,n @f\’/[pn (resp. sur 0) si p™ divise a et b (resp. p™ ne divise pas a ou b).

PROPOSITION 2.1. — Si M est un entier > 1, alors

(1) HO(Dotsyoe » Bip (H) = Bg (Hup=).

(i) e%//\l\//[poo est dense dans Blg (Hrp).

(ili) Si vp,(M) > v,(2p), alors Ry s’étend par continuité en une application
K -linéaire Ry - BJR(%/MPOO) — J qui commute a action de Gy .

PROPOSITION 2.2. — Si v,(M) > v,(2p), si V est une Qp-représentation de P 4,
possédant un Zy-réseau T tel que Py, agisse trivialement sur T/2pT, et si i € N,
alors Ry induit un isomorphisme

Rt - HY (P sy, BIg (Haipee ) © V) 2 HI (P gy, Hu ® V).

Le gros intérét de descendre de IB%IR(%MPOO) A Sy est que Paction de Py, devient
analytique, ce qui permet d’utiliser les techniques du § 2.2.

2.2. Cohomologie de P,,

Si m > v,(2p), soit Py = {(34), b € p™Zy, d € 1+ p™Z,}. Cest un groupe
analytique p-adique compact et, si u,v € p™Z,, on note (u,v) I'élément (é e%) de
P,,. La loi de groupe s’écrit alors sous la forme

(u1,v1)(uz, v2) = (€"u1 + uz,v1 + v2).

Soient U, et T, les sous-groupes de P, topologiquement engendrés par (p™,0) et
(0, p™) respectivement. Ces deux sous-groupes sont isomorphes & Z,,, U, est distingué
dans P,, et on a P,,/U,, 2 T,,. En particulier, U,, et I';;, n’ayant pas de H2, la suite
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spectrale de Hochschild-Serre nous fournit, si V est une représentation(®®) de P,,, un

isomorphisme(64)

H%(P,,, V) = H (D, H (U, V) 2 V/((p™,0) = 1,(0,p™) — ™).

Soit V une représentation analytique(®® de P,,. Soient 9; : V. — V, i = 1,2 les
opérateurs définis par

z* (u,v) = & + udrx + vdex + O((u,v)?).

Ces opérateurs se comportent comme des dérivations : si 1 € Vi et zo € Vs et si
i =1,2, alors 9;(x1 ®x2) = (0;71) @22+ 21 ®J;x2. Comme J; = log(p™,0) et o —1 =
log(e=?" (0,p™)) sont divisibles par (p™,0) — 1 et (0,p™) — " respectivement, on
dispose d’une application naturelle de V/ (91, 92—1) dans V/ ((pm, 0)—1, (0, pm)fepm)
qui est un isomorphisme car V est supposée analytique. On en déduit un isomorphisme

H%(P,n, V) 2 V/(01,05 — 1).

PROPOSITION 2.3. — Si V est une représentation analytique de P, alors
(i) tout élément de H?(P,,, V) est représentable par un 2-cocycle analytique ;
(ii) I%image, dans H%(P,,, V) =2 V /(01,02 — 1), d’un 2-cocycle analytique

((u7 U)7 (1‘7 y)) = C(u,w),(z,y) = Z Cijk,L " Uivjxkyé
it ht0>2

est aussi celle de §(2 (Clu),(@,y)) = €1,0,0,1 — Co,1,1,0 dans V /(01,02 — 1).

2.3. L’application exp* pour la représentation Vy ;

La construction(6®) de I'application exp* repose sur le résultat suivant qui se dé-
montre en constatant que e’ieg 2yt f(q) est vecteur propre de d — 1 pour la valeur
propre (k — 3 — i+ ) et en calculant son image par 0.

PROPOSITION 2.4. — Si v,(M) > v,(2p), et si 1 < j < k — 1, alors Uapplication
f = tef =2 f induit un isomorphisme de a1 sur (Far @ Vi.;)/ (01,02 — 1).

(63).e. un espace vectoriel de dimension finie sur Qp ou J# muni d’une action continue de Py,
agissant de maniere linéaire.

(69)Le groupe H!(Up,V) est isomorphe, en tant que groupe, & V/((p",0) — 1) mais, comme
(0,v)(u, 0)(0,v) "1 = (e~?u,0), l'action de (0,v) € T'p, sur H! (U, V) est celle sur V/((p™,0) — 1)
multipliée par e, d’out apparition de e?" dans 'explicitation du groupe HY (T, HY (Us, V)).
(65).e. une représentation de P, telle que les coordonnées de la matrice de (u,v) dans une base de
V soient les restrictions & p™Z, x p™Z, de fonctions analytiques sur {vp(u), vp(v) > s}, avec s < m.
(66) La, construction qui suit est un peu ad hoc, mais elle a le mérite de coller aux calculs du para-
graphe suivant. On peut définir une application exp* pour toute représentation de de Rham de ¢,
L extension finie de ¢ ; la définition de cette application ainsi que celle de représentation de de Rham
utilise 'anneau Byg (# /%) obtenu en complétant % ®Qq, Bar (#). (On a Bagr () 4)9% = ¥,
alors que Bag (29 = Q)
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On note resy j : M ® Vi ; — Ju I'application obtenue en composant la projection
de A1 ® Vi j sur (@ Vy ;) /(01,02 — 1) avec I'inverse de I'isomorphisme précédent.

Maintenant, soit M > 1 avec v,(M) > v,(2p), soit ¢ € H3(Z ., Biz(H) @ Vi ;)
et soit (0,7) — ¢y, un 2-cocycle continu sur ¥4, , & valeurs dans Bl () ® Vi j,
représentant c. L’extension Y/XMPOO étant presque étale, I'application d’inflation
induit un isomorphisme

H? (P sy, By (Hape) © Vi) 2 H (Gnsy, Bip () @ V),

et il existe un 2-cocycle continu (o,7) — ¢, _ sur P, & valeurs dans By ()
dont linflation a pour image ¢ dans H?(%x,, Biz (#) @ Vi ;).
Comme v,(M) > v,(2p), on est dans les conditions d’application de la prop. 2.2,

et Ry induit un isomorphisme
Rt - H2(P gy, Big (Harpe) ® Vi j) = H2(P oy, Ha @ Vi)

Il existe donc (cf. 7 prop. 2.3 (i)), un 2-cocycle analytique (o,7) — ¢/ sur
P4, & valeurs dans S ® Vi,j, ayant méme image que (0,7) +— c . dans
H2(P s, B (Hrp=) @ Vi ).

L élément resy, ; (62 (c/ .)) de Ay ne dépend d’aucun des choix que I'on a faits;
on le note exp*(c), et 'application exp* induit un isomorphisme

exp* : H? (ngaBz{R(y) ® Vk,j) — S

Plus généralement, si W est une représentation de Gal(#5 /%) d’image finie, on
définit un isomorphisme

exp* : H* (9, Bir () @ W R V) ;) — HY (G, Hoo @ W)

en choisissant un entier M > 1, v,(M) > v,(2p), tel que ¥, agisse trivialement sur
W, et en restreignant ’application exp™*

exp* : H (Y, BIR () @ W@ Vi j) — @ W

précédemment définie a la partie fixe par Gal(#/ 7).

2.4. Image du systéme d’Euler de Kato par ’exponentielle duale

2.4.1. Préliminaires. — Si M est un entier > 1, et A = (:g), avec «, 3,7, €
{1,..., M}, on note ¥ a la fonction caractéristique de A + MMy (Z). C’est une

fonction invariante sous l'action de %, et [Um.a ZKato(k,s) est(®®) un élément

(67),)?1\/[ ® Vp,j n’est pas une représentation analytique de P, mais c’est la limite projective des
(/1) ® Vi, j qui sont des représentations analytiques de P ¢, -
(68) Nous allons faire comme s'’il existait une distribution ZKato (K, J) telle que l'on ait (c¢f. th. 1.9)

zKato,c,d(kvj) = (C2 - <cilv 1)) ) (d2 - <17d71>) : zKatO(kvj)'
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de H%(Yx,, Vi,;) dont on note 2y,a l'image dans H?(9,, BI; () ® Vi ;). Pour

démontrer le théoréme 1.9, il suffit(®®) de démontrer le résultat suivant

PROPOSITION 2.5. — Pour tout couple M, A comme ci-dessus avec v,(M) > v,(2p)
et det A € Z

ps ON G

* (_1)j k—2—2j(k—7) (4)
exp*(zm,a) = WM TF o ni, 5 mEA M, 5 /M

Pour démontrer ceci, nous allons avoir besoin d’écrire un 2-cocycle explicite repré-
sentant zy, A et le suivre a travers les étapes de la construction de I'application exp™.
Il y a deux petits miracles qui permettent de mener le calcul & bien (¢f. lemme 2.9 et
apparition de ad — bc dans le lemme 2.12).

Comme zp,a est fabriqué a partir d’unités de Siegel que I'on peut voir comme
éléments de # et méme de #5, C A, nous allons choisir des relevements privilé-
giés de ces unités dans BJ; (). Si N est un entier > 1, si a,b € Z% — NZ2, soit
[0(q,q%C%)] € Aing(A) un représentant de Teichmiiller dont 'image dans C(.#) est
0(q, g% ¢%) (on note 6(q,q.), ce qui est noté 0(r,z) dans le n° 1.3.1; méme chose
pour les séries d’Eisenstein). Ceci détermine [0(g, ¢&¢%)] & multiplication pres par Z“,
u € Zp.

2.4.2. Construction d’un 2-cocycle. — Sia,b,c,d € {1,...,p"M} vérifient a = o, b =
B ¢ =y et d=d modulo M, soient w((:b) , z/ngd) et wg’?b),c, 4 les fonctions caractéristiques
de (a+Mp"Zy) x (b+Mp"Zy), (c+Mp"Zp) x (d+Mp"Zy) et (}) +Mp"Ma(Z,)
respectivement. Notons U; et Us respectivement les ouverts (o +MZ,) x (8 + MZ,)
et (y+MZ,) x (0 + MZ,) de Zf,, et U= U; x Uy que 'on voit comme un ouvert de

M;(Z,) et méme de GLa(Z,) puisque det A € Z et p|M.
Sii=1,2, soit p; € H (Yxsy, Z0(Ui, Zp(1))) la mesure définie par

/1/}1(1717) H1 :/ N N Z(Szi)g-gel et /7/’22 H2 :/ N N zgizgel'
(a+MpnZ)x (b+MpnZ) (c+MpnZ)x (d+MpnZ)

SOlt V= /1/1 ® ,U/2 S H2(g.)g1\/[) @0(U7 ZP(Q)))

Sii=1,2, soit ¥; une base du Z-module des fonctions localement constantes sur
U; constituée de fonctions du type ’L/J((lnb) (resp. wgnd)), avec n € N et a,b (resp. ¢, d)
comme ci-dessus. Soit f1 v, (resp. H2,w,) la distribution algébrique sur U (resp. Us)

Les calculs montrent que 'existence d’une telle distribution est plus que probable, et pour les trans-
former en une « vraie » démonstration, il suffit d’appliquer 'opérateur (c2 — (c~1,1))- (d? — (1,d~ 1))
a tous les objets en présence, ce qui ne fait que compliquer les formules sans modifier les arguments.
(69) par linéarité, on en déduit le résultat pour toute fonction & support dans MQ(Z)(P) et on en
déduit le cas général en utilisant ’action des homothéties.
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définie(™) par
/ O pw, = 1ogl0(q, i )] et / O How, = 1ogl0(q, aipn Ciipn )],

si w((lflb) (resp. Q/Jf:d)) appartient a Uy (resp. ¥s).

LEMME 2.6. — Si i = 1,2, alors p; est représenté par le cocycle o — fi;w, * (0 — 1)
pour tout choix de ;.

Démonstration. — 11 suffit de revenir a la définition de I'application de Kummer
(note 59).

2.4.3. Descente de & a Jpee. — Sii = 1,2, soit 113w, la distribution algébrique
sur U; définie par

/ O Fi e, =108 0(G, Gppn upn) e / ") fiz,w, =108 0(G, Gppn Cipn )
si 1/)((:,)) (resp. 7,/122)) appartient & Wy (resp. Ws).

LEMME 2.7. — Sii = 1,2, alors

(i) fis,w; — pii,w, est une mesure a valeurs dans B3, ().

(ii) L’image de p; dans H'(Gxay, 2o (Ui 1B (H))) est représentée par le co-
cycle 0 — [iw, * (0 — 1) qui est Uinflation d’un cocycle sur P, a valeurs dans
Go(Us B (i)

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i) qui, quant & lui,
résulte de ce que [H(q,q&pn%pn)]’lﬁ(ij, QtipnChrpn) appartient a 1 4 Efléinf(z/”i/)
et a pour image 1 dans C(%), et donc que ’ensemble des log6(q, Z]Vl‘(/[pn(f\’/lpn) -
10g[0(q; qfign CRrpn )] est borné dans tBi () quand n décrit N et a,b décrivent Z.

Si A1 et Ay sont deux G-modules a droite, si 1 € Ay et 25 € Ag, et sio, 7 € G, on
note {1 ® T2}y, I'élément de Ay ® Ay défini par

{21 @ 22}0,r = (21 % (70— 0)) ® (22 % (0 — 1)).

COROLLAIRE 2.8. — L’image de v = py ® pa dans H*(Gxa,, 20 (U, *BiR (X)) peut
se représenter par Uinflation de P, ¢ Yoy du 2-cocycle (0,7) — {p1,9, @ p2.9, }o,r-

(70)log[9(q, a5 Cf\’,[)] et log 6(q, ag/[Z{\’d) sont des notations commodes, mais ne correspondent pas a des
éléments de IB:{R () ; le principal probleme est que le g-développement de log (g, sy Cf\’,[) admet des
dénominateurs non bornés et donc ne définit pas un élément de .#);. Par contre,

[0(a, a8y SR *o .
[6(a,azp.Cyp)]*o -t @
(0. ch) € Qp b1 € Dony,

~ ~n T 0 ~7~a b o
« 10g6(, 35, Cy) — logl0(a, afy, 4] = log i) € B (),
[0(g,a8.¢R)]
g ~aq Fb ~ ~q 7 .
o log 0(GC”, drylar ¥) — log (T, dyCRy) € 10, (L], si @,y € Zp,
sont bien définis; c’est toujours ce type d’expression qui intervient dans les calculs.

o log[0(q, g8y, &)l * (0 — 1) = log
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2.4.4. Descente de Jipo @ Jr. — Par définition de Zxato,c,a(k,j) et de v, on a
ZM,A = fU ( ek 2= 7) *g) v et, d’apres ce qui précede, zm, A est la classe du 2-cocycle

(0,7) — / (2677) % g) {1100 ® o Jorrs
U

qui est aussi, d’apres la proposition 2.2, la classe du 2-cocycle

(o) = R [ (727) x0) 10, © o))

= / ((e72t79) % g) Ru({p1,0, ® fi2,w, }or)-
18}
LEMME 2.9. — Siad — bc € Zy, alors
Rt (108 0(F, Gt Chipn ) 108 0T, Figpn Ciipr)) = p~>" log 0@, GreCr) log 03", GiaCity)-

Démonstration. — Ce lemme se démontre en regardant les g-développements des

logarithmes des unités de Siegel et en utilisant le fait que
(alt\l/lpn Cll\)/[p")i(aﬁ/[p" Cg/lp”)] Si p”|az + Cj et pn|bl + dj7
0 sinon,

RM ((a{\l/lp” 61?/[;;% )l (af\/[p" gll\i/lp”' )J) = {

la condition ad — be € Zj entrainant miraculeusement que ai + ¢j et bi + dj sont
divisibles par p™ si et seulement si i et j le sont.

COROLLAIRE 2.10. — On peut représenter 2\ a par le 2-cocycle
—on (aeq + beg)F~ o~ Td
(0,7) —  Tim p7*" ) W{ log (7", ) @ 1og 0", i)},

la somme portant sur les quadruplets a,b,c,d d’entiers € {1,...Mp"}, avec a = «,
b=, c=-, d= 0§ modulo M.

2.4.5. Passage a l'agébre de Lie. — Le cocycle ci-dessus est un 2-cocycle analytique,
a valeurs dans %/[ ® Vi, ;; son image dans J#y par I'application exp* peut donc se
calculer en utilisant les techniques différentielles du § 2.2.

Remarquons que les roles de a, b, ¢ et d ne sont pas tout a fait symétriques car Ez est
analytique en x, alors que ¢* n’est défini que pour les valeurs entieres de 2. On dit que
(2b) — F(2%) est p"-négligeable si, a a et c fixés, la fonction (z,y) — F(¢ giﬁ;)

tx ty]]

est élément de p" O, [Mz, My, 2 On a alors

p2" Z F(2b) € p"Ounyllp't]].
b=4 [M]
d=6 [M]
1<b,d<Mp™
Si f(x1,22) est une fonction de deux variables, on note Dy et Do respectivement

les opérateurs d;l et xgd .Sin € N et si a,b sont deux entiers, on pose fa y =
F@", @ah)-
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LEMME 2.11. — A addition pres d’un élément p™-négligeable pres, on a
n n d—b t2 n n
5(2)({ log0\") ® log ag,;}w) _(a MQC) Dy log ") - Dalog6).
Démonstration. — Cela résulte du développement limité

(au + bo)t
M

et de ce que D1 logf et Dy log6 ont des développements a coeflicients entiers.

1ogeg7g*((g)€%) 71) = p"t-Dilog") + Dy log 6") + O((u, v)?),

LEMME 2.12. — Si f et g sont a coefficients entiers, si s > 2—j et a,b,c,d € Z,
alors
k=25 p(n) m 1 t ()
(ae1 +bea)" “t°f, (a 9oa + 1% (adfbc)~M Dggcd)
est p™-négligeable dans (%/I ® Vi )/ (01,1 — 0a).

Démonstration. — Cela résulte du calcul de (a(1—0;)+bd:)((aey —l—beg)k_Qtsfer) End))
qui peut se faire en utilisant les formules

81t = 0, 82t =t (9161 = €2, (9261 =0 3162 = 0 3262 = €2
n (n) , at (n n) _ n)
oI =t D)+ S Dup), g = 2 D),

en modifiant de maniere évidente la derniére ligne pour caluler 0; ggfi) et Oy ggfi).

COROLLAIRE 2.13. — A addition d’un élément p™-négligeable pres, on a

k—2
resy; (L2 500 ({1050 01050} )

(ad — be)itd
S (1)t ) 4
I i) e log ™) - D log 0.
(] . 1)] a,b 2 c,d
Démonstration. — Cela résulte du lemme 2.11, d’une récurrence utilisant le

lemme 2.12, de la définition de l'application resy; (cf. prop. 2.4), et de ce que
resy,j(t*efes 2T f(q) = 0si s > 2.

Comme D} log 0(x1, x2) = B, (21, 22), et comme (Y = (& si b= B[M] et ¢ = ¢
si d =0 [M], on en déduit la formule
* — M3 (_1)j_1 li k—1-g p" _a B E. p" ¢ 6
exp*(zm,A) = 7@. ) niglm Z a 1(@” e B (675 auu)-
’ a=a [M]

c=v [M]
1<a,e<Mp™

On termine la démonstration de la proposition 2.5, en utilisant le lemme suivant :
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LEMME 2.14. — (i) >_.—, M], 1<c<Mpn E; (" ¢5:¢00) = Bj(q, aihy) = EEYJ/)M,J/M
(i) Sir e N, alors
lim Z a"Br(g”", gialhy) = M"Fi1(g, a8, Gy) = MTF,(;/J{/},)Q/M'

n—oo
a=a [M], 1<a<Mp"

Démonstration. — Le (i) se démontre en revenant & la définition. Pour démontrer le
(ii), on part de la formule

" a " a 1 i
El(qp aqMCf/[) = Fl(qp aqMCf/[) = Ft(z/)Mp",ﬁ/M(qp )a

et on utilise la formule pour le g-développement de ng)ﬁ donnée dans la prop. 1.3.

3. FORMES PROPRES POUR LES OPERATEURS DE HECKE

Ce chapitre est consacré a la construction (th. 3.1) d’un systéme d’Euler pour la
représentation p-adique associée a une forme primitive, et aux résultats de théorie
d’Iwasawa que l'on peut en tirer (th. 3.2). Nous renvoyons au (v) de la remarque 3.3
pour des commentaires sur ’articulation des arguments.

3.1. Le systéme d’Euler de Kato associé a une forme primitive

8.1.1. Projection sur un espace propre. — Soient N > 1 et k > 2 des entiers, et € un
caractere de Dirichlet modulo N (pas nécessairement primitif). Soit f = Z:z anq" €
Sk(To(N),e) une forme primitive. En particulier, a1 = 1 et Q(f) = Q(az,...,an,...)
est une extension finie de Q. De plus, on a @, = £~ *(n)a, quel que soit n € N premier
aN, et

fxTO) =acf, [T =af, fx(4 9)=cf,

si £+ N est un nombre premier et u € A

Si S est un sous-ensemble fini de &2, et si M est un Q(f)-espace vectoriel muni
d’actions des T(¢), T'(¢), £ ¢ S et (ual 2), pour u € U sous-groupe ouvert de 2*,
on note My, le quotient de M par le sous-Q(f)-espace vectoriel engendré par les
zxT(l) —apx, x € M et £ ¢ S. Dans tous les cas que nous aurons a considérer, le
théoreme de multiplicité 1 fort entraine que l'on a x x T/(¢) = azx et x * (“51 0) =
e(u)r,sizeM,etsil¢SetuecU.
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8.1.2. La représentation p-adique associée & une forme primitive. — Un exemple
d’utilisation de la construction précédente est la deﬁnition de la représentation
p-adique associée a f. Notons F1 N le sous-groupe de SLg( ) des matrices (‘; Z) avec
¢ =d—1 = 0 modulo N. Soit F1 .~ l'image inverse de F1 N dans Ilg et soit T N
11ntersect10n<71) de Fl,N et Ha. On définit(™ alors la représentation V¢ associée a

f par
V= (Hl(fl,Na Symk—va) ®q, Qp(f))wf ®Q, Q;D(2 - k)

C’est une Q,(f)-représentation de %q de dimension 2, non ramifiée en dehors de Np.
Si £t pN, le déterminant de 1 — Frob, 'X agissant sur V est 1 — a,X + e(£)£*~1X2,
La restriction de V; a 9q, est de de Rham, de poids de Hodge-Tate 0 et 1 — k;
elle est cristalline si p { N et le polynoéme caractéristique de ¢ sur Deyis(Vy) est
X2 — apX—i—E(p)pk*1 ; elle est semi-stable si p|N et a, # 0 (auquel cas, a, est la valeur
propre de ¢ sur D,is(Vy)) et seulement potentiellement semi-stable si p|N et a, = 0.

8.1.8. La fonction L de f et ses tordues. — Si ¢ est une fonction localement constante
sur Z a valeurs dans Q(f), on définit la fonction L(f, ¢, s) par la formule

L(f,¢,5) =Y é(n)

n=1

Cette fonction possede un prolongement analytique & tout le plan complexe et il existe
des nombres complexes non nuls Q'f" et QJT, tels que, si ¢ est constante modulo NZ,
alors

I'(j) L JQlfe) - ap sit<
imy ) € {Q(f,cm-af si1<

Sige LC(E, Q(f)), on définit la fonction ¢ o (—1) par (¢ o (—1))(x) = ¢(—x) et on
modifie L(f, ¢, j) de maniére & le rendre algébrique en posant

v L1 TQ) (Lf,o+ (=1)éo(=1),4)  L(fé—(=1)¢o(=1).7)
L o) =3 (2m)j( 7 " Q; )

ce qui permet d’étendre ¢ +— i(f, ¢,j) par linéarité a LC(z,A) pour toute
Q(f)-algebre A.

8.1.4. Caractérisation du systéme d’Euler de Kato et applications. — On note f* la
conjuguée complexe de f (i.e. f*(2) = f(Z) =D ang™).

(TDSi N > 5, c’est le complété profini du groupe fondamental de la surface de Riemann Y1 (N).
(72)Vp est la représentation apparaissant au n° 1.5.2; c’est le module de Tate de la courbe elliptique
universelle.
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THEOREME 3.1. — Il existe un unique élément zxato(f) de H' (¥Yq, @0(2(p),Vf)) tel
que, quels que soient j € {0,..., k —2} et ¢ € LC(Z®), Q(f)), on ait™

exp* ([ 0(w) (00 mnal ) = LU 0.5 +1) -

Z(®)

Soit A I'algebre de groupe complétée de Gal(Q((pe)/Q) identifié a Z5. Si E est
une extension finie de Q,, alors E ®z, A = %(Zy,E) est un produit(") d’anneaux
principaux, ce qui permet d’associer & un module M de torsion sur E®z, A sa mesure
caractéristique M|, définie, composante par composante, & multiplication prés par
une unité de E ®z, A, comme le produit des diviseurs élémentaires de M.

Si W est une E-représentation de 9q, soient H, (W) = H(%q, Z0(Z;, W)), i € N,
les modules d’Iwasawa associés a W ; ce sont des E ®z, A-modules de type fini, nuls
sii=0ousii>3. Sinestun caractere de Dirichlet de conducteur M premier a p,
on note zgato(f,n) I'élément de HY (Vg,) défini™ par

6 Zxaro( o) = / n(@)d(ey) zkaro(f).
Z; Z(p)

THEOREME 3.2. — (i) H,(Vsay) est un Qu(f,n) ® A-module libre de rang 1.

(ii) HE, (Vyan) et HE, (Vian)/2Kato (f,1) sont des Qp(f,n) ®2z, A-modules de tor-
sion, et |H%w(vf®n)|/\ divise |H11W(Vf®n)/zKato(f, 77)‘/\ . |H2(ng,A ® Vign)la-

Remarque 3.3. — (i) On conjecture que 'on a en fait

[HE, (Vion)|, = [Hiw (Vign)/zkate(f;m)], - 1H (9q, A ® Vign)la,

ce qui est une des formulations de la « conjecture principale ». Dans cette formulation
en termes « d’éléments zéta », spécialisation aux formes modulaires d’une conjecture
générale de Kato [97], les fonctions L p-adiques n’apparaissent pas. Le lien avec la
formulation de Perrin-Riou [139] s’établit en montrant que la fonction L p-adique est
I'image de zkato(f) par Pexponentielle de Perrin-Riou (c’est le sujet du chapitre 4 ; voir
en particulier les th. 4.4, 4.11 et 4.15). Remarquons quand méme que la formulation
de la conjecture principale en termes d’éléments zéta n’impose aucune propriété de
« bonne réduction » a la forme modulaire f, alors qu’il reste du travail pour définir
une fonction L p-adique en toute généralité.

(73 Dans cet énoncé, t="2im désigne le générateur habituel de Z (1), zp € Z7 désigne la composante
de x sur Zp, ce qui fait que, [5) ¢(z) (¢ - 2p)! ZKato(f) € Hl(gQ(CN),Vf(j)), si ¢ est constante
modulo NZ. Son image par exp* appartient donc a DgR(Vf(j)) ®Q,(f) Qp(f,¢n) = Qp(f,¢N) - f,
ce qui donne un sens & I'égalité du théoréme, lidentification de D9y (Vy) & Qp(f) - f se faisant via
les deux applications exp* comme expliqué dans I'introduction (cf. n® 0.6.5).

(Y Sur les caracteres du sous-groupe de torsion de Zjy.

(75) Dans cette formule, on voit n comme une fonction sur Z localement constante modulo M.
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(ii) Si W est une E-représentation de 4q, , le module H?(%q, , A® W) est isomorphe
a(76) 1O (9Q, (¢yoe)» W*(1))*; il est donc nul en général.

(iii) Si le conducteur de f®n n’est pas divisible par N, la divisibilité ci-dessus n’est
pas optimale : il peut s’étre introduit des facteurs d’Euler en les places divisant N.

(iv) Sous des hypotheses supplémentaires concernant la représentation (satisfaites
pour presque tout nombre premier si f n'est pas de type CM), on peut prouver des
résultats du méme genre sans avoir a inverser p.

(v) La démonstration des théorémes 3.1 et 3.2 est un peu tortueuse. On projette
les systemes d’Euler zkat0(k, j), pour 1 < j < k—1, sur la composante correspondant
a f, ce qui permet de construire toute une famille (¢f. § 3.3) de systémes d’Euler
pour Vy et ses tordues. On calcule I'image par 'application exp* des éléments ainsi
construits en utilisant la loi de réciprocité explicite de Kato et en projetant sur la
composante correspondant a f, ce qui nous conduit a calculer le produit scalaire de
Petersson de f avec un produit de séries d’Eisenstein ; on utilise la méthode de Rankin
(cf. § 3.2) pour ce faire, et le résultat fait intervenir les valeurs de fonctions L du
théoreme 3.1. Ces systemes d’Euler ne sont pas optimaux ("), mais ils permettent, en
utilisant la technique des dérivées de Kolyvagin [105, 98, 140, 156, 115] de démontrer
que Hi, (Vfg,) est un Q,(f,n) ® A-module libre de rang 1 pour tout caractére . On
construit("™® alors ZKato(f, 1) comme combinaison linéaire, & coefficients dans ’anneau
des fractions de Q(f,n) ®z, A, des systemes d’Euler précédents(7™ ; le probleme étant
de montrer que 1'élément ainsi construit est encore dans H{, (Vsgy), ce qui se fait
en utilisant les calculs précédents pour 'application exp™ ainsi que le fait que 'on a
une infinité de choix a notre disposition, ce qui permet de montrer que ’on n’a pas
introduit de pole parasite. Une fois que l'on a rendu le systeme d’Euler optimal, on
peut réutiliser la technique de Kolyvagin pour démontrer le (ii) du théoreme 3.2.

3.2. La méthode de Rankin-Selberg

3.2.1. Le cas général. — Soit I' = {(24) € SLy(Z) b = ¢ = 0 [N]}. Soit &1 et &
des caracteéres de Dirichlet modulo N (pas nécessairement primitifs). Soient k& > 2,
1<j<k—1,et

f= Z anq" € Sg(l'ye1) et g= Z bnq" € My—;(T', €2),

nE%Z, n>0 nE%Z, n>0

(T6)et pas & H(%q (¢,00)» W(—1)) comme il est affirmé dans [52]...

P \5Sp
ol y a des tas de facteurs parasites qui interviennent, par exemple a cause de 'introduction de ¢
et d pour définir zKato,c,4(k, ), ou de la disparition des facteurs d’Euler en les places divisant N.
(T8) Pour cette partie de ’argument, le lecteur est invité & consulter le §13 de [100].
(M) tordus & la Soulé pour passer de V(j) & Vy.
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des forme propres pour tous les opérateurs T(¢), ¢ premier ne divisant pas N. On a
donc

an Gp 1 B

ns = Z s ) H s s\’ avec oy 10y 2 = El(f)fk 1,
n>0 n <nEZ[§]* n ) UN ((1 - O‘@,lg )(1 - O‘l,Qg )

b b 1 ‘

prie i) - — ., avec fr1 082 = e2(0)0F I
2w (nez%]* ) U a=sma—sm

Soient D(f, g, s) la série de Dirichlet définie par

, anby
D(faga S) = L(El‘EQaJ + 2(8 —k+ 1)) : Z
n>0
et Eq(7) la série d’Eisenstein (de poids j) définie par
1 Im7 \st+1-k
E.(r) = _ .
(7) Z (et +d)J (|c7'+d|2)

c=d—1=0 [N]

PROPOSITION 3.4. — Sous les hypothéses ci-dessus, on a

anb 1

D(fQS)Z( ) "”)” _ _ - _
IR A s ar,10e,1 ag 18,2 @.2B01 o afie
nEZ[ﬁ]* " HN (1_ [lsl )(1_ lés[ )(1_ [Zs[ )(1_ lls[ )

r(s) SLa(Z) : T(N)]
(4m)s N

D(f,g,s): <fngs>'

Démonstration. — La premiere formule se démontre facteur d’Euler par facteur d’Eu-
ler et est un petit exercice de sommation de séries géométriques. Pour démontrer le
(ii), on utilise le fait que f et g sont des formes modulaires pour I' pour écrire (f, gEs)
sous la forme [I“Tl(N)]<f7 gEL), avec (avec I'g = {(‘é g) er, c= O}) :

_ Ziez(e) Z1e9(d) Im+ s+l—Fk
Bil(r) = ((eNZ)1 m) . ( ; (et + d)I (|c7’+d|2) )
T (c,d)czl

_ . glEg(d) Imr s+l-k
=L@, j+2(s —k+1))- Z (et +d)J (|CT+d|2) )
v=(4})erw\r
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Par ailleurs, on a

L(s) D(f,g9,5) = (6162,J+2(5k+1))'%'/0+00(/0N79dx)y5%

(4m)®
: / Toy+tt
Too \ ¥ y?

[, X Fometmman

vy€EToo\I'

= L(glffg,j + 2(8 —k+ 1)) .

si1 drdy

:L(§1525.7+2(8_k+1)) y2

1 — dx dy
= N'/ faEL v —=,
r\s# Yy

le passage de la seconde a la troisieme ligne utilisant I’invariance de la forme volume

zl= 2=

hyperbolique dz;ly, et le passage de la troisieme a la quatrieme utilisant les formules
de transformations

b b .
() = a@er + "), 9(E2) = eald)(er + ) g(r)
at +b Im 7
t I = i ab F
¢ m(CTer) ler +d|2’ Sl(Cd)e
COROLLAIRE 3.5. — Sous les hypothéses ci-dessus, il existe une constante C(N) € Q*

telle que l'on ait

Fk-1) _T(U) _ ©)
(47T)k_1 ’ (—Qiﬂ)j ’ D(fagak - 1) - C(N)<f7 gE01§>'

3.2.2. Projection d’un produit de deux séries d’Eisenstein. — Si x1 : (Z/M1Z)* est
un caracteére de Dirichlet modulo M; (pas nécessairement primitif), et xo : (Z/MaZ)*
est un caractére de Dirichlet de conducteur Ma, et si y1x2(—1) = (—1)*77, on pose

12
(kjf

(k )
X1,X2 F !

Mz

a=1b=1
ou G(x2) = 22/1221 X2 (b)e%”b/M2 est la somme de Gauss associée & y2. Un petit calcul
montre que 'on a

(FED), v =xixa "@FFD), siy=(25) € SLy(Z), et b=0 [My], c = 0 [Ms).

D’autre part, en utilisant la proposition 1.3, on peut calculer le g-développement

Y oneq, nd" de F;’j}g, et obtenir la formule

Cn s—(k—7)+1 . —
Z v =M] (k=d)+ L(x1,8 — (k—7)+1)-L(x3 %, 8).
neQy
COROLLAIRE 3.6. — Si [ est une forme primitive de Si(To(N),€), et si M est un

multiple de N, My et Mo, alors

=o)L pe iy gt TE Dy e ot k.

(k=) W) (k
A F (2iny (At

X1,X2 O1
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Démonstration. — Si f = ZneQ+ anq™, on a a, = 0sin ¢ N. En prenant en compte
cette remarque, la premiere formule de la prop. 3.4, et le calcul du ¢g-développement

de F&ﬁ}ﬁﬁ effectué ci-dessus, on obtient

D(f7 Fgﬁ}g, S) = X;l(Ml)L(f*aXh s = (k - j) + 1) ’ L(f*aX51a5)7

et on conclut en utilisant le corollaire 3.5.

3.3. Projection du systeme d’Euler de Kato

Soit T' SLQ(Z) un sous-groupe de congruence; soit T son image inverse dans
IIq et soit T lintersection de T' avec lg- On suppose que det : I' — Z* est sur-

jectif et donc que Q = Q. Si ¢ € HO(T,LC(My(Z®),Z)), on définit un élément
z5(f,7) € HY Y, Z0(ZW) ,Vi(k — j))) de la maniere suivante. Soit zgo(k,j) €
H2(T, 2(Z™), V} ;)) la mesure définie par

[ ¥ 2g0(k,5) = / (et 2)0() Zicaro (K ).
Z(») Mo (Z) ()

Soit z4 1 (k, j) 'image de z4 0(k, j) dans(?)
H' (Y, H'(T, 20(Z%), V1)) = H' (Yq, Z0(2P  H' (T, Vi),

o~

et soit z4(f, j) la projection de zg4 1 (k, ) sur une des composantes de H* (T, Vij)n;
Vs(k —7)", o r est un entier dépendant de T

On déduit alors de la proposition 1.10 le fait que la famille ¢y = f(l+M2)ﬁ2<P> zy(f,7),
M > 1 forme un systeme d’Euler pour V;(k — j). D’autre part, en utilisant la loi de
réciprocité explicite de Kato (th. 1.9) et le cor. 3.6, on montre que 'on peut choisir
¢ de maniere a ce que ce systeme d’Euler soit non identiquement nul (et méme, si
L(f*,7) # 0, de telle sorte que ¢; ne soit pas de torsion), ce qui permet de faire
marcher la machine des dérivées de Kolyvagin.

4. FONCTIONS L p-ADIQUES DES FORMES MODULAIRES

Dans ce chapitre, on explique comment utiliser la machine de Perrin-Riou (i.e. son
application exponentielle [138, 143] construite par interpolation des exponentielles de
Bloch-Kato) pour construire la fonction L p-adique attachée & une forme modulaire
a partir du systéme d’Euler de Kato.

La construction de la fonction L p-adique via les symboles modulaires est rappelée
au § 4.2. La normalisation adoptée est un peu différente de celle de [119], ce qui

(80)1,’isomorphisme H (T, %(2@),\/,64)) = %(Z(M,Hl(i V4,;)) provient de ce que T agit trivia-
lement sur Z®) et de ce que I’on peut échanger cohomologie et limite projective car on est sous les
conditions de Mittag-Leffler, la cohomologie de T dans un module fini étant un groupe fini.
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permet d’obtenir une distribution sur Z au lieu d'une famille de distributions sur
(Z/MZ) x Z,, M > 1 premier & p. La description de la machine de Perrin-Riou fait
I’objet du § 4.3. Le point de vue adopté est différent de ’approche originale de Perrin-
Riou : il utilise la théorie des (¢,T')-modules de Fontaine [73, 36]. L’intérét de cette
théorie est de fournir une description explicite (et quasiment gratuite : th. 4.8 et 4.9)
du module d’Twasawa H'(4q,, Z0(Z},V)) associé & une représentation arbitraire V
de 9q, grace a une application Exp*. Si V est cristalline ou semi-stable, on déduit
de lois de réciprocités explicites le fait que 'application Exp® est (& normalisation
pres) 'inverse de I'application exponentielle de Perrin-Riou. L’inconvénient d’utiliser
les (i, T')-modules est que l'on atterrit dans un module D(V)¥=! qui est un petit
peu mystérieux en général, et le gros du travail consiste a analyser la structure de ce
module suivant le type de la représentation V. Cette analyse fait ’objet des §§ 4.4-4.6.
Dans le cas semi-stable, on en déduit (c¢f. n°4.5.1) une formule purement locale pour
la dérivée, en un « zéro supplémentaire », d’'une fonction L p-adique, ce qui fournit
une démonstration®?) (¢f. th. 4.16) de la conjecture de Mazur-Tate-Teitelbaum pour
la dérivée premiere de la fonction L p-adique d’une forme modulaire dans le cas d’un
zéro supplémentaire.

4.1. Mesures, distributions et fonctions analytiques

4.1.1. Anneaux de séries de Laurent. — Si L est un sous-corps de C,, on note .%’If
(resp. &) 'anneau des fonctions analytiques (resp. analytiques bornées) sur le disque
vp(T) > 0 et Z1, (resp. éag) Panneau des fonctions analytiques (resp. analytiques
bornées) sur la couronne d’épaisseur nulle(®?) et de valuation 0. Un élément d’un des
anneaux ci-dessus est défini par une série de Laurent »_ rez @ T k. ol ar € L quel que
soit k € Z, et on a les équivalences suivantes :

(i) Ypez axTF € & si et seulement si ay = 0 si k < —1 et si la suite de terme
général v, (ay) est minorée;

(ii) D pez a, Tk € %’ff si et seulement siap = 0si k < —1 et si lklgilg(f %Uk(ak) >0;

(i) Yopez axTF € é"g si et seulement si lkim inf ﬁvp(ak) > 0 et si la suite de terme
——00
général vp(ay) est minorée;
(iv) Y pez axTF € 2L si et seulement si lim inf |Tllvp(ak) >0et lkiminf Tor(ag) = 0.
— 100

k— —o0

On a bien évidemment é"g N %’f = (aﬁ]j_ .

Si 7 est un nombre réel, un élément Zkez arTF de 21, est d’ordre r si la suite de
terme général vy (ar)+ klog k/logp, k > 1, est minorée. On remarquera qu’un élément

(81) Cette démonstration est une traduction dans le langage des (¢, T')-modules de celle qu’en a
donnée, modulo existence d’un systéme d’Euler relié a la fonction L p-adique, Perrin-Riou [144];
c’est une variante de celle de Kato-Kurihara et Tsuji [102]. (Cf. note 96 pour des compléments.)
(82)Sur une couronne 0 < vp(T) <7, out r > 0 dépend de I’élément considéré.
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de Z1, est d’ordre 0 si et seulement s’il appartient & gg, ce qui fournit un moyen de
récupérer @@E a lintérieur de Z..

PROPOSITION 4.1. — Si h est un entier supérieur ou égal a la partie entiére de r,
alors quel que soit ng € N, un élément x de X1, d’ordre r est entiérement déterminé
par son développement de Taylor a l'ordre h en les (yn — 1, pour n = ng.

4.1.2. Mesures et distributions sur Z,. — Si X est un ouvert compact de Z,, soit
¢°(X, L) 'espace des fonctions continues sur X & valeurs dans L ; on munit cet espace
de la norme du sup. qui est bien définie puisque X est compact.

Soit aussi LA(X,L) l'espace des fonctions localement analytiques sur X & valeurs
dans L; si f € LA(X,L) et si a € X, alors il existe un voisinage de a tel que l'on
puisse écrire f(x) sous la forme f(x) = Z;:S cx(x — a)* dans ce voisinage. L’espace
LA(X,L) est naturellement une limite inductive d’espaces de Banach.

Si V est un L-espace vectoriel topologique, on note Zy(X, V) 'espace des mesures
sur X & valeurs dans V (i.e. espace des applications linéaires continues de ¢°(X, L)
dans V); si f € €°(X,L) et p € Zo(X,V), on note en général [, fpu la valeur
de p sur f. On note aussi Z(X,V) lespace des distributions sur X a valeurs dans
V (i.e. Vespace des applications linéaires continues de LA(X,L) dans V); comme
précédemment, si f € LA(X,L) et u € 2(X,V), on note en général fx f v la valeur
de p sur f. Une fonction localement analytique étant continue, on a une application
naturelle de 2y (X, V) dans 2(X, V) qui est injective, ce qui permet de considérer une
mesure comme une distribution d’un type particulier.

A une distribution p, on associe sa transformée d’Amice <7,(T) qui est une série
formelle définie par

%<T>=+f(/x(Z)u)-T"=/X<1+T>m.

n=0
La transformée d’ Amice fournit une caractérisation particulierement agréable [2, 3, 53]
des distributions sur Z, et, en particulier, permet de construire des distributions a

partir de séries enticres(®3).

THEOREME 4.2. — L’application pu — ,(T) induit un isomorphisme de 9(Z,,L)
sur Z; et de Do(Zyp, L) sur &F.

Une distribution sur X ouvert compact de Z,, est d’ordre r si sa transformée d’Amice
est d’ordre . On note Z,(X, V) l'espace des distributions d’ordre r sur X a valeurs
dans V. En utilisant 'isomorphisme du théoreme 4.2, on peut traduire les résultats
sur les fonctions analytiques par :

(i) une distribution est d’ordre 0 si et seulement si ¢’est une mesure (il n’y a donc
pas de conflit de notation...);

(83) Voir [158] pour les distributions sur ’anneau des entiers d’une extension finie de Q.
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(ii) Si h est un entier supérieur ou égal a la partie entiere de r, alors quel que
soit ng € N, une distribution d’ordre r est entierement déterminée par les intégrales
fz,, xigfn, pour n = mng et 0 <i < h.

Finalement, on a le résultat suivant [3, 53, 189, 53] qui permet de construire une
distribution d’ordre r en connaissant les valeurs des intégrales fzp (T, pour n > ng
et 0 <i<h.

ProOPOSITION 4.3. — Soit r € R. Si h est un entier supérieur ou égal a la partie
entiere de r, et si pu est une forme linéaire a valeurs dans L sur les fonctions localement
polynomiales de degré < h telle qu’il existe une constante C telle que ’on ait

/ (x—a)"| <C-p"" M quels que soient a € Z, et n € N,
a+pnZ,

alors j1 s’étend de maniere unique en une distribution d’ordre r sur Zp.

4.1.3. Distributions sur Z. — Si X est un ouvert compact de 2, une fonction
f:X — L est dite localement analytique si tout point a = (a,, al?l) € X possede un
voisinage sur lequel on peut écrire f(z) sous la forme f(z) = 375 cx(z — ap)". Une
fonction localement analytique sur X est donc localement constante par rapport & /7l
et localement analytique par rapport & z,. On note LA(X,L) Pespace des fonctions
localement analytiques sur X & valeurs dans L et 2(X, V) lespace des distributions
sur X & valeurs dans V. Si X = X,, x X)L, ott X,, (resp. X/?l) est un ouvert compact
de Z, (resp. de 2]7”[), alors écrivant X?l comme limite projective d’ensembles finis,
on obtient un isomorphisme

D(X, V) =2 Do (XPL 2(X,, V).

Soit 2,(X,V) = Zae(XIPL, 2,(X,,,V)) C 2(X,V) l'ensemble des distributions
d’ordre r. De maniere équivalente, une distribution p sur Z est d’ordre 7 si et
seulement si la distribution ¢, — [ bp () PPL(2IP) 11 est une distribution d’ordre r
sur Z,, quelle que soit la fonction localement constante @lPl sur X7l

4.2. Formes modulaires et fonctions L p-adiques

Soit f une forme primitive de poids k > 2, de caractere € et de niveau N. Le facteur
d’Euler en p de L(f, s) peut se mettre sous la forme (1 — ap™*)(1 — Bp~%), ol « et
0 sont des entiers algébriques (éventuellement nuls). On suppose dans toute la suite
vp(a) < k —1; en particulier o # 0.

Soit f, la forme modulaire définie par f,(z) = f(2) — 8f(pz). Si 8 = 0, on a bien
évidemment f, = f, et si 3 # 0, alors f, est de niveau Np, propre pour tous les opéra-
teurs de Hecke, de valeur propre a pour 'opérateur T, de niveau Np (i.e. 'opérateur
Up). Soit fo = Z:g anq" le g-développement de f,. On a a), = aay, sin € Z, ce qui
permet de prolonger 'application n — a, a Z[%] en forgant I’équation fonctionnelle

(pp = Oy, SN E Z[%].
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Si ¢ € LC.(Q, x ZPL, Q), soit L(fa, ¢, s) = Ynezpa) Sn)ann . Si1<j <k -1,
on définit L( fas®,7) € Q comme précédemment.
Si ¢ € LC.(Qp, Q) est constante modulo p”, on définit sa transformée de Fourier

qAﬁe LC.(Qy, Q) par la formule
—m Z ¢ —szwy

y mod p™

ot m est un entier arbitraire > sup(n, —v,(x)), e*™Y est la racine de I'unité d’ordre
une puissance de p obtenue en utilisant I'isomorphisme Q,/Z, = Z[I—lj] /Z.

Six:Zy — Q est un caractere de Dirichlet de conducteur p™, on a
SN < vy B i (0] sin 21,
X(‘T) - 1 .
1z,(x) = ;1-17,(x) sin=0.

Si ¢p € LC.(Q,, Q), si ¢?l € LC(ZIPL Q) et si ¢ € LC.(Q, x ZIP[, Q) est donnée
par la formule ¢(z) = ¢,(z,) - #IPL(z/Pl), on définit sa p-transformée de Fourier .Z,¢
comme ’élément de LC.(Q, X ALl , Q) donné par la formule

Fp() = bp(ap) - HP ().
On étend .Z,, en une application Q-linéaire de LC.(Q, x Z]p[,ﬁ) dans lui-méme.

THEOREME 4.4. — Sivy(a) < k—1, il existe une unique®? distribution pif o, d’ordre
vyp() sur Z, telle que, quel que soit ¢ € LC(Z,Q) et 1 <j<k—1, on ait

/zaﬁ(x)m;;*l o = Efas 6 5).

De plus, quel que soit ¢ € LA(z, C,), ona

_ 1
/A ¢(p 11'pvpx]p[) Hfa = — [ (b(x).LLﬂw
pZ « Jz

Démonstration. — L’ingrédient principal pour démontrer ce théoreme [4, 110, 189,
119] est la théorie des symboles modulaires qui permet de montrer qu’il existe un
Oq(f)-réseau A de Q(f)Q}r +Q(f)Q2; C C tel que f:oo P(2)f(z)dz € A quels que
soient r € Q et P € Oq(5)[X] de degré < k — 2, ce qui permet d’utiliser la prop. 4.3.

On note Ay o la distribution sur Z®) obtenue en multipliant la restriction de s fad
Z®) par la fonction T, 1. On définit la fonction L p-adique de f (associée & o) comme

la fonction qui & un caractere®® y de Z(p), localement analytique, associe la valeur

Lp,oz(fa X) = /2(p) X(l‘) )‘f,a-

(84) Gf. rem 4.12 pour le cas vp(a) = k — 1.
(85)X(l‘y) = x(x)x(y) si z,y € VAN
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Si x est un tel caractere, on définit une fonction L, o (f, x,s) de la variable s € Z,,
en posant

Lpalfo8) = LpalFox- @) = [ x(a)- (@) Aso

On peut voir un caractere de Dirichlet modulo M comme un caractere de Z® constant
modulo pMZ, et la proposition suivante montre que la fonction L p-adique est obtenue
par interpolation des valeurs aux entiers des fonctions L. complexes :

PROPOSITION 4.5. — Siv,(a) < k—1, si x est un caractére de Dirichlet de conduc-
teur M premier a p, si 1 est un caractére de Dirichlet de conducteur p™, et si
1<5<k—1, alors

| 1_%).(1_%@)&@%;-) sim =0,
Eralfoxmm) =3 m) T n ) sim>1
am™ b G(n=1) o

4.3. L’application Exp*

4.8.1. (p,T')-modules. — On munit é’gp et Zq, d'un frobenius ¢ et d'une action de
I' = Gal(Qp(Cpe)/Qp) via les formules

gp(z aka) = Z ar((1+T)P=1)F et 'y(z aka) = Z ag((14T)Xeva (D _1)F,

kEZ kEZ kEZ kEZ

Ces actions commutent entre elles. Si L est une extension finie de Q,, on étend ces
actions a é"g et Z1 par L-linéarité.

Un (¢,I')-module étale sur é”g est un za@g—espace vectoriel D de dimension finie d
muni d’actions semi-linéaires de ¢ et I' commutant entre elles, 'action de ¢ étant
étale (= de pente 0), ce qui signifie qu’il existe une base de D sur @ﬁg telle que les
matrices de ¢ et ! dans cette base soient & coefficients dans I’anneau des entiers
de é’g (pour la valuation v,(Y axT*) = inf v, (ax)).
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THEOREME 4.6 ([73, 36, 56]). — On dispose d’un foncteur naturel®9 V — DT(V)
qui induit une équivalence de catégories de la catégorie des L-représentations de di-
mension finie de 9q, sur celle des (¢,I')-modules étales sur é"g

La théorie des (p,I')-modules ayant déja fait I'objet d’un demi-exposé & ce sémi-
naire [56], nous ne nous étendrouns pas sur la démonstration de ce théoréme. On pourra
consulter la note 86 pour une description du foncteur DT ; celui-ci fait intervenir I’an-
neau BT de Fontaine qui n’est pas franchement facile & appréhender...

Remarque 4.7. — On étend Paction de ¢ et I' sur #Z1, a Z1[log T| par les formules

T T
©(log T) =log ¢(T) = plog T+log % et v(logT) =log~(T) = log T+log %,
ces formules ayant un sens car la série définissant log ‘PT(}:) converge dans 5]:f et celle

définissant log @ dans %} vers un élément d’ordre 1. On munit aussi %, [log T] de
l'unique Z-dérivation N telle que N(log T') = —ﬁ.

Gréce aux travaux de Berger [12, 56], on sait décrire D¢yis(V) et Dg (V) en termes
de DT(V), tous ces modules vivant & lintérieur de Z[log T, 1] ® g1 Df(V), avec t =
log(1 + T), et on peut en tirer une « description » (pas treés explicite, mais suffisante
pour ce que l'on veut en faire dans ce texte (prop. 4.10 et 4.14)) de DT(V) en termes

de D¢,is(V), si V est cristalline, et de D (V), si V est semi-stable.

4.8.2. (p,T')-modules et théorie d’Twasawa. — SiD est un (¢, I')-module étale sur é‘}j,
2 o o . -1 ;

tout élément z de D peut s’écrire de maniere unique sous la forme >0~ (1+T)%p(z;),

ce qui permet de définir un inverse a gauche ¢ de ¢ par la formule ¥ (z) = z¢; ce

morphisme commute & 'action de ' et joue un rdle tres important [86, 37, 50] pour

(86)Notons E le corps des fractions de ET = R(QP) (¢f-n°2.1.1) et A= W(]:i) I’anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans E. Il est naturellement muni d’actions de 9q,, et ¢ commutant entre elles
et on dispose d’un plongement de I’anneau des entiers de é%p dans A commutant aux actions de ng
et ¢, a savoir celui envoyant T sur m = (—1. L’adhérence Aq,, de son image dans A est I’ensemble des
séries de Laurent ), - am* avec ay, € Zyp et limg_, _ oo vp(ag) = +oo. On note A I’adhérence pour
la topologie p-adique de ’anneau des entiers de I’extension maximale non ramifiée de Bq, = Aq, [%]
dans B = 11[%}, et on pose B = A[%} On définit le sous-corps B des éléments surconvergents de
B comme I’ensemble des éléments = = Zk>>_oopk [2k], ot (k)k>—oco est une suite d’éléments de
E vérifiant lim infr_ 4o %’UE (z,) > —o0, et on pose Bt = BN Bf ; c’est un sous-corps de B stable
par ¢ et Yq, et on a ggp = BH? si o = Gal(Gp/Qp(Cpoc)), et (BH)¥=1 = Q,. Ceci nous
permet de définir un foncteur DT qui & une Qp-représentation V de ng associe le (¢, I')-module
étale DT (V) = (Bt ®Q, V)?% et le foncteur V1 qui & un (p,I')-module D étale sur éa(gp associe
le Q,-espace vectoriel VT(D) = (Bt ®BI.) D)#=1. Ces deux foncteurs sont inverses I'un de I'autre
et fournissent une description de 1’équivalgnce de catégories du théoreme. (On n’a traité dans cette

note que le cas des Qp-représentations, mais si on est parti d’une L-représentation, tous les objets
considérés sont des L-espaces vectoriels.)
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le calcul de la cohomologie galoisienne ou la théorie d’Iwasawa des L-représentations
de ng.

THEOREME 4.8. — 51 V est une L-représentation de 9q,, on dispose d’un isomor-

phisme naturel®7)

Exp* : H' (Y, , Z0(Z;,V)) — Df(v)¥=t.

L’application Exp™ doit son nom au résultat suivant qui se déduit assez facile-
ment [37] de la formule explicite donnée dans la note 87.

THEOREME 4.9. — Si V est une L-représentation de de Rham de 9q,, sin € N
est assez grand, et si € H'(9q,, Z0(Z5,V)), alors =" (Exp* (1)) converge®) dans
Bji_R ®V, et on a

pe B () = Y e (|

™) € L(Gn) (1)) @1 Dar (V).
kEZ 1+p"Zyp

Pour pouvoir utiliser I'application Exp* pour construire les fonctions L p-adiques
attachées aux formes modulaires, nous allons avoir besoin d’analyser plus en détail la
structure de DT(V;)¥=1, si f est une forme primitive de poids k > 2. On est amené
a distinguer les cas ou la représentation Vy est cristalline, semi-stable ou seulement
potentiellement semi-stable.

4.4. Le cas cristallin

Soit f une forme primitive de poids k > 2 et niveau N premier a p. La représentation
V; est alors cristalline et, si on factorise le facteur d’Euler en p de la fonction L(f, s)
sous la forme (1 — ap™*)(1 — Bp~*%), alors « et [ sont les valeurs propres de ¢ sur

(87) Cet isomorphisme est dii & Fontaine (non publié) et repose sur les travaux de Herr [86]. Il est
parfaitement explicite et utilise Papplication  — (1 — p)z qui donne naissance & la suite exacte
00— Qp — Bf — B — 0. L’autre ingrédient de la construction est le fait que, si v, est un
générateur de Gal(Qp(Cpoo)/Qp(¢pn)), alors 1 — 7, agissant sur DT (V)¥=0 est un isomorphisme
(c’est le point délicat de la théorie). Muni de ces deux ingrédients, on peut décrire I'inverse de Exp*
comme suit : si z € DT(V)¥=1 alors (1 — p)z € DT(V)¥=0 et il existe z, € DT(V)¥=0 vérifiant
(1 —v)zn = (1 — @)x. Si b, € Bt ®Q, V est une solution de I'équation (1 — p)bn = xp, alors le
cocycle o — log Xeyel (’Yn)(wnfl
et sa classe dans Hl(ng(gpn),V) est image de (Exp*)~la € Hl(ng7 P0(Z3;,V)) par Papplication
e — )

(88)B:{R et B sont construits a partir de W(E™) en localisant et en complétant, mais pour des

o—1

x4 (o —1)by) (sur ng(gpn)) est & valeurs dans V (car tué par 1 —¢)

topologies trop différentes pour que I’on puisse plonger B dans Bj{R ; par contre, Bt est exactement

le sous-ensemble de B des éléments @ = > 715 1 (4 p*lxy] tels que la série > k> k() p* [mzin} = "(x)
+ . B —k 1

converge dans By si n est assez grand. Par ailleurs, on a f1+pnzp z "neH (ng(Cpn)v V(—k)) et
_ —k .

exp* (f1+pnzp a7k p) € tPL(Gpn )D i (V) est nul si k < 0.
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D.is(V ). Pour nous simplifier la vie, nous allons supposer®?) o # 3 et utiliser le fait
que ni a ni 4 ne peuvent étre égaux(®?) & 1 ou pF~1. Soit L = Q,(f, ), et considérons
V; comme une L-représentation de dimension 2 de 9q,. Comme les poids de Hodge-
Tate de V¢ sont 1 —k et 0, le p-module filtré D = Dcris(Vf) est un L-espace vectoriel
de dimension 2 muni d’une action L-linéaire de ¢ et d'une filtration (D?);cz vérifiant
Di=Dsii<0,DI=DF1si0<i<k—1et D' =0sii>k—1 (en particulier,
cette filtration est complétement déterminée par la donnée de la L-droite D*~! dont
f est naturellement une base) ; il est isomorphe a I'un des modules Dy g ou Do @ Dg
ci-dessous V).

e si a, 3 € L vérifient v, () = vp(8) = 0 et vy(a) +vp(8) = k — 1, on note Dy 5 le
w-module filtré défini par Do g =L e ® L - €3, avec p(eq) = aeq, p(eg) = Peg, et
DA =L (ea +05):

o si o, 0 € L vérifient v,(a) = k — 1 et v,(8) = 0, on note D, & Dg le p-module
filtré défini par Do, @ Dg = L -eq ® L - e, avec p(ey) = aeq, p(eg) = Peg, et
(Do @ Dg)F~t =L e,.

Les modules D, g et Do ®Dg sont faiblement admissibles et donc [57], les représen-
tations Veris(Da @ Dg) et Veris(Da,s) sont des L-représentations cristallines de 9q,
de dimension 2 dont les poids de Hodge-Tate sont 1 — k et 0. On pose

D! ;=D (Vais(Dag)) et Df, & D} =D (Veis(Da & Dp)).

PROPOSITION 4.10. — (i) Si «, 3 € L vérifient vp(a) = v,(8) 2 0 et vp(a) +v,(0) =
k—1, alors w = wq - t**eq +wg - t'Feg € ZL[1] ®1L Da,g appartient a (DJr g) V=t si
et seulement si il existe des distributions po et pg sur Z,, a valeurs dans L, veriﬁant

(a) pq est dordre k — 1 — vp(@) et pg est dordre k — 1 — vy(5),

(0) P(pa) = p' - pa et P(ug) = p' B - ug,

a” " fzp xiC;nua =p"" fz ZCI g quels que sotentn >1 et 0 < i<k —2,

telles que l'on ait wy, = fz 1+ T Mo et wg = fz 1+T)*u

(il) Si a, B € L vemﬁent vple) = k-1, a # pk L et vp(ﬂ) =0, 8 # 1, alors

w e (D], @ D%)wzl st et seulement si il existe des mesures fio, et pg sur Zy,, a valeurs

dans L, vérifiant ¥(pa) = p*~Fa- pa et ¥(pg) = B pg telles que l'on ait

w:/ (1+T)xua-t1’kea+/ (1+T)" 1 - eg.
Z Z

p p

(89)On conjecture que c’est toujours le cas : semi-simplicité du frobenius cristallin plus admissibilité
de Depis(Vy).

(90)On a |a| = |B| = ptk—1/2 d’apres Deligne.

(9D Le cas Do ® Dy correspond au cas oti la représentation V est scindée; il semble raisonnable de
penser que cela ne peut se produire que si f est de type CM ; Ghate et Vatsal [80] ont démontré que, si
on fixe le niveau et qu’on laise le poids varier, il ne peut y avoir qu’un nombre fini de contre-exemples.
(92)On définit (u), si p est une distribution & valeurs dans L, en passant par les transformées
d’Amice, par la formule @7,y = (). On a alors fzp o(x)P(p) = fpzp qb(%) 1 quelle que soit la
fonction localement analytique ¢.
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Démonstration. — Le (ii) se démontre comme le (i), mais est plus simple donc
nous n’allons considérer que le (i). La condition (b) est une traduction de I’égalité
(w) = w; la condition (c) se traduit en terme du développement limité de ¢ =" (w)
a lordre k — 2 et permet de montrer que w € Zy, ®8g DT, et la condition (a) implique
que w est « d’ordre 0 », ce qui permet de montrer que w € DT. Dans l'autre sens,
I’existence de distributions vient de ce qu’une solution dans %y, d’une équation du
type ¥(z) —az € %, ot a € L vérifie v,(a) < 0, appartient & %, (resp. Z; &L - 1)
si o # 1 (resp. si @« = 1), et donc est la transformée d’Amice d’une distribution.

Soit s (resp. mg) la projection sur L - e, (resp. L - eg) parallelement & L - eg
(resp. L-eq). Il ressort de ce qui précede que, si z € Hl(ng,@o(Z;,Vf)), alors
To(Exp*(2)) = wq - t17F
Dr—1-v,(a)(Zp,L). Les mémes arguments montrent que, si z € H' (%q,, @0(2(”) Vi),

€q, OU W, est la transformée d’Amice d'un élément de

alors T (Exp*(2)) = wq - t'Fe,, ol w, est la transformée d’Amice d’un élément de

@kflfvp(a)(zv L)

THEOREME 4.11. — Si vy(a) > 0, alors wo (f) # 0 et, si 0 = (1 +T)%,
O(ma (Exp* (zkato([)))) = (/ (1+T)* Hf*,pk71a71) R (f).
Zp

Démonstration. — C’est une conséquence de la caractérisation (th. 3.1) de zkato(f),
de la définition (th. 4.4) de la mesure pi s« ,n-1,-1 et de la loi de réciprocité explicite
du th. 4.9.

Remarque 4.12. — On peut aussi projeter Exp* (zkato(f)) sur la droite propre pour
la valeur propre 5. Si v,(8) > 0, le résulat précédent reste valable. Si v,(3) =0 et la
représentation Vs de 9q, n’est pas une somme directe de deux sous-représentations,
alors mg(f) # 0, et on récupére une distribution d’ordre k — 1 qui permet de définir
une fonction L p-adique. Les valeurs de cette fonction L p-adique aux caractéres cri-
tiques (i.e. les Ly g(f,n- :z:{;), pour 7 d’ordre fini et j € {1,...,k—1}) sont reliées aux
valeurs de la fonction L complexe comme pour «, mais ces valeurs ne suffisent pas a
déterminer completement la fonction L p-adique ; il manque les valeurs pour un entier
J quelconque n’appartenant pas a {1,...,k — 1}. Une voie d’approche pour restaurer
une unicité est d’utiliser le fait que la machine de Perrin-Riou fournit des renseigne-
ments en tous les caracteres algébriques pour une fonction L p-adique fabriquée a
partir d’un systéme d’Euler(®) ; on obtient en particulier, si j = 0, une expression
pour Ly, s(f, 7 x}) en termes du régulateur [22, 23] des éléments de Beilinson [8] ou
de Scholl [161] (cf. [79] et [144]). Une autre approche est fournie par les symboles
modulaires « en famille » (¢f. [147]). Le cas d’une forme modulaire de type CM est un

(93) Par construction pour les entiers > 0, et gréce & la loi de réciprocité explicite [51, 101, 11] pour
les autres.
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(94)

peu étrange : comme 7g(f) = 0, la fonction L que 'on construit s’annule en tous

les caracteres critiques et il n’y a aucune raison pour qu’elle soit identiquement nulle !

4.5. Le cas semi-stable

Supposons maintenant que le niveau de f est divisible par p, mais que a, # 0. La
représentation Vy est alors semi-stable, et le (¢, N)-module filtré D = Dy (V) est
un L-espace vectoriel de dimension 2 muni d’actions L-linéaires de ¢ et N vérifiant la
relation Ny = ppN et d’une filtration (D?);cz entiérement déterminée par la donnée
de la L-droite D¥~1; il est isomorphe & un des modules D,, & ci-dessous (avec o = pay
et .Z = &% invariant de Fontaine).

Si a € L vérifie 2v,(a) —1 =k —1 et £ € L, on note Dy, # le (¢, N)-module filtré
défini par Dy, = L-eo ®L-Ne,, avec ¢(eq) = aeq et DZ:% =L (eq+-Z-Ne,). (La
relation Ny = ppN entraine que l'on a de plus p(Ne,) = p~ta - Ne, et N(Ne,) = 0.)

Le (¢, N)-module filtré D, ¢ est admissible et Vg (Dq, ) est une L-représentation
semi-stable de 9q, de dimension 2 dont les poids de Hodge-Tate sont 1—£ et 0. Posons
D! , = D'(V(Da.#)). Pour déerire (D], ,)*=" a intérieur de %[log T, 1] ®1,
D., &, nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 4.13. — Si a € L, il existe £, € %1 [log T] (non unique) vérifiant les condi-
tions suivantes :

1+T siagp N,
(1 - O“P) : N(Eoz) = - g . )
1+T—pz,—' sia=p",
i!
0 siadp N,
et (W—pla) by = (p—1logT t* i
-5 sta=p"
D il
Démonstration. — On commence par construire 09 = —N(4y). Si vp(a) > —1, on

—+o0
n=0

prend &(10) de la forme ¢, + >
1

a™p"(T), et on ajuste la constante ¢, pour que ga

0)

« par la formule 66((1 Ip = &(10)

marche. On passe de a a p~ , en ajustant la constante

d’intégration. On définit alors ¢, par la formule

— +OO
l, = p . 1 (E(aO) logi(T) _ Z(pafl)nwn (pflft()?) log %))

PROPOSITION 4.14. — w = tl_k(wa “ea + Wayp Nea) € ZllogT, %] ®1, Da,» ap-
partient a (DLW%)VJ:1 si et seulement si

(i) Wayp(Gret’?" — 1) = p " Lwa(Cpret/?" — 1) mod t*~1L(¢n)[[t]], pour n assez
grand ;

(91)On a quand méme le probléeme, pour normaliser cette fonction, de choisir une base de 'espace
propre pour 3, le choix évident mg(f) ne marchant pas.
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(ii) il existe) des distributions fi, et Hasp SUT Ly, & valeurs dans L, vérifiant
(a) pa est dordre k — 1 —vp(a) et poy, est d’ordre k — vy (),
(b) Y(pa) =p" P i et Y(pasp) =0 - payp,

telles que l'on ait we, = fzp(l + T) o et

Wa/p = / (1+ T)IMQ/P + /Z* gplf’“oz((l +T)" = Dpa

P p
0 sio ¢ ph=1—N,
+ . (p—=1DlogT ¢t
% L — pk—1—1i
(g, w'e) B 5 sia=p
Soit m, la projection sur L-e,, parallelement a L-e, /,. Comme dans le cas cristallin,

on déduit de la proposition 4.14 le résultat suivant qui montre que la fonction L
p-adique est 'image du systéeme d’Euler de Kato.

THEOREME 4.15. — On a 7o (f) # 0 et

(7o (Bxp™ (zcaio (1)) = ( / (L4 T)* pige piotamr ) -t 7a(f).

4.5.1. Zéros supplémentaires des fonctions L p-adiques. — Ce qui précede va nous
permettre de donner une démonstration d’un théoréme de Kato-Kurihara-Tsuji(%®)

THEOREME 4.16. — Si f est une forme primitive de poids k = 2i +2 > 2, de niveau
N divisible par p, et si la valeur propre de T, est p' = f3, alors L, 5(f, x;+1,0) =0 et

L a(f 2t 0) = Ly - L(f,i + 1).

(95)La distribution pe est déterminée par w, mais Pa/p dépend du choix de £,1—k,,.

(96)Ce théoréme [102] fait intervenir I'invariant .#j« de Fontaine [113]; un autre candidat pour
linvariant Zs» a été proposé par Coleman [45] via sa théorie de I'intégration p-adique. Dans le
cas d’une forme modulaire correspondant & une courbe elliptique E définie sur Q, ’égalité de ces
deux invariants et la formule £y« = £ sont des conséquences faciles du théoreme d’uniformisation
de Tate [182]. La formule du th. 4.16 a été démontrée par Stevens [180] (la démonstration est une
généralisation de celle de [83] en poids 2; les deux ingrédients principaux en sont, d’une part, une
formule [179] pour l'invariant de Coleman en termes de dérivées de valeur propres de l'opérateur de
Hecke T), et, d’autre part, la construction d’une fonction L p-adique pour une famille analytique de
formes modulaires [180, 132]) avec I'invariant de Coleman, ce qui permet, en regroupant les théorémes
de Stevens et Kato-Kurihara-Tsuji, de montrer (de maniére trés détournée) que les invariants de
Fontaine et Coleman coincident ; ce dernier fait a été vérifié directement par Coleman et Iovita [47].
(Cf. [92] pour un résultat du méme type, et aussi [55] pour une démonstration basée sur une formule
exprimant Iinvariant £y« de Fontaine en termes de dérivées de valeurs propres de frobenius, le
résultat de Stevens [179] mentionné ci-dessus et un résultat de Kisin [103] permettant de passer
d’une formule & Pautre.)
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Démonstration. — Utilisant le th. 4.15, on se ramene a un calcul purement local
dans (Dlg)d’:l, avec = p'tl et £ = Zf«, et on reprend les notations de la

proposition 4.14. Comme ¥(uo) = p' "*ayiy, on a

/ ' fla :/ o' (1—p' Fap) - pa = (170401'_’““)/ 2 -
zx Z, z

P

En particulier, si v # p*~17%, I'intégrale fz; 2’ lio, ne s’annule que si fzp 2o = 0. Par
contre, si a = p*~17% ce qui est le cas sous les hypotheses du théoreme, la fonction
s [, (x)* po aun zéro trivial en s = 0 et sa dérivée est donnée par la proposition
suivante qui permet de conclure.

k—1—1i

PROPOSITION 4.17. — Sia=p , alors

J

Démonstration. — L’idée est d’évaluer 0 ((1 — pyp) - w) = (1 —p"Tlp) - dwen T =0;
on note ae, + bNe,, le résultat. La fonction w n’est pas définie en T = 0, mais on
peut utiliser ’équation fonctionnelle ¢ (w) = w pour prolonger (1 — pp)-w en 0. Cette
équation fonctionnelle se traduit, en utilisant la relation 1 4+ T = e?, par les identités

z'log & L1 :,,2”-/ AT
Zp

*
P

. €a . Nea
(=g w=w-pp@) = > (walcje' =15 +wapp(Gle’ ~ s )
je(@/p2)"
1 . n—1 _n Ca
= -1 Z (wa(g-"et/p — 1)y ( k71)
p ) t
i€(z/p™Z)*

; n—1 _n Nea
+wa/p(cg"et/p 1) (tkfl))

Cette derniere expression converge pour n assez grand. Notons aV) (resp. by )) le

n,i ! n,i
coefficient de ¢* dans le développement de we (¢ne’ — 1) (resp. de wq p(Ghne’ —1)).
On a alors

1 i \—(n-1) 1 iq—(n—1) (.
v | Z ( ];cfkl) afzj,)i et b=_—— Z (P_;l) bg)z
Po " je@pmzy- P Po ez - P

D’aprés le (i) de la prop. 4.14, on a bgi = p_”fafl{)i, ce qui implique en vertu de
laction de Gal(Qp((p=)/Qp), la relation bgf)l = p*".,fasfg pour tout j € (Z/p"Z)*,
et finalement, la relation

b=p !l %a.

I reste a calculer explicitement a et b pour pouvoir exploiter cette relation. Soit
fi =01, et g;=0"(logT L) —log T € Z{. On peut alors écrire t*~! - 9w sous la
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forme wyeq + woNeq, avec wy = [, 2'(1+T)%puq et
P

’LUQZ/
Z

On a th=1. (1 — p*lp) - O'w = (1 — pp)wieq + (1 — p)waNe,. On obtient donc en

évaluant en T = 0,
a=(1 —p)/ T g
z

P

, , —1 ,
" (1+T) taysp +/ o' fi((1+T)" = Do + pT : / ' 1o - (log T + g;).
Z; Z

P P

Pour évaluer (1 — ¢)ws en T = 0, il faut faire un petit peu attention car les fonctions
ne sont définies en T = 0 que par un procédé de régularisation (si tout était défini
en 0, on obtiendrait 0); le premier et le troisitme terme donnent une contribution
nulle (la contribution du troisiéme est nulle car log p = 0), et on obtient

b= ((1-¢)( /Z w (AT Ve )) = (/z

Pour continuer le calcul, nous aurons besoin du lemme suivant.

. @ (=) F) (T = Dpa)

LEMME 4.18. — (i) f; se prolonge de maniére unique en une fonction localement
analytique sur le disque épointé 0 < v,(z) < 400 vérifiant I’équation fonctionnelle

) =Tlogz+ Y R,

(y+1)P=2z+1

(i) (1 =) fi + p?%l log ¢(T) se prolonge en une fonction continue sur le disque
0 < vp(2).

(iil) Siw € Zy;, alors hy = (1 —¢) - fi)(1+T)* —=1) — (1 — ) - fi(T) se prolonge
en une fonction continue sur le disque 0 < vp(2), et on a hy(0) = —p;1 logz.

Démonstration. — Le (i) suit de ce que f; est définie sur une couronne non vide
0 < wvp(z) <7, r>0 et de 'équation fonctionnelle f; = py(f;) + pp%l(logT +g:). Le
(iii) est une conséquence immédiate du (ii) qui suit du (i) et de I’équation fonctionnelle
déja mentionnée que 'on peut réécrire (en appliquant ¢ aux deux membres) sous la
forme

sﬂ(fz-)*fz-:p;I(logw(T)ﬂa(gi))Jr S AT 1),

(r=1,#1

Pour terminer le calcul de b, on peut retrancher fz* xi((l — ) - fi),ua, qui est nul
P

car [,. x'pio = 0, & Dintégrale ci-dessus, et la réécrire sous la forme
p

b= / T he (T e :/ 2" h (0 a:——~/ ' log T e
( : (T)p )T:O ; (0) p Pl s 8T p

* *
p P
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4.6. Les cas potentiellement cristallin et potentiellement semi-stable

On peut, en principe, faire la liste, & isomorphisme pres, des Dy des L-représen-
tations potentiellement semi-stables de ¥q, de dimension 2, dont les poids de Hodge-
Tate sont 0 et 1 — k, mais on ne sait pas décrire les D¥=! en termes de distributions
(sauf si I'extension sur laquelle la représentation devient semi-stable est abélienne), ce
qui rend problématique la construction de fonctions L p-adiques dans ce cas. Mais il
est clair que I'on veut que la fonction L p-adique soit, comme dans les th. 4.11 et 4.15,
I'image de zkato(f*) dans DT(V;«)¥=1; notre probleme est donc juste d’interpréter
le résultat.
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