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POINTS RATIONNELS ET GROUPES FONDAMENTAUX :
APPLICATIONS DE LA COHOMOLOGIE p-ADIQUE
[d’apres P. Berthelot, T. Ekedahl, H. Esnault, etc.]

par Antoine CHAMBERT-LOIR

Dans cet exposé, je présente trois résultats concernant les variétés algébriques en
caractéristique positive :

a) Deux variétés propres et lisses sur F qui sont birationnelles ont méme nombre
de points rationnels modulo q (cf. T. Ekedahl, [25]).

b) Sur un corps fini, une variété propre et lisse qui est de Fano, ou bien géomé-
triqguement faiblement unirationnelle, ou plus généralement rationnellement conneze
par chaines, a un point rationnel (H. Esnault, [26]).

¢) Sur un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, le groupe fondamental
d’une variété propre et lisse qui est de Fano, ou bien géométriquement faiblement uni-

rationnelle, ou plus généralement rationnellement connexe par chaines, est un groupe
fini d’ordre premier a p (cf. T. Ekedahl, [25]).

Le point commun des démonstrations est un controle des valuations p-adiques des
valeurs propres de Frobenius. Elles gagnent donc a étre présentées dans le cadre d’une
théorie cohomologique p-adique. La cohomologie rigide, développée par P. Berthelot,
fournit l'outil idéal pour cela. Elle a connu récemment des progres importants et
je décris le formalisme auquel elle donne lieu. Les énoncés ci-dessus s’obtiennent en
controlant les pentes des F-isocristaux que fournit la cohomologie rigide.

Je voudrais remercier P. Berthelot, J.-L. Colliot-Théléne, O. Debarre, P. Deligne,
H. Esnault, B. Kahn, Y. Laszlo, D. Petrequin et J-P. Serre pour leurs conseils, sug-
gestions ou corrections.

1. AUTOUR DU THEOREME DE CHEVALLEY-WARNING

Je commence cet exposé par un énoncé élémentaire et assez ancien, dia a C. Che-
valley et E. Warning [69].
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126 A. CHAMBERT-LOIR

THEOREME 1.1. — Soit F un corps fini, notons q son cardinal et p sa caractéristique.
Soient Fi,...,F, des polynomes en x1,...,Zy, & coefficients dans F et de degrés
diy...,d.. Sin>dy+---+d., le nombre de solutions dans F" du systeme

(12) Fl(,iCl,...,,iCn)Z---ZFT(.Z‘l,...,(En):O

est multiple de p.

La démonstration classique est tres simple et repose sur le fait que pour =z € F,
2971 vaut 1 si 2 # 0 et 0 sinon. Ainsi, le nombre de solutions du systéme est congru
modulo p a 'expression

> Ia =R .
xeFm i=1
Le produit

T

[T0-FE*

i=1
est un polynéme de degré < (¢ — 1) >_ d;. Soit

Mn

CmTy T

un de ses monémes non nuls. On a donc my +---+m, < (¢—1)> d; <n(g—1) si
bien que nécessairement, I’'un des entiers m; est strictement inférieur & ¢ — 1 et

n
E cmx;m...xﬁ’l:cm]:[ E t" =0

xEFn i=1tcF
puisque

Ztm:{_l si (g —1) divise m et m > 1,
er 0 sinon.

Ce théoreme a été généralisé par J. Ax [1] et N. Katz [40] :

THEOREME 1.3. — Si b désigne le plus petit entier tel que
p> 24 2 di

maxd;

le nombre de solutions du systéeme (1.2) est divisible par q°.

Leurs démonstrations sont assez savantes. Celle qu’a proposée récemment D. Wan
dans [68] lorsque F = F,, est en revanche élémentaire et tout a fait dans lesprit de
celle du théoreme 1.1. Commencons par introduire 'anneau Z, des entiers p-adiques.
C’est un anneau de valuation discréte complet, de caractéristique 0, de corps résiduel
F,; son idéal maximal est engendré par p; il contient les p racines de 1’équation
P —z = 0 (notons S cet ensemble). L’idée de base est maintenant que, pour x € Z,,
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(914) QUELQUES APPLICATIONS DES COHOMOLOGIES p-ADIQUES 127

2P" (P=1) est congru modulo p” & 1 si 2 #Z 0 (mod p), et &4 0 si z = 0 (mod p). Le
nombre de solutions du systéme (1.2) est ainsi congru modulo p™ & Uexpression

2 [T - Fe"emn).

xesSn i=1

Par récurrence sur r, il suffit de montrer que

Z HFi(x)pn(pfl) =0 (mod p?),

xeSn i=1

ce que fait Wan en développant Ff"(P—l)

puis en constatant que la valuation des
divers symboles du multinome et celle de la somme de puissances qui apparaissent
s’ajoutent pour dépasser b. (C’est tout de méme assez délicat.)

Lorsque F n’est pas le corps a p éléments, on peut suivant C. Moreno et O. Mo-
reno [59] effectuer une réduction des scalaires (& la Weil) de F & F,, : si on fixe une
base de F sur F),, de cardinal a, on se ramene a un systeme de ar équations en nr
variables de degrés di,...,d, (a fois). La nouvelle quantité (n — > d;)/ max(d;) est
égale a a fois I’ancienne. A cause de la partie entiere, on en déduit une divisibilité un

peu plus faible que celle affirmée par le théoreme 1.3.

2. FONCTIONS ZETA ET COHOMOLOGIES DE WEIL

Soit F un corps fini, notons ¢ son cardinal. Dans [70], A. Weil avait introduit pour
tout systéeme d’équations polynomiales a coefficients dans F, voire tout F-schéma V'
de type fini, la série génératrice

2v() e ( SIVEOLL )

az0

ot F(@) désigne I'unique extension de F de degré a. B. Dwork [24] a démontré que
c’est une fraction rationnelle (premiere conjecture de Weil). Les inverses de ses zéros
et ses poles sont nécessairement des entiers algébriques. En fait, la congruence du
théoreme 1.3 implique qu'ils sont divisibles par ¢ dans I’anneau des entiers algébriques
(cf. [1], p. 256).

Les deux autres conjectures de Weil ont été démontrées par A. Grothendieck (ra-
tionalité et équation fonctionnelle) dans SGA 5 et P. Deligne (analogue de I’hypothese
de Riemann, [23]), grace a 'introduction de la cohomologie (étale) £-adique, ol £ est
un nombre premier distinct de p. L’utilité d’une telle théorie cohomologique avait
déja été pressentie dans l'article de Weil. En effet, V' dispose d’un endomorphisme de
Frobenius F' et I'ensemble V(F(®)) n’est autre que le lieu des points fixes de F®; il
faudrait pouvoir disposer alors d’une formule des traces de Lefschetz. Les conditions
nécessaires sur une telle cohomologie ont été rapidement formalisées sous le nom de
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128 A. CHAMBERT-LOIR

cohomologie de Weil : la théorie cohomologique doit vérifier la formule de Kiinneth,
la dualité de Poincaré, fournie par une classe fondamentale, et les sous-variétés (non
nécessairement lisses) doivent posséder une classe de cohomologie, de maniére com-
patible au produit d’intersection et a la classe fondamentale. Tout ceci est exposé en
détail dans [48], en lien avec les théorémes de Lefschetz faible et difficile, les conjec-
tures « standard » et la conjecture de Hodge.

Lorsque £ # p, la cohomologie étale ¢-adique est effectivement une cohomologie de
Weil. Lorsque ¢ = p, ce n’est pas vrai : H'(X,Q,) est nul dés que i > dim X ce qui
viole la dualité de Poincaré.

Finalement, par voie f-adique, on sait que la fonction zéta d’un F-schéma géomé-
triquement connexe, propre, lisse de dimension d, est de la forme suivante :

7 _ Pi(t) ... Paga(t)
x(t) = :
Py(t) ... Pa(t)

ot Pi(t) € Z[t], avec Py(t) = 1 —t, Pog(t) = 1 — ¢t ; si Pi(t) = H?;l(l — a;;t), on

sait aussi que les a;; sont des entiers algébriques de valeur absolue archimédienne q'/?
(hypothése de Riemann) et, si £ # p, de valeur absolue ¢-adique nulle.

L’interprétation des valuations p-adiques des a;;, et notamment de congruences du
type fourni par les théoréemes 1.1 et 1.3 justifie la recherche d’une théorie cohomolo-
gique de Weil qui soit p-adique.

Il y a un autre intérét — sur lequel insiste Kedlaya — des cohomologies p-adiques
que je vais décrire maintenant : elles sont par nature plus calculables que ne 'est
la cohomologie étale. Il est par exemple remarquable que soient apparus récemment
trois algorithmes efficaces (Satoh [63], Kedlaya [44], Lauder-Wan [51]) pour calculer le
nombre de points de certaines variétés algébriques sur un corps fini, et tous trois sont
de nature p-adique. Celui de Kedlaya repose sur ’explicitation de la cohomologie de
Monsky-Washnitzer, celui de Lauder-Wan est inspiré de la démonstration par Dwork
de la rationalité de la fonction zéta. De méme, c’est par des techniques p-adiques
que Bombieri [12] a étudié le degré des numérateurs et dénominateurs de fonctions
rationnelles associées a des sommes d’exponentielles.

3. COHOMOLOGIES p-ADIQUES

Mais avant cela, il faut peut-étre dire pourquoi il n’existe pas de cohomologie de
Weil sur la catégorie des variétés algébriques projectives lisses sur un corps algébrique-
ment clos de caractéristique positive a valeur dans la catégorie des Q-espaces vectoriels
de dimension finie. Pour toute cohomologie de Weil & valeurs dans les K-vectoriels (K
est un corps commutatif), le H! d'une courbe elliptique E est de dimension 2. De plus,
pour tout endomorphisme non nul o de E, 'endomorphisme o*: H'(E) — H(E)
est injectif, d’ott une injection de 'anneau (opposé a celui) des endomorphismes de F
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(914) QUELQUES APPLICATIONS DES COHOMOLOGIES p-ADIQUES 129

dans l'anneau des matrices 2 x 2 a coefficients dans K. En caractéristique 0, tout
irait bien (d’ailleurs, la cohomologie singuliere est une cohomologie de Weil), mais en
caractéristique finie, il existe des courbes elliptiques supersinguliéres dont ’anneau
des endomorphismes est plus gros que prévu : c’est une algebre de quaternions sur Q.
Comme une telle algébre ne se plonge pas dans M»(Q), il n’y a pas de cohomologie de
Weil a coefficients dans Q. M. Deuring a méme montré que l'algebre de quaternions
End(E) ® Q est ramifiée en p et U'infini, c’est-a-dire que End(E£) ® Q, et End(E) @ R
sont des corps gauches. Cela empéche aussi K = Q, ou K = R. (Cet argument est
da & J-P. Serre, cf. [32].)

La théorie que nous utiliserons dans cet exposé est la cohomologie rigide, construite
par P. Berthelot. Elle unifie deux théories disjointes qui sont la cohomologie de
Monsky-Washnitzer [58], valable pour les variétés affines et lisses, et la cohomolo-
gie cristalline [32, 2], qui a de bonnes propriétés pour les variétés propres et lisses.
Cette théorie est encore éparpillée dans la littérature, et un petit guide de lecture ne
sera peut-étre pas inutile. Il faudrait aussi citer les travaux de Y. André, F. Baldas-
sarri, P. Berthelot, B. Chiarellotto, G. Christol, R. Crew, B. Dwork, Z. Mebkhout,
P. Robba, N. Tsuzuki...

Je trouve l'introduction que propose Berthelot dans [3] trés agréable & lire; le gros
article [4] fournit des détails importants dans la construction (les fameux « théorémes
de fibrations »). L’article [6] est trés important : outre la démonstration du fait que la
cohomologie rigide d’une variété lisse est de dimension finie, on y trouve les théoremes
de comparaison avec les théories de Monsky-Washnitzer et cristalline. Concernant
ce théoréme de finitude, citons aussi article [56] de Z. Mebkhout qui propose une
démonstration de la finitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer indépendante
des théoremes de de Jong sur l'existence d’altérations. Notons que la finitude de
la cohomologie de Monsky-Washnitzer n’était pas connue avant ces deux articles, a
I'exception du H? et du H' par P. Monsky. La finitude de la cohomologie rigide
dans le cas général est démontrée (indépendamment) dans Varticle [31] de E. Grosse-
Klsnne et dans celui [67] de N. Tsuzuki dans lequel il établit un théoréme de descente
cohomologique propre.

La dualité de Poincaré et la formule de Kiinneth sont établies dans la note [5] de
Berthelot. Enfin, l'existence de classes de Chern est démontrée par D. Petrequin [61].

Qu’est-ce que la cohomologie rigide ? Disons tout d’abord que c¢’est une sorte de co-
homologie de de Rham. Fixons quelques notations : soit k£ un corps de caractéristique
p > 0, fixons alors un anneau de valuation discréte complet ¥ de corps résiduel k,
dont nous noterons K le corps des fractions, supposé de caractéristique zéro, et 7w un
générateur de l'idéal maximal de ¥'. Nous supposerons que ¥ admet un endomor-
phisme o qui se réduit modulo 7 en "automorphisme de Frobenius o: x +— xP de k;
alors, o s’étend en un endomorphisme de K. Dans tout ce qui va suivre, on peut se
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130 A. CHAMBERT-LOIR

limiter au cas important ou le corps k est supposé parfait et ou ¥ est 'anneau des
vecteurs de Witt de k.

Soit X un k-schéma et essayons de définir la cohomologie rigide de k. Ce seront
des K-espaces vectoriels. Le cas idéal est celui ou X est la réduction modulo p d’un
V-schéma propre et lisse 2 . Dans ce cas, Z  dispose d’une cohomologie de de Rham
définie algébriquement : I’hypercohomologie du complexe des formes différentielles
sur X ; ce sont des ¥-modules de type fini. Un point crucial, déja a la base de I'exis-
tence de la cohomologie de Monsky—Washnitzer, est que ces modules ne dépendent
pas du choix de 2" — autrement dit, si 2"/ est un autre ¥-schéma propre et lisse de
méme réduction modulo p, on a un isomorphisme canonique Hjy, (27) ~ H{p (Z7).

Du point de vue topologique, une variété plongée dans un espace lisse est rétracte
par déformation d’un voisinage tubulaire assez petit, et il est possible de définir sa
cohomologie a I’aide de celle de ces voisinages. En caractéristique zéro, Hartshorne [35]
avait étudié une cohomologie de de Rham pour des variétés singulieres définie suivant
ces lignes; le role du voisinage tubulaire y est joué par le complété formel de I’espace
ambiant le long de la variété dont il s’agit de définir la cohomologie.

La définition de la cohomologie rigide « naive » suit cette approche si ce n’est
qu’il faut plonger et relever. Supposons donc que X est un sous-schéma d’un schéma
propre et lisse P, réduction d’un ¥ -schéma & ; ’exemple important est bien entendu
I’espace projectif. A P est associée une variété analytique rigide, notée P — c’est
une structure plus riche que la structure analytique p-adique naive sur &£ ® K qui
donne lieu & une théorie des faisceaux non triviale (penser que la topologie de K est
totalement discontinue!).

Un point de P se spécialise en un point de P : dans le cas de ’espace projectif, il
suffit de chasser les dénominateurs pour qu'un point soit a coordonnées homogenes
dans ¥, non toutes multiples de 7, puis de réduire modulo 7 ces coordonnées homo-
genes. Dans P, on peut alors définir le tube de X comme ’ensemble des points de P
qui se réduisent en un point de X. Ce tube, noté usuellement | X[, est une variété ana-
lytique rigide (pas forcément quasi compacte). Par exemple, si X = {0} et & = P!,
X[ s’identifie au « disque unité ouvert », formé des z tels que |z| < 1. Si X = A et
P = P! ]X] est alors le « disque unité fermé », formé des z tels que |z| < 1.

La cohomologie rigide naive de X est la cohomologie de de Rham du tube de X.
D’apres un théoreme de fibration, elle ne dépend pas du choix de &2. Si 'on peut
prendre P = X, c’est-a-dire si X est propre, lisse et relevable, la cohomologie définie
n’est autre que la cohomologie de de Rham tensorisée par K. Si X est propre et lisse,
on retrouve la cohomologie cristalline de X tensorisée par K. Ce sont en particulier
des K-espaces vectoriels de dimension finie.

En revanche, si X n’est pas propre, cela ne suffit pas. Prenons ’exemple de la droite
affine X = A et de son tube | X[ = {z; |z| < 1}. Le complexe de de Rham dont la
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cohomologie rigide naive est la cohomologie est donné par
Ko} — K{ah, f=Y an™ e ' = Y nagan

ou K{x} est Panneau des séries entieres & coefficients dans K dont les coefficients
tendent vers 0 (de sorte qu’elles convergent sur le disque fermé). On a bien H?, (A') =
K, mais H!,(A') n’est pas nul puisque la série f = 3" p"a?"~! n’a pas de primitive
dans K{z}. En fait, H!, ;(A') est méme de dimension infinie.

Monsky et Washnitzer ont remarqué que la situation s’arrange notablement si ’on
remplace anneau K{xz} par celui des fonctions qui convergent dans un disque un peu
plus gros que le disque unité (on dit qu’elles surconvergent). Notons K () cet anneau :
il est formé des séries > anz™ telles que limsuplog|a,|/logn < 0. Le complexe de
de Rham surconvergent de la droite affine a alors la cohomologie attendue car si
f=>"anz™ converge sur le disque |z| < A, avec A > 1, ses primitives convergent sur
le disque ouvert |z| < A, donc sur tout disque fermé |z| < A avec 1 < X < A

Pour définir la cohomologie rigide en général, il faut ainsi introduire ce que Ber-
thelot appelle des voisinages stricts du tube (analogues des disques fermés |z| < A
pour le disque unité) et la cohomologie du complexe de de Rham formé des formes
différentielles surconvergentes, c’est-a-dire qui convergent dans un voisinage strict non
précisé de | X|.

Outre la cohomologie rigide Hriig(X /K), Berthelot définit aussi une cohomolo-
gie a support Hp, ,
H}, (X/K). Ils sont de dimension finie (voir les références plus haut). Ce sont les
analogues algébriques de la cohomologie d’une paire et de la cohomologie a support

(X/K) (pour Z C X) et une cohomologie & support propre

propre.

Ces espaces de cohomologie sont compatibles & I'extension des scalaires : si K’ est
une extension isométrique de K, d’anneau de valuation ¥”, de corps résiduel k', il
existe un isomorphisme canonique

K' @k H o (X/K) = Hr*ig(X’/K’),
ou X' =k ®, X. (Voir [6], prop. 1.8, pour le cas d’une extension finie; le cas général
est plus difficile et est affirmé & la fin de [5].)

Disons un mot des fonctorialités dont disposent ces cohomologies. La cohomologie
rigide est naturellement contravariante pour les morphismes de k-schémas. La coho-
mologie a support propre n’est contravariante que pour les morphismes propres, et
est covariante pour les immersions ouvertes. Sur la cohomologie rigide des variétés
lisses, la dualité de Poincaré permet d’en déduire une fonctorialité covariante (avec
un décalage de deux fois la dimension) pour les morphismes propres (« morphismes
de Gysin »).
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132 A. CHAMBERT-LOIR

Le morphisme de Frobenius F'x n’est pas un morphisme de k-schémas, sauf si

k = F,, mais il se factorise en

Fx,

X X ke, X — X

ol le premier morphisme est k-linéaire et le second est le morphisme de changement
de base par le Frobenius o de k. Grace a la compatibilité des scalaires, si ¢ est un en-
domorphisme de ¥ qui induit le Frobenius modulo 7, on en déduit un endomorphisme
o-linéaire de la cohomologie rigide :

F: H (X/K)— H};,(X/K), F(ax)=o(a)F(z),

rig rig
et de méme pour les cohomologies & support et a support propre.

Les espaces de cohomologie rigide s’insérent dans des suites exactes d’excision fa-
milieres : si U est un ouvert de X et Z le fermé complémentaire, on a des suites

exactes
i i i [+1]
Hrig,c(U/K) - Hrig,c(X/K) — Hrig,c(Z/K) -
et
i i i [+1]
rig,Z(X/K) - Hrig(X) - Hrig(U)

Celles-ci sont d’ailleurs équivariantes pour les divers morphismes de Frobenius
(voir [15], th. 2.4).

Dans tout ceci, je n’ai en fait parlé que des « coefficients constants ». L’analogue
des faisceaux localement constants est fourni par les F-cristaux surconvergents : ce
sont des fibrés vectoriels sur un voisinage strict du tube munis d’une connexion in-
tégrable et d'une structure de Frobenius. La cohomologie a support propre d’un
F-isocristal surconvergent et la formule des traces de type Lefschetz sont étudiées
dans les articles [27, 28] d’Etesse et Le Stum. La finitude de la cohomologie rigide
d’un F-isocristal surconvergent, la dualité de Poincaré et la formule de Kiinneth sont
démontrées dans la prépublication [45] de K. Kedlaya.

La théorie des Z-modules arithmétiques de Berthelot est censée fournir une caté-
gorie de coeflicients stable par les six opérations de Grothendieck, mais a ma connais-
sance, ceci n’est pas encore démontré.

4. F-ISOCRISTAUX

(Pour ce paragraphe, larticle [42] de Katz est un must.) Supposons pour simplifier
que k est un corps parfait de caractéristique p > 0, ¥ l'anneau des vecteurs de
Witt de k et K son corps des fractions. Soit ¢ lautomorphisme de ¥ qui releve
I’automorphisme de Frobenius de k; il s’étend & K.
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DEFINITION 4.1. — Un F-isocristal sur K est un K-espace vectoriel de dimension
finie muni d’un endomorphisme o-linéaire injectif.

Par exemple, soit & € Q* un rationnel non nul, notons « = r/d avec (r,d) = 1 et
d > 0, et soit M, = K% de base (ey,...,eq), muni de 'endomorphisme o-linéaire F
donné par

F(e1) =ea,..., F(eq-1)=c¢€q, Fleq)=p"er.
De méme, les espaces de cohomologie rigide d’un schéma de type fini sont naturelle-
ment des F-isocristaux (I'injectivité n’est pas évidente et sera établie au paragraphe
suivant).

Si (M, F) est un F-isocristal, on peut exprimer F dans une K-base de M &
laide d’une matrice A € M, (K) (n = dimg M). Il y a aussi une notion évidente
de somme directe, de produit tensoriel, extérieur, symétrique, d’homomorphisme de
F-isocristaux.

Si le corps k est algébriquement clos, la catégorie des F-isocristaux a été élucidée par
J. Dieudonné et Yu. Manin [52] : tout F-isocristal est somme directe de F-isocristaux
(simples) du type M. Cela permet de définir les pentes d’un F-isocristal M : ce sont
les rationnels « tels que M, soit un sous-objet de M. Si M ~ @ M=, la mutiplicité
de la pente o dans M est par définition égale a n,, dim M,,.

Si le corps k n’est pas algébriquement clos, les pentes d’un F-isocristal sont celles
du F-isocristal obtenu apres tensorisation par le corps des fractions de W(]_Tp)

Quel que soit le corps k, pour tout rationnel o, on peut définir facilement le plus
grand sous-F-isocristal M 2% de M dont les pentes sont > «. Fixons une base de M,
d’ott on déduit une norme ultramétrique ||-|| sur M. L’ensemble M=% des x € M tels
que la suite (||F™(x)||p*™). soit bornée est un sous-K-espace vectoriel de M, stable
par F'; il ne dépend pas de la base choisie. Cela définit une filtration décroissante
de M par des sous-F-isocristaux, exhaustive (si les coefficients d’une matrice de F
sont de valuation > r, M = M =", plus un raisonnement analogue pour F~1).

Pour synthétiser les pentes d’un F-isocristal, il est commode de définir son
polygone de Newton. Si les pentes de (M, F) sont les rationnels oy < -+ < au,
comptés avec multiplicités (donc dim M = n), c’est par définition I'unique fonction
Nwtas : [0;m] — R qui est affine par morceaux, continue, vérifie Nwt s (0) = 0 et est
de pente «; sur Uintervalle [5;j + 1].

Lorsque le corps k est fini, on a une autre caractérisation des pentes. Supposons
pour simplifier que o soit I'identité, ce qui est vérifié dans le cas important ot k = Fpa
et ¥ = W(k). Lapplication F* est alors K-linéaire et la décomposition de Jordan
fournit une autre caractérisation des pentes :

PROPOSITION 4.2. — Soit M un F-isocristal et supposons que c® = id. Soient
A,y ..., Ap les valeurs propres de l'application K-linéaire F*. Les pentes de M sont

les ord,(A)/a.
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Combinons cette proposition avec la formule des traces de Lefschetz en cohomologie
rigide : En effet, si X est un schéma séparé de type fini sur un corps fini F,, avec
q = p?, on a pour tout entier n > 0,

2dim X
(XFg)l = D (1) Te(F* [Hyy o(X/K)).
i=0

Ainsi, on constate que minorer les pentes de la cohomologie rigide & support propre
fournit des congruences p-adiques pour sa fonction zéta. Précisément : controler la
partie de pente 0 implique des congruences modulo p pour | X (F,)|, contrdler la partie
de pentes < 1 des congruences modulo q.

Dans cette veine, il faut citer un résultat fondamental, dit & Mazur [54, 55] moyen-
nant des hypotheses restrictives, et Ogus [7, chap. 8] en général. Soit X un k-schéma
propre et lisse; sa cohomologie rigide (cristalline en fait) fournit un F-isocristal
H (X/W(k)) @ Frac W (k) dont nous noterons Nwtgzn) le polygone de Newton. Par
ailleurs, X a des nombres de Hodge h; = dim; H™*(X, QZX/k) Définissons le m-iéme
polygone de Hodge de X, Hdggzn), comme la fonction continue affine par morceaux
qui vaut 0 en 0, est de pente 0 sur l'intervalle [0; ko], de pente 1 sur lintervalle
[ho; ho + hl], etc.

THEOREME 4.3. — On a l'inégalité Nwtg;n) > Hdgg;n).

On en déduit des théoremes de type Chevalley-Warning et notamment une autre
démonstration du théoreme 1.3 de Ax-Katz dans le cas lisse et homogéne.

COROLLAIRE 4.4 (& la Chevalley-Warning). — Soit X wune intersection compléte
lisse de dimension d dans P"~', définie sur le corps fini F,. Alors, le nombre de
points de X (F4) est égal au nombre de points de P (Fy:) modulo ¢° ot b est le
plus petit entier i > 0 tel que dim H~4(Q%) # 0. (Si dy,...,d, sont les degrés des
hypersurfaces qui définissent X, 'entier b est égal au plus petit entier supérieur ou
égal & (n — > d;)/ max(d;).)

5. PENTES DE LA COHOMOLOGIE RIGIDE

Je donne dans ce paragraphe deux résultats généraux concernant les pentes de la
cohomologie rigide a support propre. Le premier décrit la partie de pente 0, le second
précise les pentes possibles.

THEOREME 5.1. — Pour tout schéma X, séparé et de type fini sur un corps algébri-
quement clos de caractéristique p > 0, on a un isomorphisme canonique

H(X,Qp) ® K =~ Hy, o(X/K)°,

rig,c
ot exposant O signifie qu’on considere la partie de pente O dans le F-isocristal donné
par la cohomologie rigide.
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Lorsque X est propre et lisse, ce théoréme est dit & Bloch (lorsque p est assez grand)
et Ilusie (pour tout p, [36], II, 5.4). Dans le cas général, c’est un résultat d’Etesse et
Le Stum ([28], prop. 6.3).

Dans le premier cas, il se déduit des propriétés du complexe de de Rham-Witt via
une généralisation de la suite exacte d’Artin-Schreier

1-F
0— (Z/pZ)x — Ox

ﬁx—>0

(suite exacte de faisceaux étales sur X). Plus généralement, si W,,&x désigne le fais-
ceau des vecteurs de Witt de longueur n sur X, on a une suite exacte de faisceaux
étales sur X :

0 — (Z/p"Z) x — Wnbx ——L W, 0 —0

qui induit par passage a la cohomologie, puis passage a la limite, une suite exacte en
cohomologie étale :

0 — HL(X,Z,) — H'(X,W0Ox) A-F, H'(X,W0x) —0

qui identifie H. (X,Q,) ® K au plus grand sous-F-isocristal de pente 0 dans le
F-isocristal H' (X, W Ox) @w ) K. (Compte tenu du fait que H*(X, W x) est pour
tout entier ¢ un W (k)-module de type fini, la surjectivité de 1 — F' est une propriété
générale des F-cristaux, c¢f. par exemple [36], II, 5.3.) La théorie du complexe de de
Rham-Witt de Bloch et Illusie, et en particulier la dégénérescence de la suite spectrale
des pentes ([36], II, 3.5), implique que ce dernier espace vectoriel est le plus grand
sous-F-isocristal de pentes [0; 1[ dans H};,(X/K). Le résultat s’ensuit si X est propre
et lisse.

Dans le cas général, Etesse et Le Stum combinent des suites exactes d’Artin-
Schreier, le calcul syntomique de la cohomologie cristalline (initié par Fontaine et
Messing dans [29]), la cohomologie cristalline « de niveau variable » et un théoréme
de Berthelot selon lequel cette derniere permet de calculer la cohomologie rigide.

THEOREME 5.2. — Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0 et soit X un
k-schéma de type fini de dimension d.

a) pour tout i, H, (X/K) est un F-isocristal dont les pentes appartiennent
Vintervalle [max(0,7 — d), min(i, d)] ;

(X/K).

b) si X est lisse, c’est encore vrai de Hy,

Le b) est conséquence du a) compte tenu de la dualité de Poincaré en cohomologie
rigide : il existe un morphisme trace

1 (X/K) -2 K

rig,c

tel que TroF = p?F qui induit par cup-produit des isomorphismes (X est lisse)
H}Wo(X/K) ~ HiH(X/K)Y (—d)

rig rig,c
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ott le twist (—d) signifie que le Frobenius est multiplié par p?. Notons au passage que
cela implique l'injectivité des Frobenius sur la cohomologie rigide (resp. la cohomologie
rigide & support propre).

Avant de montrer le a), faisons quelques remarques.

1) On peut supposer que le corps k est algébriquement clos et que X est réduit.
On peut aussi supposer que X est connexe car la cohomologie rigide d’une réunion
disjointe est la somme directe des cohomologies rigides.

2) Si X est projective et lisse, le théoréeme de comparaison entre cohomologies

rigide et cristalline implique que H? (X/K) est un F-isocristal & pentes positives ou

nulles. Par dualité de Poincaré, ellesgsont donc < d. Le théoreme de Lefschetz faible
en cohomologie cristalline implique alors que les pentes appartiennent & 'intervalle
[0;4], donc & Vintervalle [i — d; ] via la dualité de Poincaré.

3) Si U est un ouvert dense de X et Z le fermé complémentaire, la suite exacte
longue d’excision

— H"l(Z/K) — H!

rig,c rig,c

(U/K) — H'

rig,c (X/K) -
et ’hypothese que l'assertion a) est vérifiée en dimension < dim X montrent qu’il est
équivalent de démontrer 1’énoncé a) pour X et pour U.

4) Si U" — U est un revétement étale de k-variétés lisses, la cohomologie rigide &
support propre de U’ admet celle de U comme facteur direct, si bien qu’il suffit de
démontrer I’assertion a) pour U’.

Démontrons maintenant a) par récurrence sur la dimension de X. D’apres le théo-
reme d’altération de de Jong ([37], th. 4.1), il existe un ouvert dense U C X, une
k-variété projective et lisse X', un ouvert U’ C X’ et un revétement étale U’ — U.

D’apres 2), I'assertion a) est vraie pour X’. D’apres 3), elle est donc vraie pour U’
et la remarque 4) entraine sa véracité pour U, donc aussi pour X grace a 3).

Remarque 5.3 (Références bibliographiques). — La démonstration est celle suggérée
par Berthelot dans [6], remarque 3.9 et se trouve aussi dans Particle [17] de B. Chiarel-
lotto et B. Le Stum. En suivant cette approche, ces auteurs ont aussi élucidé la struc-
ture des poids (c’est-a-dire des valeurs absolues archimédiennes des valeurs propres
de Frobenius) sur la cohomologie rigide & support propre d’une variété sur un corps
fini (cf. [15] et [16]). Ils doivent faire usage du théoréme de Katz-Messing : dans [43],
ces derniers déduisent des conjectures de Weil et du théoreme de Lefschetz difficile
en cohomologie /-adique les théorémes correspondants en cohomologie cristalline. Si-
gnalons aussi que Kedlaya a récemment adapté & la cohomologie rigide (voir [46]) la
démonstration par Laumon des conjectures de Weil.

On peut en fait démontrer un analogue de ce théoreme sur un corps fini, via la
cohomologie étale £-adique, et ¢’est ainsi que proceéde Ekedahl dans [25]. Cela nécessite
de montrer au préalable que les valeurs propres de Frobenius sur la cohomologie
{-adique & support propre sont des entiers algébriques, ce qui est fait par Deligne (§5
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de lexposé [41]). On peut alors, par un dévissage analogue, étudier leurs valuations
p-adiques.

Enfin, signalons un article de M. Kim [47] dans lequel la cohomologie rigide est
remplacée par celle d’'un complexe de de Rham-Witt a pdles logarithmiques.

6. LES THEOREMES D’EKEDAHL ET ESNAULT

Dans ce paragraphe, je présente deux théorémes dus & T. Ekedahl [25] et H. Es-
nault [26] qui permettent de controler la partie de pentes < 1 dans la cohomologie
rigide. Leur utilité apparaitra aux paragraphes suivants, lorsque nous déduirons de
cette partie de pente < 1 des renseignements géométriques. Dans [39], B. Kahn re-
démontre ces énoncés a l'aide des motifs birationnels, notion qu’il a introduite avec
R. Sujatha.

Si (M, F') est un F-isocristal et si o € Q, notons M~% et M <% les plus grands sous-
F-isocristaux de M dont les pentes soient respectivement strictement supérieures et
inférieures a a.

THEOREME 6.1 (Ekedahl). — Soit k un corps parfait de caractéristique positive.
Soient X et'Y deux k-schémas de type fini, intégres de méme dimension d.

a) Sl existe une application rationnelle dominante X — Y, il existe pour tout i,
(Y)>4=1 dans HY,, (X)>77L.

une injection (canonique) de F-isocristaur de H} rig,c

ig,c
a') Sil existe une application rationnelle dominante X — Y et si X et Y sont

lisses, Hj;,(Y)<! est un quotient de H};,(X)<'.
b) Si X etY sont birationnels, alors pour tout i, Hjy, (X)>4~1 et Hiy, (Y)>4!

sont des F-isocristaux isomorphes.
b") Si X et Y sont lisses et birationnels, alors pour tout i, les F-isocristaux

L <1 i <1 .
Hﬁig(X) et Hﬁig(Y) sont isomorphes.

Les énoncés a’) et b’) se déduisent des énoncés a) et b) par dualité de Poincaré. 1l
est par ailleurs clair que a) implique b), ce qui nous raméne & démontrer 1’énoncé a).
Il existe des ouverts lisses et denses U C X et V C Y sur lesquels ’application
rationnelle X — Y induit un morphisme fini et plat f: U — V. Les suites exactes
d’excision associées aux ouverts U et V et I’étude des pentes de la cohomologie rigide
a support propre impliquent que 1’on a des isomorphismes (induits par les inclusions)

Hi (U/K)>d_1 _ Hi Y/K)>d_1,

rig,c rig,c(

X/K)>d_1, Hi (V/K)>d_1 —>Hi

rig,c rig,c(

Par ailleurs, sont attachés a f deux morphismes de F-isocristaux
f*: HZ (U/K) *)Hiig,c(V/K) et f*: HZig,c(V/K) —)Hiig,c(U/K)

rig,c r T

tels que fi o f* = deg(f). Il en résulte que f* est injectif et le résultat s’en déduit.
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THEOREME 6.2 (Esnault). — Soit k un corps de caractéristique p > 0. Soit X une

vari€té propre et lisse telle que, notant Q une cloture algébrique du corps des fonctions
k(X), on ait CHo(Xq)q = Q. Alors, pour tout i >0, H} (X/K)<' = 0.

Une classe importante de variétés ou la condition CHy(Xq)q = Q est vérifiée
est fournie par les variétés (géométriquement) rationnellement connexes par chaines :
il s’agit de variétés propres X pour lesquelles deux points quelconques sont joints
par une chaine de courbes rationnelles. Les variétés faiblement unirationnelles sont
évidemment rationnellement connexes par chaines; ce théoreme généralise ainsi I'un
des résultats principaux de la note [25]. D’aprés un théoréme dii indépendamment &
F. Campana et a J. Kollar, Y. Miyaoka et S. Mori, les variétés de Fano, c’est-a-dire les
variétés projectives lisses dont le fibré anticanonique est ample, sont rationnellement
connexes par chaines (voir [20], prop. 5.16.) Si le corps de base est de caractéristique
zéro, par deux points quelconques d’une variété propre et lisse qui est rationnellement
connexe par chaines, passe en fait une courbe rationnelle.

Pour démontrer le théoreme 6.2, on peut supposer que k est algébriquement clos.
D’aprés un théoreme de Bloch ([8, 9], je rappelle aussi 'argument plus bas), il existe
un ouvert dense U de X et un point 2o € X (k) tels que sur U x X, notant Ax la
diagonale de X x X,

(63) Ax =U x [370] dans CHd(U X X)Q.

Autrement dit, le graphe I'; C U x X de I'immersion fermée j: U — X est linéairement
équivalent & U x [zg] dans CHy(U x X)q.

Remarquons qu’une classe de cohomologie a € Hﬁ‘é(U x X) définit une correspon-
dance sur la cohomologie rigide a support propre :

q i

U)— H,

p
rig,c(

Ux X) D%, gir2dqr o x) Lo, g

)
o H rig,c rig,c(

rig,c( X) .

L’application ¢* existe car X est propre, 'accouplement Na vient de celui entre coho-
mologie rigide & support propre et cohomologie rigide (défini dans [5]) et ’application
ps est la transposée, via la dualité de Poincaré, de 'application p* sur la cohomologie

rigide. Le graphe de j a une classe v(I';) dans H2%(U x X), construite dans [61] et

rig
I’on a pour tout 1,

V(Fj)* = Ju: Hiig,c(U) — H}

r rig,c(X)'

Mais la décomposition (6.3) affirme que modulo I’équivalence rationnelle, I'; = p*[zo],
donc, en passant aux classes de cycles ([61], prop. 6.10),

Y(T5) =p*y([z)),  v([zo]) € HEG(X)

Par suite, pour toute classe £ € H, (U),

rig,c

3x(€) = 7(T)« (&) = (g™ (&) Np* (v([0]))
= p«(g"(&)) Ny ([zo))-
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Comme p,(¢*(§)) € Hrii_g?cd(X), il est nul pour ¢ < 2d et finalement, les homomor-
phismes j.: Hy, (U) — Hp, (X) sont nuls pour 0 < ¢ < 2d. (En degré 2d, c’est
un isomorphisme.) D’apres le théoréme 6.1, ils induisent des isomorphismes sur les
parties de pentes > d — 1. Par conséquent, pour tout i, le F-isocristal H}, .(X)>9~*
est nul.

Par dualité de Poincaré, Hriig(X)<1 =0sii>0.

Donnons pour terminer la démonstration de l’existence d’une décomposition (6.3).
L’hypothese est que CHy(Xq)q = Q, ol Q est une cléture algébrique de k(X). On
suppose toujours que le corps k est algébriquement clos. Soit g un point k-rationnel
de X et soit n son point générique; ils définissent deux points de X (k(X)) et leur
différence a est un O-cycle sur Xy (x). Par hypothese, leur différence est de torsion sur
Xgq, donc sur une extension finie K de k(X). En prenant des normes, on voit que «
est déja de torsion dans CHo(X}(x)). Cela signifie qu’il existe un ouvert U de X tel

que le d-cycle @ = X x [z9] — Ax est de torsion sur U x X.

Remarque 6.4. — Si dim X < 3, et si X est séparablement unirationnelle, ou bien
de Fano, on sait que les groupes de cohomologie H'(X, Ox) sont nuls pour i > 1
(Nygaard [60], Shepherd-Barron [65]). On peut alors en déduire que pour i > 1,
HY(X,W0Ox) =0, d’oli une autre approche au théoreme 6.2.

Remarque 6.5. — Dans [26], H. Esnault énonce son théoréme sous I’hypothese, appa-
remment plus forte, que CHo(Xq) = Z; elle est en fait équivalente. Notons CHo(Xg)?
le noyau de V'application degré CHg(Xq) — Z et soit alb: X — A P’application d’Al-
banese de Xq. Comme A est engendrée par I'image de X, 'application CHg(Xq)? —
A(£2) déduite de alb est surjective. Si CHo(Xq)q = Q, CHy(Xq)? est un groupe de
torsion, A(€2) aussi, et donc A = 0. Par ailleurs, un théoreme de Roitman [62] complété
par Milne [57] affirme que Papplication CHg(Xq)? — A(Q) induit un isomorphisme
sur les sous-groupes de torsion. Il en résulte que CHo(Xq)? est sans torsion, donc nul.
Ainsi, CHy(Xgq) = Z.

7. RETOUR SUR LA FONCTION ZETA

Comme je 'ai déja mentionné au §5, la formule des traces de Lefschetz en coho-
mologie rigide a support propre montre que la partie de la cohomologie de pente < «
fournit une congruence modulo ¢ pour le nombre de points rationnels.

Par suite, les théoremes 6.1 et 6.2 impliquent le théoreme suivant :

THEOREME 7.1. — Soit X et Y deux variétés propres, lisses et géométriquement
connezes sur le corps fini Fg. Soit Q une cléture algébrique de Fq(X).

a) Si X et'Y sont birationnelles, alors | X (F,)| = |Y (Fy)| (mod ¢) ;
b) Si CHy(Xa)q = Q, alors | X (Fy)| =1 (mod q).
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Méme si I’énoncé a) ne figure pas explicitement dans la note [25], c’en est une
conséquence immédiate. D’un autre coté, il est évident si X et Y sont liées par un
éclatement de centre lisse. Il le serait plus généralement pour tout couple de variétés
birationnelles, si 'on disposait d’un théoréme de factorisation faible en caractéristique
positive. Dans leur article récent [50], G. Lachaud et M. Perret ont fait marcher cette
approche en dimension 3.

Puisque les variétés de Fano sur un corps algébriquement clos sont rationnelle-
ment connexes par chaines, il en résulte ainsi le théoreme, conjecturé par Lang et

Manin [53] :

COROLLAIRE 7.2 (Esnault). — Soit X une variété de Fano sur un corps fini F.
Alors, | X (Fg)| =1 (mod q). Il est en particulier non nul.

On en déduit aussi le résultat :

PROPOSITION 7.3. — Soit X une variété propre, lisse et géométriqguement connexe
sur un corps fini Fy. Supposons que X soit géométriquement dominée par une
k-variété Y, propre, lisse et connexe, de méme dimension, telle que HZ (Y, Q) = 0
si i # 0. Alors, pour toute extension finie F de Fy, | X(F)| =1 (mod p).

Remarque 7.4. — Le théoreme d’Esnault peut étre mis en parallele avec plusieurs
résultats récents. Soit k le corps des fonctions d’une courbe projective et lisse sur un
corps algébriquement clos. Graber, Harris, Starr [30], et de Jong et Starr [38] ont mon-
tré qu'une k-variété projective, lisse qui est séparablement rationnellement connexe a
un point rationnel. Un tel corps k, de méme qu’'un corps fini, est C;, donc de dimen-
sion cohomologique au plus 1. Cependant, Colliot-Thélene et Madore ont construit
dans [18] une surface cubique sur Q (une telle surface est séparablement rationnelle-
ment connexe) et un corps de dimension cohomologique 1 sur laquelle elle n’a pas de
point rationnel. La question de savoir si une variété séparablement rationnellement
connexe (voire rationnellement connexe par chaines) sur un corps C; admet un point
rationnel reste ouverte.

Remarque 7.5. — Contrairement aux théoremes d’Ax et Katz, la démonstration du
théoréme 6.2 nécessite une hypothese de lissité. Bloch, Esnault et Levine [10] ont
proposé de remplacer la décomposition de la diagonale dans le groupe de Chow (for-
mule (6.3)) par une décomposition analogue dans un groupe de cohomologie motivique
adéquat. Leur condition entraine une minoration des pentes de la cohomologie rigide
et ils ont montré qu’elle est vérifiée dans le cas des hypersurfaces de degré d < n
éventuellement singulieres de 1’espace projectif P™.
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8. SIMPLE CONNEXITE DE CERTAINES VARIETES

On peut aussi appliquer ces considérations pour étudier le groupe fondamental de
certaines variétés algébriques, notamment les variétés unirationnelles.

Rappelons que J-P. Serre a démontré dans [64] que le groupe fondamental d’une
telle variété est trivial, pourvu que le corps de base soit de caractéristique zéro.

LEMME 8.1. — Soit X une variété projective lisse, géométriguement connexe, sur
un corps de caractéristique zéro. On suppose que X est unirationnelle, ou que X
est de Fano, ou, Q) désignant la cloture algébrique du corps des fonctions de X, que
CHo(Xa)q = Q. Alors, x(X,0x) =1.

Dans le premier cas, on a en effet HY(X, QZX) = 0, pour ¢ > 0, comme on le voit
en tirant une i-forme de X a l’espace projectif : elle y sera réguliére hors d’un lieu de
codimension 2, donc partout, donc nulle. En caractéristique zéro, cet espace a méme
dimension que H'(X, Ox), d’ot1 I'assertion. Dans le second cas, si i > 0, H{(X, Ox)
est dual de H9™/(X, w}l), donc est nul par le théoreme d’annulation de Kodaira.

Le dernier cas se démontre en décomposant la diagonale mais en théorie de Hodge.
Par le méme argument que dans la preuve du théoreme 6.2, il existe un ouvert dense U
de X tel que application Hjyg (X) — H}x (U) soit nulle pour i > 0. D’autre part, la
théorie de Hodge mixte de P. Deligne fournit une factorisation

Hpg(X) — Hpp(U) — H'(X, 0x),

Papplication composée étant surjective (cf. [22], (3.2.13), (ii)). Il en résulte que
HY(X,Ox) =0 pour i > 0.

COROLLAIRE 8.2. — (En caractéristique zéro.) Une variété propre et lisse qui est
unirationnelle, ou de Fano, ou rationnellement connexe par chaines, n’a pas de revé-
tement étale fini non trivial.

Si f: Y — X est un tel revétement, remarquons que ’hypothese implique que
Y est aussi unirationnelle (resp. de Fano). Par suite, on a x(Y,0y) = 1. Or, le
théoréme de Riemann-Roch implique que f,ch(0y) = deg(f)ch(Ox), si bien que
x(Y, Oy) = deg(f)x(X, Ox). Nécessairement, deg(f) = 1.

Remarque 8.3. — a) Si le corps de base est C, le groupe fondamental topologique de
telles variétés est aussi trivial.

b) Soit X une surface d’Enriques sur le corps des nombres complexes. Bloch, Kas
et Lieberman montrent dans [11] que sur X, tout zéro-cycle et de degré nul est ration-
nellement équivalent & 0. L’hypothese CHy(Xq)q = Q ne suffit donc pas & assurer la
validité du corollaire précédent.
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En caractéristique p > 0, les choses sont plus compliquées. Tout d’abord, il existe
des surfaces unirationnelles non simplement connexes (Shioda, [66]) :sip #5et p #Z 1
(mod 5), la surface d’équation

X0+ X7 +X3+X5=0

dans P? est unirationnelle mais posséde une action libre du groupe des racines 5-iémes
de P'unité (par X; — ('X;). La surface de Godeaux obtenue par quotient est alors
unirationnelle mais n’est pas simplement connexe : son groupe fondamental est Z/5Z.
Cet exemple montre aussi qu’en caractéristique positive, une variété rationnellement
connexe par chaines X ne vérifie pas forcément H*(X, Ox) = 0.

Toutefois, on peut démontrer qu’une variété propre, définie sur un corps algébri-
quement clos qui est normale et rationnellement connexe par chaines, a un groupe
fondamental fini (Kollar [49], voir aussi Campana [13], ainsi que la note [14]). De plus,
les variétés dites séparablement rationnellement connexes sont simplement connexes.
(Cela résulte du théoreme de de Jong et Starr, c¢f. Uexposé [21] d’O. Debarre.)

Le résultat suivant a été démontré par T. Ekedahl ([25]) dans le cas unirationnel.

PROPOSITION 8.4. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et
soit X une variété propre, lisse sur k. St X est de Fano, ou si X est rationnellement
conneze par chaines, son groupe fondamental est un groupe fini d’ordre premier a p.

D’apres le lemme 5.1, si X est unirationnelle, resp. de Fano, resp. rationnellement
connexe par chaines, sur un corps algébriquement clos k de caractéristique p, on a
Xét,c (X, Qp) = 1. Mais un revétement étale d'un tel X est aussi unirationnel (resp. de
Fano, resp. rationnellement connexe par chaines). Soit ainsi un revétement étale ¥ —
X, galoisien de groupe G et soit P un p-sous-groupe de Sylow de G, de sorte que le
revétement Y — Y/P est étale galoisien de groupe P. Les variétés Y et Y/P sont
rationnellement connexes par chaines, si bien que x¢t (Y, Qp) = xe:(Y/P, Qp) = 1. Le
lemme 8.5 ci-dessous affirme que x¢ (Y, Qp) = |Plxet(Y/P, Qp). Par suite, P = {1}
et tout revétement étale de X est d’ordre premier a p. La proposition résulte alors de
ce que le groupe fondamental de X est fini.

Pour que la démonstration de la prop. 8.4 soit compléte, il reste a démontrer la

formule d’Euler-Poincaré en cohomologie étale p-adique suivante, établie par R. Crew
dans [19].

LEMME 8.5. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p et soit
Y — X un revétement étale galoisien de k-schémas séparés de type fini, de
degré une puissance de p. On a alors les formules suivantes entre caractéristiques
d’FEuler-Poincaré en cohomologie étale a support propre :

Xét,C(Ya Qp) = deg(f)Xét,c(Xa Qp) et Xét,C(Ya Z/pZ) = deg(f)Xét,c(Xa Z/pZ)
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En considérant la suite exacte
0—Z,—2Z,—Z/p—0

et en utilisant le fait que la cohomologie étale a support propre & coefficients dans Z,,
est représentée par un complexe parfait de Z,-modules, on démontre que

Xét,c(Y; Qp) = Xét,c(Ya Z/PZ) et Xét,c(X; Qp) = Xét,c(Xa Z/PZ)7
si bien que la seconde formule implique la premiere.

Le faisceau étale f.(Z/pZ) sur X est localement constant et correspond & une re-
présentation de son groupe fondamental sur un F,-espace vectoriel de dimension d =
deg(f), représentation qui provient d’une représentation de Gal(Y/X). Comme ce
groupe est un p-groupe, cette représentation est extension successive de représenta-
tions triviales. Autrement dit, f.(Z/pZ) est extension successive de d faisceaux Z/pZ.
Par suite

Xét,c (Ya Z/pZ) = Xét,C(Xa f*(z/pz)) = dXét,C (Xa Z/pZ)
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