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Séminaire BOURBAKI Juin 2001
53¢ année, 2000-2001, n° 893, p. 365 & 405

LIMITES HYDRODYNAMIQUES
DE L’EQUATION DE BOLTZMANN
[d’aprés C. Bardos, F. Golse, C.D. Levermore, P.-L. Lions,
N. Masmoudi, L. Saint-Raymond]

par Cédric VILLANI

« Il y aurait bien des objections d faire [au raisonnement mathématique
précédent], mais on ne saurait exiger en Mécanique la méme rigueur
qu’en Analyse pure pour ce qui concerne l’infini. »

H. Poincaré,
in « Sur léquilibre d’une masse fluide animée d’un mouvement de
rotation », Acta Mathematica 7 (1885), pp. 259-380.

« Le livre de M. Boltzmann sur les Principes de la Mécanique nous
incite a établir et a discuter du point de vue mathématique d’une ma-
niére compléte et rigoureuse les méthodes basées sur l'idée de passage
a la limite, et qui de la conception atomique nous conduisent auz lois
du mouvement des continua. »

D. Hilbert (1900),
Sur les problémes futurs des mathématiques (trad. L. Laugel),
Comptes rendus du 2¢éme congrés international des mathématiciens,
Gauthier-Villars, Paris 1902.

Le but de cet exposé est de faire le point sur des avancées récentes dans la compré-
hension mathématique des liens entre équation cinétique de Boltzmann et équations
hydrodynamiques. Bien sir, la citation de Poincaré ci-dessus est & prendre au second
degré : 'une des difficultés essentielles du sujet est précisément de rendre parfaitement
rigoureux des raisonnements dont la validité formelle semble facile & vérifier. Quant
a la citation de Hilbert, malgré le contraste apparent, elle illustre tout aussi bien
que celle de Poincaré ’évolution des exigences mathématiques dans ce domaine : en
effet, les contributions de Hilbert sur le sujet sont aujourd’hui considérées comme
parfaitement non rigoureuses.

Les travaux présentés ci-aprés sont dus & Bardos, Golse, Levermore, Lions, Mas-
moudi, Saint-Raymond [BGL2, BGL3, BGL4, BGL5, Go, GL, GLSR, GSR, LeMa,
LM3, LM4, SR]. Des recherches intenses continuent 3 étre menées sur le sujet, et les
résultats décrits dans cet exposé risquent d’étre nettement améliorés dans les mois qui
viennent. Pour cette raison aussi bien que par souci de pédagogie, nous avons surtout
cherché a dégager les méthodes et idées importantes, plutot que le détail des preuves.
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366 C. VILLANI

Apres avoir rappelé, dans le premier paragraphe, I'origine physique, les motivations
mathématiques et I'historique du probléme de limite hydrodynamique, on exposera
au paragraphe 2 deux programmes de recherche congus pour mener & bien une partie
de son étude. Le premier est du & Bardos, Golse et Levermore, tandis que le second est
I'adaptation par Golse d'une méthode développée par Yau dans un contexte voisin.
Dans les paragraphes 3 & 5, on présentera ensuite les outils et idées qui ont per-
mis de résoudre les principales difficultés associées & ces programmes. Enfin, dans le
paragraphe 6, on fera le point sur quelques problémes qui restent ouverts.

L’auteur remercie vivement Y. Brenier, E. Grenier, C.D. Levermore, N. Masmoudi,

L. Saint-Raymond, et tout particulierement F. Golse pour leur aide durant la prépa-
ration de cet exposé.

1. LE PROBLEME ET SES MOTIVATIONS

1.1. Equations cinétiques

Considérons la modélisation mathématique d’un gaz formé d’une assemblée de n
particules identiques en interaction (ol n est trés grand, disons 10 < n < 10%3),
évoluant dans l'espace euclidien) R¥ (N = 3 étant bien sir le cadre le plus natu-
rel). Si Pon suppose pour simplifier que la position et la vitesse suffisent & décrire
I’état d’une particule, alors 1'état du gaz est défini par un point représentatif dans
I'espace des phases (RY x RN)™ — ou plus généralement par une densité de proba-

bilité f,(21,v1,...,2n,vy) sur cet espace des phases. Une telle description est dite
MICTOSCOPIqUE.

On peut alors écrire les lois de Newton sous la forme d’un immense systeme de 2n
équations différentielles du premier ordre, faisant intervenir les positions et les vitesses
de toutes les particules, ainsi que les forces d’interactions. Un exemple typique est
le modele des sphéres dures, dans lequel les particules rebondissent les unes sur les
autres comme des boules de billard ; le flot associé aux équations de Newton est alors
bien défini pour presque toute condition initiale (voir [CIP, chapitre 4]) et détermine
I’évolution de la densité de probabilité f,.

Dans presque toutes les applications, on remplace ce modele, qui contient beau-
coup trop d’informations, par un modele macroscopique avec un espace des phases
restreint. Ainsi, dans une description cinétique, ’état du systéme 3 un instant donné
est représenté par une densité de probabilité f(x,v), densité de présence de I’ensemble

(D Pour &tre un peu plus réaliste, on aimerait considérer des domaines a bord ; pour des raisons pé-
dagogiques aussi bien que techniques, nous n’en parlerons pas, et mentionnons juste que les résultats
ci-aprés ne couvrent pas ces domaines. En revanche, nous remplacerons parfois RV par le tore plat.

ASTERISQUE 282



(893) LIMITES HYDRODYNAMIQUES DE L’EQUATION DE BOLTZMANN 367

des particules dans I’espace des phases RY x RY. Selon les forces d’interaction consi-
dérées, on aboutit & des équations cinétiques trés variées, les plus connues étant celles
de Vlasov et de Boltzmann. C’est cette derniére qui nous intéressera dans la suite.

1.2. L’équation de Boltzmann

Cette équation modélise un gaz suffisamment (mais pas trop!) raréfié, dans le-
quel les particules interagissent par des collisions élastiques, réversibles, localisées et
instantanées(?). L’hypotheése de raréfaction permet de négliger les collisions faisant in-
tervenir plus de deux particules. On trouvera dans [C2] et les références incluses de trés
nombreuses applications de cette équation (ou de ses variantes) & des problémes théo-
riques ou concrets. L’un des fondements conceptuels de ’équation de Boltzmann est
la tres subtile hypotheése du chaos moléculaire (voir Kac [K], Cercignani et al. [CIP],
Spohn [S]).

Apres adimensionnement des constantes, 1’équation de Boltzmann s’écrit

(1) %§+v~vzf:%Q(f,f), t>0, zeRY, veRV,

ol I'inconnue f = f(t,z,v) est une fonction positive, et V,, est opérateur de gradient
par rapport a la variable x. L’opérateur de transport, v - V, traduit la tendance des
particules a se déplacer en ligne droite. Le parameétre Kn est le nombre de Knudsen,
défini de maniére heuristique comme l'inverse du nombre moyen de collisions subies
par une méme particule en une unité de temps macroscopique. Quant aux interactions,
elles sont modélisées par I’opérateur quadratique @, qui n’agit que sur la dépendance

de f en la variable v : pour une fonction f(v) donnée,

@ QU= [ v [ doB- ) [f)60) - f0)10.)]

(3) vV =v—(v—v,ww, U, =vh+ (U — v, w)w (we SN,

On peut voir (v',v,) et (v,v.) comme les vitesses avant et apres le choc, respective-
ment, de deux particules qui subissent une collision. Bien siir, v/ + v, = v + v,, et
[v'|? + [v,]* = |v]? + |v.]?, ce qui traduit la conservation de la quantité de mouvement
et de I'énergie cinétique au cours des collisions (hypothese de chocs élastiques).
Pour finir d’expliciter 1'équation (1), il reste & définir la fonction B(v — v,,w) qui
apparait dans (2) : c’est la section efficace, qui dépend de l'interaction microscopique.
Dans le cas ou cette interaction découle d’un potentiel radial, des formules dues &
Maxwell prédisent la forme de B (voir [C1, p. 67-71]). Il existe toute une zoologie de
sections efficaces : potentiels durs ou mous, sections intégrables ou singulieres... qui
influent de maniére importante sur les propriétés qualitatives des solutions, voir [Vi].

(2)Crest-a-dire se déroulant sur des échelles de temps et d’espace trés inférieures aux échelles ma-
croscopiques.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



368 C. VILLANI

Ici nous nous contenterons de mentionner le cas ot 'interaction est de type « spheres
dures » : alors,

(4) B(v —vy,w) = K|(v — v,,w)], K > 0.

Cet exemple n’est pas choisi au hasard : pour diverses raisons techniques importantes,
parmi toutes les sections efficaces proposées par Maxwell, c’est la seule pour laquelle
on sache démontrer des résultats de limite hydrodynamique rigoureux.

Abréviations. — Pour alléger les notations, on écrira, selon 1'usage, ¢ = o(v), ¢ =

d(vy), ¢ = ¢(v'), ¢, = #(v.). Si on se donne une fonction @ (v, v4,v',v}), on notera

aussi ®' = O(v', v}, v,vy), et D, = ®(v4,v,v,,v’). On abrégera également B(v— v, w)
en B.

Enongons maintenant les deux propriétés formelles fondamentales de opéra-
teur (2) ; toutes deux découlent de ce que le changement de variables (v, v,) — (v/, )
est involutif et unitaire. La premiére est la traduction macroscopique des lois de
conservation microscopiques de masse, quantité de mouvement, et énergie : si f est
une fonction de v € R¥, vérifiant des conditions d’intégrabilité adéquates, alors pour
£€=1,v; (1<j<N)ou |v]? ona

Q | et newan o

de 1a découlent les lois de conservation locales

(6) %(/f&dv) +V,- </f£vdv> =0.

Les quantités | f&v dv sont appelées flur de masse (€ = 1), de quantité de mouvement
(§ = v) ou d’énergie cinétique (£ = |v|?/2). La version globale de (6) est

d

— dvdxr = 0.
dt RNXRNng-T 0

La deuxiéme propriété importante est 'identité

™ [ Qu.0 1o sd0=-D(p),
RN
ou D(f) est la fonctionnelle de « dissipation d’entropie » ,
1 . f'fi
) D(f) = Z/RNxRNst~l(f fi= f1.)log £ Bdvdv.do > 0.
De (7) découle formellement
o) 5i ([ s s ) 49, [rog pyoas) = ~ps) <o
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(898) LIMITES HYDRODYNAMIQUES DE L’EQUATION DE BOLTZMANN 369

Si 'on note H(f) = [ flog f dzdv (H est 'opposé de '« entropie » physique), on en
déduit

(10) SHUC) =~ [ D)) dr <0

RN
Il s’agit 1a du célebre « Théoréme H » de Boltzmann.

1.3. Equations hydrodynamiques

Dans une description macroscopique hydrodynamique, le gaz est représenté par quel-
ques fonctions sur 'espace physique RY : R, U et T, qui représentent respectivement la
densité de particules, leur vitesse moyenne et leur température. En termes cinétiques,

(11)

Dans les applications, on rencontre une infinité de modeles différents, cha-
cun ayant son domaine de validité. Nous ne considérerons ici que les plus
simples et les plus fondamentaux(®), obtenus en combinant les lois de Newton
et certaines hypothéses phénoménologiques (voir une présentation physique dans
[Ba, LL]; mathématique dans [CM, Li3]).

Un parametre essentiel d’un fluide est sa viscosité v, que nous considérerons comme
constante méme si elle dépend souvent de la température ; elle mesure l'intensité des
forces de « friction » microscopiques s’exercant au sein du fluide. Il ne fait guere de
sens de parler de viscosité « grande » ou « petite » car ses effets se font sentir plus
ou moins fortement selon les conditions physiques. On introduit donc le nombre de
Reynolds,

Re = —,
v

ou U et L désignent respectivement des échelles de vitesse et de distance typiques de
Pécoulement fluide. On utilise traditionnellement les équations de

— Euler quand le nombre de Reynolds est si grand que 1’on néglige les effets vis-
queux;

— Stokes quand le nombre de Reynolds est si petit que I'on néglige les effets convec-
tifs ;
— Navier-Stokes pour des nombres de Reynolds intermédiaires.

(3)En outre nous éviterons encore le probléme important des conditions aux limites.
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Par exemple, apres adimensionnement, le systeme d’Euler pour un gaz parfait
monoatomique s’écrit

OR
-+ Ve (RU) =0
(12) 8(§tU) + V.- (RURU)+V,(RT)=0

%(R|U|2 + NRT) + V, - (R|U|2U + (N + 2)RTU) =0,

ou I'on définit la divergence d’un champ matriciel M (z) par (V-M); =%, 8;M;;. Ici
la pression prend la forme p = RT, loi d’état des gaz parfaits(¥). Dans le contexte de
cet exposé, le choix de cette loi d’état se justifie aisément car c’est la seule compatible
avec I’équation de Boltzmann ; mais il en existe quantité d’autres (voir [Li3]).

A I'équation (12) est associée une vitesse caractéristique de propagation des ondes,
dite wvitesse du son. Pour comprendre ce phénomene, effectuons une linéarisation
des équations (12) pres de I’état stationnaire (R = 1, U = 0, T = 1). Appelant
p, u, 0 les variations respectives de R, U, T au premier ordre, on trouve le systéme
de 'acoustique,

(13) %?—Fvw-u:O, %-I—Vz(p—l—G):O, %+%Vm-u=0,
de sorte que la fluctuation de pression, p + 6, et celle de flux de matiere, V, - u
satisfont & une équation des ondes,
2 2

1) gm0 = 2610, Tvew="2a . ),
et que leurs variations se propagent a travers I’espace avec une vitesse (adimensionnée)
égale & ¢ = /(N + 2)/N. C’est un phénomene qui nous est bien siir trés familier !

Dans la suite de 'exposé, on s’intéressera au régime particulier des écoulements
incompressibles. Sans s’embarrasser ici de définitions rigoureuses, rappelons qu’un
fluide est dit incompressible si le volume occupé par un ensemble de particules est
invariant au cours du temps, ce qui se traduit par la condition mathématique de di-
vergence nulle pour le champ de vitesses. Quant & un écoulement incompressible, il
s’agit d’un fluide compressible considéré dans des conditions physiques telles qu’il se
comporte comme un fluide incompressible. Le degré d’incompressibilité d’un écoule-
ment est mesuré par son nombre de Mach : Ma = U /c. Plus ce nombre est petit, plus
le comportement du fluide est proche de celui d’un fluide parfaitement incompres-
sible. En particulier, on s’attend a ce que les fluctuations d’un état d’équilibre global
constituent des écoulements de faible nombre de Mach, avec la relation d’incompres-
sibilité associée, V, - u = 0. Dans la suite nous considérerons uniquement de telles
fluctuations.

)

(4 Que le lecteur risque de ne pas reconnaitre instantanément, car R désigne d’ordinaire la constante
des gaz parfaits!! Comme d’habitude, la cohérence des notations est un casse-téte insoluble.
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En régime incompressible, une simplification majeure apparait : 1’équation du
champ de vitesses se découple des autres. En fonction de 'ordre de grandeur du
nombre de Reynolds, on choisit traditionnellement pour cette équation entre

(15) — Buler incompressible : %? +u-Vzu=—-V;p.

0
(16) - Stokes incompressible : 8_1: =vAzu— Vyp,
(17) — Navier-Stokes incompressible : % +u-Vau=vAzu— Vp.

On a utilisé ici les notations suivantes : u - V,u désigne le vecteur dont la compo-
sante j est u- Vyuy, et le champ de vecteurs Agu est défini naturellement par ’action
du Laplacien composante par composante. Du fait de I’équation V, -u = 0, on a
u-Vzu = Vg - (u®u). La fonction p = p(¢,z) est la pression; il est inutile de lui
associer une équation, on peut en fait la voir comme un multiplicateur de Lagrange
associé a la contrainte d’incompressibilité.

A chacune de ces équations on doit associer une équation sur la température, qui
est, dans les situations les plus simples,

— advectée dans le cas d’Euler :

06

— dissipée dans le cas de Stokes :

00
(19) E = nAxG,

— advectée et dissipée simultanément dans le cas de Navier-Stokes :

00
2 — 4+ u-Vzl =rA0.
(20) En u- Vgl =rA.0

Ici k est un coefficient de diffusion thermique, a priori distinct de v.
Enfin, I’évolution de la densité est déterminée par la relation de Boussinesq :

(21) Va(p+0) =0,

qui implique en fait, par conservation de ’énergie totale, la relation plus forte p+6 = 0.
Bien siir, nous nous sommes limités aux lois les plus simples.

1.4. Approximation hydrodynamique

Une description cinétique est beaucoup plus complexe qu’une description hydrody-
namique, ne serait-ce que parce que I’espace des phases est beaucoup plus grand. Dans
les applications pratiques, les équations cinétiques nécessitent des calculs extrémement
couteux — et I’équation de Boltzmann plus que tout autre, & cause de I’intégrale de

collision de multiplicité élevée. On a donc intérét, quand cela est possible, & rem-
placer un modele cinétique par un modele hydrodynamique. La base théorique de
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372 C. VILLANI

cette simplification est I'hypothése d’équilibre thermodynamique local, que nous allons
préciser.

Par définition, une distribution f(z,v) est appelée équilibre local pour ’équation
de Boltzmann si elle est invariante par I’action de I'opérateur de collision :

(22) Qf, f)=0

Au vu des formules (7) et (8), on voit facilement que (22) équivaut &
(23) f'fi="ffe pour presque tous , v, vy, w.

Par un résultat classique, dont I'histoire remonte & Boltzmann, I’équation (23) im-
plique

e lv=U(@)?/2T(2)

(24) f@,0) = Mru(@,v) = Ra) =g sy

A champs hydrodynamiques R, U et T fixés, la distribution M R,U,T, appelée mazwel-
lienne locale, maximise I'entropie —H(f), (lemme de Gibbs) ; c’est pourquoi on parle
d’équilibre thermodynamique.

En vertu du Théoréme H et du lemme de Gibbs, il est naturel de penser que la
distribution f est proche d’un équilibre local dans un régime physique ot les collisions
sont tres fréquentes, i.e. de faible nombre de Knudsen. L’étude des limites hydrody-
namiques de ’équation de Boltzmann consiste précisément a

(1) prouver une forme d’équilibre thermodynamique local dans I’asymptotique
Kn — 0,

(2) en déduire des équations limites pour les champs hydrodynamiques associées
af.
Les notes de cours [Go], rédigées pour des lecteurs mathématiciens, constituent une
introduction tres accessible & ces problemes.

Remarque 1.1. — Une limite formelle qui semble naturelle aboutit parfois & des équa-
tions hydrodynamiques inappropriées, comme en témoignent les subtils « ghost ef-
fects » mis a jour par Sone et ses collaborateurs (voir [SATSB] ou [Go, p. 34]).

Remarque 1.2. — Bien sir, cela n’a guére de sens physique d’introduire une famille de
solutions dépendant d’un parametre (Kn) qui tend vers 0; c’est une facon qualitative
de formaliser mathématiquement la petitesse de Kn. Il serait plus satisfaisant d’établir
une estimation quantitative de I’erreur commise en remplagant ’équation cinétique par
I’équation hydrodynamique.
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1.5. Le sixiéme probleme de Hilbert

Le sixiéme probléme de Hilbert est une motivation théorique de ’étude de limite
hydrodynamique : peut-on axiomatiser la mécanique, et en particulier (voir la citation
en exergue) peut-on établir rigoureusement les équations fondamentales de la méca-
nique des fluides d partir d’un modéle microscopique gouverné par les lois de Newton ¢
Ce célebre probleme de physique statistique a été étudié de fagon intensive, comme
en témoigne ’abondance des travaux cités dans les ouvrages de synthese [S] et [KL];
sa solution n’est connue, & I’heure actuelle, que pour certains modeles simplifiés non
réalistes.

Dans cette optique, Hilbert proposait de passer des équations de Newton a I’équa-
tion de Boltzmann, puis de ’équation de Boltzmann aux diverses équations de I’hydro-
dynamique. On perd ainsi de la généralité, car ’équation de Boltzmann ne peut abou-
tir qu’a une classe restreinte d’équations hydrodynamiques, i.e. avec loi d’état des gaz
parfaits. Pour autant, chacune des deux étapes demeure extrémement délicate.

1.6. Statut mathématique de ces équations

Pour éclairer la difficulté du probléme de limite hydrodynamique, faisons le point
sur 1’état de la théorie mathématique des principales équations de mécanique des
fluides. On se limite ici au probléme de Cauchy : étant donnée une condition initiale,
sous quelles hypotheses peut-on affirmer que I’équation admet une unique solution,
physiquement réaliste(® ? En outre, que dire de sa régularité, de son intégrabilité... ?

Il n’existe toujours pas de théorie satisfaisante du probléeme de Cauchy pour 1’équa-
tion de Boltzmann, malgré les efforts soutenus de nombreux mathématiciens, & com-
mencer par Carleman [Cr] dans les années 30. L’alternative actuelle est entre

— des solutions fortes sous des hypotheses trés restrictives (solution définie en temps
petit, ou bien donnée initiale petite, ou proche d’un état d’équilibre global, ou encore
indépendante de la variable ) ;

— les solutions « renormalisées » construites par la théorie de DiPerna et
Lions [DPL1, DPL2, Li2] sous des hypotheses extrémement générales. On ignore si ces
solutions satisfont un théoreme d’unicité(®), ou les lois de conservation élémentaires.
En outre, on ignore tout de la formation éventuelle de singularités.

On pourra consulter [Vi, chap. 2] pour de nombreuses références sur tous ces résul-
tats. Dans le contexte des limites hydrodynamiques, la théorie la plus étudiée a été
celle des perturbations d’un état d’équilibre global, développée par Grad, Caflisch,
Maslova, Ukai,... qui s’appuie sur la théorie spectrale des opérateurs linéaires.

En ce qui concerne les équations hydrodynamiques, on trouvera un état de l’art
assez complet sur le probléeme de Cauchy, incluant des avancées tres récentes, dans [Li3,

(5) Au sens ot elle suit les principales lois physiques attendues : conservations, etc.
(®)On sait cependant que s’il existe une solution forte, alors c’est 1’'unique solution renormalisée.
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Li4]. On se limitera ici & des considérations simples. Contrairement & leurs homologues
cinétiques, les théories hydrodynamiques actuelles sont tres sensibles & la dimension
d’espace, N.

Parlons d’abord des modeles incompressibles. Si les équations de Stokes ou de
Pacoustique ne posent guere de probleme, il n’en va pas de méme de celles d’Euler
ou de Navier-Stokes, dont le terme quadratique meéne & d’immenses difficultés. En
dimension 2, on peut surmonter ces difficultés, et méme étudier des questions tres
fines (dans le cas d’Euler, la régularité de « poches de tourbillon », la stabilité de
solutions singuliéres... pour des références et explications détaillées, voir I’exposé de
Gérard [Ge2]).

Pour Navier-Stokes incompressible en dimension 3, 'alternative est la méme que
pour Boltzmann. D’une part, on sait construire des solutions réguliéres en temps pe-
tit [Ld, T] ou pour une donnée initiale petite (voir par exemple [Cn]). D’autre part, la
théorie de Leray [Lel, Le2, Le3] assure, sous des hypotheses trés générales, I’existence
de solutions faibles, dont I'unicité n’est pas garantie; quant a leur régularité, il s’agit
d'un célebre probleme ouvert (voir [CKNS]), récemment mis & prix pour une forte
récompense !

Pour Euler incompressible en dimension 3, la situation est pire : on sait qu’il existe
des solutions régulieres en temps petit, mais on ne dispose d’aucun théoréme d’exis-
tence globale, & l'exception des « solutions dissipatives » introduites par Lions [Li3].
Si Arnold a donné une interprétation séduisante de cette équation en termes de géo-
désiques d'un groupe de Lie de dimension infinie (voir [AK]), il semble que cette
information soit insuffisante pour résoudre le probléme de Cauchy (voir [EM]...).

Quant aux modeles compressibles, ils sont encore plus mal compris. Grace au cé-
lebre théoréme de Glimm [Gl], on peut montrer l'existence de solutions faibles en
temps grand pour le systeéme d’Euler compressible, si I’état initial est une perturba-
tion d’un état d’équilibre... en dimension 1 seulement ! Par ailleurs, la théorie générale
des systemes de lois de conservation hyperboliques assure 1'existence d’une solution
classique en temps petit pour des données initiales suffisamment régulieres. En ce qui
concerne Navier-Stokes compressible, un cas particulier important, dit isentropique,
a été Pobjet de nombreuses études récentes : voir [Li4].

Pour conclure, un résultat important doit étre mentionné ici : Sideris [Si] a prouvé
que le systéme d’Euler compressible peut mener a 'apparition spontanée de singula-
rités en temps fini. Ce phénomene n’est pas encore pleinement compris; voir cepen-
dant [Al] pour une revue synthétique et de nombreux résultats sur lapparition de
singularités.

Remarque 1.3. — Le théoréme de Sideris suggére une autre motivation pour 'étude
des limites hydrodynamiques (motivation qui reléve encore de 'utopie tres lointaine N
On pourrait imaginer que I’équation de Boltzmann, dans la limite de faible nombre
de Knudsen, puisse constituer une approximation commode de I’équation d’Euler
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compressible. A l’appui de cette idée, on notera que pour certains modeles hydrody-
namiques simples, d’importants progrés mathématiques ont été réalisés récemment
grace 3 leur réinterprétation comme limites hydrodynamiques d’équations cinétiques
ad hoc (non physiques), les premiers travaux du genre étant [LPT1, LPT2, LPS]
(voir aussi [GM]). Comme il est évoqué dans Cercignani et al. [CIP, p. 318], on
pourrait aussi imaginer que le Théoréme H de Boltzmann suggere des critéres phy-
siquement réalistes d’unicité des solutions faibles de ’équation d’Euler compressible
en présence de chocs, & la maniére des critéres d’entropie de Lax ou de Dafermos [D,
paragraphes 8.5 et 9.4].

1.7. Bref historique du probléme de limite hydrodynamique

Les premieres études mathématiques des limites hydrodynamiques de 1’équation de
Boltzmann sont dues & Hilbert [H] d’une part, Chapman et Enskog [E] d’autre part.
11 s’agit dans les deux cas de travaux purement formels (ce qui n’empécha pas Hilbert
d’annoncer une solution compléte du probleme ! Voir les notes historiques, citations et
commentaires dans [TM]). La méthode de Hilbert consiste & rechercher une solution
formelle de la famille d’équations de Boltzmann (1), & Kn variable, sous la forme

(25) f(t,z,v;e) = i " fult,z,v), €= Kn.
n=0

En identifiant les coefficients des différentes puissances de €, on obtient alors des
systeémes d’équations pour fo, fo+ef1, fo+ef1 +e%f2, etc. La méthode de Chapman-
Enskog est une variante ou les f, sont des fonctions des champs hydrodynamiques
R(t,z;e), U(t,x;¢€), T(t, x;¢€) associés & f, et de v : pour ces deux approches consul-
ter [Gr2, C1].

Les deux méthodes permettent de retrouver formellement les équations d’Euler
et Navier-Stokes (compressibles ou non). Cependant, il faut remarquer que si 'on
pousse le développement au-dela de 'ordre 2, on obtient des équations (Burnett,
« super-Burnett »...) dont la validité physique est trés douteuse [TM], et qui en tout
état de cause se sont montrées parfaitement inutiles. En outre, ces développements
asymptotiques ne sont pas convergents en général pour ¢ fixé (voir les discussions
dans [Gr2, TM]), et ne peuvent représenter qu’une classe de solutions trés particu-
lieres. En dépit de ces remarques, les méthodes de Hilbert et Chapman-Enskog sont
aujourd’hui encore tres utilisées en modélisation, leur succes tenant certainement a
leur caractere systématique.

Grad [Grl, Gr2] proposa une autre méthode, conceptuellement plus simple et plus
siire, dite méthode des moments : on commence par écrire, & nombre de Knudsen fixé,
les équations satisfaites par les quantités [ f(¢,z,v)vf" ... 03" dv, parmi lesquelles
se trouvent bien sir les quantités R, RU, R(|U|?> + NT) qui vérifient les lois de
conservation locales (6). Tout le probléme consiste alors & fermer ces équations a la
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limite par une regle basée sur I'’hypothése d’équilibre thermodynamique local (qu’il
faut justifier!).

Que ce soit par un développement de Hilbert modifié("), ou bien par la méthode des
moments, parfois avec 1’aide d’un théoréme de Cauchy-Kowalevskaya, de nombreux
résultats rigoureux de limites hydrodynamiques furent obtenus par divers auteurs dans
un cadre perturbatif [As, AU, BU, Ca2, Ca3, DMEL, EP, ELM1, ELM2, MR, N, UA] :
par exemple, notons la justification par Caflisch [Ca2] de la limite vers le systéme
d’Euler compressible en temps petit, ou bien celle par Bardos et Ukai [BU] de la limite
vers Navier-Stokes incompressible. Ces méthodes présentent plusieurs avantages : elles
sont systématiques, et fournissent des solutions réguliéres de I’équation de Boltzmann,
aussi longtemps que les équations hydrodynamiques limites sont réguliéres.

En contrepartie, ces démonstrations ne s’appliquent que sur un intervalle de temps
ot l’on est assuré de la régularité des solutions hydrodynamiques. C’est cette restric-
tion que Bardos, Golse et Levermore [BGL1, BGL2, BGL3] proposerent de lever au
début des années 90, tout en augmentant considérablement la généralité des données
autorisées, grace a la théorie de DiPerna et Lions, combinée a une adaptation astu-
cieuse de la méthode des moments. Le but final était donc 'obtention d’un théoreme
de limite hydrodynamique qui ne nécessiterait que des estimations a priori données
par la physique : masse, énergie, entropie. Malgré les difficultés considérables liées &
notre peu de connaissance des solutions renormalisées, ce programme vient de rem-
porter des succeés importants, le plus spectaculaire — mais pas le seul! —, annoncé

trés récemment, étant le passage des solutions faibles de DiPerna-Lions aux solutions
faibles de Leray.

Avant de présenter ce programme plus précisément, parlons brievement des autres
asymptotiques liées au sixieme probleme de Hilbert. Pour ce qui est de la limite [équa-
tions microscopiques — équation de Boltzmann], le résultat qui fait autorité est le
(presque trentenaire) théoréme de Lanford [Lal, étendu par Illner et Pulvirenti [IP],
dont les hypothéses restent trés restrictives : donnée initiale petite, gaz de spheres
dures (voir [CIP, chapitre 4] pour une excellente revue). Quant a la limite [équations
microscopiques — équations hydrodynamiques], elle a progressé spectaculairement
avec les travaux de Varadhan et ses collaborateurs (voir [GPV], et 'exposé de Co-
mets [Co]), sans pour autant parvenir & couvrir des situations réalistes. Parmi les
résultats marquants de ces derniéres années, mentionnons (1) la preuve partielle par
Olla, Varadhan et Yau [OVY] de la limite de systémes microscopiques Hamiltoniens
assez généraux vers un systéme d’Euler compressible, tant que sa solution reste régu-
liere ; (2) le travail récent de Quastel et Yau [QY] qui réalise le passage d’une certaine

(MTronqué, de fagon fort peu satisfaisante, car & un ordre beaucoup plus élevé qu’il n’est formellement
nécessaire... En outre la positivité des solutions ainsi construites n’est pas toujours garantie! De
nombreuses applications de cette méthode sont passées en revue dans [ELM3].
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dynamique microscopique stochastique sur un réseau, vers les solutions faibles de Le-
ray. Quantité de résultats liés, faisant partie d’un important programme suggéré par
Morrey [M], sont passés en revue dans [KL].

2. LE PROGRAMME DE BARDOS, GOLSE ET LEVERMORE

2.1. Régime de fluctuations

Le programme de Bardos, Golse et Levermore (programme BGL) concerne 1'étude
des solutions renormalisées de DiPerna-Lions dans un régime de faible nombre de
Mach et de faible nombre de Knudsen. La premiére condition est obtenue par I’étude
des fluctuations de 1’équilibre global

e—lvI?/2
(QW)N/Z ’
Notant € le nombre de Knudsen, on posera donc f. = M(1+ dg.), ou §, proportionnel

au nombre de Mach, est appelé & tendre vers 0, et on s’intéressera aux fluctuations
hydrodynamiques

2
(27) PsZ/ Mge dv, ue=/ M gev dv, 05=/ Mge (ﬂ- )dv.
RN RN RN N

On fait ensuite tendre simultanément € et 6 = d. vers 0. L’hypothese d’équilibre ther-
modynamique local se transforme alors naturellement en ’énoncé suivant : asympto-
tiquement, Mg, est une fluctuation mazwellienne de l’équilibre global, ou encore : il
existe des champs p(t, ), u(t,z), 0(t,z) tels que, dans la limite ot € — 0,

(26) M(’U) = Ml,o,l(v) =

[v|* = N
(28) gE(t,:I:,v)—»g(t,x,v)=p+u-v+0(——2——>.
On a bien sir dans ce cas p = [ Mgdv, u= [ Mgvdv, 6 = fMg(I—;’VE — 1) dv.

On pourrait s’attendre & obtenir a la limite les équations fondamentales de la mé-
canique des fluides incompressibles. En fait, comme il est facile de s’en convaincre, on
ne peut retrouver que I’équation de I’acoustique... car les équations d’Euler, Stokes et
Navier-Stokes décrivent les mouvements d’un fluide incompressible sur des échelles de
temps beaucoup plus grandes que celle de I’acoustique. Cela suggere une dilatation de
Péchelle de temps macroscopique par un facteur 7.1, ol 7. est susceptible de tendre
vers 0 avec €. L’équation considérée est donc finalement

af. 1
(29) w0 Vet = 20U L), o= MO+ b,
La relation de von Karman,
Ma ¢,
30 - _
(30) Re Kn €
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permet de prédire si le régime limite sera visqueux ou non. Quelques manipulations
astucieuses suggerent que les quantités pe, u, 0, obtenues & partir de f. via (27),
satisfont asymptotiquement les équations de

— Pacoustique si 7. = 1;

— Euler incompressible si 7. = d¢, 6/ — +00;

— Navier-Stokes incompressible si 7. = ¢ = 6 ;

~ Stokes si 7. = ¢, d: /e — 0.

Remarque 2.1. — Dans l'un quelconque des trois derniers cas, il se peut bien siir
que le champ de vitesses & l'instant initial, 4™, ne vérifie pas la condition d’in-

compressibilité asymptotique, V, - u® — 0. Dans ce cas, c’est en fait la limite
de Pu‘™ qui doit étre prise comme donnée initiale 4™ dans les équations hydrody-
namiques, o P est le projecteur de Leray, i.e. la projection orthogonale dans L2
sur I'espace des champs de divergence nulle (le noyau de P est donc constitué par
les gradients de fonctions scalaires). Une remarque similaire & celle-ci vaut pour la
relation de Boussinesq (21) : plutét que le couple lim._o(p",8:"), c’est le couple
lima_,q(ﬁz—pin — FE0", 50 — 7550 qui doit étre pris comme donnée initiale
(p'™,6") dans les équations hydrodynamiques. En fait, au vu de (14), les variations
de V; - uc et de p. + 6. sont propagées par les ondes acoustiques & une échelle de
temps macroscopique extrémement breve si 7. — 0.

Remarque 2.2. — Comme on s’intéresse & un régime perturbatif d’un état d’équilibre
global, on s’attend a ce que la partie linéarisée prédomine dans 1'opérateur de Boltz-

mann. Définissons donc l'opérateur bilinéaire symétrique Qsym(-,-) par polarisation
de (2), et

(31) Lg=—2M"'Qsym(M, Mg).

L’opérateur £ est symétrique pour le produit scalaire usuel dans L?(M dv), et admet
une unique extension auto-adjointe dans cet espace. La convention de signe a été
choisie de sorte que £ soit positif. Si f. = M (1 + d.gc), alors

Q(fe, fe) = —Mb.Lge + J?Q(Mga Mg.).

Comme on le verra, c’est cet opérateur £ qui détermine la viscosité v et le coeflicient
de diffusion thermique &.

Remarque 2.3. — Notons bien qu’il existe de nombreux autres changements
d’échelles! Plus de dix systeémes limites différents ont été recensés, sans compter
ceux que I'on peut obtenir & partir de variantes de Boltzmann. Et telle équation hy-
drodynamique, par exemple Navier-Stokes, peut apparaitre dans plusieurs contextes
différents, parfois avec des lois de température distinctes de (20) ; en ce sens on devrait
dire que 'on s’intéresse au passage de I’équation de Boltzmann a une équation de
Navier-Stokes...
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2.2. Théorie de DiPerna-Lions

Dans le programme BGL, le point de départ est la théorie de DiPerna-Lions, sous
une forme légérement modifiée pour inclure des perturbations d’un équilibre global.
On note

H(flg) = /(flog§ —f+g) dz dv,

(« entropie relative » de f par rapport a g), et w — LP I’espace de Lebesgue L? (p > 1)
muni de sa topologie faible. Pour I’espace des positions, on se limitera & des domaines
sans bord : 'espace R, le tore plat TV.

THEOREME 2.4 (adapté de DiPerna, Lions). — Soient &,7.,0. > 0 fizés, et soit
B(v — vy, w) une section efficace satisfaisant a

(32) BeLZ®RY;LNSVY), / B(z,w) dw = o(|2[?) quand 2| — oo,
SN—1

et B > 0 presque partout. Soit Q, = RN ou TN. Soit fi"(x,v) une donnée initiale
positive sur Q, x RY, satisfaisant ¢ H(fi"|M) < +oo. Alors il existe une fonction
positive f(t,z,v) € C(Rt;w — LY (2 x RY)), telle que f-(0,-,-) = fi", et telle que
pour toute non-linéarité B vérifiant

C
1+G
l’équation suivante soit vérifiée au sens des distributions :

YR fe\ _ 1y (fe) QUs Se)

Remarque 2.5. — L’introduction de (3, appelée renormalisation, permet de ne faire
intervenir dans (34) que des termes bien définis au sens des distributions, car 1’opé-
rateur f — B'(f/M)Q(f, f)/M est essentiellement sous-linéaire, au vu de ’inégalité
dans (33). Les équations (29) et (34) sont bien siir formellement équivalentes par
« chain-rule ».

(33) peClRT,RY), B(0)=0, B'(G)< (€ >0),

Remarque 2.6. — La définition de DiPerna-Lions [DPL1] ne considére que des renor-
malisations de la forme S(f); 'extension présentée ici est un cas particulier de celle
de [Li2, p. 450]. Dans les articles de Bardos, Golse et Levermore, on choisit typique-
ment 5(G) =log(l —a+aG),0<a<1.

Pour une démonstration du théoréme 2.4, on pourra consulter I’exposé de Gé-
rard [Gel]. Une démonstration plus synthétique a été proposée plus récemment par
Lions [Li2], grace & I'important théoréme dit de « régularité de 'opérateur Q* » (voir
références dans [Vi]).

Dans 'optique de la méthode des moments, il importe de savoir si les lois de
conservation locales (6) sont vérifiées. Pour des raisons techniques majeures, la théorie
de DiPerna-Lions ne peut le garantir que pour £ = 1. Si £ = v, on a seulement une
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variante affaiblie, « avec défaut » [LM4] : il existe une fonction matricielle symétrique
positive S telle que

B
(35) re—( fsvdv>+vz-( f5v®vdv):—vz-5.
ot RN RN

Enfin, la théorie de DiPerna et Lions ne garantit pas non plus le Théoreme H, méme
sous la forme (10). A la place, on dispose a ce jour d’une forme intégrale affaiblie,

(36) Vio>0,  H(fulto M)+ - [ [ DUt dear < m i)

ETe

2.3. Stratégie générale de BGL

Pour garantir que f = f, soit bien une perturbation de M, de taille (au plus) J,
on fait & 'instant initial une hypotheése de petitesse de ’entropie relative :

(37) H(fI"|M) < C™6L.
Bien siir, cela entraine, au vu de (36), que pour tout t > 0,

1

(38) SH(felt,)|M) + 52// D(f.(s,2,-)) dsdz < C'™,

La suite du programme BGL s’énonce simplement :

(1) montrer qu’a extraction d’une sous-suite pres, g. — g;
(2) montrer que Mg est une fluctuation maxwellienne, eq. (28);
(3) passer a la limite dans les équations satisfaites par les moments de g,.

2.4. Stratégie alternative : la méthode de Yau

Introduite dans le contexte des limites hydrodynamiques de systeémes de particules
stochastiques [OVY, Va, Y1, Y2], cette méthode a été adaptée par Golse [Go] au
contexte cinétique, aprés que Brenier [Bn] en eut redécouvert indépendamment une
variante. Le principe est le suivant : on introduit explicitement une solution (p, u, 8) de
I’équation hydrodynamique limite, et on construit une distribution cinétique fe dont
les parametres hydrodynamiques sont tres proches de cette solution. Par exemple,
pour le systeme d’Euler incompressible, avec p = 6 = 0, on introduit u solution
de (15) (et V5 -u = 0), puis fl(t,m,v) = M s5.u,1. On cherche ensuite & montrer, par
un lemme de Gronwall, que

1 in| Fin 1 3
9 | HHUE) o = o0 GH(ECIEE) 0],
cette derniere limite entrainant que u. — u.
Remarque 2.7. — La différence essentielle avec ’approche précédente est que dans

I’approche de Yau, on considere ’entropie relative par rapport a un équilibre local et
non par rapport a I’équilibre global.
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Cette méthode est plus exigeante que la précédente : d’abord, dériver H(f.(t,-, )|
fs(t, -,+)) par rapport & la variable ¢ nécessite une certaine forme de régularité. En-
suite, la méthode ameéne & une hypothése plus contraignante sur la famille des données
initiales (« bien préparées »). Le résultat final est cependant plus précis, et plus quan-
titatif. Pour un survol des applications de la méthode d’entropie, on pourra consul-
ter [GLSR].

2.5. Résultats

Le programme BGL s’avere donner d’excellents résultats pour les limites de I’acous-
tique, Stokes et Navier-Stokes; en revanche il échoue pour la limite d’Euler, par suite
du manque d’estimations de compacité forte. Pour des raisons (non essentielles) de
commodité mathématique, les résultats qui suivent seront énoncés dans le cas ou la
variable d’espace appartient au tore plat, TV, avec une exception importante (théo-
réme 2.10).

Commencons par le cas le plus simple : I’acoustique.

THEOREME 2.8 (Golse, Levermore). — On pose Q, = TV. Supposons 7. = 1, 6, =
O(eP), ot B > 1/2. Soient fi™ une famille de données initiales satisfaisant o (37),
et fe = M(1+ d.9:) des solutions renormalisées associées, construites par le théo-
réme 2.4. On suppose également que les moments pi, u'™, 0" associés a gi™ via les
formules (27) convergent faiblement quand € — 0, au sens des distributions, vers des
fonctions p™™, u™, 0" € L%(Q,). Alors, Mg. converge faiblement vers une fluctuation
mazwellienne, eq. (28), ot p,u,0 sont des solutions faibles du systéme de I’acous-

tique (13), avec données initiales p'™, ui®, 6.

Avant ce théoreme, Bardos, Golse et Levermore [BGL5] avaient prouvé un résul-
tat similaire sous des hypothéses plus contraignantes (section efficace bornée). Une
extension en est la convergence forte de g vers g si gi" converge fortement vers g.

Avant d’aborder la limite de Stokes, nous allons énoncer un lemme préliminaire
issu de la théorie des opérateurs linéaires. On suppose que I'opérateur de collision (31)
est coercif dans L?(M dv) (sous I’hypothese (32), cela est vrai par exemple si B est
minorée par une constante strictement positive, ou bien si [ B(z,w)dw — 400 quand
|z2| — +00); dans la suite, nous ferons cette hypotheése sur B sans le rappeler. On
montre alors qu'il existe des fonctions uniques ¢ (matricielle) et ¢ (vectorielle) dont
toutes les composantes sont orthogonales au noyau de L, telles que (Iy désignant la
matrice identité)

|v]? [v]20 N +2
( ) ¢ vV N N, w ) 2 v,
THEOREME 2.9 (Golse, Levermore). — On reprend les notations du théoréme 2.8, et

on suppose cette fois que 7. = €, . = O(e”), B > 1. On suppose en outre que Pyt
et ﬁl_\:_—202" - N—%ripé" convergent faiblement, quand € — 0, vers des fonctions u'™,
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0™ € L%*(Q). Alors, Mg. converge faiblement vers une fluctuation mazwellienne,
eq. (28), telle que p+60 = 0, V,-u = 0, et (u, 0) soit solution du systéme de Stokes (16)—
(19), avec données initiales u'™, 0™, ot la viscosité v et le coefficient de diffusion k
sont déterminés par les formules

1 2
(41) I/Z‘(m RN¢I£¢Md’U, K:m RN’I[)‘E'IZ/MdU,

ot l’on note A: B = Eij A;;B;j.

Les premiers résultats de ce type sont dus & Bardos, Golse et Levermore [BGL3],
conditionnellement & I’hypotheése que les solutions renormalisées satisfont les lois de
conservation locales. Par la suite, Lions et Masmoudi [LM4] montrérent que 'on pou-
vait se passer de cette hypothése en utilisant la positivité de la matrice S dans (35).
Cependant, ces travaux restaient limités a 1’équation sur le champ de vitesses ; ce n’est
que dans [GL] que Golse et Levermore parvinrent & obtenir ’équation de tempéra-
ture (19). Une étude de la convergence forte de g., des estimations asymptotiques
de g — Hg., ou II est la projection orthogonale dans L?(M dv) sur I'espace vectoriel
engendré par 1,v, |[v]2, sont également possibles.

On consideére ensuite la limite de Navier-Stokes, considérablement plus délicate.

THEOREME 2.10 (Golse, Levermore, Lions, Masmoudi, Saint-Raymond)

On suppose maintenant que 7. = 8. = €, que B(z,w)/|cos(z,w)|N"2 est majo-
rée et minorée par des constantes strictement positives, et que les fonctions ¢,
dans (40) sont & croissance au plus polynomiale®. On se limite en outre au cas
ot Q; = RY avec N = 3. On suppose que Pul", NL+20;L:" — %Qp?‘ convergent
au sens des distributions vers u™, " € L?(§;). Alors, avec les mémes notations
que précédemment, il existe une sous-suite (), telle que Mg, converge faiblement
vers une fluctuation mazwellienne, eq. (28), satisfaisant ¢ p+60 =0, V, -u = 0,
u,0 € L®(R*, L2(Q;))NLA(R*; HY (), et (u,0) soit une solution faible du systéme
de Nawvier-Stokes (17)-(20), avec données initiales u'™, 6™, ou v et K sont déterminés
par (41).

Ce théoréme a une histoire mouvementée, et a nécessité les efforts paralleles de
tous les auteurs déja cités, & partir de la premiére ébauche par Bardos, Golse et Le-
vermore [BGL3] ; dans le paragraphe suivant, nous expliciterons plus précisément les
contributions respectives des uns et des autres. L’énoncé ci-dessus est extrait de Golse
et Saint-Raymond [GSR]. Dans le cas ou une solution faible de (17) est automatique-
ment forte, la convergence faible peut étre remplacée par de la convergence forte sous
une hypothese adéquate sur les données initiales.

Passons enfin 4 la limite d’Euler incompressible, que ’on ne sait actuellement traiter
que par la méthode d’entropie de Yau. Les problemes qui se posent dans la mise en

(8) Ces hypotheses techniques sur B sont certainement superflues, mais n’ont pas encore été éliminées.
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ceuvre de cette méthode ne sont pas tout a fait les mémes que pour le programme
BGL : il n’y a pas besoin de compacité, mais seulement d’estimations d’intégrabilité
suffisantes pour majorer les termes d’erreur dans le lemme de Gronwall. En revanche,
on retrouve deux difficultés attendues : le besoin apparent de lois de conservation
locales, et le manque éventuel de régularité. De facon surprenante, elles peuvent étre
surmontées toutes les deux : d’une part, les lois de conservation locales exactes ne
sont pas toujours nécessaires, comme ’ont prouvé Lions et Masmoudi [LM4]. D’autre
part, comme ’a montré Golse [Go, pp. 58-66] la méthode s’accommode trés bien
du concept de solution dissipative [Li3, Li4], qui permet de contourner les problémes
éventuels de régularité :

DEFINITION 2.11 (Lions). — Soit Q, = RY ou TVN. Un champ de vecteurs u(t,z) €
C(Rt;w — L?(Q,)) est appelé solution dissipative de I’équation d’Euler incompres-
sible (15), avec donnée initiale u'", si V,-u = 0, u(0,-) = u'™, et si, pour tout champ
de vecteurs v(t,x) régulier et de divergence nulle, et pour tout t > 0,

t
lu(t, ) — v(t, )12 < lui™ — (0, |2 exp ( [ 190060 ds)

[ e ([ 19t i) [2 4 P 90] 0 s 2t

(Pour se convaincre qu’il s’agit bien d’une notion de solution faible, choisir v = solution
réguliere, v(0,-) = u'™, et remarquer que le membre de droite s’annule, d’ott u = v! N
En regroupant les résultats de [Go] et de [LM4], on parvient au

THEOREME 2.12 (Golse, Lions, Masmoudi). — On suppose 7. = 6., ¢ = O(P),
B > 1, et Qy = TV. On se donne u'™™ € L%(Q), Vi - u™ = 0, et fi* tel que
H(f&|Mjy g,yin1) = 0(6%). On se donne des solutions g. de (29), et on suppose
en outre® que la famille M|v|?(g:)%/(2 + 6.g.) est relativement compacte dans
w — L(dt dx dv). Alors, il existe une suite e, — 0 telle que g., — u-v, ou u est
solution dissipative de ’équation d’Euler incompressible avec donnée initiale u™.

Remarque 2.13. — Le principal défaut de ce théoréme est 1'usage de la notion treés
faible de solution dissipative. Cependant, chaque fois que ’on sait construire une
solution forte, suffisamment réguliere (solution réguliére en temps petit, par exemple),
on sait alors qu'il s’agit de 'unique solution dissipative, voir Lions [Li3], ce qui meéne
a un résultat plus « standard ». Dans ce cas, un théoréme analogue (aux espaces
fonctionnels pres...) pourrait étre démontré par des méthodes plus traditionnelles de
développement de Hilbert tronqué; pour autant, la méthode d’entropie de Yau est en
fait plus naturelle et plus satisfaisante.

(9 Des travaux tres récents de Saint-Raymond suggeérent que ’on peut se passer de cette hypothése.
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Remarque 2.14. — La méthode, en I’état actuel des choses, ne permet pas de retrou-
ver d’équation de température telle que (18). A cause de cela, et de I'hypothese contrai-
gnante sur les données initiales, elle donne dans I’étude de la limite de Navier-Stokes,
par exemple (voir [Go, GLSR]), des résultats moins performants que la méthode BGL.

2.6. Limite de Navier-Stokes : un canevas de preuve a rendre rigoureux

Nous allons donner ci-apres un canevas de preuve informelle (inspiré de Bardos,
Golse et Levermore) pour le théoréme 2.10, sur la base duquel nous pourrons expliciter
plus clairement les difficultés de I’étude; cela permettra en outre au lecteur d’avoir
une idée de la facon dont apparaissent les mystérieux coefficients de diffusion (41).

On se limite ici & obtention de ’équation sur le champ de vitesses. L’équation (29),
dans le changement d’échelles menant a Navier-Stokes, devient
(42) ea(,ie +v-Vige = Ill——————Q(f; fe) _ —% + —Al—jQ(Mgs,Mge).

En multipliant cette équation par €, en faisant tendre € vers 0, et en admettant que
ge converge vers une fonction g, on trouve formellement £g = 0, ce qui entraine que
Mg est une fluctuation maxwellienne, eq. (28).

Posons ensuite ¢ = (fLf!, — fefex)/(€2MM.,), de sorte que le membre de droite
dans (42) peut se réécrire [ g. M, B dv, dw. Admettant que g. converge vers une fonc-
tion ¢ quand € — 0, on obtient formellement, en passant & la limite dans (42),

(43) v-Veg= / qM, B dv, dw.
RN x SN =1
On inteégre cette relation contre M et Mv successivement, pour trouver, grace & (27),

Ve u= /qMM*dedv*dw,

Vi(p+0) = %/qMM*devdv*dw.

Mais g satisfait les lois de symétrie ¢ = —q, ¢« = ¢ par passage a la limite des
relations analogues pour ¢. ; des considérations élémentaires permettent d’en déduire
que les deux intégrales ci-dessus sont nulles. On a donc obtenu formellement la relation
d’incompressibilité V,, - u = 0, et la relation de Boussinesq (21).

Soit maintenant u. = [ Mgev dv. Apres division de (42) par ¢, et intégration contre
M v dv, on obtient, grace & la loi de conservation locale (6) (pour £ = v), I’équation

(44) aaf + évz- (/Mgev@)vdv) = 0.

En supposant que g. converge vers g, le terme de gauche converge, au sens des distri-
butions, vers 0u/dt. Reste donc le coeur de la démonstration : prouver que

19, (/Mgemvdv) SV, (W)~ vAu+ Vo
€ 2 R
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Par application du projecteur de Leray P, il suffit de montrer que

(45) %PVz : (/ Mgev®vdv> — PV, - (u®u) — vPAu.

2 2
Décomposons v ® v selon v @ v = (v v — %I N) + %—I ~. On peut se débarrasser
du deuxieme terme, puisque

PV, (IN/MgE [ol? dv) PV, (/Mge il dv) - 0.

Combinant cette remarque & la définition (40), il suffit de passer & la limite dans

%P\U (/gs£¢Mdv> - PV, (/ (E‘k)qud )

ou l'on a utilisé le caractére auto-adjoint de £ dans L?(M dv).
C’est & ce stade qu’apparaissent les termes de viscosité et de convection : écrivons

Lge 1 Q(fe, fe) 1
— == Q(Mg., Mg.).
(46) € M 82 + M ( gc‘? gE)

Le premier terme dans le membre de droite de (46) va contribuer & la viscosité : en

effet,
/%cﬁdv - /q5¢MM*dedv* dio — /qqﬁMM*dedv* duw.
E—

Tenant compte de (43) et de (28), cette derniére quantité s’écrit [ ¢p(v®v : Vyu) M do.
Par des arguments de symétrie on montre qu’elle est proportionnelle & V u+ (Veu)T,
un calcul d’algebre élémentaire indiquant que le coefficient de proportionnalité est v.

D’ou
V.- (/ Q—(iez’i)qﬁdu) — VA,

En revanche, du dernier terme dans (46), quadratique en g, on va tirer un terme
de convection. Désignons par II Popérateur de projection dans L?(M dv) sur espace
engendré par 1,v, [v|?, et admettons (ce qui est plausible au vu de (28)) que g. res-
semble asymptotiquement & IIg. ; notons que le champ de vitesses associé 3 ITg. est
toujours ue. Une étude simple mélant algebre élémentaire et symétries montre que

|u5|2

N

1
/MQ(MHgE,MHgE)chdv:uE@uE— Iy.

Si ’on admet enfin que
47 Ue @ Us — U R u,

alors on trouve bien, aprés application du projecteur de Leray,

PV, - </ Q(Mg., Mgs)qbdv) — PV, - (u®u).
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Dans cet argument, nous avons fait de nombreuses hypothéses, en particulier de
convergence ; on peut les justifier presque toutes, mais cette tache s’aveére extrémement
ardue :

(a) toutes les étapes nécessitent des estimations plus ou moins fortes d’intégrabilité
sur ge, alors que nous ne disposons que des estimations trés faibles fournies par les
bornes d’entropie. Ainsi, la toute premiére ligne, eq. (42), n’a aucun sens car on ne
sait méme pas définir Q(f., f.) au sens des distributions; il en est de méme de ¢., et
il faut réinterpréter toutes les formules ol ce terme apparait ;

(b) la justification des convergences nécessite (au moins) des hypotheses de com-
pacité faible, qui se rameénent également & des bornes d’intégrabilité suffisamment
fortes;

(c) la loi de conservation locale (44) n’est pas garantie par la théorie de DiPerna-
Lions;

(d) pour passer & la limite selon (47), il faudrait prouver que le champ de vitesses
ue converge fortement vers u. Or, du fait de la présence éventuelle des ondes acous-
tiques, qui se propagent avec une vitesse trés élevée (d’ordre 1/¢ dans nos échelles
macroscopiques), rien ne garantit cette convergence forte! En fait, si la variable z vit
dans le tore plat, on peut méme se convaincre qu’il n’y a pas convergence forte, de
sorte que (47) est irrémédiablement faux...

Les trois premieres difficultés ne sont pas seulement propres & la limite de Navier-
Stokes, mais se rencontrent dans toutes les limites hydrodynamiques de ’équation de
Boltzmann. Le concept de solution renormalisée permet de surmonter une partie de
(a), au prix d’une grande complexité technique.

Partant de ces principes, dans 'article pionnier [BGL3], Bardos, Golse et Lever-
more parvenaient a un énoncé satisfaisant sur la limite de Navier-Stokes, modulo cing
problémes majeurs :

(1) les démonstrations reposant sur les lois de conservation locales, les auteurs
étaient amenés a faire I’hypothese que ces lois étaient satisfaites pour les solutions de
DiPerna-Lions, ce que personne ne sait démontrer ;

(2) pour éviter le délicat probleme du contrdle du flux de chaleur, ils ne considé-
raient que ’équation de quantité de mouvement, sans chercher a établir I’équation de
température ;

(3) pour éviter le probleme des ondes acoustiques, et le défaut de compacité qui en
résulte, ils se limitaient au probléme stationnaire en temps;

(4) ils étaient amenés a faire certaines hypotheéses de « compacité faible non li-
néaire » sur la famille (g.), en particulier 'équi-intégrabilité de |v|?(g2)/(2 +£g.), que
I’on ne sait pas démontrer;

(5) enfin, les hypotheses faites sur la section efficace étaient trés contraignantes, et
difficiles a vérifier en pratique sauf dans le cas dit des sections efficaces « maxwelliennes
avec troncature angulaire ».
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Toutes ces difficultés ont été résolues dans les quelques dernieres années. Tout
d’abord, Lions et Masmoudi [LM3] montrérent comment résoudre le probléeme (3).
A peu preés simultanément, Bardos, Golse et Levermore [BGL4, BGL5] montrérent
comment dans certains cas on pouvait se passer de I’hypothése (1); d’autres ar-
guments furent ensuite proposés par Lions et Masmoudi [LM4], enfin par Golse et
Levermore [GL], qui par la méme occasion permettaient d’estimer les flux de chaleur
(probleme (2)), et de traiter des hypothéses beaucoup plus générales sur la section
efficace. C’est finalement le probléme (4) qui resta ouvert le plus longtemps; sa so-
lution est due & Golse et Saint-Raymond [GSR] (dans sa version actuelle, sous des
hypothéses techniques qui cependant restreignent la généralité dans le choix de la
section efficace).

Dans les paragraphes 3 a 5, nous allons maintenant exposer de maniére plus synthé-
tique les idées-clés de ces diverses contributions.

3. ESTIMATIONS D’ENTROPIE ET CONSEQUENCES

Les estimations d’entropie vont jouer plusieurs réles fondamentaux :

(1) la borne d’entropie (38) implique certaines propriétés de compacité faible sur g,
comme le montrent Bardos, Golse et Levermore [BGL3];

(2) lestimation de dissipation d’entropie meénera & I’hypotheése d’équilibre
thermodynamique local, par un argument établi dans [BGL3], grandement sim-
plifié dans [GL];

(3) les estimations d’entropie et de dissipation d’entropie combinées vont aussi
permettre d’établir que les lois de conservation locales de quantité de mouvement et
d’énergie cinétique sont satisfaites dans la limite de faible nombre de Knudsen, et cela
méme si elles ne sont pas satisfaites & nombre de Knudsen fixé.

Parlons plus en détail du point (3), qui est crucial. Le premier résultat de ce type
apparaissait dans le récent travail de Bardos, Golse et Levermore [BGL4, BGL5] sur les
limites de 'acoustique et de Stokes, et constituait une avancée psychologique majeure.
L’argument, basé sur I’annulation d’une mesure de défaut (grace & une loi de conser-
vation globale pour le modele limite), nécessitait des hypotheses assez restrictives sur
la section efficace, et ne concernait que la conservation de quantité de mouvement.
Lions et Masmoudi [LM4] ont alors proposé une autre technique, basée sur la matrice
symétrique S dans (35), qui permettait d’une part d’affaiblir les hypothéses pour la
limite de Stokes, d’autre part d’étendre le résultat & la limite d’Euler. Finalement,
Golse et Levermore [GL] ont suggéré un troisiéme argument, exploitant mieux les
symétries de I'opérateur de Boltzmann, qui s’aveére encore plus performant, et permet
en outre d’obtenir des équations de température grace au contréle du flux d’énergie
cinétique. Dans [GL], cet argument est mis en ceuvre sur les limites de Pacoustique et
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de Stokes ; dans un travail en préparation de Levermore et Masmoudi, et indépendam-
ment dans [GSR], il est adapté au cas de Navier-Stokes. On notera que les méthodes
de Golse et Levermore reposent en partie sur des inégalités élémentaires subtiles ne
nécessitant aucun concept mathématique plus avancé que la notion de transformée
de Legendre! Pour en donner un apergu, commencons par réécrire les estimations
d’entropie et de dissipation d’entropie dans un formalisme adéquat.

LEMME 3.1. — Soient h(z) = (1 + 2)log(1 + z) — 2, et d(z) = zlog(1 + z). Alors,

(48) H(f|M) :/h<f;MA£) M dvdaz,
(49) D(f) = 4/ (ff*ff*ff*) ffe Bdwdvdv,.

De plus, les fonctions h et d sont convezes et vérifient h(|z]) < h(z), d(|z|) < d(z),

tandis que leurs transformées de Legendre respectives h*, d* satisfont pour z > 0 et
0< A<,

h*(A\z) < A2h*(2), d*(\2) < N2d*(2), h*(2) = O(e*), d*(z) = O(e?).

Soit également s(z) = 2%/(1+42z/3) ; on remarque que s(z) < h(z) pour tout z > —1.
On montre alors le lemme élémentaire [BGL3] :

LEMME 3.2. — Pour § > 0 assez petit, il existe une constante C > 0 telle que, pour

tous g > —1/6, ¢ > 0, a > max(6,(X), X,Y,Z > 0, les inégalités suivantes soient
vérifiées :

1
(50) Xlgl < —h"(X) + 52 h(d9);
(51) Xs(ff) < C|log 4| (h—((gg—HO(e%x));
a 2 a
(52) Xyl < Ga (QZY) + (C ) <X Law)+ % (SZ‘l) |

3.1. Bornes d’entropie et compacité faible

Par application de (50) avec X = (1 + |[v]?)/3, § = J. et g = g., et de la borne
d’entropie (38), on trouve facilement que la famille g. est bornée dans

L*°(dt; L' (1 + |[v|*)M dv dz)),
et relativement compacte dans

w — LYdt;w — LY ((1 + |v]?) M dv)).
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Comme s < h, il existe une constante numérique C telle que

gs < (fElM) < Cczn
(53) /——2 " 6€gEMdv dx < C’—(Sg < .

En outre, grace & (51) il existe une constante numérique C' telle que

€ M in
(54) /lv|2 2+(5€ 6Mdvd:c < C|logé. l[ ({52| ) ] < C(C™ 4 1)|log d¢|.

3.2. Symétrisation et estimation de dissipation d’entropie

Dans I’étape suivante, on quantifie de maniére ad hoc I'idée que I'intégrande f’ f. —
f f« ressemble, asymptotiquement quand £ — 0, & sa version linéarisée M M, (g’ + g, —
9= 94
LEMME 3.3. — On pose g = (f{fi . — fefex)/(VETOeMM.), et Ne = 1+ d.g./3.
Alors,

qe _ 1 ge + gs* 9 Gex Cm5“0g6|2
NeNEY*N;NA* \ET: N’ N. N, VETe
ot || - || désigne la norme dans L°°(dt; LY(dz; L2 (M M, B dw dv dv,))).
FEsquisse de preuve. — Par un calcul facile, le membre de gauche vaut F’ — F, avec
1 1 ]. 1 55 g€ *g(-:
F=- — =2
(56) 3(N’ TPNL TN ),@ENHN

Les termes entre parenthéses se majorent par une constante numérique, et I'on par-
vient au résultat en combinant les bornes d’entropie (53) (54) avec 'inégalité

2

Ge,xGe 2
——— | M M, — Uy N
/(Na’*]\%) 1+ v —v?) dvdv

(1+ [v*)g2 92

3.3. Equilibre thermodynamique local

LEMME 3.4. — Awvec les notations précédentes, il existe une constante numérique C
telle que
2
q D(/) ;
57 —=—— M M,Bdwdvdv,dzcdt < C < o,
(57) NoN..NINZ, e Bdwdvdv. dudt S O < OO
Preuve. — C’est une conséquence directe des inégalités élémentaires

(NeNe NIN )< (81/4)MM./(fLfL . + fefer),
2/(1-{-,2/2) <d(z) (pour z > —1)
et de (49). O
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PROPOSITION 3.5. — Soit g une valeur d’adhérence de la famille (9¢) quand e — 0.
Alors g vérifie (28), ot p,u,8 € L>(dt; L?(dzx)).

Esquisse de preuve. — Par un théoréme classique, il suffit de montrer que
(58) 9 +9.-9-9.=0.

Quitte a extraire une sous-suite, on suppose que g. —» g faiblement. Par 'inégalité
élémentaire |g. — g /Ne| < Cé.92/N. et la borne d’entropie (53), on voit que g./N.
converge faiblement vers g. On multiplie alors (55) par \/e7-, et on passe a la limite

quand € — 0. Le terme en ¢. disparait & la limite au vu du lemme 3.4, et on trouve
finalement (58). d

Une fois ce lemme établi, on se raméne par extraction au cas ol g. — g faiblement.

3.4. Lois de conservation approchées

Voyons maintenant comment utiliser les bornes d’entropie pour établir des lois de
conservation asymptotiques. Nous allons nous limiter ici & un exemple de contréle de
la contribution des collisions ; cependant, mentionnons bien que les bornes d’entropie
servent aussi de maniére cruciale dans [GL] pour contrdler les fluz de quantité de
mouvement et d’énergie cinétique, avec les lemmes 3.2 et 3.3 comme outils-clés.

PROPOSITION 3.6. — Soit £ un invariant de collision : £(v) = 1,v; (1< j < N) ou
[v[?, et soit a > 0. Alors, avec les notations précédentes, on a, pour p = 1,2,

Q(fe, fe)
(1 + aésge)pg(v) dvl

<C (H({;IM) - l;_({;) + 1) (8:|log 8¢ |"? + /e726¢| log 8. |),
€ Che'S

ot C est une constante dépendant uniquement de o et de N.

1
\/ETe O

FEsquisse de preuve. — Considérons par exemple le cas p = 1, o = 1/3 : la quantité
a estimer peut se réécrire [ MM, B¢ #-. En utilisant les symétries de Popérateur de
collision et le fait que £ soit un invariant de collision, on trouve que cette quantité
vaut

eg&‘ *ge*
NeNe o NIN{ e

,/67555q§
S MM, Be Y0t
*% / gNaNE,*N;NE/,*

/MMB§ ——/MMB§

E

On estime alors chacun des trois termes séparément. Les deux premiers se majorent
en O(8.|logd.|2), le dernier en O(/€Te0c| log(\/€T:d:)|), avec des constantes faisant
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intervenir les fonctionnelles d’entropie et de dissipation d’entropie. Contentons-nous
ici de majorer le premier terme : il suffit de prouver

(1 + [v]*)9=ge e H(f|M) = D(fe) 1/2
: < 1) 8| log 5|2,
/ NN, MM.Bdudvdu, <C(=5—+ ergz +1) Eellogad]

Pour cela on applique I'inégalité (52) avec

|gs *I 1+|'U|2 fefa*
= = T 7 = = =5 = \/eT-0 ,
9=4 X N.N.,.’ Y 3 4 MM,’ ¢ ETe0¢

et on intégre en v, v,,w contre B. En utilisant [ e +11")/3(1 + [v]2) M dv < 400, et
les inégalités f./N. < 3M/4, fc ./Ne . < 3M,/§, on parvient & une majoration en

2. D(fe
C&e( L (%o (1 4 o) Madvs +a (f)),

aé? / N, €702

et il ne reste qu'a appliquer (54) et & optimiser en a pour conclure.

Les autres cas se traitent de méme, par des estimations de plus en plus complexes.
O

4. COMPACITE FORTE CONDITIONNELLE POUR
NAVIER-STOKES

Les estimations du paragraphe précédent, combinées & des techniques classiques et
a un usage adroit de la notion de solution renormalisée, sont suffisantes pour traiter
les limites de I'acoustique et de Stokes [GL]. Il n’en va pas de méme pour la limite de
Navier-Stokes : d’une part, le contréle des lois de conservation doit étre affiné ; mais
surtout, la présence du terme de convection quadratique, V - (v ®u), rend nécessaire
I'utilisation d’une certaine forme de convergence forte (convergence en norme). Rap-
pelons en effet que si u,, famille bornée de L2(R™), converge faiblement vers u sans
converger fortement, alors u. @ u. ne converge pas vers u®u au sens des distributions.

Le critere de Riesz-Fréchet-Kolmogorov [Br] permet de traduire une propriété de
compacité forte en termes de « régularité ». Plus précisément, soit (uc) bornée dans
L? et vérifiant la condition de « non-fuite & Iinfini » B}ingo lim s(t)lp luellL2(oj>R) = 0;

D00 ey

alors la famille (u.) est fortement relativement compacte dans L2 (R™) si et seulement
si
(60) lim limsup [|ue (- + y) — uel[z2 = 0.

y—=0 ¢—o
Ce point de vue permet de séparer le probleme de compacité forte dans la limite
de Navier-Stokes en deux sous-problémes : compacité forte (ou régularité) par rap-

port a la variable z ; et compacité forte par rapport a la variable t. Nous allons voir
comment ces deux problémes peuvent étre résolus, & condition de pouvoir établir des
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estimations d’intégrabilité suffisantes (c’est en ce sens qu'’il s’agit de compacité forte

conditionnelle). Dans ce paragraphe, on considére des solutions de (42), o Q, = RV ;
’analyse est identique pour 2, = TV.

4.1. Compacité forte en espace

Cette premiere difficulté a été résolue par Bardos, Golse et Levermore [BGL3]| gréace
aux lemmes de moyenne cinétiques. Introduits par Golse et al. [GPS, GLPS], amélio-
rés et généralisés par de nombreux auteurs, ces lemmes donnent des estimations de
régularité dans les variables (¢,x) pour les solutions de certaines équations cinétiques
apreés moyennisation par rapport & la variable v. Ils constituent I'un des outils-clés
de la théorie de DiPerna-Lions et ses extensions, et plus généralement de toute la
théorie cinétique moderne (pour une introduction et de nombreuses références, voir
Bouchut [Bo]). Dans notre contexte, I’énoncé utile est fourni par le

LEMME 4.1. — 1. Soit (he) une famille de solutions de

1) ah

= S,, 0<t<T, zeRY, veRV,

oue <1, h(t,x v) et Se(t,z,v) sont bornées dans L?(dt dz M dv). Alors, pour toute
fonction-test p(v), C* a support compact, il existe une constante C = C(p, N), telle

que
“/ 4 0) p(v) M dv

Ici Uespace de Sobolev fractionnaire HY/? est défini via la transformée de Fourier par
[ullfare = S (1 +1EDIA(E)? dE, ot U(€) = [ e u(z) da.

2. Awvec les mémes notations, supposons la famille (he) faiblement relativement
compacte dans L'(dtdz M dv) et (Sc) bornée dans L'(dtdx M dv). Alors (h) est

fortement compacte en x, au sens ou pour toutes fonctions ¥ (t) et p(v), C* & support
compact,

C(llhellzz + 1Sell2)-
L2((0,T);HY2 (RY)

(62) lim limsup ||#(-) / (’v)( (s +y,v) — he(:, ~,v)> M dv =0.
vhe0 L1((0,T)xRY)
Remarque 4.2. — Bien siir, & cause du facteur € qui apparait dans 1’équation (61),

on ne peut espérer aucune régularisation (uniforme en €) par rapport a la variable ¢.

Esquisse de preuve. — La preuve de 1., basée sur la transformée de Fourier, est une
variante facile de celles que 1'on trouve dans [Gel] ou [GLPS]. L’énoncé 2., di & Golse
et Saint-Raymond, se démontre par une variante de la stratégie de [GLPS] : on écrit

8h

(63) 6t €9
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ol A > 0 sera choisi plus tard. On définit R} = (e8; +v -V, + A)~!, dont on vérifie
que la norme L' — L! est 1/\. Introduisant un paramétre de troncature o > 0, on
écrit alors

he = R?(Ss) + /\R;\(halhs>a) + )‘Ré\(helhesa)-

Estimons chacun des trois termes apparaissant au membre de droite. La norme L}
du premier est bornée en O(1/)); par compacité faible de (h.), la norme L' du
deuxieme, pour A fixé, est arbitrairement petite pour « assez grand ; enfin, il résulte
facilement de la partie 1 du lemme que, pour « et A fixés, le troisitme terme est
borné dans L2((0,T); H/?(RY)). La conclusion s’ensuit par des arguments simples
de régularisation. O

En Dlabsence d’estimations sur le membre de droite dans (42), il est impossible
d’appliquer directement le lemme 4.1 avec h. = g.. On utilise donc la définition des
solutions renormalisées : on pose h. = . (g.), de sorte que h. satisfait I’équation

eaahte +v-Vehe = ﬂ;(ge)——Q(sj;s’A/lfs) = S..
On choisit la fonction G (g.) de la forme g = g.v(£g.), ot y est une fonction C° 3
support compact dans [—1, 1], identiquement égale & 1 dans un voisinage de 0 (. est
donc une approximation de g, tronquée & hauteur 1/¢). Les estimations fournies par
'entropie sont suffisantes pour que ’on puisse appliquer le lemme 4.1 3 la famille (he),
et également remplacei‘ ¢(v) dans (62) par v, grace au controle des grandes vitesses.

Posons

(64) .= | Mgwvdo,
RN

on montre ainsi 'estimation de compacité forte en x sur le champ de vitesses . (t,z):

(65) lim lim sup||c(-,- + y

y—0 e )- ﬂf"Ll((om)xM) =0

Si I’'on pouvait combiner ce renseignement avec une estimation de compacité faible,
ou d’intégrabilité, telle que

2
(66) (1 +|v*) 5 feeg est une famille relativement compacte
€

dans w — L' (M dv dz dt),
il s’ensuivrait facilement que (%) est fortement relativement compacte en z dans L? :

(67) lim limsup”ﬂe(-, -+y)—a,

y—0 g uE”Lz((O,T)XRé") =0

On démontrerait de méme la compacité en z pour les autres moments p, et 56
de g..

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



394 C. VILLANI

4.2. Compacité en temps : les ondes acoustiques

La compacité par rapport a la variable de temps pose un probléeme plus délicat.
En effet, dans une asymptotique de faible nombre de Mach, on peut s’attendre &
rencontrer des phénomenes de propagation & trés grande vitesse (O(1/¢) dans notre
choix d’échelles macroscopiques) : il s’agit des ondes acoustiques.

La méme difficulté est présente dans le probléme plus simple et plus classique de
la limite incompressible du systeme de Navier-Stokes compressible, étudiée dans les
années 80 par Klainerman et Majda [KM]; de ce fait, les résultats de Klainerman
et Majda étaient restés incomplets. Le remede est venu des travaux indépendants de
Grenier [Gre] et Schochet [Sc] sur les fluides tournants, dans les années 90. Grenier et
Schochet ont montré comment, dans certains problemes asymptotiques, « filtrer » des
oscillations de tres haute fréquence par un changement de référentiel adéquat. Ces
idées ont ensuite été adaptées au probleme de la limite incompressible dans [LM1,
DGLM] et d’autres articles.

Tres récemment, Lions et Masmoudi [LM2] ont proposé une variante astucieuse de
ces méthodes de filtrage. Sans atteindre la généralité des techniques de [Gre, Sc] (qui
s’appliquent a de nombreux autres problemes que les limites incompressibles), leur
approche, basée sur des lois de conservation locales plutét que sur un changement de
référentiel, s’avere plus simple, plus souple, et suffisamment robuste pour étre adaptée
au programme BGL. Par rapport & (47), les conclusions vont différer sur deux points :
d’une part, au lieu de considérer u. ® ue on va considérer sa version tronquée, ue & U..
D’autre part, on ne va pas montrer V, « (e ® te) — V- (u ® u), mais seulement

(68) PV, (U ®Ue) — PV, - (uQu)

(on rappelle que P désigne le projecteur de Leray). C’est donc modulo un terme
gradient que I'on prouve la limite escomptée. On démontre en méme temps

(69) Vo - (@:0:) — Vg - (ub).
Les limites (68) et (69) sont assez remarquables, puisqu’elles ne nécessitent pas de
compacité forte! Elles reposent sur le lemme suivant.

LEMME 4.3 (Lions, Masmoudi). — Soient p, ue, 0. des familles bornées dans
L>=((0,T);

L2(RY)), fortement compactes dans la variable  au sens de (67), et convergeant
faiblement au sens des distributions vers p,u,0 respectivement. On suppose que
O:Pu, et 8t(N—1:’L-§55 — —NQWﬁs) sont bornées dans L (dt; X), ot X est un espace de
distributions (disons, un espace de Sobolev négatif ngcs’k, $20,k>1) et que

ou ~
- ~E € :Fev
5 T Val(pe +62)

3
(70)
0 .. ~ N +2 ~
6&(05 + 05) + Tvm U = G,
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ot F;,Ge — 0 dans L'((0,T); H S (RY)) pour un certain s > 0. Alors les li-
mites (68), (69) sont vérifiées au sens des distributions.

Remarque 4.4. — Cet énoncé est dans le méme esprit que les théorémes dits de « com-
pacité par compensation », au sens olt 'on prouve la convergence de certaines quantités
quadratiques formées a partir des fonctions (p, e, 55) sous I’hypothese que certaines
combinaisons des dérivées de ces fonctions convergent fortement (en t) vers 0.

FEsquisse de preuve. — Montrons que la limite (68) est vraie, 'autre se traitant de
la méme maniere. Tout d’abord, puisque Pu. est une famille compacte en z, et que
0y Pt est bornée dans L] (dt; X), on peut montrer (lemme d’Aubin-Lions; Cf. par
exemple [Li4, lemme 5.1]) que P, est une famille compacte dans L2 (dtdz). On en
déduit que Pu, — Pu = u dans L (dt dz). Décomposons @, selon %, = P+ V7.,
de sorte que P, converge fortement vers u dans L? et V. converge faiblement vers 0

dans L2. 11 s’ensuit
PV (e ®Ue) — PVy - (Vomme  Vome) — PV, - (u® ),
et il ne nous reste donc plus qu’a montrer

(71) PV, - (V,ﬂrg ® Vzﬂ's) — 0.

On se ramene ensuite par approximation au cas ol les fonctions en jeu sont régu-
lieres en z. En effet, la suite (%) étant compacte par rapport a la variable x (for-
mule (67)), il en résulte que pour tout compact K C RY,

“Tfé‘pllﬂa *z G5 — 776||L2((0,T)><K) 50 0,

ou (s désigne une approximation de I'identité au sens de la convolution : (5(x) =
6=N¢(z/d), ¢ étant une fonction C* 3 support compact, positive et d’intégrale unité.
En conséquence,

lim supH(Vsz) *x (s — Vpme 0,
e—0

”L2((0,T)><K) 50
et de méme
liI:l_’?(‘)lp”(ﬁE +0e) G5 — (Pe + ‘96)”L2((0,T)x1<) =0

Il s’ensuit que (Vome * 5) ® (Vame * (s5) — Vume ® V7. converge vers 0 dans Li.

quand § — 0, et ce uniformément en €. Il est donc suffisant de montrer que pour é > 0
fixé,

(72) PV (Ve % () ® (Ve * ¢s)) — 0.
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Notons 7 = . * (5, B2 = (pe + 55) * (5. Du systeme (70) on tire, par application
de Id — P a la premiére équation et par convolution,

A L1 V.8 = F5
ot Teve
(73)
éw§+1N+2A Gg
ot e N T ¢ = e’

ou F?, G¢ convergent vers 0 dans L!((0,T); HE (RN)) pour tout s > 0 (grace &
l'action régularisante de la convolution). Vient maintenant le coeur de 'argument :
par un calcul simple, on déduit de (73) 'astucieuse identité remarquable

(74) m(wﬁ®mﬂ)

1 N
= 5 Ve (IVartP = 55807 + s (B2 + GEVard — 2 (ep0w,at)).

En outre, 37 et V,7¢ sont bornés dans L (dt; L2(RY)) ; il s’ensuit que F288, G3V 8
et €2V, convergent fortement vers 0 dans L'((0,T); Hg .(RY)) quand & — 0. Les
trois derniers termes du membre de droite dans (74) convergent donc vers 0 au sens

des distributions. Apres élimination du terme de gradient par application de P, on
conclut donc & (72). d

Reste a se convaincre que le lemme 4.3 s’applique & la limite de Boltzmann
vers Navier-Stokes. C’est ce que vérifient Lions et Masmoudi [LM3] au terme de
quelques calculs simples qui suivent les étapes du canevas de preuve fourni au
paragraphe 2.6, ainsi que les estimations d’entropie de Bardos, Golse et Levermore,
et 'hypothese (66). Notons en particulier que les bornes L$°(L2) sur pe, e, 6.
découlent de ([ |ge|[v[P M dv)? < (f(Ge)? M dv)([ |v|* M dv) < Cx (membre de
droite dans (53)).

Remarque 4.5. — Finalement, la convergence de (u. ) est-elle faible ou forte ? Ce point
n’a pas été étudié de pres; dans le cas de la limite de faible nombre de Mach du sys-
teme de Navier-Stokes compressible, on sait qu’il dépend de la géométrie globale du
probléme (au contraire du lemme 4.3, purement local). La limite est, en général, loca-
lement forte si les équations sont posées dans ’espace tout entier, ou dans un ouvert
borné (générique), voir Desjardins et Grenier [DG], Desjardins et al. [DGLM]. L’inter-
prétation physique est la suivante : dans I’espace tout entier, les ondes acoustiques se
dispersent a I'infini, ce qui peut se traduire mathématiquement par des estimations a
la Strichartz; en revanche, dans un ouvert borné, 1’énergie associée aux ondes acous-
tiques est dissipée par la viscosité du fluide, au voisinage du bord de 'ouvert. Il n’en
va pas de méme quand l’équation est posée sur une variété compacte sans bord telle
que le tore plat — ou bien dans une boule : alors, la convergence est seulement faible.
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5. GAIN DE COMPACITE FAIBLE POUR NAVIER-STOKES

En combinant les contributions [BGL3, LM4] et la méthode de [GL], il devenait
finalement possible [LeMa| de prouver le théoréme 2.10 (10) sous la condition d’obtenir
une borne d’équi-intégrabilité de la forme (66). Cependant, & ce jour, cette estimation
reste encore un probleme ouvert... Pour le contourner, dans un manuscrit achevé
tout récemment [GSR], Golse et Saint-Raymond ont introduit une nouvelle stratégie,
qui les a menés & prouver des estimations plus faibles que (66), mais suffisantes pour
conclure (en dimension N = 3 du moins). L’ensemble de la preuve s’inspire d’un travail
antérieur de Saint-Raymond [SR] sur I’équation de BGK, un modele simplifié que ’on
utilise parfois en remplacement de 1’équation de Boltzmann. Pour rendre justice au
travail effectué dans [GSR], un exposé complet serait nécessaire; nous allons nous
contenter ici de quelques lignes pour expliquer les principales idées mises en ceuvre.

Une premiere amélioration importante concerne le bon usage de l'estimation de
dissipation d’entropie. Sachant que D(f.) = 0 si et seulement si f. est une maxwel-
lienne locale, on peut espérer que I’estimation a priori sur e~*D(f.) dans L!(dt dz)
permette de controler assez finement ’écart entre f. et I’ensemble des maxwelliennes
locales, ce qui serait trés prometteur : en effet, il serait facile de prouver (66) si f.
était une maxwellienne locale! En fait, 'obtention de bornes précises sur H(f|Mg,u.r)
en fonction de D(f) est un probléme classique qui a recu beaucoup d’attention ré-
cemment pour ses applications dans 1’étude de versions quantitatives du Théoréme
H (voir [Vi]). Cependant, sauf & faire des hypothéses encore beaucoup plus fortes
que (66), il y a des obstructions mathématiques & un contréle aussi bon qu’on le
souhaiterait. Pour cette raison, dans [GSR| on ne retient qu'un contréle trés faible,
méme si fort astucieux : grace & la formule de Jensen appliquée & la fonction convexe
(X,Y)— (X —=Y)(log X —logY),

(_QM _ fa) (log%ﬁ - lnge) dv,

(15 D(f.) > R. / £ J

RY

ou Q7 est la partie positive d’un opérateur de Boltzmann artificiel,
Q(.1) = [ 1700~ vey) v

b(v —vs,w) = K| cos(v—v,,w)|N 2, K étant une constante de normalisation assurant
que [b(k-w)dw = 1 pour tout vecteur unitaire k. Notons que Q% n’agit que sur la
variable de vitesse, et que Q*(f., f.)/Re = f. si et seulement si fe est une maxwel-
lienne locale; en ce sens I'estimation (75) contrdle bien I’écart entre f. et I’ensemble
des maxwelliennes locales.

(19 En fait une version plus générale, les hypotheses sur la section efficace étant moins contraignantes.
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La stratégie de Golse et Saint-Raymond passe donc par la décomposition

(76) gezé(ﬂ—M):l(fe_gi(-ff’—f*?)>+l<g+({€,f5)_M)’

€ RE € €

ou f; = M(1+ €g.), et g. est une troncature de g. & hauteur 1 /€, comme dans les
paragraphes précédents. Aprés avoir controlé le premier terme de cette décomposi-
tion par l'estimation de dissipation d’entropie, il reste & établir des bornes a priori
d’intégrabilité adéquates sur le second. Celles-ci vont découler de la structure par-
ticuliere de I'opérateur Q%, dont les propriétés régularisantes ont été étudiées par
Grad [Gr3] et Caflisch [Cal] dans un cadre linéaire, Lions et d’autres auteurs dans un
cadre non linéaire (voir la revue dans [Vi]). En 'occurrence, le point important est que
(pour N = 3) M~1/2Q+(M'/2., M) envoie contintiment L*(M dv) dans L35, (M dv),
et Lp°(M dv) dans L35 ,(M dv), ot 'on note LY (M dv) V'espace défini par la norme

lgllLearay = (1 + [v)*gll Lo (M dv)- L'action de QF se traduit donc par un gain
d’intégrabilité en vitesses.

Remarque 5.1. — L’idée d’introduire un opérateur de Boltzmann artificiel pour ses
effets régularisants en v remonte & 1'étude par Lions [Lil, p. 483] de I’équation fonc-
tionnelle (23).

Encore faut-il en déduire un gain d’intégrabilité dans la variable z. Pour ce
faire, Golse et Saint-Raymond établissent de nouveaux énoncés de type « lemmes
de moyenne ». Pour formuler leurs résultats de facon heuristique : si la famille (h.)
est bornée dans L*(dt; L} dzdv) et « uniformément intégrable par rapport & la
variable v », et si en outre (€0; + v - V;)h. est bornée dans L'(dt dx dv), alors (h,.)
est faiblement relativement compacte dans L{ (dtdr dv). La démonstration de ces
énoncés, tres surprenante, passe par ’étude des propriétés dispersives de ’opérateur
Or + €0y + v - Vg, oll 7 est une variable auxiliaire d’interpolation; il est encore trop
tot pour savoir si cet argument peut étre remplacé par d’autres plus traditionnels.

La mise en ceuvre de ces nouvelles idées se révele particulierement technique.

6. CONCLUSIONS ET PROBLEMES OUVERTS

Les travaux présentés ici témoignent de progreés considérables dans le traitement
des limites hydrodynamiques. Le sujet est cependant bien loin d’étre épuisé, et I'on
pourrait suggérer maintes améliorations de grande ampleur, faisant naitre des diffi-
cultés colossales.

Tout d’abord, seul un théoréme quantitatif pourrait donner une base physique
incontestable & ces théorémes asymptotiques, par exemple : & quelles conditions sur
la donnée initiale et sur le nombre de Knudsen peut-on assurer que les équations
hydrodynamiques sont satisfaites avec une erreur relative n’excédant pas, disons, 1% ?
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Méme si I'on parvenait a rendre quantitatifs les arguments des preuves actuelles, on
serait amené & des majorations en O(1/4/log|loge|), donc & des nombres de Knudsen
déraisonnables (1010 ).

D’autre part, comment traiter des limites telles que Navier-Stokes compressible ?
Deux problémes majeurs surviennent : le premier est notre méconnaissance mathéma-
tique des équations compressibles; le second est le fait que la dynamique de Navier-
Stokes compressible ne peut étre obtenue comme cas limite de la dynamique de Boltz-
mann : en effet, au vu de (30), les trois régimes Kn — 0, Re — 1, Ma — 1 sont in-
compatibles. En fait, I'équation de Navier-Stokes compressible devrait étre comprise
comme une correction de l’équation d’Euler compressible a faible nombre de Knudsen.
Non seulement une telle approximation semble de nature a échapper & jamais aux
techniques de compacité, mais elle inclut en outre la limite vers le « monstre » que
constitue le systéme d’Euler compressible...

Par ailleurs, les restrictions techniques imposées sur la section efficace excluent
toutes les interactions microscopiques & longue portée. Il s’agit cependant 13 d’un pro-
bleme technique que 'on peut envisager de surmonter & plus ou moins bréve échéance.

Enfin, la pertinence des théorémes faisant intervenir des solutions faibles peut bien
siir paraitre sujette & caution tant que I'on a pas prouvé ou infirmé lexistence de
solutions non régulieres. Dans le cas de Navier-Stokes comme de Boltzmann, nous
retrouvons la des problémes ouverts qui comptent parmi les plus célebres de toute la
mécanique des fluides! Cependant, notons que certains des résultats présentés dans
cet exposé, et en particulier ceux qui sont basés sur la méthode d’entropie relative de
Yau, garderont leur intérét méme si des solutions fortes sont construites dans le futur.
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