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Séminaire BOURBAKI

53e année, 2000-2001, n° 889, p. 279 à 300
Juin 2001

ENTROPIE LIBRE ET ALGÈBRES D’OPÉRATEURS

par Philippe BIANE

La théorie des probabilités libres est née dans les années 80 quand D. Voiculescu
a commencé à utiliser des idées probabilistes pour étudier les facteurs de type III
associés aux groupes libres. Des progrès importants ont été faits grâce à l’introduction
de la notion d’entropie libre. Ainsi les facteurs de groupes libres sont les premiers
exemples de facteurs de type III (à prédual séparable) dont on sait démontrer qu’ils
n’ont pas de sous-algèbre de Cartan. De plus ces facteurs sont « premiers », ce qui
signifie qu’ils ne sont pas isomorphes à un produit tensoriel M1 ~ M2 où Mi et M2 sont
deux facteurs de type 77i, et ils ne possèdent pas de sous-algèbre abélienne maximale
simple.
On expliquera ces notions, ainsi que d’autres applications aux numéros 6 et sui-

vants, mais auparavant on commence par introduire les éléments de théorie des al-

gèbres de von Neumann et de probabilités libres nécessaires.
Je remercie Liming Ge, Gilles Pisier, Sorin Popa et Dan Voiculescu pour leurs

explications et leurs commentaires lors de la préparation de cet exposé.

1. ALGÈBRES DE VON NEUMANN ET FACTEURS

Soit H un espace de Hilbert complexe, que l’on supposera séparable dans la suite de
l’exposé, l’algèbre B(H) des opérateurs bornés sur H est un espace de Banach, dual de
l’espace formé des opérateurs à trace et muni de la Une

sous-algèbre de B(H), contenant l’unité, stable par passage à l’adjoint, et fermée pour
la topologie faible correspondant à cette dualité, est appelée algèbre de von Neumann.
Une telle algèbre est stable par le calcul fonctionnel borélien ; si x E B(H) est un
élément auto-adjoint de l’algèbre, alors pour toute fonction f , borélienne bornée, f(x)
est encore dans l’algèbre. Ainsi les éléments de LOO (S, m) où (S, m) est un espace
mesuré, agissant par multiplication sur L2 (S, m), forment une sous-algèbre de von
Neumann de B(L2(S,m)), et le théorème spectral pour les opérateurs autoadjoints
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entraîne que toute algèbre de von Neumann abélienne est isomorphe à une algèbre de
ce type.

Ces deux propriétés font de la théorie des algèbres de von Neumann un candidat
naturel au titre de théorie non commutative de la mesure. La théorie de la réduction

[vN2], [Di] permet de ramener le problème de la classification des algèbres de von
Neumann à celui de la classification des facteurs, c’est-à-dire des algèbres de von Neu-
mann dont le centre est de dimension 1. Parmi ces facteurs, Murray et von Neumann
dans leurs articles fondateurs, distinguaient une classe particulièrement intéressante,
les facteurs de type III , auxquels finalement on peut se ramener, grâce aux travaux de
Tomita, Takesaki et Connes [C3]. Un facteur de type III est un facteur de dimension
infinie sur lequel est définie une trace T qui est une forme linéaire, continue pour la
topologie a(B(H) , Ll (H)), telle que, pour tous x, y dans l’algèbre, on ait

Appliquée à un projecteur orthogonal, la trace donne un nombre compris entre 0 et
1 que l’on interprète comme la « dimension continue » de l’image du projecteur. Il
existe une seule trace sur un facteur de type 77i, et la dimension continue y prend
toutes les valeurs réelles comprises entre 0 et 1. Pour Murray et von Neumann les
facteurs de type III devaient fournir un cadre naturel pour développer la théorie des
probabilités utilisées en mécanique quantique. Ils mettaient particulièrement l’accent
sur la structure de treillis des projections, et sur la dimension continue, alors que le
point de vue moderne met au premier plan la trace T qui tient le rôle de l’espérance
en probabilités classiques.

Les articles [vNl] et [MvN] donnent deux constructions de facteurs de type III .
La première [vNl] utilise une action libre, ergodique, d’un groupe dénombrable G
sur un espace mesuré (S, m). L’algèbre de von Neumann agit sur L2(S, m), elle est
engendrée par les opérateurs de multiplication par les fonctions de L°~ (S, m) et par
des opérateurs unitaires déduits de l’action de G sur S. La seconde construction
associe à un groupe dénombrable G l’algèbre de von Neumann L(G), engendrée par
la représentation régulière gauche, c’est-à-dire les opérateurs unitaires Àg : l2 (G) -
l2(G) définis par Àg f (h) = Elle fournit un facteur de type III si et seulement
si toutes les classes de conjugaison non triviales de G sont infinies, condition que l’on
désigne en général par CCI. La trace est donnée par la formule

où 6e est la fonction qui vaut 1 sur l’identité de G et 0 ailleurs.
Dans [MvN] Murray et von Neumann montrent que tous les groupes CCI qui

sont limite inductive de sous-groupes finis donnent le même facteur, appelé facteur
hyperfini (de type I h ) . En fait tout facteur de type III dans lequel il existe une

suite croissante de sous-algèbres de dimension finie, dont la réunion est faiblement
dense, est isomorphe à ce facteur, d’où le nom hyperfini. De plus ils démontrent que



le facteur hyperfini n’est pas isomorphe au facteur engendré par un groupe libre à
deux générateurs.

En 1969, Dusa Mac Duff [McD] a exhibé une infinité non dénombrable de facteurs
de type III deux à deux non isomorphes. Il semble peu probable que l’on parvienne
un jour à classifier tous les facteurs de type III à isomorphisme près, mais on peut
espérer dégager des familles intéressantes de tels facteurs, en particulier parmi ceux ob-
tenus par les constructions évoquées plus haut. Ainsi un résultat fondamental d’Alain
Connes [Cl] entraîne que, pour un groupe CCI, le facteur L(G) est isomorphe au
facteur hyperfini si et seulement si ce groupe est moyennable. En ce qui concerne
les facteurs associés aux groupes non moyennables, on connaît ( ~C2~, ~GN~ ) quelques
propriétés des facteurs associés aux groupes ayant la propriété T, mais c’est surtout
sur les facteurs associés aux groupes libres que des résultats substantiels ont été ob-
tenus. En particulier, si on note L(Fn) le facteur engendré par un groupe libre à n
générateurs (n à 2, et n = oo est permis), Râdulescu ([R], voir aussi [Sk]) a montré
que l’un des termes de l’alternative suivante est vrai : soit les facteurs L(Fn) sont
deux à deux non isomorphes, soit ils sont tous isomorphes.

2. PROBABILITÉS NON COMMUTATIVES ET LIBERTÉ

2.1. Espace de probabilités non commutatif

Comme on l’a vu plus haut, il est naturel d’utiliser un langage probabiliste pour
étudier les algèbres de von Neumann. Dans la suite de l’exposé on appellera espace de
probabilités non commutatif un couple (A, p) formé d’une algèbre de von Neumann
A et d’une trace fidèle p. La trace p vérifie donc les propriétés énoncées au numéro 1,
et le qualificatif de fidèle signifie que pour tout x E A, l’égalité p(x*x) = 0 entraîne
que x = 0.

Bien sûr si A = P) et ~p( f ) = f~ f(w) P(dw) où (Q, P) est un espace de
probabilités, on retrouve la situation classique. L’exemple réellement non commutatif
le plus simple est celui où A = MN(C) et p = 1 NTr est la trace normalisée, et celui
qui nous intéressera principalement est le cas où A est un facteur de type I II et p = T
est sa trace.

La trace permet de définir des normes LP non commutatives

et par complétion des espaces LP qui sont des analogues non commutatifs des espaces
LP ordinaires.

Soit X un élément auto-adjoint dans A ; il existe une unique mesure ~ sur R telle
que = f~ pour tout n > 0. De plus on a cp( f (X )) _ ~’~ 
pour toute fonction borélienne bornée sur R, et l’algèbre de von Neumann (abélienne)



engendrée par X est isométriquement isomorphe à p) . Comme dans la théorie
des probabilités, on appelle variable aléatoire un élément auto-adjoint de A et la
mesure J1 est appelée la distribution, ou la loi, de X. Plus généralement, il existe
une version non commutative de la méthode des moments. Soient (Xi,... Xd) des
variables aléatoires dans A, engendrant une sous-algèbre de von Neumann B. On
appelle moments non commutatifs de (Xl, ... , Xd) les nombres complexes

où l’on parcourt l’ensemble des monômes non commutatifs en les Xi. La donnée de
ces moments détermine complètement la forme linéaire

définie sur l’espace (C(xl, ..., xn) des polynômes non commutatifs en n variables. La
construction GNS (pour Gelfand, Naimark et Segal) permet, à partir de la donnée
de cette forme linéaire, de reconstruire une algèbre de von Neumann isomorphe à B.
Pour cela on sépare et complète l’espace ... , xd) pour le produit hermitien

ce qui donne un espace de Hilbert H. Les opérateurs de multiplication à gauche par
les xi définis sur ... , passent au quotient et induisent des opérateurs bornés
sur H, qui engendrent une algèbre de von Neumann isomorphe à B. La trace sur B
est la restriction de la forme linéaire X - sur B(H). On voit donc que la
donnée d’un espace de probabilités non commutatif engendré par un nombre fini de
variables aléatoires se ramène à celle de la famille des moments associés.

3. LIBERTÉ

3.1. Définition de la liberté

Soit G un groupe qui peut se décomposer comme le produit libre de sous-groupes
G = *iEIGi. L’idée initiale de Voiculescu a été d’utiliser la trace T pour caractériser
les positions relatives des sous-algèbres L(Gi) dans L(G), d’une manière qui rappelle
la notion d’indépendance en théorie des probabilités.

DÉFINITION 3.1 (Voiculescu [VI]). - Soient A une algèbre unifère, cp une forme li-

néaire sur A, normalisée (i.e. p(1) = 1), et Bi; i E I des sous-algèbres de A, contenant
l’unité, on dit que les Bi sont libres dans (A, cp) si pour tout choix de bl, ... , bn E A
tels que = 0 et bk E B2~ avec il ~ i2 ~ ~ ~ ~ ~ in on a

Ainsi dans l’exemple du produit libre les L(Gi) sont libres dans (L(G), T).



Remarque 3.2. - La définition donnée ci-dessus est purement algébrique et se prête
à un traitement combinatoire. R. Speicher a découvert que l’on pouvait fonder cette
combinatoire sur la notion de partition non croisée, ce qui a donné lieu à des dévelop-
pements algébriques intéressants, que l’on trouvera exposés par exemple dans [Spl],
~Sp2~ .

On dira qu’une famille de variables aléatoires (Xi)iEI dans (A, p) est libre, si les
sous-algèbres de von Neumann engendrées par les Xi sont libres. Il existe beaucoup
d’exemples de familles libres, la situation de ce point de vue est même optimale puisque
si on se donne des espaces de probabilités non commutatifs (Bi, alors il existe un

espace de probabilités non commutatif (A, p), unique à isomorphisme près, et des
injections fortement continues c2 : Bi -~ A, préservant l’unité, telles que pi = p o Li,
les algèbres engendrent A comme algèbre de von Neumann, et elles sont libres
dans (A, cp). L’espace de probabilités non commutatif (A, p) est appelé produit libre
réduit des (Bi, 

Soient (Xi,.... Xn) des variables aléatoires libres, de distributions non atomiques ;
alors elles engendrent une algèbre de von Neumann isomorphe au facteur L (Fn ) . En
effet pour chaque i on peut trouver une fonction mesurable fi : - U(1),
inversible hors d’un ensemble négligeable sur U(l) et telle que fi(pi) soit la mesure
de Haar. Les opérateurs fi(Xi) sont unitaires, et ils engendrent la même algèbre de
von Neumann que les Xi. Soit G un groupe libre de générateurs = 1,..., n, la
propriété de liberté entraîne que l’application G - A : fi (Xi) se prolonge en un
isomorphisme d’algèbres de von Neumann de L(G) sur A.

3.2. Modèles matriciels pour la liberté

L’ingrédient essentiel dans la compréhension de la notion de liberté a été la dé-
couverte que les variables libres pouvaient être modélisées par des matrices aléatoires
de grande taille. Ainsi le résultat suivant permet de relier la notion de liberté à celle
d’indépendance en probabilités.

PROPOSITION 3.3. - Soient n et k deux entiers, c et b deux réels > 0; il existe No
tel que pour tout No on ait la propriété suivante :

pour tout n-uplet (A1, ... , An) de matrices N x N, hermitiennes, de normes infé-
rieures à 1, on a

‘ 

J

o2G Bi = U2AiUi , les Ui étant des matrices aléatoires unitaires, indépendantes, choi-
sies avec la mesure de Haar sur U(N), et les Yi E (A, p) sont des variables libres
telles que, pour tout entier l  k,



Remarque 3.4. - Le choix de la borne ]  1 n’a évidemment rien de fondamental,
on aurait pu prendre une autre valeur, mais une restriction de ce type est nécessaire,
sinon on peut infirmer l’énoncé en multipliant les Ai par une constante assez grande.

Ce résultat, dont il existe de nombreuses variantes, est dû à Voiculescu [V2], [V7],
et une démonstration simple peut se trouver dans [PV].

La proposition 3.3 montre que des matrices de grande taille choisies au hasard vont
se comporter, avec une grande probabilité, comme des variables libres. On peut donc
s’attendre à ce que des variables aléatoires non commutatives qui sont très éloignées
d’être des variables libres ne puissent être approchées, en distribution, que par des
n-uplets de matrices de mesure petite. C’est ce que la notion d’entropie libre que nous
verrons au numéro 5 permet de quantifier. Mais d’abord on va faire quelques rappels
sur l’entropie en mécanique statistique.

4. ENTROPIE DE BOLTZMANN ET THÉORÈME DE SANOV

En mécanique statistique l’état d’un système est caractérisé par les valeurs de plu-
sieurs quantités macroscopiques, par exemple le volume, la température et la pression
pour un gaz. Un tel système est constitué d’un grand nombre de petites particules, et
à chaque état macroscopique correspondent de nombreux états microscopiques qui le
réalisent. On a donc une fonction

États microscopiques - États macroscopiques.

Boltzmann définit l’entropie du système par la formule

où S est l’entropie de l’état macroscopique et n le nombre d’états microscopiques cor-
respondant, k étant une constante de proportionnalité (la constante de Boltzmann).
Cette définition suppose que l’on a discrétisé l’espace des phases, c’est-à-dire l’en-
semble des états microscopiques. Pour des systèmes continus on remplace le nombre
n par un volume.

Considérons un système constitué de N points Xl, ... , XN dans 1Rd. Ici d est fixé
et N est très grand. Convenons que les états macroscopiques sont déterminés par les
valeurs des moments de cette distribution de points, c’est-à-dire les nombres



est la distribution empirique des Xj ; j =1, ... , N. Soit p une mesure sur R~ à support
compact. Notons l’ensemble des états microscopiques qui réalisent l’état  à
k, c près i.e. les N-uplets de points tels que

pour tout monôme de degré inférieur à k. Utilisons la formule de Boltzmann pour
définir l’entropie par particule

où ] . désigne la mesure de Lebesgue.
On peut alors montrer que la quantité S(p, N, c, k) admet une limite quand

~V 2014~ oo. Cette limite est une fonction décroissante de k et croissante de c, on peut
donc à nouveau en prendre la limite quand k ~ oo et ~ ~ 0. On obtient ainsi la
quantité

si JL = f (t)dt est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, et

sinon. C’est cette quantité que l’on désigne habituellement sous le nom d’entropie de
la mesure p.

Les énoncés qui précèdent peuvent se déduire du théorème de Sanov, un résultat
classique de la théorie des grandes déviations ; voir par exemple [DS], [DZ].

5. ENTROPIE LIBRE

5.1. Définition

Pour définir l’entropie libre, nous allons reprendre l’idée précédente, en utilisant
cette fois-ci des moments non commutatifs, et en prenant pour états microscopiques
des états matriciels. On considère donc (Xl, ... , Xd) des opérateurs auto-adjoints dans
un espace de probabilités non commutatif (A, p) . On note l’ensemble
de tous les d-uplets (Ml, ... Md) de matrices hermitiennes de taille N x N qui satisfont

pour tout et tout choix d’indices 1 ~ il, ... , im  d. Munissons l’espace
HN des matrices hermitiennes de taille N x N de la structure euclidienne associée
à la forme quadratique Tr(M2). L’inégalité + c entraîne que
l’ensemble est inclus dans un produit de d boules euclidiennes de rayons

Lorsque oo, le logarithme du volume de ce produit de boules



est de l’ordre de - dN2 2 log N. Cela nous amène à renormaliser la formule de Boltzmann
en posant

Contrairement au cas classique traité dans le numéro précédent, on ne sait pas montrer
en général que S(Xl, ... , Xd, N, c, k) admet une limite quand N ~ ~, on se contente
de prendre la limite sup, puis on fait tendre 1~ vers oo et c vers 0. On obtient ainsi la
quantité

DÉFINITION 5.1. - L ’entropie libre du d-uplet (Xl, ..., Xd) est la quantité

X(Xl , ... , Xd) .

Remarquons qu’elle ne dépend que des moments de (Xi,..., Xd).
La définition ci-dessus n’est pas tout à fait celle de Voiculescu [V3] ; il effectue une

troncature supplémentaire qui disparaît à la fin du calcul. J’ai ignoré ce raffinement
pour simplifier l’exposé, mais il faudrait le rétablir pour être entièrement correct.

L’entropie libre est une quantité intéressante en elle-même, j’y reviendrai à la fin
de l’exposé, mais d’abord je voudrais expliquer comment on l’utilise pour étudier les
facteurs associés aux groupes libres. Pour cela on commence par montrer que cette

quantité n’est pas triviale.

5.2. Entropie d’une variable

Soit X un élément auto-adjoint de A, son entropie ne dépend que de sa distribution.
Soit une mesure à support compact sur R, on va donner une formule explicite pour
l’entropie d’une variable aléatoire non commutative de loi p. On cherche à estimer la
mesure de l’ensemble des matrices N x N dont la mesure spectrale approche J1. Toute
matrice hermitienne peut se diagonaliser dans une base orthonormale ; on a donc une
application surjective

où HN est l’espace des matrices hermitiennes N x N et D(N) celui des matrices
diagonales réelles. On vérifie (cf. [Me]) que la mesure de Lebesgue sur HN est l’image
de la mesure

par cette application. On a noté A = l’élément générique de D, et dA
est la mesure de Lebesgue sur D tandis que dU est la mesure de Haar sur U(N) et



ZN une constante de normalisation. En faisant intervenir la distribution de A,

cette mesure se met sous la forme

où 0394 est la diagonale de R2. On peut en déduire, en traitant soigneusement la diago-
nale et en évaluant ZN, une expression explicite de l’entropie libre de X en fonction
de sa distribution,

A une constante additive près, c’est l’énergie logarithmique de la mesure p, une quan-
tité qui intervient dans la théorie du potentiel dans le plan complexe. En particulier,
on voit que cette expression n’est pas triviale, et qu’elle peut prendre toutes les valeurs
de l’intervalle [-00, +oo[, ce qui justifie a posteriori la renormalisation effectuée dans
la définition de l’entropie libre.

Ce calcul peut également s’interpréter comme un résultat de grandes déviations
pour le théorème de Wigner sur la distribution limite du spectre de grandes matrices
gaussiennes [BG].

5.3. Entropie libre et liberté

Il est clair d’après leur définition que les ensembles f Xl ,...,Xd,N,E,k vérifient

On en déduit les inégalités

pour tout r, et donc

D’autre part en utilisant la proposition 3.3, on voit que la plupart (au sens de la mesure
de Lebesgue) des d-uplets dans x ... x sont « presque libres », on
en déduit que si (Xl, ..., Xd) est une famille libre alors

Réciproquement, Voiculescu [V5] a montré que si l’on a

alors (Xi,..., Xd) est une famille libre.



Ces calculs montrent que le facteur admet un système de générateurs
(Xl, ..., Xn) dont l’entropie est > -oo. En effet on a vu au numéro 3.1 qu’une
famille libre de n variables de distributions non atomiques engendre L(Fn). D’après
le numéro 5.2, on peut choisir ces distributions de telle sorte que leur entropie libre
soit finie, et alors leur somme le sera également.

6. APPLICATIONS AUX FACTEURS DE GROUPES LIBRES

Le principe général des applications de l’entropie libre à la théorie des facteurs est
le suivant. On considère une propriété P, vérifiée par un espace de probabilités non
commutatif (A, Soit Xl, ... , Xd un système de générateurs auto-adjoints de A, on
utilise P pour obtenir des contraintes sur les ensembles qui permettent
de majorer leur mesure de Lebesgue. Puis on fait tendre N vers l’infini et on déduit
de ces majorations que l’entropie libre de Xl, ... , Xd vaut -oo. Donc tout système de
d générateurs de l’algèbre doit avoir une entropie -oo, or le facteur L(Fd) possède un
sytème de d générateurs d’entropie libre finie, par conséquent il ne peut pas satisfaire
la propriété P. Le point délicat dans la démonstration est évidemment d’obtenir une
estimation convenable de la mesure de l’ensemble en question.

6.1. La propriété r

Je vais expliquer comment cela fonctionne dans un cas relativement simple, celui
de la propriété r.

DÉFINITION 6.1. - Soit (A, cp) un espace de probabilités non commutatif; une suite
centrale dans (A, p) est une suite bornée dans A, telle que x~ ~2 0

pour tout x E A. Une suite centrale est dite triviale si ~t~ - cp(t~).1 ~2 0. On
dit que propriété r s’il existe une suite centrale non triviale dans A.

Ici [x, y] = xy - yx désigne comme d’habitude le commutateur.
La propriété r a été introduite par Murray et von Neumann dans [MvN] pour dis-

tinguer le facteur hyperfini du facteur engendré par le groupe libre à deux éléments :
en effet il est facile de construire une suite centrale non triviale dans le facteur hyper-
fini, mais le facteur du groupe libre à deux générateurs ne vérifie pas la propriété r

(ni, par le même argument, n’importe quel facteur L(Fn)).

THÉORÈME 6.2 ([V4]). - Soit (Xl, ... , Xd) un d-uplet vérifiant

alors l’algèbre de von Neumann engendrée par Xl, ... , Xd n’a pas la propriété r.



En particulier, cette algèbre de von Neumann est un facteur de type 77i, non
hyperfini.

Appliqué aux facteurs de groupes libres, ce résultat ne nous apporte rien de nouveau
par rapport à l’article de Murray et von Neumann, mais la démonstration constitue un
bon prototype pour les démonstrations des autres propriétés des facteurs de groupes
libres. D’autre part, il suggère le problème suivant, toujours ouvert : soit (Xl, ... , Xn)
un n-uplet d’entropie libre finie, le facteur qu’ils engendrent est-il isomorphe à L(Fn) ?

Passons à la démonstration du théorème. Une application du calcul fonctionnel
borélien à une suite centrale non triviale permet de montrer que la propriété r entraîne
l’existence de 03B8 G ]0,1/2[ et d’une suite de projections orthogonales (Pn )n jo dans A,
telles que ()  T(Pn)  1- B et Pn~ ~2 ~ 0 quand n - oo pour tout x G A.

LEMME 6.3. - Soit (A, cp) un espace de probabilités non commutatif engendré par un
d-uplet (Xl, ... , Xd), vérifiant T(X 2)  1, soient 8 E ~0,1/2~ et P E A une projection
orthogonale telle que 8  T(P)  1- 8 et ~P, X2~ ~2  cv pour i =1, ..., d. Alors on a

où Ci et C2 sont des constantes > 0 dépendant seulement de d et de 8.

Sous les hypothèses du lemme, pour tout 7/ > 0 on peut trouver un polynôme Q tel
que Xd) 2  q. En choisissant TI assez petit, puis k assez grand et cassez
petit, on voit que pour tout N assez grand, et tout (Ml, ... , Md) E 
on peut trouver une projection orthogonale II dans MN(C), sur un sous-espace de
dimension q = ~NT(P)~, telle que

(ici la norme est prise dans l’espace de probabilités non commutatif (MN ((C), 
La matrice II s’écrit sous la forme

où la matrice U est déterminée à un facteur dans U(q) x U(N - q) près (le commutant
de la matrice par blocs ci-dessus) ; on peut la considérer comme un élément de la
grassmanienne U(N) /U(q) x U(N - q).

Ecrivons la matrice U*M2U sous la forme

avec Bi E Hq, Di E HN-q, Ci E La condition

signifie que



d’autre part comme T(X2)  1 on a

donc (en supposant c  1 )

La décomposition (1) permet d’identifier HN au produit Hq x Mq,N_q x HN-q, et en
notant Bp (R) la boule euclidienne de rayon R dans chacun de ces espaces, on a donc

Le volume du membre de droite n’est pas facile à estimer directement car on prend
la réunion d’une famille continue de produits de boules. Pour faire le calcul on dis-
crétise l’ensemble des matrices unitaires. Munissons la grassmanienne U(N) /U(q) x
U(N - q) de la distance obtenue par quotient de la distance associée à la norme uni-
forme sur U(N). Grâce à un résultat de Szarek [Sz], on sait que pour tout 03B4 > 0,
on peut recouvrir U(N) /U(q) x U(N - q) par une famille de boules de rayon ~, de
cardinal inférieur à est une constante universelle. Notons

(Us)SEs les centres d’une telle famille de boules. En prenant (Ml, ... , Md), H, et U
comme ci-dessus, il existe un s E S tel que Il U - et on a

Rappelons que le volume de la boule euclidienne dans un espace de dimension p est

Nous pouvons maintenant estimer le volume de 

En prenant J = ce, on obtient après quelques calculs la majoration du lemme, le point
étant que d > 2.



Soit maintenant (Xl"", Xd) engendrant une algèbre de von Neumann avec la
propriété r, alors pour tout (;J > 0 on a

et donc

ce qui démontre le théorème.

6.2. Sous-algèbres de Cartan

Soit B une sous-algèbre de von Neumann de A ; son normalisateur est le groupe
des unitaires u de A tels que uBu* = B. Ainsi dans MN (C) le normalisateur de la
sous-algèbre des matrices diagonales est engendré par les matrices de permutations et
les matrices unitaires diagonales. La sous-algèbre engendrée par ce normalisateur est

MN (C) tout entier. On appelle sous-algèbre de Cartan d’un facteur de type III , une
sous-algèbre abélienne maximale dont le normalisateur engendre le facteur tout entier.
On montre que le facteur hyperfini possède des sous-algèbres de Cartan. De même,
dans la première construction de facteurs évoquée au numéro 2, l’algèbre L°° (S, ni)
est une sous-algèbre de Cartan. Dans [FM], Feldman et Moore montrent que les
facteurs de type III ayant une sous-algèbre de Cartan sont exactement ceux qui sont
obtenus par une généralisation appropriée de cette construction, utilisant une relation
d’équivalence mesurée. Voiculescu démontre dans [V4] que les facteurs associés aux
groupes libres n’ont pas de sous-algèbre de Cartan, ce qui fournit le premier exemple
de tels facteurs (dans le cas non séparable, que l’on ne considère pas ici, un argument
de cardinal dû à Popa [P] fournit un contre-exemple). Le résultat de Voiculescu est
en fait plus fort. Pour l’énoncer, introduisons la terminologie suivante. Une algèbre de
von Neumann est dite diffuse si, pour tout projecteur orthogonal non nul P E A, il

existe deux projecteurs orthogonaux non nuls Pi et P2 tels que P = Pi + P2. Dans un
facteur de type III , une sous-algèbre de von Neumann diffuse et hyperfinie (SADH en
bref) est appelée régulière si son normalisateur engendre le facteur tout entier. Ainsi,
une sous-algèbre de Cartan est une SADH régulière.

THÉORÈME 6.4 ([V4]). - Les facteurs L(Fn) n’ont pas de sous-algèbre diffuse hy-
perfinie régulière.

La démonstration suit le même principe que dans le cas de la propriété r. Soient
(Xl, ..., Xd) des variables engendrant un facteur A, de type III , contenant une SADH
régulière B. Voiculescu montre que, pour tout c > 0, il existe une sous-algèbre de
dimension finie Bo C B, des entiers p( j ) pour 1  j  d, des éléments Xij E A et des
projecteurs orthogonaux Pij et Q2j dans Bo, pour 1  j  d, 1  i  p(j), tels que



Ainsi les variables Xj peuvent être reconstruites, à ~ près, en recollant des « petits
bouts » de matrices, la petitesse de ces bouts étant mesurée par (2). À fixé, ces
conditions sont suffisamment fortes pour permettre de majorer le volume des états
matriciels qui approximent (Xl, ... , Xd), et obtenir une estimation de l’entropie de
la forme

cf. [V4], Theorem 3.2.
On en déduit que l’existence d’une SADH régulière dans le facteur engendré par

(Xl, ..., Xd) entraîne que x(X1, ..., Xd) _ -oo, et donc que les facteurs de groupes
libres n’ont pas de SADH régulière.

6.3. Sous-algèbres abéliennes maximales simples et facteurs premiers
Soient (A, cp) et (A’, cp’) deux espaces de probabilités non commutatifs, la forme

linéaire définie sur le produit tensoriel algébrique de A et A’ est positive. En lui
appliquant la construction GNS on obtient un espace de probabilités non commutatif
(A 0 A’, cp (g) cp’). Si A et A’ sont des facteurs de type III , alors leur produit tensoriel
est encore un facteur de type 77i. Un facteur M, de type 77i, est dit premier s’il
n’existe pas d’isomorphisme M - Mi 0 M2 où Mi et M2 sont des facteurs de type
77i. Le facteur hyperfini R est isomorphe à R (g) R, il n’est pas premier. Le problème
de trouver des facteurs premiers remonte à Popa [P], qui avait donné un exemple dans
le cas non séparable.

Liming Ge démontre dans [G2], en utilisant les techniques d’entropie libre, que les
facteurs de groupes libres sont premiers. Le point crucial de la démonstration consiste
à prouver que si un facteur A, de type II1, est engendré par (Xl, ... , Xd) et n’est
pas premier, alors pour tout Lj > 0 on peut trouver deux sous-facteurs hyperfinis Ri
et R2 de A qui commutent, des projections orthogonales Pl, ... , Pp de trace 1/2, qui
commutent avec Ri, d’autres projections orthogonales Qi,..., Qq également de trace
1/2, qui commutent avec R2, et des polynômes non commutatifs (Y~)~-1,.",d tels que

Cette propriété permet de majorer l’entropie libre des Xi par

Le résultat de Liming Ge a été généralisé par tefan [Sti], qui montre que tout sous-
facteur d’indice fini d’un facteur de groupe libre est premier.

Les techniques d’entropie libre ne permettent toutefois pas de répondre à la ques-
tion suivante : L(F2) (g) L(F2) est-il isomorphe à L(F2) 0 L(F~) (g) L(F2) ?

Soit (A, cp) un espace de probabilités non commutatif, l’algèbre A agit à droite
et à gauche sur l’espace L2 (A, cp) et ces deux actions commutent. Une sous-algèbre
abélienne maximale B dans A est dite simple (ou de multiplicité 1) s’il existe un vec-
teur ç E L2(A, cp) tel que BgB est dense dans L2(A, cp). Liming Ge montre dans [G1]



que les facteurs de groupes libres ne possèdent pas de sous-algèbre maximale simple.
Pour cela il montre d’abord que si l’espace de probabilités non commutatif (A, p)
est engendré par les d variables (Xl, ... , Xd) et contient une sous-algèbre abélienne
maximale simple, alors il existe, pour tout (j, un opérateur autoadjoint H dans A,
des projections orthogonales Pl, ... , Pk de trace T(Pi) = vérifiant ~~ 1 Pi = 1,
et des nombres complexes ~~~~ tels que

Autrement dit, les Xj peuvent être reconstruits, à 03C9 près, à partir d’un seul opérateur
H, et d’une algèbre Mk(C) (engendrée par les Pi). Cette condition peut se traduire
sur les états matriciels appartenant à et entraîne que leur entropie libre
est majorée par C + (d - 2) log 03C9. Si d > 3 on voit donc que x(Xl, ... , Xd) _ -oo,
ce qui règle le cas des facteurs L(Fn) pour ?~ ~ 3. Pour le cas de L (F2 ) on utilise
l’isomorphisme L (F5 ) 0 M2 (C) pour conclure.

Une sous-algèbre abélienne maximale est dite de multiplicté finie s’il existe un

nombre fini de vecteurs ~l , ... , ~L E L2 (A, p) tels que + ... + soit dense

dans L2(A, cp). En utilisant des arguments semblables à ceux de Ge, Dykema [Dy2] a
montré que les facteurs de groupes libres n’ont pas de sous-algèbre abélienne maximale
de multiplicité finie. Il a d’autre part établi qu’ils ne satisfont pas la propriété C de

Popa.

Finalement un résultat très général dans cette direction est celui de ~tefan [St2]
qui montre que, dans un facteur de groupe libre L(Fn), on ne peut pas trouver un
sous-ensemble fini Z formé de p éléments auto-adjoints, et des facteurs non premiers
Nl, ... , N f tels que Et Njl ZNj2 Z ... soit dense dans L2 (A, cp),
dès que 7~ ~ p + 2 f + 2. Le même énoncé reste valable en remplaçant les facteurs non
premiers Nj par des sous-algèbres abéliennes.

Signalons aussi que Shlyakhtenko [Sh2] a utilisé les résultats des numéros 6.2 et 6.3
pour montrer que les analogues libres des facteurs d’Araki-Woods (qui sont de type
III03BB, 0  À  1) sont premiers et n’ont pas de sous-algèbre de Cartan.

7. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE L’ENTROPIE LIBRE

L’entropie libre jouit de nombreuses propriétés qu’il sera sans doute nécessaire
d’approfondir pour obtenir de nouvelles applications aux algèbres d’opérateurs. Jus-
qu’à présent, nous avons rencontré la propriété de sous-additivité au numéro 5.3, qui
devient l’additivité dans le cas de variables libres. Les propriétés suivantes sont des
analogues de propriétés bien connues de l’entropie classique.



7.1. Semi-continuité

Si une suite de d-uplets (Xi~~, ... , Xd~~) converge en distribution vers (Xi,..., Xd)
(ce qui signifie que les moments de (X l~~ , ..., X d~~ ) convergent simplement vers ceux
de (Xl, ... , Xd) ) , alors

7.2. Changement de variable

Soient

d séries entières en d indéterminées non commutatives tl, ... , td. On a une formule de

changement de variables

où DF est un jacobien non commutatif et Idetl est son déterminant de Kadison-

Fuglede, cf. [V3]. Dans le cas où F = (Fl, ... , Fd) est une application linéaire, on
a simplement IdetlDF = En particulier, si les Xz sont linéairement dépen-
dants, leur entropie libre vaut -oo.

7.3. Maximisation de l’entropie

Le rôle des variables gaussiennes est tenu, en probabilités libres, par les systèmes
semi-circulaires. Un système semi-circulaire est une famille de variables libres, chacune

ayant la loi du demi-cercle de densité 4~ 4 - x2 dx sur l’intervalle [-2, +2]. Comme
pour les variables gaussiennes, les systèmes semi-circulaires maximisent l’entropie, à
variance fixée. Plus précisément, soient (Xi,..., Xd) des variables centrées telles que
cp(X;) = 1, et (S’l, ... , Sd) un système semi-circulaire alors

Il y a égalité si et seulement si (Xi,... Xd) est un système semi-circulaire [V5]. La
formule de changement de variable vue au numéro précédent, dans le cas linéaire,
permet de traiter le cas où la matrice de covariance des X2 est arbitraire.

Finalement certaines inégalités valables pour l’entropie classique ont des analogues
libres [BV], [V6].

8. LA DIMENSION LIBRE

8.1. Définition

On a vu au numéro 6 que l’on utilise l’entropie libre en montrant que certains d-

uplets de variables ont une entropie infinie. On peut introduire une quantité, appelée
dimension libre par Voiculescu, qui permet de distinguer entre eux certains d-uplets



ayant une entropie infinie. Pour cela on effectue une régularisation des variables par
un système semi-circulaire, puis on évalue la croissance de l’entropie en fonction de la
variance du système semi-circulaire. Plus précisément, soient (Xl, ... , Xd) un d-uplet
de variables non commutatives et (Si , ... , Sd) un système semi-circulaire, libre avec
(Xl, ... , Xd) ; on définit

Les principales propriétés de cette dimension libre sont les suivantes.

Les propriétés 3) et 4) assurent que la notion est non triviale, et la propriété 2)
montre que L(Fn) possède un système de n générateurs de dimension libre n.

8.2. Le problème de l’isomorphisme

On ne sait pas si les facteurs de groupes libres sont isomorphes ou non. J’ai men-
tionné dans l’introduction l’alternative de Râdulescu : soit ces facteurs sont deux à
deux non isomorphes, soit ils sont tous isomorphes. Si ces facteurs sont isomorphes
alors, étant données (Xl, ..., Xn) des variables libres d’entropie finie qui engendrent
donc un facteur isomorphe à L(Fn), pour tout m > n, il existe (Y1, ... , Ym), des va-
riables libres d’entropie finie, qui engendrent le même facteur. Par exemple, on peut
prendre des systèmes semi-circulaires pour les Xi et les x. Les Yi sont des « fonc-
tions mesurables non commutatives » des Xi. La notion de dimension libre permet
de montrer que ces fonctions mesurables non commutatives ne peuvent pas être trop
régulières.

THÉORÈME 8.1 ([V3]). - Soient (Yl , ... , Ym ) deux familles de va-
riables aléatoires, chacune engendrant l’espace de probabilités non commutatif (A, cp).
Supposons qu ’il existe des séries entières non commutatives F1, ..., Fm en n variables,
telles que Y~ = Fj (Xl, ..., Xn), et que les Yi forment une famille libre d’entropie finie
alors

En particulier on a n > m.

En fait la notion de dimension libre permettrait de résoudre le problème de l’isomor-
phisme des facteurs de groupes libres (en montrant qu’ils ne sont pas isomorphes
entre eux), si l’on parvenait à établir la propriété de semi-continuité suivante : pour



toute suite (Xl~~, ... , telle que Xj pour la topologie forte des
opérateurs, alors

Il est facile en utilisant la propriété 3) du numéro précédent de vérifier cette semi-
continuité dans le cas d’une variable, i.e.

Dans le cas de plusieurs variables, on se heurte à la difficulté suivante : la dimension
libre ne dépend que des moments des Xi, mais si, dans la propriété de semi-continuité,
on remplace la convergence forte par la convergence des moments, alors il est facile
de trouver des contre-exemples (prendre par exemple pour (Xi,... Xn) un système
semi-circulaire, et des approximations par des matrices de taille finie).

Une légère modification de la notion de dimension libre (qui, dans tous les exemples
où on sait la calculer, coïncide avec la notion ci-dessus), a permis à Voiculescu [V4]
de donner une version renforcée de certains résultats du numéro 6. Ainsi en notant 6a
cette dimension libre modifiée, il montre que si l’algèbre de von Neumann engendrée
par (Xl, ..., Xd) admet une SAHD régulière, ou bien si elle a la propriété r, alors on

La notion de dimension libre possède des traits communs, encore loin d’être éluci-
dés, avec une autre notion de dimension, introduite par Dykema [Dyl], ainsi qu’avec
la notion de coût d’une relation d’équivalence, due à Gaboriau [Ga], voir également
[Shi].

8.3. Groupes ayant la propriété T de Kazhdan

Les groupes ayant la propriété T de Kazhdan ont des propriétés de rigidité qui
suggèrent que les facteurs associés sont très éloignés des facteurs de groupes libres.
Une tentative de quantifier cet éloignement au moyen de la dimension libre a été faite
par Voiculescu [V8], qui a montré que certains systèmes de générateurs de SL(n, Z)
ont une dimension libre ~ 1. Ce résultat a été généralisé par Liming Ge et Junhao
Shen [GS] qui ont montré que dans une grande classe d’algèbres de von Neumann,
qui inclut à la fois les facteurs non premiers (au sens du numéro 6.3) et beaucoup de
facteurs associés à des groupes ayant la propriété T, tout système fini de générateurs
a une dimension libre ~ 1.

THÉORÈME 8.2 ([GS]). - Soit (A, cp) un espace de probabilités non commutatif, en-
gendré par r sous-algèbres B1, ... , Br, tel que, pour tout 1  j  r, il existe une

sous-algèbre diffuse de Bj qui commute avec (en identifiant Br+l et Pour

tout système fini de générateurs auto-adjoints de A on a



Si A = Ai 0 A2, alors Ai commute avec A2 dans A et le théorème s’applique. On
retrouve ainsi le résultat du numéro 6.3.

Le groupe SL(n, Z) est engendré par les éléments I + eij, i ~ j . Il est possible,
pour n à 3, de ranger ces générateurs dans une suite dont les éléments consécutifs
commutent. En prenant pour Bj les algèbres de von Neumann engendrées par ces
générateurs, le théorème s’applique encore (lorsque n est impair L(SL(n, Z)) est un
facteur). Rappelons que le groupe PSL(2, Z) ne vérifie pas la propriété de Kazhdan,
et que le facteur qu’il engendre est isomorphe à un facteur de groupe libre à « 7/6
générateurs » (cf. [Sk]).

9. CONCLUSION

La définition à la Boltzmann de l’entropie libre présente des difficultés, dues à la
complexité des ensembles de micro-états matriciels, dont il n’est pas aisé d’estimer le
volume. Cela a conduit Voiculescu [V6] à introduire une autre notion d’entropie libre,
plus intrinsèque, qui passe par la définition d’une information de Fisher libre. Cette
nouvelle entropie libre possède de nombreuses propriétés en commun avec la première,
mais se comporte mieux sous certains aspects (cf. [NSS1], [NSS2], [Sh3]). Il serait donc
important d’arriver à relier les deux notions. On a des raisons probabilistes de penser
qu’une telle relation existe mais on ne dispose pas encore de résultats définitifs ([BS],
[CDG]).
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