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Séminaire BOURBAKI Mars 2001
53¢ année, 2000-2001, n° 888, p. 249 & 278

QUANTIFICATION GEOMETRIQUE
ET REDUCTION SYMPLECTIQUE

par Michele VERGNE

INTRODUCTION

Soit M une variété différentiable munie d’une 2-forme symplectique 2. On se donne
de plus un fibré en droites complexes L (appelé fibré de Kostant-Souriau) muni d’une
connexion V dont la courbure est —if2. On dira que M est une variété symplectique
préquantifiée, et on sous-entendra souvent le fibré L (dont la premiere classe de Chern
est fixée). Par exemple, si M est Pespace projectif, le fibré L est le fibré O(1). Peut-on
construire canoniquement un espace de Hilbert Q(M) associé & la variété préquanti-
fiée M 7 De plus, si ¢ est une fonction réelle sur M, peut-on lui associer un opérateur
auto-adjoint Q(¢) opérant sur Q(M) tel que toute valeur A du spectre de 'opérateur
Q(¢) appartienne a l'intervalle ¢(M) C R? Notons G le flot hamiltonien engendré
par ¢ et notons redy (M) P'espace des orbites de G dans I'hypersurface ¢ = \. Cest

—

FIGURE 1. Espace réduit : ¢~*(1)/S! = e

(dans les bons cas) une variété symplectique de dimension dim M — 2, appelée [’espace
réduit de M au niveau \.
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250 M. VERGNE

Si ¢ est propre, les espaces réduits sont compacts. On désire alors que le spectre de
Q(¢) soit un sous-ensemble discret de ¢(M) et que les multiplicités de toute valeur
propre A soient finies et en rapport étroit avec le volume symplectique de la fibre
réduite en A. Des procédés pour construire Q(M) et Q(¢) n’existent que sous cer-
taines conditions. Mais certains cas sont bien cernés, notamment celui des variétés
symplectiques compactes. On sait alors associer & une variété symplectique compacte
préquantifiée M un espace vectoriel canonique Q(M). Si ¢ engendre un flot hamilto-
nien circulaire G = {e",0 < t < 2}, ce flot G opere sur Q(M) et on pose Q(¢) = —iLl
ou L est le générateur infinitésimal de I'action du flot sur Q(M). Le but de cet exposé
est de décrire la multiplicité de la valeur propre A de Q(¢) grace a la variété réduite
en A.

Donnons dés a présent la description de cette relation dans le cadre d’une variété
kihlérienne compacte, et pour la valeur propre 0 dont ’espace propre est le sous-espace
Q(M)Y des éléments G-invariants de Q(M). L’espace quotient symplectique naturel
de M par G est I'espace réduit redo(M) = ®~1(0)/G. En effet, cet espace — du moins
s'il est lisse — est encore une variété kihlérienne compacte (de dimension complexe

dimc M — 1) et c’est « grosso modo » le quotient de M par I’action complexifiée de
Ge =C* sur M.

=

FIGURE 2. Actionde C* : M/C" = e

Si L est un fibré de Kostant-Souriau holomorphe sur M, alors Q(M) est — dans
les bons cas — ’espace des sections holomorphes du fibré L. Guillemin-Sternberg [16]
ont démontré qu’alors I’espace des invariants Q(M )€ s’identifie & 'espace des sections
holomorphes du fibré de Kostant-Souriau sur la variété réduite (tout au moins lorsque
celle-ci est lisse), comme dans le cas projectif, ol Q(M) est 'anneau des coordonnées
homogenes sur M et Q(M)® 'anneau des coordonnées homogenes sur le quotient
géométrique « M/G¢ ». Lorsque M est seulement symplectique, on peut, grace & une
structure presque complexe, définir un espace Q(M) analogue. Guillemin et Sternberg
[16] ont alors formulé une conjecture qui généralise au cas symplectique la construction
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de Mumford [32] en géométrie algébrique, construction clef de la théorie géométrique
des invariants.

11 est utile de replacer ces themes de réflexion dans le contexte de la méthode des
orbites, ou ils sont naturels. Si G est un groupe de Lie connexe, on note g son algébre
de Lie et g* 'espace vectoriel dual de g. Une orbite O de G dans g* est appelée orbite
coadjointe; c’est une variété symplectique. Si cette orbite O est préquantifiable, on
espére lui associer une représentation unitaire irréductible @Q(O) de G. En particu-
lier, soient N un groupe nilpotent simplement connexe et G un sous-groupe connexe
de N. Soit ® : n* — g* la projection canonique. Grace aux résultats de Kirillov (voir
[20]), toute orbite coadjointe O C n* est quantifiable en une représentation unitaire
irréductible Q(O) de N. On sait étudier (voir [10]) la décomposition de la restriction
de la représentation irréductible Q(O) au sous-groupe G de N, a I'aide de I’ensemble
des G-orbites contenues dans ®(0).

Dans cet exposé, on traite un probléme similaire pour le cas ou G est compact
connexe. En fait, on traite la situation suivante. Soit G un groupe de Lie compact,
agissant de maniére hamiltonienne sur une variété symplectique compacte M pré-
quantifiée. Soit & : M — g* ’application moment. On peut construire canoniquement
(voir section 3) un espace Q(M) sur lequel opére G'; c’est I’espace des solutions d’un
opérateur de Dirac tordu sur M. Si X/ est le champ hamiltonien associé & X € g,
la fonction (®, X) a pour opérateur associé Q((®, X)) = —iLP(X) , ou LZ(X) est le
générateur infinitésimal pour I'action unitaire de G dans Q(M). On montrera dans cet
exposé que l'on peut « voir » la décomposition de Q(M) en représentations irréduc-
tibles de G en regardant la décomposition de I'image de ®(M) en orbites coadjointes
de G. Le cas primordial est le suivant. Considérons une orbite coadjointe préquan-
tifiable Oy = G - A de G. D’apres le théoréeme de Borel-Weil-Bott, la représentation
76(A) = Q(O») est irréductible, c’est la représentation dite de plus haut poids A = i)\.
L’application ® étant 'injection canonique, c’est ce qui est attendu. Si M est une
variété préquantifiée obtenue par produit direct d’une orbite préquantifiée Oy par
une variété symplectique compacte N préquantifiée avec action triviale de G, alors
QM) = Q(N) ® Q(0,) et G agit trivialement sur Q(N). Ici, application ® est
la projection de M = N x O, sur le deuxieme facteur, et seule la représentation
7¢(A) = Q(O,) intervient dans la décomposition de Q(M), mais cette fois avec mul-
tiplicité dim Q(N).

V. Guillemin et S. Sternberg ont formulé une conjecture précise qui permet de
décrire entierement I’espace de représentation Q(M) du groupe G grace & applica-
tion @, pour toute action hamiltonienne de G sur M. On introduit ’espace réduit de
Marsden-Weinstein redo(M) = ®~1(0)/G. C’est dans les bons cas une variété sym-
plectique lisse compacte préquantifiable (avec action triviale de G). La conjecture de
Guillemin-Sternberg s’énonce

Q(M)® = Q(redo(M)).
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252 M. VERGNE

Leur conjecture est connue sous la forme du slogan : « La quantification commute A la
réduction! » ou du sigle [Q, R] = 0. Ce slogan a aussi influencé les recherches de rela-
tions précises entre représentations d’un groupe G opérant de maniére hamiltonienne
sur M et la géométrie de I'application moment également pour beaucoup de situa-
tions non compactes. Ces themes de recherches étaient présents depuis longtemps, en
particulier depuis les résultats de Duistermaat-Heckman [12] sur le comportement lo-
calement polynomial des volumes des fibres réduites. De nombreux résultats qualitatifs
ou asymptotiques pour les multiplicités découlent des formules de caractéres établies
pour ces représentations (M) quantifiées d’une variété symplectique M, mais rien de
nickel comme la conjecture de Guillemin-Sternberg n’était démontré. La formule de
localisation dite non abélienne de Witten [46], et les démonstrations de Jeffrey-Kirwan
[17] de cette formule, ont aiguillonné une nouvelle recherche plus insistante dans ce do-
maine. Ainsi, vers 1994, au moins cinq démonstrations différentes de la conjecture de
Guillemin-Sternberg étaient simultanément proposées pour le cas du groupe G = S Y
par Duistermaat-Guillemin-Meinrenken-Wu, Guillemin, Jeffrey-Kirwan, Meinrenken,
et Vergne [11, 14, 18, 28, 45]. Puis, E. Meinrenken et E. Meinrenken-R. Sjamaar
I'ont démontré dans le cas général beaucoup plus difficile d’un groupe de Lie compact
connexe quelconque [29],[30]. L’article de Sjamaar [36] est une excellente introduc-
tion a ces résultats. Enfin, Y. Tian-W. Zhang, W. Zhang, puis P.-E. Paradan ont
produit d’autres démonstrations plus directes du cas général, s’adaptant & certaines
situations nouvelles : variétés a bord, variétés non compactes, application moment
abstraite, familles, indices de fibrés positifs [39, 40, 41, 42, 43, 49, 50, 33, 34).

Avant d’entreprendre une description (un peu technique) du procédé de quantifica-
tion utilisé dans la conjecture de Guillemin-Sternberg, puis des résultats, expliquons
la signification de cette conjecture dans I’exemple fondamental de la quantification
d’un espace vectoriel symplectique.

Soit M = R?" muni des coordonnées symplectiques g1, g, . . . yQny P1, D2, -+« , Pn-
On considere le fibré de Kostant-Souriau; c’est le fibré trivial, mais avec connexion

. n
V=d- % ;(pkdmc — qrdpk).

Alors Q(M) est Pespace de la représentation unitaire irréductible du groupe de
Heisenberg. Cet espace Q(M) est muni d’opérateurs auto-adjoints Py, Q. vérifiant
PrQo — QP = iéi pour 1 < k < netl << n. Voici la réalisation « concréte »
de Q(M) : considérons M comme un espace vectoriel complexe avec coordonnées
complexes zr = px + igx. On construit Q(M) comme I’espace des solutions L? de
I'opérateur elliptique D, qui est par construction opérateur d tordu par V :

D= Z (% + zk)dEk.
k
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On obtient la réalisation de Fock de Q(M) :
QM) = {F(z) = 7 () s  holomorphes [ |FPdpdg < oo}
M

muni des opérateurs

i (0 1,0

=—(z—- t Qr=—=(=— .

Py ﬁ(azk ) et Q ﬁ(ﬁze +2)

Considérons la fonction ¢(z) = |z|?/2. L’image de M par ¢ est I'intervalle [0, co|.

La fibre au point A > 0 de ¢ est la sphére S = {z, |2|?/2 = A} de dimension 2n — 1 et
de rayon v2\.

Soit Xy le champ de vecteurs hamiltonien de ¢; alors

= 0 0
%o = ; (qk Opr pk@t]k)

Le flot engendré par X, est le groupe & un parameétre de rotations g(t) = e~ *1Id.
Il laisse stable la surface de niveau ¢ = A, et 'espace réduit (si A > 0) est 'espace
projectif P,,_1(C) qui hérite d’une structure symplectique 2 dépendant linéairement
de A. Le volume de P,_;(C) pour la mesure de Liouville correspondante est (2%11)'
Cette structure symplectique est préquantifiable si et seulement si A est un entier k
positif ou nul auquel cas le fibré de Kostant-Souriau pour la structure symplectique
induite est le fibré O(k). L’opérateur de Kostant Q(¢) canoniquement associé & ¢ et
V est Popérateur différentiel

Q(¢) = ¢ — iVx, = —iX,.

Les valeurs propres de 'action sur I’espace Q(M) de cet opérateur, générateur
infinitésimal de la rotation complexe, sont obtenues pour A = 0,1,2,...,k,.... L'es-
pace vectoriel Q(M)i formé des vecteurs propres pour Q(¢) de valeur propre k est
isomorphe a P’espace des polynémes homogenes de degré k en n variables, par ’appli-
cation

F(z) = F(2) = e f(2).

Par restriction a la surface de niveau k, nous obtenons un isomorphisme de Q(M)x
avec I'espace H%(P,_1(C), O(k)) des sections holomorphes du fibré O(k). La formule
pour la dimension de Q(M )y est remarquable; en effet, nous avons
(k+1)(k+2)---(k+ (n—1))

dim Q(M ), = =1

Cette formule polynomiale en k est un analogue « entier » de la formule ——(fln__ll)!

pour le volume de la fibre réduite. Pour k = 0, on obtient dim Q(M)y = 1, ce qui
correspond bien au fait que la fibre de ¢ devient un point pour k = 0.
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Remarquons que I’exemple que nous venons de traiter est le cas d’une variété non
compacte : R?". Pour cet exemple, le modele de quantification géométrique par 'es-
pace de Fock Q(M) est clair. Cependant la conjecture de Guillemin-Sternberg n’est
démontrée de maniére générale que dans le cas de variétés hamiltoniennes compactes.
Son énoncé demande d’ailleurs & étre précisé dans le cas des variétés hamiltoniennes
non compactes lorsque le modeéle de quantification n’est pas clair. Nous donnerons ce-
pendant exemple des séries discretes, olt dans une situation non compacte, le slogan :
«la quantification commute 3 la réduction » est encore vrai.

1. NOTATIONS

La notation x ou ¢ désigne une variable réelle, z une variable complexe. La notation
M désigne une variété différentiable. Les points de M sont notés m. La notation U est
aussi employée pour une variété différentiable, mais M sera le plus souvent compacte
tandis que U sera généralement non compacte. Si V — M est un fibré vectoriel (de
rang fini) sur M, on note I'(M, V) I'espace vectoriel des sections différentiables du
fibré V. Soit A(M) 'algebre des formes extérieures sur M. La contraction par un
champ de vecteurs V' est notée i(V) : A*(M) — A*"}(M); ainsi si Q est une 2-
forme, la 1-forme (V)2 est donnée par (¢(V)Q)(€) := Q(V A¢€), pour tout champ de
vecteurs &.

Notons S* le groupe {e',0 < t < 27}. Un tore est un groupe de Lie compact
connexe abélien, c’est-a-dire un produit de groupes S'. On notera T un tore, t son
algebre de Lie et t* I'espace vectoriel dual de t. Les symboles y, ..., \ désignent des
éléments de t*.

Dans tout le reste de cet exposé, G désigne un groupe de Lie compact connexe,
d’algébre de Lie g. Un élément de g est noté en général X. La notation a désigne des
éléments de g*. L’orbite coadjointe G - a est souvent notée O,.

Soit G' agissant a gauche sur M. Si X € g, on note X (ou simplement X) le
champ de vecteurs sur M donné au point m € M par X,, = d% exp(—eX)-m|.—p. On
note g, C T, M le sous-espace vectoriel de T,,, M formé des vecteurs tangents X,,.
Désignons par M“ I’ensemble des points fixes de I'action; c’est une sous-variété de
M. On note G(m) le stabilisateur du point m € M dans G, et g(m) son algebre de
Lie. Si V est un fibré G-équivariant sur M, on note £Y(X) Paction infinitésimale de
X egsur I'(M, V).

Rappelons la description de ’espace des orbites coadjointes de G dans g*. Choisis-
sons un tore maximal T' de G. Soit W = Ng(T')/T le groupe de Weyl. On identifie
Pespace vectoriel t* au sous-espace vectoriel de g* fixe par I'action coadjointe de T.
Fixons un systéme de racines positif A*. On note p la demi-somme des racines posi-
tives. On peut paramétrer I'ensemble t*/W¢ par la chambre de Weyl positive (fermée)
¢g C t*. Si M est une orbite coadjointe de G dans g*, elle rencontre le cone ¢g en un
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point et un seul. Ceci établit une bijection entre c¢g et ’ensemble des orbites coad-
jointes g*/G. Lorsque G est fixé, on écrit W, ¢, etc., au lieu de Wg, ¢g, etc. SiG =T
est un tore, alors ¢ = g*.

On note G 'ensemble des classes de représentations irréductibles de dimension finie
de G. Une représentation R de dimension finie de G se décompose en somme directe
de représentations irréductibles : R = &__an,7. On dit que n, est la multiplicité de
la représentation T dans R. L’ensemble des 7 pour lesquels 7., est non nul est appelé
le support de R. On identifiera souvent une représentation R de G avec son caractere
Tr R(g) sur G. Ce caractére est déterminé par sa restriction 4 7. On note Poids C it*
le réseau des différentielles des caractéres de T'. Un poids est en général noté A, et on
écrit A =i\ avec A € t*. On note e € T le caractére de T associé a A. On note R(G)
le Z-module libre engendré par G. Un élément R de R(G) est appelé représentation
virtuelle de G ; il s’écrit comme différence de deux représentations de dimension finie

de G.

Si A € PoidsNic, on dit que A est un poids dominant. On associe & tout poids
dominant A la représentation irréductible 7¢(A) de G de plus haut poids A. On
identifiera donc T au réseau des poids et G au cone des poids dominants.

2. DEFINITIONS GEOMETRIQUES

2.1. Fibrés positifs

La définition suivante est due & P.-E. Paradan; elle s’inspire des critéres de positi-
vité de Y. Tian-W. Zhang. Soit £ un fibré vectoriel hermitien G-équivariant sur M.
Si X € getsime M est un zéro du champ Xy, alors le groupe 4 un paramétre
exptX opere dans la fibre &, du fibré £ au point m. On note £, (X) I’application
infinitésimale de X dans &,,. Alors i£%,(X) est un endomorphisme hermitien de &,,,.

DEFINITION 2.1. — Soit £ un fibré hermitien G-équivariant sur M et ® une appli-
cation G-invariante de M dans g*.

— On dit que £ est ®-positif si, pour tout X € g et tout zéro m du champ Xy,
Vopérateur —i(®(m), X)LE,(X) a toutes ses valeurs propres positives ou nulles.

— On dit que & est strictement ®-positif si, pour tout X € g et tout zérom du champ
X tel que (®(m), X) # 0, Uopérateur —i(®(m), X)LE,(X) a toutes ses valeurs
propres strictement positives.

Noter que cette définition ne dépend pas de la structure hermitienne G-invariante

sur £. Un exemple simple mais important est le cas du fibré trivial M x V. (avec action
triviale de G sur V') qui est ®-positif pour toute application ®.
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Si L est un fibré linéaire G-équivariant, on peut construire une application & :
M — g* telle que (®(m), X) = —iLL (X) pour tout X € g(m). En effet, on choisit
une connexion G-invariante V sur L, et on définit

(®,X) = —ill(X) +iVx.

On dit ([7], ch.7) que ® est le moment de la connexion V (c’est une application
moment abstraite au sens de Karshon [13]).

2.2. Action hamiltonienne d’un groupe et réduction

Soit (M, 2) une variété symplectique : §) est une 2-forme fermée sur M et €2, est
en tout point m de M une forme alternée non dégénérée sur 'espace tangent T}, M.
Si ¢ est une fonction réelle sur M, alors il existe un champ de vecteurs Hy sur M
tel que Q(Hy,§) = £ - ¢ pour tout champ de vecteurs ¢ sur M ; ce champ Hy est
appelé champ hamiltonien de ¢. Le groupe de transformations locales engendré par
Hy est appelé flot hamiltonien. Il conserve les lignes de niveau ¢ = cste. Le flot est
dit circulaire s’il s’integre en une action de S?.

Si (M,) est une variété symplectique, notons M~ la variété M munie de la
forme —Q.

Voici la définition d’espace G-hamiltonien (G, M,Q, ®¢) : La variété (M, Q) est
une variété symplectique munie d’une action symplectique de G. Notre convention de
signes est la suivante : 'application & : M — g* est une application commutant a
Paction de G et vérifiant ’équation de Hamilton

d®g, X) + (X )2 =0

pour tout X € g. Autrement dit, le champ —X s est le champ hamiltonien de la
fonction (®¢, X). L’application ®¢ est appelée ’application moment. Il est facile de
voir que l'application ®¢ est localement constante sur M¢. En particulier, 'image
d’une composante connexe de M est un point de g*.

Si K est un sous-groupe de G, alors l'action de K sur M est hamiltonienne, et
lapplication moment ® g est la composée de $ avec la projection naturelle de g*
dans £*. Si G est fixé, on dénote @ simplement par ®.

Voici la définition d’espace G-hamiltonien préquantifié : La variété hamiltonienne
(G, M, ), @) est préquantifiée, si elle est pourvue d’un fibré en droites G-équivariant
L sur M muni d’une connexion G-invariante V dont la courbure soit —i{2. On veut
de plus la condition de Kostant ([25])

(1) LH(X)=Vx +i(®,X).

On appelle L un fibré de Kostant-Souriau. Sa premiere classe de Chern est la classe
de $X. D’apres équation (1), si m est un zéro de X, I'action £ (X) de X dans L,,
est simplement la multiplication par i(®(m), X) .
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Un cas tres important de fibré ®-positif sur une variété hamiltonienne (M, ®)
est le fibré de Kostant-Souriau L — M, car en un zéro de X,,, l'action de
—i(®(m), X)LL (X) est la multiplication par [(®(m), X)|?. Ainsi le fibré de Kostant-
Souriau est strictement ®-positif.

On notera souvent seulement (M,®) une variété G-hamiltonienne, en sous-
entendant 2 et G, et (M, L) une variété G-hamiltonienne préquantifiée, ou simplement
M, et toutes ces données sont sous-entendues.

Soit M une variété G-hamiltonienne ayant une application moment ® propre.
Considérons la fibre en 0 de ®; c’est un G-espace. On peut donc former l’espace
topologique quotient redo(M) = ®~1(0)/G, appelé espace réduit de M en 0. Placons-
nous dans la situation idéale, lorsque G agit librement dans ®~1(0). Alors 0 est une
valeur réguliére de ® et ®~1(0) est une variété. De plus, I’espace topologique redo (M)
hérite d’une structure de variété symplectique compacte. Si (M, L) est préquantifiée,
le fibré L|gp-1(0)/G est un fibré de Kostant-Souriau sur redo(M) noté redg(L). Réci-
proquement, si 0 est une valeur réguliere de ®, alors ®~1(0) est une variété, et on
voit grace a 1'équation de Hamilton que toutes les orbites de G dans ®~1(0) sont de
dimension dim G. Alors redo(M) = ®71(0)/G est une variété qui n’est pas nécessai-
rement lisse, mais dont les singularités sont de type quotient par un groupe fini (une
V-variété) et redo(L) = L|g-1(0)/G est un V-fibré sur redo(M).

2.3. Un exemple fondamental : les orbites coadjointes

Une orbite coadjointe O, = G - a est munie d’une unique structure d’espace
G-hamiltonien pour laquelle P'application moment est l’injection canonique de O,
dans g*. L’orbite G - (—a) est isomorphe & I’espace opposé O; .

On dit qu'une forme a € g* est entiére s’il existe un caractere x de G(a) de différen-
tielle ia sur son algebre de Lie g(a). Comme G(a) est connexe, ce caracteére — s'il existe
— est unique. On note C,, la représentation de G(a) dans C par multiplication par x.
On fait agir u € G(a) & droite sur (g,2) € G x Cy par (g,2) - u = (gu, x(u™1)z) et
G Xg(a) Cx = (G x Cy)/G(a) est I'unique fibré de Kostant-Souriau sur G/G(a) = O,.
Si A € t*, Porbite coadjointe Oy C g* de A par le groupe G est entiére si et seulement si
A =4 est un poids. Désignons par Ly son fibré de Kostant-Souriau. Les orbites pré-
quantifiables (ou entieres) paramétrisent donc les représentations irréductibles de G.

Soit (M, ®) une variété hamiltonienne d’application moment propre et soit O,
lorbite coadjointe de a € g*. L’image réciproque ®~1(0,) est stable par G. On peut
donc former 'espace topologique quotient red,(M) = ®~1(0,)/G = & (a)/G(a).
L’espace M x O, est une variété symplectique avec moment ®,(m, f) = ®(m) — f si
me Met feO,.Onaredo(M x O;) =redq(M). On dit que red, (M) est I’espace
réduit de M au point a.

En suivant Meinrenken-Sjamaar, on dit que a € g* est une valeur quasi réguliére, si
les orbites de G(a) dans = (a) sont toutes de méme dimension. L’équation de Hamil-
ton implique que ®~'(a) est une sous-variété de M et que red, (M) = ®~1(a)/G(a)
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est une V-variété. Si O, est entiére et (M, L) préquantifiée, alors M x O, est préquan-

tifiée par L ® L_ . On obtient alors un fibré de Kostant-Souriau sur redg(M x 0,)=
redy(M).

2.4. Le polytope de Kirwan

Soit (M, ®g) une variété G-hamiltonienne compacte et connexe. D’apres le théo-
reme de Kirwan [22] (qui généralise le théoréme de Atiyah-Guillemin-Sternberg) I'en-
semble Kirg(M) = ®g(M) N ¢ est un polytope convexe. Il est appelé le polytope
de Kirwan. Le polytope Kirg(M) C ¢ est contenu dans le polytope Kirp (M) C t*
pour I'action de T, et Kirp(M) est I'enveloppe convexe de 'union des transformées
de Kirg(M) par Wg .

On note Kir(M) le polytope de Kirwan de M, si le groupe G est fixé.

Considérons le cas o G = T est un tore. Ecrivons M7 = | perp P ou F est
Pensemble fini des composantes connexes de M”. Alors le polytope Kir(M) = ®(M)
est Penveloppe convexe de I’ensemble fini {®(P), P € F}. C’est le théoréme d’Atiyah-
Guillemin-Sternberg [2], [15]. De plus, si s est un sommet de Kir(M), alors ®~(s)
est une composante connexe de MT. Dans ce cas, espace réduit de M au point s est
simplement cette composante connexe.

Il est difficile de décrire le polytope Kir(M) = ®(M) N ¢ lorsque G n’est pas un
tore (et encore plus difficile de décrire les espaces réduits). Par exemple, ce n’est
que récemment que Klyachko [23] a montré que les inégalités de Horn décrivaient
effectivement le polytope de Kirwan d’un produit de deux orbites coadjointes de U (r).
Voici un exemple pour G = U(3). On identifie g* & 1’espace des matrices hermitiennes.
L’action de G est par conjugaison. Soient

(631 0 0 ,81 0 0
a=10a 0 ],B8=[0p0 0],aveca; >ay>azet B> 32 > fs.
00 a3 00 ,33
Par définition, le polytope de Kirwan de O, X Og est I’ensemble de tous les éléments
7m0 0
Y=10v 0 |, avec 11 2 72 = 73,
0 073

tels qu’ il existe deux matrices hermitiennes A, B conjuguées respectivement a « et 3
avec v = A + B. Naturellement, on a

Y +7v2+ 3 =01+ oz + oz + B+ B2 + Bs.

Le polytope de Kirwan est I'intersection de la chambre de Weyl v > v > 73 avec
le polytope défini par les 6 inégalités :

Y1 < ap + /817
Y2 < min (a2 + F1,01 + B2),
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v3 < min (az + f2, a3 + B1, 1 + B3),
M+v <o +az+ f+ P,
Y1 +73 < min(en +az + B1 + B2, 01 + a2 + B + B3),
Y2 + 73 < min (az + a3z + f1 + B2, 1 + a2 + B2 + 3,01 + a3 + B1 + B3),
et 'égalité
Mt+r+r=0t+az+az+p1+ P2+ G5

Voici le dessin de ce polytope, dans le plan 1 + vz +v3 = 0 pour o = (4,2, —6), et
:6 = (57 _17_4) :

v

FI1GURE 3. Les deux polytopes de Kirwan pour T et pour G

3. QUANTIFICATION

3.1. Indice d’opérateurs elliptiques

Soient U une variété (non nécessairement compacte) et S un fibré vectoriel com-
plexe gradué S := ST @ S~ sur U. Notons p la projection de ’espace cotangent T*U
sur U. Soit ¢ un homomorphisme C* entre les fibrés vectoriels p*S* et p*S~. En
d’autres termes, c’est la donnée pour tous m € U et £ € T U d’une application li-
néaire o(m,€) : S}, — S, (variant différentiablement en (m,&)). On dit briévement
que o est un symbole sur U. On note Char(co) ensemble constitué des (m, £) tels que
o(m, &) ne soit pas inversible. On dit que o est un symbole elliptique si I’ensemble
Char(o) est compact ; par exemple U est compacte et o inversible en dehors de la
section nulle de T*U. L’indice Indicey (o) d’un symbole elliptique o est défini par
Atiyah-Singer [6]. C’est un entier relatif qui ne dépend que de la classe d’homotopie
stable de o, autrement dit de la classe de o dans le Z-module K (T*U).

Soit G un groupe compact opérant sur U. Notons T5U le sous-ensemble de T*U
formé des éléments (m,&) tels que (&, g,) = 0. On dit qu'un symbole o est G-
transversalement elliptique, si o est G-invariant et si Char(c) N T4U est compact.
L’indice Indiceg(a) d’un symbole transversalement elliptique o est alors défini par
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Atiyah [1]; c’est une représentation & trace de G qui ne dépend que de la classe
d’homotopie stable de o, autrement dit de la classe de o dans K (T&U).

Voici la définition de 'indice pour les symboles polynomiaux homogenes et pour une
variété compacte M : sio(m,£) est un polyndme homogene en £ et inversible en dehors
de la section nulle, on peut trouver un opérateur différentiel D(o) : T(M,S8%) —
I'(M,S™) dont le symbole principal est . D’apres la théorie des opérateurs elliptiques,
la dimension du noyau de D(c) est finie, ainsi que la codimension dans I'(M,87) de
I'image de I'(M, S*) par D(o). L’indice de o est alors défini par

Indiceps (o) = dim Ker(D(0)) — dim Coker(D(0)).

Si G est un groupe compact agissant sur M et o un symbole transversalement ellip-
tique G-invariant, alors I'indice de o est la représentation virtuelle

Indicer,¢(0) = Ker(D(o)) — Coker(D(o))

du groupe G. Plus précisément, considérons, pour chaque 7 € @, I’espace vectoriel
(M, Si)T des sections de S* engendrant une représentation de type 7. Considérons
Popérateur D(o), : I'(M,S8%), — T'(M,87),. Alors Ker(D(c),) et Coker(D(c),)
sont des espaces de dimension finie. Ainsi, Ker(D(0),) = nf7 et Coker(D(0),) =
n; T, avec n et n; finis. On définit

Indicer,c(0) := @, cg(nf —n;)r.

C’est une représentation (virtuelle) & trace de G. (Dans le cas elliptique, seul un

nombre fini de représentations 7 peuvent apparaitre avec multiplicités non nulles nt
et n dans la somme ci-dessus.)

Si G est fixé, on écrit Indiceps(o) au lieu de Indiceps (o). Chaque représenta-
tion irréductible de G intervient avec une multiplicité finie dans Indiceps (o). En
particulier, [Indicep(0)]€ est la multiplicité de la représentation triviale. C’est donc
un nombre entier, positif ou négatif. Si un groupe compact H commute avec G, et
laisse invariant tout ce qui est nécessaire, alors [Indiceps()]€ est une représentation
virtuelle (de dimension finie) de H.

Si € est un fibré vectoriel complexe G-équivariant sur M et o un symbole elliptique
G-invariant sur M, alors og¢(m,£) ® Id : S ® £, — S, ® € est aussi un symbole
elliptique G-invariant. On dit que c®Idg est le symbole o tordu par £. Supposons pour
simplifier que M admette une structure Sping. Il existe alors un symbole elliptique
c € Kg(T*M) tel que tout autre symbole elliptique o soit équivalent & ¢ ® Idg.
En d’autres termes, c est un générateur de Kq(T*M) sur Kg(M). Un générateur
n’est défini qu’a tensorisation par un fibré linéaire prés. Considérons un instant le cas
d’une variété compacte complexe M et notons J ’endomorphisme de T'M donné par
la, multiplication par ¢. On définit S = AT*M, que I'on considére comme un fibré
vectoriel compleze gradué en formes paires et impaires. Choisissons une structure
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hermitienne G-invariante sur 7*M. Pour £ € T*M, notons £(§) la multiplication
par . Finalement

() ?M(m, €) = \%(%(6) +em(€)) : APTE M — AP M

définit un symbole générateur c¢/*M de Kg(T*M) sur Kg(M) (le facteur \/LE ici est
inutile, mais il est traditionnellement 1 pour que le carré de ¢’ soit égal & —||¢]|?).
On note ¢/ := ¢?M si M est fixée. L’opérateur 0 + 3" (considéré comme opérateur
de T'(M, AP2*T* M) dans T'(M, A™P2*T* M)) est un opérateur de symbole ¢”M. Si €
est un fibré holomorphe G-équivariant sur M, alors I’espace virtuel Indiceps (¢’ ® I¢)
coincide avec la représentation virtuelle 2:6‘: M(_1)kH* (M, O(E)) dont la dimen-
sion virtuelle est donnée par le théoreme de Riemann-Roch. Pour cette raison nous
notons

RR’(M, &) = Indicep (¢’ ® I¢).

Soit M une G-variété compacte de dimension paire, pourvue d’une structure
presque-complexe G-invariante. Ceci veut dire qu’il existe J € I'(M,End(T'M))
tel que J?2 = —1, et G-invariant, mais J n’est pas forcément associée & des cartes
complexes de M (qui peut-étre n’a aucune structure complexe). On peut quand
méme définir ¢/ par la formule (2). On note encore

RR’(M, ) = Indicep (¢’ ® I¢).

C’est une représentation virtuelle de dimension finie de G.

3.2. Quantification d’une variété symplectique compacte

Soit (M, 2, ®) une variété symplectique compacte munie d’une action hamilto-
nienne de G. Si Ey,...,EN est une base de g, les flots hamiltoniens des fonctions
¢r = (@, E)) engendrent 'action de G sur M. On peut choisir une structure J
presque complexe et G-invariante. Grace a un choix de J, nous obtenons un géné-
rateur ¢/ de Kg(TM) et une application RR’(M,.) : Kg(TM) — R(G) associant
a tout fibré vectoriel G-équivariant £ sur M la représentation RR’ (M, £). Cette ap-
plication ne dépend que de la classe d’homotopie de J. Un choix particulierement
heureux par la suite sera celui d'une structure J adaptée a ), c’est-a-dire vérifiant
Q(Jv, Jw) = Qv,w) et (v, Jv) > 0 pour tous v,w € T,, M. Nous écrivons Jj, pour
la structure adaptée, h comme heureux. Elle est bien définie & homotopie pres.

DEFINITION 3.1. — Soit (G, M,Q, ®) une variété hamiltonienne compacte munie
d’un fibré de Kostant-Souriau L. Soient ¢1 = (P, E1),...,¢n = (D, EN) les fonc-
tions dont les flots hamiltoniens engendrent l’action de G. Soit J;, une structure
presque-complexe G-invariante et adaptée. Posons

Q(M) := RR'(M, L).
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Le groupe G agit sur Q(M). Notons L2(X) laction infinitésimale de X € g dans
Q(M). On définit :

Q(¢r) := —iL2(Xy).

Comprendre les valeurs propres des opérateurs Q(¢x) et leurs multiplicités revient
donc & décomposer Q(M) en représentations irréductibles de G, puis a étudier le
méme probléme pour une représentation de G.

Remarque 3.2. — Nous sous-entendons le fibré L dans la notation. En effet, comme la,
classe de Chern (équivariante) de L est fixée, le résultat Q(M) ne dépend que de M.

Remarque 3.3. — Ici, nous prenons pour la quantification une convention « ho-
lomorphe », en suivant Guillemin-Sternberg, en choisissant une structure presque-
complexe adaptée. Mes propres préférences pour la quantification vont & la convention
Spin. Les orbites quantifiables sont alors les formes admissibles au sens de Duflo.
Cependant, bien que le formalisme Spin soit plus intrinséque, il est aussi plus lourd,
et les résultats sont, pour le moment, moins plaisants. On donnera cependant un
résultat dans ce cadre dans la section 7.

Voyons ce que donne la quantification pour une orbite coadjointe. Soit A = i\ un
poids dominant. Alors pour la structure complexe Jy adaptée a la structure symplec-
tique de Oy, et pour le fibré de Kostant-Souriau canonique Ly sur Oy, nous avons

(3) Q(0x) = RR™ (03, Ly) = 1¢(A)
et
(4) Q(0y) = 1a(A)".

Notre travail consiste & comprendre la décomposition de Q(M) = RR’v(M,L) en
représentations irréductibles de G en fonction de I’application moment ®. On note m
la fonction sur le support de RR'* (M, L) telle que Q(M) = ®,cgm(7)7. Pour analy-
ser géométriquement toutes les multiplicités, il suffit de comprendre géométriquement
la fonction dim Q(M)® pour toute variété préquantifiée M. En effet, on a m(r) =
dim(RR’»(M, L) ® 7*)¢. En utilisant le modéle donné en (4), on voit que

m(ra(A) = Q(M x O5)°.

3.3. Comportement des multiplicités et conjecture de Guillemin-Sternberg

Soient (G, M, ), ®) une variété hamiltonienne compacte préquantifiable et L un
fibré de Kostant-Souriau sur M. Alors, pour tout n > 0, la variété (M, n8, nd) est
hamiltonienne, avec fibré de Kostant-Souriau L™ et polytope de Kirwan n Kirg(M).

Une fonction ¢ sur Z est dite périodique, s’il existe un entier N tel que c(n+ N) =
¢(n) pour tout n € Z. Une fonction f sur Z est appelée un polynéme de degré d a
coefficients périodiques, si f(n) = Z?:o cj(n)nt, les fonctions ¢;(n) étant des fonctions
périodiques sur Z. Meinrenken et Sjamaar ont établi le beau théoréme suivant, qui
est une profonde généralisation du théoréme d’Ehrhart pour les polytopes & sommets
entiers.
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THEOREME 3.4 (Meinrenken-Sjamaar). — La fonction n +— dim RR’»(M,L™)C sur
Uensemble N = {0,1,2,...} est la restriction a N d” un polynéme sur Z a coefficients
périodiques. Le degré de ce polynome est égal & dim M /2 — dim G.

Ce résultat s’obtiendra non pas directement mais comme conséquence d’une réali-
sation géométrique de RR’» (M, L)® en tant qu’espace de fonctions sur espace réduit
redo(M) = ®71(0)/G. Autrement dit, Meinrenken-Sjamar démontrent la

CONJECTURE DE GUILLEMIN-STERNBERG. — Q(M)C = Q(redo(M)).

Nous expliquerons en détail la signification du deuxiéme membre de cette éga-
lité dans la sous-section 5.1, car en général 'espace topologique redo(M) n’est pas
lisse. Par cette voie géométrique, on identifiera RR’» (M,L™)¢ & l'espace vectoriel
RR’" (Mg, L) ou Mg est une V-variété et Lg un V-fibré. La formule de Riemann-
Roch-Kawasaki nous assurera alors le comportement « polynéme & coefficients pério-
diques » de la fonction n — dim RR’* (M, L™)C.

4. PREMIERES TENTATIVES DANS LE CAS D’UN TORE T

Soit T un tore agissant de maniére hamiltonienne sur une variété symplectique com-
pacte M. On suppose M préquantifiée. Ecrivons QM) = @Aefm()\)ef\. Ici A = iA
est dans le réseau des poids. La conjecture de Guillemin-Sternberg dans le cas d’un
tore affirme que m()\) = Q(®~1(A\)/T). La premiere idée qui vienne & esprit de tout
un chacun pour calculer les multiplicités m(\) est d’utiliser la formule d’Atiyah-Bott-
Segal-Singer [3],[4],[5] pour 'indice équivariant. On verra que, en dehors de situations
trés particuliéres, cette formule n’entraine pas immédiatement un calcul des multi-
plicités m()) en fonction de la fibre ®~1()). On peut cependant obtenir rapidement
quelques résultats qualitatifs sur le support de la représentation Q(M).

Considérons plus généralement la représentation RR”(M, &), o1 £ est un fibré vec-
toriel T-équivariant et J une structure presque complexe T-invariante quelconque.
Décomposons RR’(M,€) = &, sn(\)er. Notons F l'ensemble des composantes
connexes P de MT. Chacune d’entre elles est une sous-variété symplectique connexe de
M. Les poids de T sur £|, ne varient pas lorsque p parcourt P ; notons Poids(P, &) C
it* leur ensemble. On note Poids(£) = (Jpep Poids(P,€). On note Poids(P,J) les
poids de T' dans I'espace complexe normal (T'M,, J)/(TP,,J) pour un p € P ( i.e.
les poids non nuls dans 'espace complexe (T'M,, J)). La formule de I'indice d’Atiyah-
Bott-Segal-Singer s’écrit sous la forme

Trrri(me) = Y, XP
PeF

d’une somme de fonctions rationnelles yp sur T, attachées & chaque composante
irréductible P de la variété fixe MT. Le dénominateur de xp est un produit d’éléments
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(1 - e*) avec a € Poids(P, J). Le numérateur est une combinaison linéaire de e* ol
les vy, sont des poids appartenant & Poids(P, £). La fonction Xxp ne dépend que de P,
du fibré normal & P dans M et de £|p. Par exemple, si P est un point {p}, on a

Tre, (exp X)
HaEPoids(p,J)(l —elaX))’

Pour tirer des informations de cette formule, il est nécessaire de prendre des déve-

loppements compatibles de chaque fonction rationnelle

1

HaePoids(p,J)(l — elaX))
en une série infinie de caracteéres. Ce n’est qu’apres addition des contributions de tous
les points fixes que I'on obtient une somme finie de caractéres. Le seul cas ot il est

facile d’utiliser ce développement en séries de la formule de 'indice pour calculer n(A)
est celui oll A est un élément extrémal.

xp(exp X) =

DEFINITION 4.1. — Un poids A € Poids(£) est dit extrémal s'il existe € € t* tel que
i€, 1 — A) > 0 pour tout p poids de £ différent de A.

En particulier, si Poids(£) = {A}, alors le point A est extrémal. Notons Kir(€) C it*
P’enveloppe convexe des poids de &.

PROPOSITION 4.2. — Soient & un fibré vectoriel T-équivariant sur M et J une struc-

ture presque-compleze G-invariante sur M. Alors le support de la représentation
RR’(M,E) est contenu dans Kir ().

Preuve (esquisse). — Démontrons par exemple que si Poids(£) = {0}, et si les points
fixes sont isolés, alors notre représentation RR’ (M, £) est un multiple de la représen-
tation triviale. L'espace RR’(M, €) s’écrit comme une somme finie de poids :

RR7(M,&) = @, sn(N)e”.
La fonction Trpps(ae) s'étend & exptc. Nous calculons Trpps(ae)(expitX) par
la formule des points fixes, pour un X € t tel que (o, X) # 0 pour tout a €
Up Poids(P, J). La fonction 1/(1 — e~?) est bornée par 1 si x tend vers 400, tan-
dis que 1/(1 —€®) tend vers 0 si  tend vers +oo. Si Poids(£) = {0}, on voit donc que
la fonction t — Trrgs(am.e)(expitX), avec X générique, reste bornée lorsque ¢ tend

vers +o00. Ceci n’est possible que si RR’(M, &) est un multiple de la représentation
triviale.

En particulier, si [C] est le fibré trivial, la représentation RR’ (M, [C]) est un mul-
tiple de la représentation triviale.

DEFINITION 4.3. — Notons
Todd” (M) = dim RR’ (M, [C]).

C’est un entier positif ou négatif, qu’on appellera le J-genre de Todd.
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Revenons & la décomposition de RR/(M, L) = & Ae:,qm(/\)eA dans le cas d’un tore
et du fibré de Kostant-Souriau. On voit d’apres la proposition 4.2 que si L est un
fibré de Kostant-Souriau sur une variété symplectique compacte (M, ) et si 0 n’est
pas dans Kir(M), alors m(0) = 0, quelle que soit la structure presque compleze J. Par
contre, cette proposition est beaucoup plus délicate dans le cas d’un groupe compact
non abélien, et elle n’est d’ailleurs vraie que si J est adaptée. Par exemple, soient
G = SU(2) et O_;, lorbite coadjointe de —icx out « est la racine. Dans ce cas, le
polytope de Kirwan Kir(O_;,) est égal & {—ia}. Soit L le fibré de Kostant-Souriau
sur O_;qo. Il y a deux structures presque-complexes G-invariantes sur O_;,, & savoir
Jp, qui est adaptée et —Jp qui ne l'est pas. On a

ei® 0 240 e—2i0
TrrR-91(0_ia,L) ( 0 e~w) T 1 _ 20 + 1—e-260

et donc la multiplicité de la représentation triviale dans RR™7»(O_;4, L) est —1. Par
contre, comme nous 1’avons déja fait remarquer, RR’*(O_;,, L) est irréductible (c’est
la représentation adjointe) et, comme il se doit, la multiplicité de la représentation
triviale dans RR7"(O_;q4, L) est égale & 0.

Résumons ce qui découle de ces premieéres observations de la formule des points
fixes.

PROPOSITION 4.4. — Soit (M, ®) une variété symplectique compacte, munie d’une
action hamiltonienne d’un tore T.

- Si & est un fibré sur M tel que Poids(€) = {0}, alors RR’(M, &) est un multiple
de la représentation triviale, quel que soit J.

— Si L est un fibré de Kostant-Souriau sur M, alors les poids dans le support de la
représentation Q(M) = RR’(M, L) appartiennent tous au polytope i®(M), quel que
soit J. Si Jy est adaptée et si X est un sommet de ®(M), alors m(A\) = Q(®~1(N)).

~ 8i Jy est adaptée, les poids dans le support de la représentation RR™7+(M, L)
appartiennent tous d Uintérieur du polytope i®(M).

5. LA QUANTIFICATION COMMUTE A LA REDUCTION!

5.1. Définition de RR’(red, M, red, £), pour a quasi-réguliére

Soient (M, ®) une G-variété hamiltonienne compacte et £ un fibré G-équivariant
sur M. Soit J, la structure presque-complexe adaptée et G-équivariante.

Plagons-nous dans la situation idéale ot G agit librement sur ®~1(0). Restreignons
le fibré £ & ®71(0). Alors le groupe G agit librement sur Ela-1(0) et E]o-1(0)/G est un
fibré vectoriel sur redg(M), noté redg €. De plus redo(M) hérite naturellement d’une
forme symplectique provenant de Qa-1(0), elle a donc sa structure presque-complexe
adaptée que I'on note encore Jj, ; on peut alors définir RR7*(redo(M),redo(£)). En

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



266 M. VERGNE

particulier, si L est un fibré de Kostant-Souriau sur M, l’espace Q(redg M) est défini :
c’est Pespace RR7*(redg(M),redg L).

Dans le cadre algébrique, I'espace ®71(0)/G a toujours une structure de variété
algébrique éventuellement singuliere et on peut donc définir RR7 (redo(M), redo(£))
grace au théoreme de Riemann-Roch. Dans ce cas, R. Sjamaar [35] avait étendu le
théoreme de Guillemin-Sternberg [16] aux fibres singuliéres. Dans le cas général d’une
variété hamiltonienne compacte, comme montré par Sjamaar-Lerman [37], l’espace
®~1(0)/G est toujours un espace symplectique stratifié, on peut donc définir sa dimen-
sion comme la dimension de sa plus grande strate. On peut aussi définir son volume
symplectique vol(redg M). Mais il est plus difficile de définir le nombre Q(redy M).
Nous allons le faire par déformation.

Donnons tout d’abord une construction d’un espace virtuel RR’*(redg M, redg £)

dans le cas ou 0 est valeur quasi-réguliere et le fibré £ est un fibré G-équivariant
quelconque sur M.

Comme J;, est adaptée, nous avons gm, N Ju(gm) = {0}. Notons redo(T;, M)
Porthogonal de g, ® Jngm dans T, M. C’est un sous-espace vectoriel complexe de
(Tr M, Jy) de rang constant. On forme le fibré compleze redo(T*M) sur ®~1(0)

de fibre redo(7;,M). On note Py une projection G-équivariante de AT*M sur
A(redo(T*M)). Alors

redo(c”")(m, €) : AP (redo(T*M)) @ Em — AP (redo(T*M)) ® Emm,
défini par
redO(CJh)(mv 'S) = (PO ® Idé'm)CJh (m’ é.)’

est un symbole transversalement elliptique sur la variété ®~1(0). La propriété suivante
résulte presque immédiatement des définitions.

PROPOSITION 5.1. — Si 0 est une valeur réguliére et si G opére librement dans
®-1(0), on a

RR’"(redo(M),redo(€)) = [Indiceg-1(q)(redo (c?"))C.

Remarquons maintenant que 'on peut toujours définir Indiceg-1(g)(redo(c’*)) du
moment que 0 est une valeur quasi-réguliere de ®. Dans ce cas ®7*(0) est une va-
riété compacte et le symbole redg(c’*) est un symbole transversalement elliptique
sur ®1(0), ce qui assure que Indiceq,_l(o)(redo(c‘] ")) est une représentation virtuelle
de G, avec multiplicité finie de chaque représentation de G. En fait, 'espace des or-
bites redg(M) = ®71(0)/G est « presque » une variété symplectique compacte (une
variété & singularités quotients) et on pourrait définir intrinsequement ’entier relatif
RR’r(redo(M),redo(€)). Toutefois, nous éludons ici cette question délicate et nous
posons la
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DEFINITION 5.2. — Si 0 est une valeur quasi-réguliére de ®, on définit

RR*(redo(M), redo(£)) = [Indices-1 (o) (redo(c”"))]€.

Soit a € g* une valeur quasi-réguliére. Considérons sur M x O le fibré vectoriel
€ ® [C] produit extérieur du fibré £ — M et du fibré trivial [C] — O . Alors 0 est
une valeur quasi-réguliére pour I’application moment de M x O .

DEFINITION 5.3. — Soit a une valeur quasi-réguliére de ®. On définit
RR’"(red, (M), red,(€)) = RR" (redo(M x Oy ), redo(€ ® [C])).

\

\

Nous avons maintenqnt introduit les notations nécessaires aux énoncés des théo-

5.2. Les théorémes

remes.

THEOREME 5.4 (Meinrenken-Sjamaar). — Soit (M, ®) une variété G-hamiltonienne
compacte. Supposons que le fibré £ soit le fibré de Kostant-Souriau ou le fibré tri-
vial. Alors, pour toute valeur a € ®(M), quasi-réguliére et proche de 0, le nombre
dim RR7+ (red, (M), red, (£)) est indépendant de a.

Ceci permet de donner la

DEFINITION 5.5. — Soit L un fibré de Kostant-Souriau. On pose
Q(redg M) = dim RR"*(red, (M), red, (L))

pour a € ®(M) quasi-réguliére et suffisamment proche de 0.
On pose
Todd(redg(M)) = dim RR'* (red, (M), C)

pour a € (M) quasi-réguliére et suffisamment proche de 0.
La conjecture de Guillemin-Sternberg est précisée et démontrée :

THEOREME 5.6 (Meinrenken-Sjamaar). — Soit (M, ®) une variété G-hamiltonienne
compacte. Alors

Q(M)® = Q(redy M).
De plus, le genre de Todd est invariant par réduction :

Todd”" (M) = Todd”* (redy M).
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Sil'on est effectivement dans le cas d’une variété compacte complexe, alors

dim M /2
QM) = Y (~1)*HNM,0(L)).

k=0

Braverman [8], Zhang [49], Wu [48] (dans le cas kiihlérien) et Teleman [38] (dans le cas
algébrique) obtiennent I'égalité H*(M, O(L))¢ = H*(redg(M), O(redy L)) en chaque
degré.

On peut aussi démontrer une réalisation des solutions invariantes d’indices d’opéra-
teurs de Dirac tordus, dans le cas de fibrés ®-positifs comme solution sur le « quotient »
redg (M), ou bien prouver la non existence de solutions invariantes.

THEOREME 5.7 (Tian-Zhang, Paradan). — Soit (M, ®) une variété G-hamiltonienne
compacte.

— Soit & un fibré strictement ®-positif . Si 0 ¢ ®(M), nous avons
[RR7"(M,£))% = 0.
— Supposons que 0 soit une valeur réguliére de ® et soit £ un fibré ®-positif. Alors
[RR7"(M, £)]¢ = RR’" (redy M, red &).
Remarque 5.8. — Si J n’est pas adaptée & 2, nous avons vu que le théoréme 5.7
est faux. Il est cependant encore vrai dans le cas de structures Sping quelconques

invariantes par un tore T', comme le montrent Canas-Karshon-Tolman [9] et Paradan
[33], dans le cadre d’une application moment abstraite au sens de Karshon [13].

5.3. La fonction multiplicité et les fibres de ’application moment

Soit M une variété compacte préquantifiée. Donnons maintenant une signification
géométrique a la fonction m(r) telle que Q(M) = RR’*(M,L) = &__gm(7)7. On
obtient tout d’abord le

THEOREME 5.9. — Soit G un groupe compact conneze. Le support de Q(M) est
contenu dans i Kir(M) N Poids.

On parametre G par les représentations Q(O)) associées aux orbites entiéres, ¢’est-
a-dire par les représentations de plus haut poids A. La variété M x O} est préquan-
tifiée ; on pose Q(redx(M)) = Q(redo(M x O})).

THEOREME 5.10 (Meinrenken-Sjamaar). — Soit (G, M,Q,®) une variété G-hamil-
tonienne compacte préquantifiable munie d’un fibré de Kostant-Souriau L. Alors

Q(M) = ®xekir(M),AcPoidas@(redy M)Q(Oy).
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Dans cette expression, Q(redy M) est un nombre (positif ou négatif) tandis que
Q(O,) est une représentation irréductible de G.

Remarquons que cette expression ne détermine pas le support de Q(M), car les
entiers Q(redy M) peuvent étre nuls.

Il est utile de rajouter un parameétre pour comparer multiplicités et volumes. On
note M, la variété M munie de la forme symplectique n{2; I’application moment est
n®. Elle est préquantifiée et de polytope nKir(M). On a

QM) = P 9, Q0
Aen Kir(M)
A€Poids

avec q(n,\) = Q(redx(M,)). Considérons la fonction g(n,nA). Remarquons que
red,»(M,,) est toujours le méme espace topologique stratifié ®~1(\)/G()\); cepen-
dant la structure symplectique sur la plus grande strate est multipliée par n. La
formule de Kawasaki [19], [44] montre que g(n,n\) est un quasi-polynéme en n. De
plus le terme de degré maximal de ce quasi-polynéme est vol(redy M )ndimreda M2

Le polytope Kir(M) est ’adhérence de ses points rationnels. Les points rationnels
dans Kir(M) sont caractérisés comme dans le cas algébrique [31] : un point rationnel
A est dans Kir(M) si et seulement si il existe un entier N tel que 7¢(nA) soit dans
le support de Q(M,,), pour tout n > N. Par contre, il n’est pas en général vrai que
le support de Q(M) consiste exactement en i Kir(M) N Poids. Un cas ol ceci est vrai
est le cas ou M est le produit de deux orbites coadjointes avec action diagonale de
U(r) (dans ce cas Q(M) est le produit tensoriel de deux représentations irréductibles
de U(r)). C’est le théoreme de saturation prouvé récemment par Knutson et Tao [24].
La formule théorique donnée ici n’est d’aucune utilité pour la démonstration de ce
résultat ! Le théoreme 5.10 est tout de méme trés beau philosophiquement. On « voit »
la décomposition de Q(M) comme une somme de représentations associées aux images
réciproques des orbites entieres de G dans g*.

Ezemple. La compactification de De Concini-Procesi. — Considérons d’abord le cas
de PGL(2,C). On considére l'espace M(2,C) des matrices 2 x 2 complexes. Soit
M = Proj(M(2,C)) = (M(2,C)\{0})/C* I'espace projectif. C’est la compactification
de PGL(2,C) : on a rajouté & PGL(2,C) '’hypersurface det = 0. La variété M est
munie d’une action & droite et & gauche de SU(2) x SU(2). Le fibré O(1) sur I'espace
projectif de M (2, C) est le fibré de Kostant-Souriau. Nous calculons le caractére Ry
de la représentation RR’* (M, O(k)) comme une fonction sur ' x T. Il y a 4 points
fixes par I'action de T' x T', de représentants dans M (2, C) les 4 matrices avec un seul
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coeflicient non nul. Il est facile de calculer la formule d’Atiyah-Bott :

m((5a0) * (02))

a2kb2k a—2kb2k
I T TG ) G Ty R G e G T G Ty
2kb—2k —2k1—2k
+ a n a”*%b

(1—a2)(1-b2)(1—a"2b2) (1-a?)(1-0b%)(1—a2b?)’
On calcule sans difficulté que comme représentation de G x G = SU(2) x SU(2), on a
RR"(M, L*) = @F _ ra(ma) ® 76(ma)
comme l'indique le polytope de Kirwan pour I'action de G x G. On indique ci-dessous

le polytope de Kirwan pour l'action de T'x T', celui pour G X G, et les représentations
apparaissant dans RR".

FIGURE 4

Plus généralement, considérons la compactification « magnifique » d’un groupe
semi-simple adjoint quelconque.

Soit g une algebre de Lie compacte semi-simple de groupe adjoint G, et soit G¢
la complexification de G. La compactification C(G) de De Concini-Procesi de G¢
est une variété algébrique projective lisse, dans laquelle G¢c est un ouvert de Zariski.
De plus, l'action de G¢ par multiplication & droite et & gauche se prolonge en une
action & droite et & gauche sur C(G). Soit A = i\ un poids régulier dominant. Il
existe alors une forme symplectique Qy sur C(G) pour laquelle I'action de G x G est
hamiltonienne. Considérons le céne C(I1) engendré par la base de racines simples I1
et le cone affine A 4 iC(IT) dans t* de sommet A. L’ensemble K (X) := ¢N (A +iC(II))
est un polytope; c’est un prisme : Soit wp 1’élément le plus long du groupe de Weyl.
Alors le polytope de Kirwan pour I'action hamiltonienne de G x G sur la variété
symplectique (C(G), Q) est le polytope (f, —wo(f)) avec f € K(X). De plus, il existe
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FIGURE 5

un fibré de Kostant-Souriau Ly pour cette structure G x G-hamiltonienne. La formule
d’Atiyah-Bott donne

RR”(C(G), L) (exp Hy,exp Hz) = Z (w1, ws) -
wi, w2 EW XW
e(A’H1> e"‘(AvH2> ]_ ]
. [Ha€A+(1 — e—(ale)) HaeA+(1 — e(asz)) Hvel’l(l — e‘(‘Y,(Hl—H?))) ’

On vérifie en utilisant des propriétés d’antisymétrie que

RR7"(C(G), L)) = ®ueix (2\)npoidsTa (V) ® T (V)"

6. ESQUISSES DE DEMONSTRATIONS

6.1. Démonstration par coupure symplectique

Le théoréme 5.6 dans le cas d’un tore T = {u € C, |u| = 1} & une dimension n’est
déja pas immédiat ; on peut le démontrer en forgant la valeur 0 & étre un sommet de
®(M) (cas ol la conjecture est résolue grace a la Proposition 4.4) & l’aide des coupures
symplectiques, introduites par E. Lerman [26].

Considérons la variété M = M x C munie de I'action diagonale de H : ici H est
un autre exemplaire de T et agit par h- (m, z) = (h-m, hz), (h € H,m € M,z € C).

Soit Z une base de t*. Munissons C de la structure symplectique pour laquelle
le moment de I'action z +— hz soit —|z|2Z. Si on remplace Z par —Z, la structure
symplectique est changée en son opposée. L’application moment ®: M — RZ est
donnée par ®(m, z) = ®(m) — |z|>Z. On suppose pour simplifier que 0 € O(M) est
une valeur réguliére. Alors ®~1(0) = {(m, z), ®(m) — |2|2Z = 0} est une variété et
Mz = @‘1(0) /H est une V-variété. Analysons cette V-variété. Elle est encore munie
d’une action de T', en écrivant g - [m, z] = [m, g~ '2] = [gm, 2], (9 € T,m € M,z € C).
On note Mo = ®71(]0,00[Z) ; c’est un ouvert de M. En regardant z # 0 ou z = 0,
on voit sans difficulté que Mz est réunion de 'ouvert M~q et de ensemble compact
redo(M) = ®71(0)/T, qui devient variété de points fixes pour ’action résiduelle de 7T'.
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Soit £ un ﬁb’r\é; T-équivariant sur M. Notons £z le fibré sur Mz déduit par quotient
de £ ® C sur M. On démontre alors a partir de la formule de I'indice équivariant
(prolongé au cas de V-variétés dans [19], [44]) la formule de recollement suivante :

THEOREME 6.1 (Duistermaat-Guillemin-Meinrenken-Wu). — Pour tout fibré T-
équivariant € sur M, et toute structure presque-complexe J, on a l'égalité

RR7(M,€) = RR?(Mz,E2) + RRY(M_z,E_7) — RR’ (redy(M), redy (€))
dans R(T).

/// ;‘ “\\ _______ /. r,., .
/ I ) I [EEEAN _ _
/ / L \ a N s
L | a ] C - ()
" | / oL i o
VA SV Ve’
M M<0 UM>0 M_z U I‘edo(M)U Mz
FIGURE 6
Preuve (esquisse). — Supposons, pour simplifier, que redo(M) soit une variété lisse.

On applique tout d’abord la formule de ’indice d’Atiyah-Segal-Singer [6] : il existe
une forme caractéristique  sur redg(M) telle que le nombre RR” (redo(M ), redo(£))
soit égal & fredO(M) K.

Soit g € T. On a rajouté une composante connexe de points fixes pour I'action
de T isomorphe & redg(M) simultanément & Mz et & M_z. La formule de l'indice
équivariant d’Atiyah-Segal-Singer [5] pour Trgrs(am,,e,)(9) a une contribution de la
composante redg(M) du type fre do(M) 1—_—’;675, ou C est la courbure du fibré normal a
redo(M) dans Mz. L’autre contribution simultanée est de la forme | do(M) Tog=Te=C-

L’identité du théoréme découle alors de 'identité ﬁ + Tji—:f =1.

Comme on s’y attend, la démonstration est beaucoup plus délicate dans le cas d’un
groupe non abélien. Cependant, la méme belle idée de découper le polytope Kir(M) en
morceaux et de fabrication de variétés reliées & chaque morceau peut étre réalisée, en
utilisant les idées de Woodward [47]. Il faut des découpages spéciaux (dits admissibles)
lorsqu’une face du polytope intersecte un mur de la chambre de Weyl.
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6.2. Démonstration par déformation du symbole

La démonstration de Paradan par déformation du symbole est plus directe, mais
utilise le gros outil des opérateurs transversalement elliptiques. Cette démonstration
peut étre considérée comme une version en K-théorie de la démonstration analy-
tique de Tian-Zhang [39]. Au lieu de s’appuyer sur la méthode de localisation de
Bismut-Lebeau, elle s’appuie sur l'excision en K-théorie. Ces deux démonstrations
développent une idée de déformation due & Witten [46], pour la localisation non abé-
lienne.

Soit (M, ®) une G-variété hamiltonienne compacte et £ un fibré G-équivariant. On
identifie g et g* grace a un produit scalaire G-invariant. L’application ® nous permet
alors de fabriquer un champ de vecteurs G-invariant canonique sur M : le champ de
vecteurs Vg égal en m € M a 2®(m),,. On le note V si (M, ®) est fixée. Ce champ
va nous permettre de déformer le symbole donné par la formule (2) en un symbole
transversalement elliptique.

La variété M est munie d’une structure riemannienne par g(v, w) = Q(v, Jow). On
identifie TM et T*M en utilisant cette forme, et on considere le symbole sur T* M
donné pour tous m € M, ¢ € T,,, M par

#YM(maf) = th,M(m7£ - Vm)'

On note ce symbole 03‘ si la variété M est fixée. L’indice ne change pas par déforma-
tion, d’ou IndiceM(c# ®1Idg) = RR’"(M, &) grace & la déformation ¢’ (m,E—tVy),
0t

L’ensemble Char(c‘]v") est ’ensemble constitué des (m,&),m € M,¢ € T,,M tels
que £ = —V,,. Cherchons son intersection avec T, M. Dans cette méme équation, le
vecteur £ est de plus orthogonal & g, , il est donc nécessaire que le champ de vecteurs
V s’annule en m, puisque V,, est dans g,,. On obtient donc par cette méthode de
«pousser un symbole en dehors de la section nulle » un ensemble beaucoup plus petit
que la section nulle : ’ensemble C des zéros du champ V. Cet ensemble de zéros
contient évidemment ®~1(0). Il contient aussi G- M7, car sim € MT, alors ®(m) € t
et ®(m)y, s’annule en m. L’équation de Hamilton implique que C est ’ensemble des
points critiques de la fonction ||®(m)||?. La propriété suivante s’ensuit.

PROPOSITION 6.2. — L’ensemble ®(C) est une réunion finie d’orbites de G dans g.

Notons ®(C) = Ugep, Op, out Bg est un ensemble fini de points de ¢. Soit

Ugep, Us une collection disjointe de voisinages ouverts Ug des fermés ®~1(Op). Par
excision, on obtient

RR(M, ) Z Indicey, (cy, Inlls ® Ig).
B€Bg

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



274 M. VERGNE

On est donc ramené 4 étudier les symboles (c&“uﬁ ®I¢) sur chaque ouvert U3. Le théo-

reme 5.7 résultera donc des deux propositions suivantes qui illustrent la dichotomie
entre les cas 3 =0 et 3 # 0.

PROPOSITION 6.3. — Si0 est une valeur réguliére, alors pour tout fibré G-équivariant
E sur M, on a

[Indicey, (c32 ™ ® I¢)]¢ = RR7" (redg M, redy €).
Preuve (esquisse). — Si 0 est une valeur réguliere, un voisinage U, de D=1(0) est
isomorphe & ®71(0) x g*. Le symbole c{,f“u" se déforme en le produit du symbole
elliptique de Bott d’indice 1 sur g* et du symbole transversalement elliptique redg(c’)
sur ®1(0), qui nous a servi a obtenir une définition de RR’» (redo M, redg €)

PROPOSITION 6.4. — Soit 8 € Bg non nul. Si € est un fibré strictement ®-positif,
alors on a

[Indiceyy, (c{,’l Mo @ I)¢ =o0.

Preuve (esquisse). — Fixons 3 # 0. Considérons un voisinage G(8)-invariant N de
f dans g(B) tel que l'ouvert G - N soit fibré sur G - 8. Posons U = ®~1(G - N) et
U =®!(N). Alors U est une sous-variété fermée de ouvert U et I'on a

U=aG XG(B) U.

La variété U est une variété symplectique et G(f3)-invariante. On obtient donc un
espace G(f3)-hamiltonien (U, ®|y). Le champ V g|,, coincide sur U avec le champ V.
On le notera donc encore V. Remarquons qu’alors c{,’“U(m,ﬁ) = cIU(m, & - V,,)
définit un symbole G(3)-transversalement elliptique sur la variété (non compacte) U.
La représentation [IndiceU(c{,’“U ® Ig)] est une représentation & trace de G(3). Le
procédé d’induction holomorphe de G(8) & G transforme toute représentation & trace
de G(f) en une représentation a trace de G. On montre alors que [Indiceu(c{,” U QI¢)]
est obtenue par induction holomorphe de la représentation {IndiceU(c‘J,’“U ® Ig)] de
G(B) a G. Le champ V sur U est proche du champ de vecteurs produit par 3 sur
U. En localisant en deux étapes, on peut se ramener & un calcul d’un indice d’un
symbole du type 03‘ pour un voisinage de ®~!(3) dans la variété {8y = 0} des zéros
du champ de vecteurs (. Le fait que £ soit strictement positif assure une inégalité
pour I'action de 3 sur les fibres de £ en un zéro de Bjs. Ceci implique la proposition.

7. DECOMPOSITION DE LA SERIE DISCRETE

7.1. Quantisation de variétés non compactes

Si U est une variété symplectique non nécessairement compacte, munie d’une action
hamiltonienne d'un groupe de Lie S et si L est un fibré de Kostant-Souriau, on ne sait
pas en général construire un espace canonique Q(U) ol opere le groupe S, ni a fortiori
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si la quantification commute a la réduction. Toutefois cette construction existe lorsque
U est une orbite coadjointe quantifiable générique d’un groupe de Lie de type I. Ainsi
pour les orbites U réguliéres et elliptiques d’un groupe de Lie semi-simple réel S, P.
Paradan a démontré le théoreme @, R] = 0. Dans le cadre de la méthode des orbites,
on utilisera le formalisme Spin qui differe légérement du formalisme presque-complexe
que nous avons employé jusqu’ici.

7.2. Formalisme Spin

Soit K un groupe compact connexe. Nous suivrons le formalisme de Harish-
Chandra pour paramétriser K. Notons Hi lensemble des points p € cx tels que
i soit réguliere et iy — p un poids de T'. Les orbites O, correspondantes sont alors
admissibles au sens de Duflo. L'ensemble K est paramétrisé par Hyx comme suit.
Pour simplifier, nous supposons que p est un poids. Si u € Hg, l'orbite O, est aussi
entiere. Elle a de plus une structure Spin canonique. L’opérateur de Dirac sur O,
tordu par L, a un indice ©(K - ) qui est la représentation de plus haut poids ip — p
de K. Ceci parameétre K grace aux orbites admissibles régulieres.

Si M est une K-variété compacte de dimension paire avec structure Spin, et si £
est un fibré K-équivariant sur M, on note ©(M, £) l'indice de 'opérateur de Dirac
tordu par €. Si M est symplectique et munie d’un fibré L de Kostant-Souriau, posons

(M) := (M, L).

On a ©(M) = RR’»(M,L ® k) ot k2 est le fibré canonique associé & la structure
presque-complexe J".

Si U est une variété riemannienne non nécessairement compacte de dimension paire
avec structure Spin, et si £ est un fibré K-équivariant hermitien sur M, on note (U, £)
I'indice L? de Popérateur de Dirac tordu par £. Si U est de plus symplectique et munie
d’un fibré L de Kostant-Souriau, on pose encore ©(U) = O(U, L). Il n’est pas vrai que
©(U, L) ne dépend que de la structure symplectique de U et dans cette notation, on
sous-entend cette fois toutes les données supplémentaires (structures riemannienne et
hermitienne). '

7.3. K-types de la série discréte et application moment

Soit S un groupe réel semi-simple connexe de centre fini, admettant une série
discréte. Soient K un sous-groupe compact maximal de S et 7' un tore maximal
de K. Alors T est aussi un sous-groupe de Cartan de S. D’apres Harish-Chandra, la
série discrete de S est paramétrée par ensemble des orbites régulieres admissibles et
elliptiques, ensemble qu’on parametre par un sous-ensemble §d du dual t* de Palgebre
de Lie de T. Pour chaque \ € §d, notons O(S - A) la représentation de S associée
a 5 - A elle est réalisée comme l'espace des solutions L? de I'opérateur de Dirac
tordu par le fibré de Kostant-Souriau. Notons ©g(S - \) la trace de la représentation
O(S-N). C’est une fonction généralisée sur S, invariante par conjugaison, et qui admet
une restriction & K notée O5(S - \)|k.
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Fixons A\ € §d et considérons l'orbite coadjointe U := S - X\ munie de sa 2-forme
canonique 2. C’est une orbite de dimension maximale. L’action de K sur U est hamil-
tonienne. La variété U = S - X n’est pas compacte, mais 1’application moment corres-
pondante ® : M — & est propre. Elle est induite par la projection : ainsi les espaces
réduits red, M = ® (K - p)/K sont compacts pour tout x € E*. On peut définir

Ventier relatif ©(®~'(K - )/ K) directement dans le cas d’une valeur réguliére et par
déformation dans le cas général.

THEOREME 7.1 (Paradan, [34]). — Soit ® la projection de S - A sur €. On a la
décomposition
dim(S/K) _
Os(S-Nlx = (=1)" 77 Duer O(@ 1K - p)/K)Ok (K - ) .

Dans cette formule, ©(®~'(K - 1)/K) est un nombre entier et O (K - y) est la
représentation irréductible de K de plus haut poids iy — p. La démonstration de cette
formule utilise la formule de Blattner pour ©5(S - \)|k-.

Autrement dit, bien que la variété S - A soit non compacte, le slogan : « la quanti-
fication commute & la réduction » est encore vrai.
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