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FACTORISATION FAIBLE
DES APPLICATIONS BIRATIONNELLES
[d’aprés Abramovich, Karu, Matsuki, Wlodarczyk et Morelli]

par Laurent BONAVERO

1. INTRODUCTION

Dans tout ce texte, K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique nulle
(la nullité de la caractéristique est essentielle dans les parties 2 et 5, les constructions
des parties 3 et 4 sont cependant valables en caractéristique arbitraire).

1.1. Rappels sur les éclatements

Sin > 2etsiV est un K-espace vectoriel de dimension n, on note Pk (V') I'espace
projectif des droites vectorielles de V. Si V = K", on note simplement P"~! =
Pk (V). Considérons

Bo(K") = {(v,d) e K" x P""! | v € d}.

Si (z1,...,z,) sont les coordonnées sur K™ et [y; : ... : y,] les coordonnées homogenes
associées sur P!, alors

Bo(K"™) = {(z,y) € K" x P"™' | Vi, j, z;y; = z;vi}.

Il en découle que By(K™) est une sous-variété algébrique fermée lisse de K™ x P~ 1,
La premiére projection 7 : Bo(K™) — K™ est une application réguliére birationnelle
qui se restreint en un isomorphisme 7 : Bo(K") \ 7~1(0) — K" \ {0} avec 71(0) =
{0} x P™~1. L’application birationnelle 7 : Bo(K") — K™ s’appelle ’éclatement de
K™ en 0; 0 est le centre de 7 et m=1(0) est le diviseur exceptionnel de 7.

Plus généralement (voir par exemple [Har77]), si Y est une sous-variété fermée lisse
d’une variété algébrique lisse X, il y a une variété algébrique lisse By (X) et une ap-
plication réguliere birationnelle 7 : By (X) — X qui se restreint en un isomorphisme
m: By (X)\7 1Y) = X\Y et n=1(Y) ~ P(Ny,x) ot Ny,x désigne le fibré normal
de Y dans X. L’application birationnelle 7 : By (X) — X s’appelle l’éclatement de
X le long de Y, ou de centre Y et E := n=1(Y) est le diviseur exceptionnel de .
Moralement, on remplace chaque point y de Y par ’espace projectif des directions
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2 L. BONAVERO

normales & Y dans X passant par y. Si la donnée initiale est By (X), on dit encore
que 7 : By(X) — X est une contraction de centre Y (éclatement et contraction
désignent donc dans ce texte la méme application birationnelle, ils sont utilisés res-
pectivement suivant que la donnée initiale est X (resp. By (X)) et la donnée finale
By (X) (resp. X)). Enfin, si Z est une sous-variété de X, on appelle transformée
stricte de Z I’adhérence dans By (X) de 7=1(Z) \ E.

1.2. Enoncé du théoréme principal

C’est un probleme classique depuis une trentaine d’années de savoir s'il est possible
de décomposer une application birationnelle entre deux variétés algébriques completes
lisses en une suite d’éclatements et contractions de centres lisses. En dimension 1,
la question est vide : toute application birationnelle entre deux courbes algébriques
completes lisses est un isomorphisme. Dans le cas des surfaces, on sait depuis un
siecle que toute application birationnelle entre surfaces complétes lisses est une suite
d’éclatements et contractions de centre des points (voir par exemple [BPV84]) : un
exemple classique est la transformation de Cremona [z :y : 2] — [1/z:1/y: 1/z] de
P? dans P? qui se décompose en 1'éclatement des trois points [0: 0: 1], [0:1: 0] et
[1:0:0] suivie de la contraction des transformées strictes des trois droites joignant
deux & deux les points précédents. Le probleme était ouvert des la dimension trois.

Nous donnons dans cet exposé les grandes lignes de la démonstration du théoréme

suivant, dit & Abramovich, Karu, Matsuki, Wlodarczyk [AKMW99] et Wlodarczyk
[Wlod99).

THEOREME 1.1. — Soit ¢ : X1 --+ X2 une application birationnelle entre deuz va-
riétés algébriques complétes et lisses X1 et Xo sur K. Alors, ¢ se factorise en une
suite d’éclatements et de contractions de centres lisses. Autrement dit, il y a une suite
d’applications birationnelles entre variétés algébriques complétes et lisses
X, =Vo 25w O Al VAN 1 L v v =X,

de sorte que @ = @;_1 0 Pj_2 0 -1 0 o et pour tout i, @; : Vi --» Viy1 ou
(pi_l : Vig1 --+ V; est une application réguliére obtenue en éclatant une sous-variété
irréductible lisse.

Ce texte est pour l'essentiel une reprise de [AKMW99] et [Mat99], dans lesquels
on trouvera beaucoup plus de précisions, une liste de références trés complete ainsi
qu’une discussion détaillée des extensions ou généralisations du théoreme 1.1.

Mentionnons aussi que le théoréme de factorisation admet les raffinements fonda-
mentaux suivants :

e si ¢ est un isomorphisme sur un ouvert U, le centre de chaque p; ou @, L peut
étre choisi disjoint de U,

o si X1 et Xo sont des variétés projectives, chaque V; peut étre choisie projective,
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(880) FACTORISATION FAIBLE DES APPLICATIONS BIRATIONNELLES 3

e si X1 et Xo ne sont pas supposées complétes, toute application birationnelle
propre (voir [Har77] pour cette notion) entre X1 et Xo se factorise en une suite
d’éclatements et de contractions de centres lisses,

e si Xy et Xy sont deux variétés analytiques complexes compactes lisses, toute ap-
plication biméromorphe propre entre X1 et Xo se factorise en une suite d’éclatements
et de contractions de centres analytiques lisses,

e le théoréme 1.1 est vrai méme si K n’est pas supposé algébriquement clos.

Pour simplifier I’exposition, nous nous contenterons de renvoyer & [AKMW99] et
[Mat99] pour une démonstration de ces points.

Faisons aussi les remarques suivantes :

e la factorisation n’est évidemment pas unique (méme si l'on impose que pour tout
i, p; ne soit pas Uinverse de @;_1 ),

e dans le cas des surfaces, si @ est réguliére, alors toutes les ; peuvent étre choisies
réguliéres. Ceci est faur en dimension supérieure ou égale a trois,

e [a factorisation décrite dans le théoréme 1.1 est une solution positive au probléme
de factorisation faible ; le probléme de factorisation forte (au sens ot il existe un entier
1o tel que pour tout i < ig, @; U est réguliére et pour tout i > ig+ 1, @; est réguliére)
est un probléeme ouvert a ce jour en dimension supérieure ou égale d trois.

1.3. Quelques mots sur la démonstration du théoréme 1.1

La démonstration du théoréme 1.1 est en un certain sens une victoire de la géo-
métrie torique. En effet, la ligne directrice est une réduction (en plusieurs étapes,
certaines utilisant fondamentalement des techniques toriques) au cas d’une applica-
tion birationnelle équivariante entre variétés toriques, cas résolu par Morelli [Mor96]
et Wiodarczyk [W1o97], puis étendu au cadre toroidal par Abramovich, Matsuki et
Rashid [AMR99]. Il est bien connu depuis quelques années que la géométrie des varié-
tés toriques (ou des plongements toroidaux), gouvernée par des objets combinatoires
simples issus de la géométrie convexe, donne une bonne vision locale de certaines
propriétés des variétés algébriques (voir par exemple I’existence d’altérations due &
De Jong). L’exposé qui suit donnera, je I’espére, envie au lecteur de mieux connaitre
ou de découvrir ces techniques; ce texte ne remplacant certainement pas 1’énorme
effort pédagogique que constitue le texte [Mat99] de K. Matsuki.

Remerciements. — Merci aux collégues qui m’écoutent parler d’éclatements depuis
plusieurs années, ils sont trop nombreux pour étre tous mentionnés. Merci & Michel
Brion, Laurent Manivel, Kenji Matsuki et Emmanuel Peyre pour m’avoir aidé & pré-
parer ce texte, et plus particulierement & Stéphane Guillermou, infatigable relecteur
de multiples versions préliminaires, ainsi qu’a Cinzia Casagrande pour m’avoir signalé
les trop nombreuses coquilles de la version distribuée le jour de I’exposé.

Je dédie ce travail & mes enfants Alex et Zoé, et a Marguerite leur maman.
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4 L. BONAVERO

2. COBORDISME BIRATIONNEL ET ACTION DE K*

La notion de cobordisme birationnel a été dégagée par Wlodarczyk [W1097], suite
au travail fondamental de Morelli [Mor96] dans le cadre des variétés toriques. L’idée
essentielle est la suivante : la théorie de Morse sur les variétés (différentiables réelles)
permet de reconstruire topologiquement une variété donnée X a partir d’une fonction
de Morse f sur X. Le passage des points critiques de f (qui sont aussi les points fixes
du champ de vecteurs grad(f) lorsque X est munie d’une métrique riemannienne)
correspond aux changements de topologie par ajout d'une cellule. A un morphisme
birationnel entre X; et X5 de dimension n, on associe une variété algébrique de di-
mension n + 1 munie d’une action de K*, avec un ordre sur les composantes connexes
de points fixes. L’action de K* joue le role du champ de vecteurs grad(f) et a chaque
composante connexe de K*-points fixes, on associe une application birationnelle élé-
mentaire, dont on montre qu’elle est « localement torique ».

2.1. Rappels sur les K*-actions

Lorsque le groupe multiplicatif K* agit algébriquement sur une variété algébrique
X, pour t € K* et z € X, le résultat de I’action de ¢ sur x sera noté ¢ - . On note
X/K* Pensemble des orbites de 'action et XX ’ensemble des K*-points fixes de X.

DEFINITION. — Un bon quotient ou quotient catégorique Y = X//K* est la donnée
d’une variété algébrique Y et d’une application réguliére m : X — 'Y constante sur les
K*-orbites de sorte que pour tout ouvert affine U de Y, n=1(U) est un ouvert affine de
X et Uapplication induite 7 : Oy (U) — (Ox (v~ (U)))¥" est un isomorphisme (ici,
(Ox(m= (U)X désigne les éléments K*-invariants de Ox (x~1(U))). Si de plus les
fibres de m sont exactement les orbites, alors Y est appelé quotient géométrique.

Rappelons (voir par exemple [MFK94]) que K* étant un groupe réductif, pour
toute variété affine X munie d’une action algébrique de K*, le quotient catégorique
X//K* existe et ses points correspondent aux K*-orbites fermées. De plus X//K* est
normale si X Dest.

Notations. — Soit X une variété algébrique sur laquelle K* agit algébriquement.
Introduisons les deux sous-ensembles localement fermés de X suivants :
X ={zeX| tlim t - x n’existe pas dans X}
— 00
et
X_={zreX| tlirr(l)t - n’existe pas dans X }.

Précisons ici que « lim¢_ot - = existe dans X » signifie que 'application réguliere de
K* dans X qui & t associe t-x s’étend en une application réguliere de K dans X ayant
lim;_,o t - x pour valeur en 0.
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(880) FACTORISATION FAIBLE DES APPLICATIONS BIRATIONNELLES 5

Premier exemple fondamental. — Considérons l’action algébrique de K* sur X =
K"t définie par t - (z1,...,Tnt1) = (8% 21,...,t%+12py1) Ol les a; sont des entiers
premiers entre eux tels que a; < O pour 1 < i < aeta; >0poura+1< ¢ <
n 4 1 pour un entier o tel que 2 < a < n. Alors Xy = X \ (K® x {0}) et X_ =
X\ ({0} x K19, Les quotients géométriques X /K* et X_/K* existent, ainsi
que le quotient catégorique X//K* et on a un diagramme commutatif :

X_JK*——— -2 - 5 X, /K*
X//K*

Si0 € X//K* désigne 'unique K*-orbite fermée de X, la fibre 7' (0) (resp. p='(0))
est isomorphe & ’espace projectif & poids P(ag+1,---,an+1) (resp. P(as,...,aq)) De
plus, ¢ et ¢_ se restreignent en des isomorphismes sur 'ouvert (X_NX,)/K*, ainsi
p = go_T_l op_: X_/K* --+» X /K* est une application birationnelle.

2.2. Cobordisme birationnel

La définition suivante sera ’outil fondamental dans toute la suite.

DEFINITION. — Soit ¢ : X1 --+ X2 une application birationnelle entre deuzr variétés
algébriques normales X, et Xo sur K. Un cobordisme birationnel pour ¢ est la donnée
d’une variété algébrique normale B telle que :

(i) le groupe multiplicatif K* agit de fagon effective sur B (i.e. (), Stab(z) = 1),

(ii) les ensembles B_ et By sont des ouverts (de Zariski) non vides,

(iii) les quotients géométriques B_ /K* et B /K* existent et sont respectivement
tsomorphes ¢ X1 et Xo,

(iv) si ¥ : B_ --» By est Uapplication birationnelle induite par les inclusions
B_NBy C B_ et B_N B4 C By, le diagramme suivant est commutatif :

B_—qf%B.g_
lef—)XQ

Dans le premier exemple fondamental, X = K™*! est un cobordisme birationnel
pour ¢ : X_/K* --» X, /K*.
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6 L. BONAVERO

Xo x {00} X, x {00}
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FIGURE 1. Cobordisme birationnel : éclatement d’un point

Deuzié¢me exemple fondamental (voir aussi [Ful84]).— Soient X une variété algé-
brique complete et lisse, Y une sous-variété irréductible lisse de X et ¢ : X; — Xo =
X Téclatement de X de centre Y. Construisons un cobordisme birationnel pour ¢.
Soit W la variété algébrique Xy x P! sur laquelle le groupe K* agit algébriquement
par multiplication sur le second facteur. Notons Y = Y x {0} C W et soit B la
variété algébrique compléte et lisse obtenue en éclatant W le long de Y. Comme Y’
est inclus dans I’ensemble des K*-points fixes de W, I'action de K* sur W se releve
en une action sur B. La transformée stricte D; de Xo x {0} est isomorphe & X si
bien que B posséde deux diviseurs constitués de K*-points fixes, I'un, Dy, isomorphe
4 X et Pautre, noté Do et égal & I'image inverse dans B de X3 x {oo}, isomorphe &
X,. Posons alors B = B\ (D1 U Dy). Soit E le diviseur exceptionnel de I'éclatement
B — W. Ce diviseur est isomorphe & P(Ng ) = P(Ny,x, ®0) et est K*-invariant
(0 désigne le fibré en droites trivial). Remarquons que I'ensemble des K*-points fixes
de B correspond a I'image de P(Ny, (0} /le) dans I'identification précédente et est
donc naturellement isomorphe & Y. C’est ensuite un exercice facile de voir que B est
un cobordisme birationnel pour ¢. La figure 1 représente le cas de ’éclatement d’un
point dans une surface et devrait éclairer le lecteur.

2.3. Construction de cobordisme birationnel

On démontre ici le résultat suivant, dit & Wiodarczyk [Wlo00] :

THEOREME 2.1. — Soit ¢ : X1 — Xo une application réguliére birationnelle entre
deuz variétés projectives lisses. Alors, il existe une variété projective lisse B munie
d’une action algébrique effective de K* vérifiant :

—K* —K* . L
(i) il existe deuz plongements 11 : X1 — B~ etiz: Xo — B d’images disjointes,
(ii) la variété B = B\ (11(X1) U 2(X2)) est un cobordisme birationnel pour .
Démonstration. — Elle suit de prés la construction du deuxiéme exemple fondamen-
tal. Comme ¢ : X1 — X3 est une application réguliére birationnelle entre deux variétés

projectives, il existe un faisceau d’idéaux Z C Ox, cohérent tel que  soit I’éclatement
de T (voir par exemple [Har77] page 166). Soit W la variété algébrique X x P! sur
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(880) FACTORISATION FAIBLE DES APPLICATIONS BIRATIONNELLES 7

laquelle le groupe K* agit algébriquement par multiplication sur le second iacteur.
Soit J = (p7'T + p; 'Zo)Ow ot I est Iidéal du point 0 de P! et soit 7 : W — W
Péclatement de 7. Comme J est K*-invariant, ’action de K* sur W se releve a W.La
variété W est pro jective et en général singuliére. La transformée stricte Dy de Xo x {0}
est isomorphe a X; et, etant lisse, de Cartier et d’équation locale d’ordre 1, est ir incluse
dans le lieu régulier de W. Soit alors B une désingularisation canonique de W (une
telle désingularisation est obtenue par une suite d’éclatements le long de centres lisses
disjoints du lieu régulier de W et est naturellement munie d’une action algébrique de
K* relevant 'action de K* sur W ; de telles désingularisations existent, voir la partie
5 pour plus de détails). Alors, la pré-image D} de D; dans B est isomorphe & X3, la
pré-image D} de X, x {oo} dans B est isomorphe & X et B = B\ (D} U D) est un
cobordisme birationnel pour ¢. O

2.4. Filtrabilité

La notion de cobordisme filtrable est due a Morelli [Mor96] et Wlodarczyk [W1097],
son origine se situe dans les travaux de Bialynicki-Birula.

DEFINITION. — Soit B une variété algébrique munie d’une action algébrique de K*.
Si Fy et F» sont deuz composantes connexes de BX" | on dit que F) précede Fy, que
l’on note Fy < Fy, s’il existe x € B\BK* tel que limy_,ot-xz € Fy etlimy_ oo t-x € Fy.

La relation < n’est en général pas transitive.

DEFINITION. — Soit B une variété algébrique munie d’une action algébrique de K*.
On dit que B est filtrable s’il n’y a pas de <-cycle de composantes connezes de BK"

FL<F < < F, <F.
En particulier, il n’y a pas de composante conneze F de BX" telle que F < F.

Le lemme suivant est élémentaire mais essentiel :

LEMME 2.2. — Soit B une variété algébrique lisse munie d’une action algébrique de
K*. Si B est quasi-projective, alors B est filtrable.

Démonstration. — Par un résultat de Sumihiro [Sum74] [Sum?75], il existe une im-
mersion localement fermée et équivariante de B dans un espace projectif P(V) ou
V' est un espace vectoriel sur lequel K* agit linéairement et algébriquement. Comme
Paction de K* est algébrique, V se décompose en espaces propres V = @, V (ax) ot
les aj, sont des entiers relatifs ordonnés ag < - -+ < a,, et K* agit sur z; € V(ax) par
t-x = t%xy (les ax sont les poids de la représentation V). L’observation suivante est
élémentaire mais cruciale : soit z € P(V) que l'on reléve enT = 20 ® - - - @z, dans V.
Soit min(z) (resp. max(x)) le plus petit (resp. grand) indice i dans {0,...,m} tel que
z; #0. Alors limy_ot -z (resp. limy_, t - ) est limage dans P(V) de Tmin(z) (T€SP.
xmax(z))'
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8 L. BONAVERO

Les composantes connexes de (P(V))X" sont les C,, = P(V (ay)) et le lemme repose
sur le fait suivant : sil existe  dans P(V) \ (P(V))X" tel que lim;_,ot -z € C,, et
lim; oot -z € C,,, alors, d’apres 'observation précédente, a; < aj. De 1, si F est
une composante connexe de BX" et si a(F) est 'unique entier tel que F C Ca(Fy, on
déduit que F < F’ implique a(F) < a(F'). Il s’ensuit que B est filtrable. d

2.5. Décomposition d’un cobordisme birationnel et théorie géométrique
des invariants

Soit ¢ : X1 — X, une application réguliere birationnelle entre deux variétés pro-
jectives lisses et soit B un cobordisme birationnel quasi-projectif (et donc filtrable
d’apres ce qui précéde) pour ¢ donné par le théoréme 2.1. Dans le paragraphe pré-
cédent, on a associé & B une suite de poids entiers ordonnés (@i)i=0,...,m, et quitte &
remplacer V par Symz(V), on peut supposer de plus que tous les poids a; sont pairs,
en particulier a; < a; + 1 < a;41. Rappelons aussi qu’a toute composante connexe F
de BX" correspond I'un de ces poids a(F). Si z appartient & BK" | z appartient & une
unique composante connexe F' de BX™ et on note a(z) le poids a(F) correspondant.

Notations. — Soit a; 'un des poids précédents. On note B,, le complémentaire
dans B de

{z |20 = Jlim ¢ -z existe dans B et a(zo0) < a;}
—00
U{z|zo= tlirr(l)t - x existe dans B et a(zg) > a;}.

Remarquons que chaque B, contient 'ouvert B_ N B et que si x est un point fixe
dans B,,, alors a(x) = a;. En particulier, d’aprés le paragraphe 2.4, il n’existe pas de
point z dans By, \ Bff; tel que limg_ot - = et lim;_,o t -  existent dans B,,. Cette
derniére observation joue un réle crucial dans la construction de « P’atlas torique » de
la partie 2.6.

Le lemme suivant est immédiat :

LEMME 2.3. — Avec les notations précédentes, (Bq,)+ = (Ba,,, )~ pour tout 0 < i <
m — 1. De plus, B_ = (By,)- et By = (Ba,, )+.

Ezemple. — Considérons P(V') ot V' est un espace vectoriel sur lequel K* agit linéai-
rement et algébriquement. Comme précédemment, V' se décompose en espaces propres
V = @Z‘:O V(ax) ol les ax sont les poids de V supposés tels que ar < a + 1 < k41
pour tout k. Considérons B = P(V) \ (P(V(ag) UP(V(an))). Alors, il est treés facile
de voir que

By, = {z € B | min(z) < ¢ < max(z)},
(Ba;)+ ={z € B|min(z) <i <i+ 1< max(z)}
et (Ba,)- ={r € B|min(z) <i—1< i< max(z)}.
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Le résultat suivant est dit & Wiodarczyk [W1o00], il voit son origine dans les travaux
de Guillemin-Sternberg [GuS89] et Brion-Procesi [BrP90] :

PROPOSITION 2.4. — Le quotient catégorique B,, //K* et les quotients géométriques
(Bg,)-/K* et (Bq,)+/K* ezistent. De plus, B,, est un cobordisme birationnel pour

pi (Ba))—/K* > (Ba,)4 /K.

Démonstration. — Les notations étant celles de la démonstration du lemme 2.2, soit
po Vaction de K* sur V = @}, V(ax) et pour un entier r € Z, soit p, I'action de
K* obtenue en « tordant » pg par t~". Autrement dit, si zx € V(ax), on a pr(t) -z =
t*~"z. Evidemment, ’action de p, sur P(V) est égale a l’action initiale pg, mais
pr induit un changement de linéarisation sur le K*-fibré en droites ample Opy(1).
Sous ’hypotheése que les poids de l’action vérifient a; + 1 < a;+1, on observe que
B,, (resp. (Bs,;)-, resp. (Bq,)+) est le lieu des points semi-stables de B pour le fibré
en droites Op(yy(1) linéarisé par p,, (resp. ps,—1, resp. pa,+1) - rappelons que x
est un point semi-stable d’une variété algébrique munie d’une action de K* et d’un
fibré en droites L ample et linéarisé par p,. si et seulement si il existe une section
invariante de L®™ non nulle en x pour un certain entier n. La théorie géométrique des
invariants [MFK94] assure alors que les quotients catégoriques B, //K*, (B,,)- //K*
et (B, )+//K* existent, et comme de plus chaque orbite de (By,,)— (resp. (Bg;)+) est
fermée dans (B,,)— (resp. (Bq,)+), les quotients (By,)— //K* et (Bg,)+//K* sont des
quotients géométriques. De plus, le quotient catégorique m; : By, — By, //K* est un
morphisme affine : ceci découle du fait déja observé qu’il n’existe pas de point z dans
B, \ B(If; tel que lim; ot -z et limy_,oo t -  existent dans B,,. Notons enfin qu’il y
a un diagramme commutatif :

Bai//K*

si bien que le cobordisme birationnel ¢; : (B, )—/K* --+ (Bg,)+/K* sinterpréte
comme un changement de linéarisation pour la restriction & B,, du K*-fibré en droites
ample Op(v(1). O

Faisons le point. — Si ¢ : X1 — X3 est une application réguliére birationnelle entre
deux variétés projectives lisses, ce qui préceéde montre que ¢ se factorise en une suite
d’applications birationnelles
wi- i i - m
X1 =V v, &40y 4 AP A VA et 1 = Xo

ou chaque ¢; : V; --» Vii; est un cobordisme birationnel ¢; : (Bg,)_/K* --»
(Ba;)+/K*, la variété B,, étant une K*-variété quasi-projective pour laquelle le quo-
tient catégorique B, //K* existe. La figure suivante illustre cette décomposition.
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10 L. BONAVERO

(Baz+l)+/K*

Bai+1//K*

(Ba,)+/K* = (Ba,,)- /K"
B, //K*

(Ba,)-/K*

FIGURE 2. Décomposition d’un cobordisme birationnel

2.6. Structures localement toriques

Nous allons expliquer dans ce paragraphe, en montrant que l’on peut munir les va-
riétés By, construites précédemment d’un atlas de « cartes étales fortement toriques »,
que la décomposition obtenue précédemment est une décomposition en applications
«localement toriques ». Ceci est un point essentiel pour la suite ott toutes les construc-

tions €laborées (en particulier dans la partie 4) et la vérification de leurs propriétés
se feront & aide de cet atlas.

Rappelons qu’une application réguliére f : Z — X entre variétés algébriques est
étale si elle est lisse de dimension relative 0. De fagon équivalente, f est étale si pour
tout z € Z, f induit un isomorphisme f* : 6){, fz) = 52,2 entre les complétés des
anneaux locaux. Sur le corps des nombres complexes, f est étale si et seulement si f
est un biholomorphisme local.

DEFINITION. — Soit f : Z — X un morphisme étale, K*-équivariant entre deuz
variétés algébriques affines munies d’une action de K*. On dit que f est fortement
étale si et seulement si f//K* : Z//K* — X//K* est étale et Uapplication naturelle
Z — Z/[K* xx;x+ X est un isomorphisme.

Soit V' une variété algébrique lisse munie d’une action algébrique de K* et soit
z € V un K*-point fixe. Par un résultat de Sumihiro [Sum74] [Sum75], il existe un
voisinage K*-invariant et affine W, de  dans V. Comme z est un point fixe, le lemme
fondamental de Luna [Lun73] [MFK94] assure qu’il existe un voisinage K*-invariant et
affine V; C W, de z, saturé pour la projection m, : W, — W, //K*, et un morphisme
K*-équivariant et fortement étale 1, : V; — X, := T,V (ou T,V est ’espace tangent
de V en z). Comme 'action de K* sur T,V se diagonalise, il existe une base de
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vecteurs propres de T,V faisant de T,V une variété torique affine lisse ou K* agit
comme sous-groupe & un parametre du tore (nous renvoyons au paragraphe suivant
pour les notions de géométrie torique).

En adaptant un peu cette construction, on obtient la proposition suivante, ou I’'on
a repris les notations des paragraphes précédents :

PROPOSITION 2.5. — Soit B,, comme dans le paragraphe 2.5 et soit m; : B,, —
B,,//K* le quotient catégorique. Alors, pour tout x € B,,, il y a un voisinage K*-
invariant et affine V, de x, saturé pour m;, une variété torique affine lisse X, et un
morphisme K*-équivariant et fortement étale n, : V, — X,.

Mentionnons ici que ’on peut choisir les V,, saturés pour m; car m; est un morphisme
affine d’apres la démonstration de la proposition 2.4. Mentionnons aussi que la version
en caractéristique non nulle du résultat de Luna donnée par Bardsley et Richardson
[BaR85] peut s’appliquer ici si on ne suppose plus K de caractéristique nulle.

DEFINITION. — Dans la proposition 2.5, pour z € B,,, on appelle carte torique for-
tement étale en x la donnée de n, : V, — X;.

Ces cartes toriques fortement étales ont des propriétés tres fortes, en particulier :

® (Ba,)- NVe = (Vo) et (Ba,)+ NVe = (Vz)4,

e le morphisme 7, se restreint en des morphismes (nz)- = (0z)|(v,)_ : (Va)- —
(Xz)- et (Ne)+ := (N2)|(va)s : (Va)y — (Xz)4 fortement étales et il y a un diagramme
commutatif :

(Va)-/K* (Va)+/K*

(1)~ /5| \ / [ONS

(Xz)—/K* Vx /K* (Xx)+/K*

~. |7

Xo//K*

La proposition 2.5 signifie donc que le cobordisme birationnel ¢; : (B,,)_ /K* --»
(Ba;)+/K* est localement torique au sens ou, au voisinage de tout point, et & mor-
phisme étale pres, ’application birationnelle ¢; est torique. Il est essentiel de remar-
quer que nous sommes encore loin d’avoir démontré le théoréme de factorisation :
d’une part les (B,,)—/K* et (B,,)+/K* sont des variétés singulieres en général, et
d’autre part la structure torique dépend du point z choisi dans B,,.

Le but de la partie 4 est de décomposer un cobordisme birationnel donné en une
suite de cobordismes birationnels (en général singuliers) « toroidaux », ce qui signifie
en un certain sens que la « structure torique » ne dépendra plus du point z choisi.

En attendant, dans la partie 3 suivante, nous nous intéressons au cadre torique.
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3. LE THEOREME DE MORELLI ET WLODARCZYK

Nous montrons ici le théoréme de factorisation faible des applications birationnelles
toriques.

3.1. Rappels de géométrie torique et énoncé du théoréeme

Des références usuelles de géométrie torique sont [Ewa96], [Ful93] et [0das8s].

DEFINITION. — Une variété torique (de dimension n ) est une variété algébrique nor-
male, contenant le tore T := (K*)" comme owvert (de Zariski), munie d'une action
algébrique de T prolongeant laction de T sur lui-méme.

Si M est un réseau (i.e. un groupe abélien libre) de rang n, une variété torique Xz
de dimension n munie d’une action du tore T = Hom(M, K*) est définie par la donnée
d’un éventail ¥, subdivision de I'espace vectoriel dual Nq := Hom(M,Z) ®z Q par
des cones rationnels polyédraux.

Si Xy est une variété torique d’éventail ¥, & chaque cone o de ¥ correspond na-
turellement un ouvert affine T-invariant U, de Xy de sorte que Xy = U(762 U,. De
plus, si 0 C 7 (i.e. o est une face de 7), alors U, C U,. Rappelons aussi qu'il y a une
correspondance bijective entre les orbites de T' de codimension r dans X et les cones
de dimension r de X. Pour ¢ € X, on note V(o) 'adhérence de P'orbite correspondant
ao;sio Cr,alors V(r) C V(o). Rappelons enfin quune variété torique est lisse si et
seulement si tous les cones de ¥ sont non-singuliers (i.e. engendrés par une famille de
N := Hom(M, Z) pouvant se compléter en une base de N) et compléte si et seulement
si le support de ¥ est Nq.

Le théoréme de factorisation faible dans le cadre torique est dit & Morelli [Mor96]
et Wiodarczyk [W1o97], voir aussi [AMR99] et [Mat00] :

THEOREME 3.1. — Soit ¢ : X1 --+» Xy une application birationnelle équivariante
entre deuz variétés toriques complétes et lisses X1 et Xo sur K. Alors, ¢ se factorise
en une suite d’éclatements et de contractions de centres lisses invariants. Autrement

dit, il y a une suite d’applications birationnelles équivariantes entre variétés toriques
compleétes et lisses

¥o P1 Pi-1 Pi Pit+1 Pr—2 Yr—1
Xi=Vo-2Vi-> - - Vi Vg =5 - =5 Vi - V=X,

de sorte que @ = p;_1 0 Y12 0---p1 0y et pour tout i, p; : V; ~-» Viyq ou <p;1 :
Vie1 -—» Vi est une application réguliére obtenue en éclatant une adhérence d’orbite
du tore.

Dans la suite, nous donnons les grandes lignes de la preuve du théoréme 3.1. Men-
tionnons ici que malgré les travaux [Mor96] et [AMR99], le probléme de factorisation
forte torique est toujours ouvert, méme en dimension trois (voir [Mat00] pour une
discussion des lacunes de [Mor96] et [AMR99]).
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3.2. Cobordisme torique en termes d’éventails, d’aprés Morelli

Soient M un réseau de rang n et N le réseau dual Hom(M, Z). Soient N le réseau
(n + 1)-dimensionnel N @ Z, Nq := N ®z Q, N§ := N* ®z Q et 7 la projection
Na' — Nq.

Dans toute la suite et sauf mention explicite du contraire, tous les cones ration-
nels o de Ng que nous considérerons seront supposés simpliciauz (i.e. engendrés par
une famille libre d’éléments de NT) et w-strictement convezes (i.e. w(o) est un cone
strictement convexe de Nq).

DEFINITION. — Soit ¢ un céne rationnel de N{Q|r . On dit que o est m-indépendant
st M, est injective (ceci signifie que Vect(o) ne contient pas la direction verticale
{0} ® Q). On dit que o est m-dépendant s’il n’est pas m-indépendant. Soit o un céne
rationnel m-indépendant de Ng. On dit que o est m-non-singulier si (o) est un cone
non-singulier de Nq. On dit que o est m-singulier s’il n’est pas m-non-singulier. On
dit qu’un éventail de Ng est m-non-singulier si tous ses cones mw-indépendants sont
m-non-singuliers.

Nous noterons v = (0,1) € N @ Z = N*, ce vecteur correspond & un sous-groupe
3 un parametre A, du tore N*T @z K* =T x K*.
Soit ¥ un éventail simplicial de Ng. Définissons les faces supérieure et inférieure
de ¥
0+(X)={zeX|z+ev¢X pour £ >0 petit}
et
0_(X)={ze€X|z—ev¢X pour e >0 petit}.

DEFINITION. — Soit o un céne rationnel simplicial de Ng. Nous dirons que o est un
circuit si o est w-dépendant et si toutes les faces strictes de o sont w-indépendantes.

Remarquons que tout cone rationnel simplicial 7-dépendant de Ng contient (i.e.
comme face) un unique circuit.

Soit 7 un cone rationnel simplicial m-dépendant de N(Js et soit o 'unique circuit
inclus dans 7. Dans ce qui suit, nous allons montrer que la variété affine X, munie
de laction du sous-groupe d un paramétre A, est un cobordisme birationnel, que V(o)
est l'unique composante conneze de \,-points fizes de X, et relier 0_(7) et 04(T) a
(X:)- et (X7)4.

Supposons pour simplifier que 7 est non-singulier et écrivons 7 = (p1, ..., Pk, - - -, Pm)
ou les p; sont les générateurs dans Nt des faces de dimension 1 de 7 numérotés
de sorte que ¢ = (p1,...,px). Comme 7 est non-singulier, on peut compléter la
famille (p1,...,pk,...,pm) en une base (p1,...,Pm,...,pns1) de N*t. La variété
torique X, est isomorphe & K™ x (K*)**1~™ et contient ouvert affine invariant
U, = KF x (K*)**1=k_ Soit (u1,...,unt1) la base duale de (p1,...,pnt1). Comme
v € Vect(), on a (u;,v) = 0 pour ¢ > k + 1 et quitte & renuméroter les p;, on peut
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supposer que (u;,v) > 0 pour 1 < i < et (us,v) < 0pour [ +1<i < koul est un
certain entier vérifiant 1 <l < k—1 (un tel ! existe car o est mw-strictement convexe).
Le groupe K* agit comme sous-groupe & un parametre A\, sur x € X, par

t-x=XAt)(21,...,Tn41) = (t<"1"’)931, .. ,t<“’“">ack,xk+1, ey Tng1)-

Pour j vérifiant 1 < j < k, notons v; = (py, ... »Pjs- -+ Pm) OU la notation p; signifie
que p; ne figure pas parmi les arétes de y;. C’est une face maximale de 7 et les formules
précédentes montrent que :

(X% ={(0,...,0, 811, .., Tn11)} = V(0),
(XT)+ = U1<j<l Uw
(Xr)— = Uz+1<j<k U%"

Par ailleurs, c’est un exercice facile de montrer que

04(1) = U1gj<z v et 0_(7) = Ul+1gj<k Vi

Ainsi, la variété torique Xr(oy(r)) (resp. Xp(a_(ry)) d’éventail m(d; (7)) (resp.
m(0-(7))) est la variété torique (X, ). /K* (resp. (X7)-/K*)) et X, est un cobor-
disme torique birationnel pour ¢ : Xro_(r)) = X +(r))- Tout ceci est illustré par
la figure 3.

m(p2)

7(pa)

) X, m(p3)
w/ i
pa m(p2) m(p2)
m(pa) m(pa)
®
T op2 /N N\ T -
" ey () o) n(s)
P X(n(0-(0))) = (X;)- /K~ X(m(0+(0))) = (X7)+/K*

o=17CN* Wx o) A*’

m(pa)
ey 7(p3)

X, /K"

FIGURE 3. Cobordisme torique

Etudions maintenant lapplication birationnelle ¢ : Xr@o-(r)) ~=* Xn(a,(s))- Pour
chaque pj, soit v; le générateur dans N de I’aréte engendrée par 7(p;) et w; le rationnel
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tel que p; soit proportionnel & (vj,w;) : on écrit p; = c;j(vj, w;) olt ¢; est un entier
strictement positif. Projetant ’égalité

k
v=(0,1)=) (u;,»)p;

j=1

sur le facteur Nq de Ng, il vient :

k
Z(uj, v)cjv; = 0.

=1
Posons
! k
v=Y (uj,v)cjv; = — Z (uj,v)cjv; € N.
j=1 j=l+1

Ce vecteur v est dans l'intérieur relatif des cones
k

l

(v1,...,u) = ﬂ 7(7;) et (Vig1, ..., 0k) = ﬂ 7(7y5)-
j=l+1 j=1

Par conséquent, les éventails obtenus par subdivision étoilée de mw(04(7)) et de

m(0—(7)) par rapport & v sont égaux, si bien qu’il existe une variété torique X, et un

diagramme commutatif :

Si de plus le cone initial 7 est 7-non singulier, alors (X,)_/K* et (X;);/K* sont
lisses et

l k
v = E Vj = E v; € N,
j=1 j=l+1

de sorte que X, est lisse, ¢} : X, — (X;)4+/K* et ¥_ : X, — (X,)—/K* sont des
éclatements le long de sous-variétés lisses invariantes (voir la figure 3).

Insistons ici sur le fait que seule la 7-non singularité du cone initial 7 est importante
(pour obtenir des variétés (X,)_/K* et (X,)4/K* lisses et des éclatements 1, et ¢_
le long de sous-variétés lisses invariantes) mais il n’est pas nécessaire de supposer que
T soit non-singulier, le fait qu’il soit simplicial est suffisant.
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3.3. Cobordisme torique

Soit ¢ : XA — XA une application réguliére birationnelle équivariante entre deux
variétés toriques projectives lisses de dimension n et d’éventails respectifs A’ et A
dans Nq. La construction expliquée au paragraphe 2.3 s’adapte sans difficulté au cas
torique (historiquement, rappelons que c’est la construction torique qui a inspiré le cas
général), si bien qu’il existe un cobordisme birationnel B torique (au sens ou Iaction
de K* sur B est celle d’un sous-groupe & un parametre du tore de B) quasi-projectif
pour ¢.

D’apres ce qui précede, l'existence d’un tel B en termes d’éventails se traduit de
la fagon suivante. Il existe un éventail ¥ non-singulier (et donc simplicial) dans Ng
tel que m(0_ (X)) = A', 7(0+(X)) = A, B est la variété torique d’éventail ¥ et ¢ est
le cobordisme birationnel ¢ : B_/K* = Xa» — By /K* = Xa. Comme B est quasi-
projectif, il y a un ordre sur les circuits de ¥ (qui correspondent aux composantes
connexes des points fixes pour I’action du sous-groupe & un parametre v = (0, 1)).
Choisissons un circuit o; minimal pour cet ordre. Soient

Star(o1) ={r€X| o1 C 7}
et
Star(o;) = {r' € £ | 7' C 7 pour un 7 dans Star(o1)}.
Alors comme o7 est minimal, d_(Star(c1)) C 0-(X). Posons alors £; = (X
0_(Star(o1))) U 04 (Star(o1)). D’apres le paragraphe précédent, si B; est la variété

d’éventail £ et si X; est la variété torique d’éventail A; := 7(9-(21)), alors ¢ se
décompose en

p:B_/K* = Xa & X, Xa, = (B)_/K* %5 Xa = (B1)+ /K" = By /K",

et on peut recommencer avec le cobordisme By . Si de plus ¥ est 7-non singulier, alors
Xa, et X, sont lisses, ¢_ et 14 sont des éclatements le long de sous-variétés lisses
invariantes et X; est encore m-non singulier.

Faisons le point. — Le théoréme 3.1 est démontré pour une application réguliere ¢ :
XA — Xa birationnelle équivariante entre deux variétés toriques projectives lisses de
dimension 7 si on peut contruire un cobordisme birationnel B quasi-projectif d’éven-
tail ¥ simplicial et w-non singulier dans Ng tel que m(0_ (%)) = A’ et m(dy () =A.

Un tel éventail 3 va étre obtenu en n-désingularisant 1’éventail ¥, son existence est
garantie par le théoréme de 7-désingularisation de Morelli, dont 1’énoncé fait ’objet
du paragraphe suivant et dont la démonstration est repoussée a la fin de ce texte §6.

3.4. Le théoréeme de w-désingularisation de Morelli

Les notations sont celles du paragraphe précédent. Le théoréme suivant est di a
Morelli [Mor96] avec une démonstration incompléte ; la démonstration a été complétée
par Abramovich, Matsuki et Rashid [AMR99] [Mat00].
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THEOREME 3.2. — Soit ¥ un éventail de Ng . Alors il existe un éventail w-non-
singulier de Ng obtenu par une suite finie de subdivisions étoilées de L. De plus, la
procédure de w-désingularisation n'affecte pas les cones w-non-singuliers de X.

Il apparaitra clairement lors de la démonstration de ce résultat §6 que 1'éventail
obtenu n’est en général pas non-singulier.

3.5. Démonstration du théoréme de factorisation faible torique

On termine la démonstration du théoréme de factorisation, qui repose sur le lemme
de Chow torique (voir par exemple [Oda88]) et la levée des indéterminations torique
due & De Concini-Procesi [DCP85].

THEOREME 3.3. — Soit X une variété torique compléte. Alors il exriste une variété
torique projective lisse X et une application réguliére birationnelle équivariante ¢ :
X —-X.

THEOREME 3.4. — Soit ¢ : X --» X' une application birationnelle équivariante
entre deuz variétés toriques complétes lisses. Alors il existe une suite d’éclatements
le long de sous-variétés invariantes de codimension deuz ¢ : X — X telle que p o1 :
X — X' soit une application réguliére birationnelle équivariante.

De ces deux résultats, déduisons une version précise du théoreme de Moishezon
torique :

THEOREME 3.5. — Soit X une variété torique lisse et compléte. Alors il existe une
variété torique projective lisse X obtenue a partir de X par suite d’éclatements le long
de sous-variétés invariantes de codimension deux ¥ : X — X.

Démonstration. — Soit ¢ : X — X donnée par le théoreme 3.3, ou X est projeétive
lisse. Appliquons le théoréme 3.4 & ™! : il y a une suite d’éclatements le long de sous-
variétés invariantes de codimension deux 1 : X — X de sorte que h = o totp: X —
X soit une application réguliere birationnelle. Comme % est un morphisme projectif
et puisque @ o h = 1, h est aussi un morphisme projectif, et comme X est projective,

on en déduit que X est projective. O

Application. — Soit ¢ : X1 --+ X5 une application birationnelle entre deux variétés
toriques completes et lisses. Par le théoreme 3.5, il y a des variétés toriques projectives
lisses )?; et )/Z; et deux suites d’éclatements le long de sous- varietés invariantes de
codimension deux ) : )?/1 — Xq et 9o : X2 — X5. Soit ¢ = 1/)2 opoh : Xy --+
X2 Par le théoreme 3.4, il existe une sulte d’éclatements le long de sous—varletes
invariantes de codimension deux ¥ : X; — X, 1 telle que g o9 : X, — X2 soit une
application réguliére birationnelle équivariante. Comme X; et X2 sont projectives
lisses, il y a d’apres les paragraphes précédents une factorisation faible pour Go et par
suite une factorisation faible pour ¢. Ceci acheéve la démonstration du théoréme 3.1.
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3.6. Extension au cas toroidal

Il y a une classe de variétés algébriques possédant essentiellement les mémes pro-
priétés que les variétés toriques.

DEFINITION. — Soit V' une variété algébrique et U un ouvert de V. Le plongement
U C V est un plongement toroidal si pour tout x € V, il y a un voisinage V, de

z dans V, une variété torique X, et une application étale n, : V; — X, telle que
ny (Ty) =VenU.

Comme dans le cas torique, il y a une notion naturelle de morphismes toroidaux
et d’applications birationnelles toroidales entre plongements toroidaux. De plus, il y
a une stratification naturelle de V' et les adhérences des strates correspondent for-
mellement aux adhérences d’orbites dans les variétés toriques. Enfin, un plongement
toroidal est décrit par un complexe polyédral conique rationnel qui joue exactement
le role de 1’éventail d’une variété torique (& ceci prés que ce complexe est défini abs-
traitement et qu’il ne se plonge en général pas linéairement dans un espace vectoriel
Nq). Les résultats de la géométrie birationnelle des variétés toriques (existence de
désingularisation, levée des indéterminations par éclatements de centres lisses, etc.)
s’étendent sans trop de difficultés au cas des plongements toroidaux (voir [KKMS73]
ou [AbO97] p. 69-73). Il en est de méme pour le théoreme de factorisation comme
l'ont remarqué Abramovich, Matsuki et Rashid [AMR99].

THEOREME 3.6. — Soit ¢ : (U; C X31) --» (U2 C X2) une application birationnelle
toroidale entre deuz plongements toroidauz lisses sur K, X1 et Xy complétes. Alors,

¢ se factorise en une suite d’éclatements et de contractions de centres lisses égauz a
des adhérences de strates.

4. STRUCTURES TOROIDALES ET COBORDISME BIRATIONNEL

Le but de cette partie est de décomposer un cobordisme birationnel donné en
une suite de cobordismes birationnels (en général singuliers) toroidaux. L’idée est la
suivante : si on éclate un faisceau d’idéaux I sur une variété algébrique, on obtient une
nouvelle variété algébrique avec un diviseur bien déterminé puisque I devient principal
aprés éclatement. Le complémentaire de son support est alors un candidat pour étre
un plongement toroidal. Lorsque de plus la variété algébrique est munie d’une action
de K*, on peut essayer de construire I de sorte que le plongement toroidal obtenu
soit compatible avec action de K*.
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4.1. Idéal a-toroidal

Soit V' une variété algébrique munie d’une action algébrique effective de K*. Pour
v € V, on note Stab(v) le stabilisateur de v (Stab(v) est isomorphe soit & K*, soit &
un groupe cyclique Z/nZ).

Notation. — Si a est un entier, on note J, ,, 'idéal de Oy, engendré par les fonctions
f € Oy, Stab(v)-semi-invariantes de Stab(v)-poids a, i.e. pour tout ¢ € Stab(v),

t(f) =t*f.

Il n’est pas difficile de voir que si z1,...,2, sont des générateurs Stab(v)-semi-
invariants de 'idéal maximal My, dont I'existence est assurée par le théoréme de
Sumihiro [Sum74| [Sum?75], alors J,,, est engendré par les monomes 27" --- 2"~ de
Stab(v)-poids . Ceci implique en particulier que si n : V — X est un morphisme
K*-équivariant fortement étale entre deux variétés algébriques munies d’une action
de K*, alors I'image inverse de J, (,) engendre J, , pour tous v € V et a € Z.

La collection des J ,, lorsque v décrit V' ne définit pas un faisceau d’idéaux cohérent
en général. Cependant, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. — Soient a € Z et B un cobordisme birationnel lisse quasi-
projectif de la forme B,, (les notations sont celles des parties 2.5 et 2.6). Alors, il
existe un unique faisceau d’idéauz cohérent K*-équivariant I, non nul tel que pour
tout v e (By NB_)UBX" on a (In)y = Ja..

L’idéal I, s’appelle le faisceau a-toroidal associé a action de K* sur B. Rappelons
que (B4 N B_) est un ouvert non vide de B et que (B N B_) U BX" est I’union des
K*-orbites fermées de B.

Démonstration de la proposition 4.1. — Commencons par 'unicité de I,. Elle est
claire sur (B4 NB_)UBX". Soit donc v dans le complémentaire de (B, N B_)UBK".
L’adhérence de l'orbite de v contient un point fixe. Comme I, est uniquement dé-
terminé en ce point fixe, il ’est aussi au voisinage puisque I, est cohérent. Par K*-
équivariance, I, est alors uniquement déterminé en v.

Pour Pexistence, la proposition 2.5 permet de recouvrir B par des cartes toriques
Nz : Vo — X, fortement étales. Comme ((By N B_) U BX") NV, est 'image inverse
par 7, de ((Xz)+ N (Xz)-) U (X)X, il suffit de construire un faisceau a-toroidal
sur X;. Par image inverse, ceci définit un faisceau a-toroidal sur V,, et 'unicité déja
prouvée entraine que ces faisceaux ainsi construits se recollent en un faisceau sur B.
Le lemme suivant [AKMW99] achéve donc la preuve. |

LEMME 4.2. — Soit X une variété torique affine lisse définie par un céne régulier o
d’un réseau N et soit a € N un élément primitif correspondant & une action effective
de K* d’un sous-groupe a un paramétre de T. On suppose de plus que a n’appartient
pas @ 0 U —o (ceci correspond au fait que B, N B_ est non vide). Alors, pour tout
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a € Z, le faisceau I, existe, est non nul et engendré par les monomes z™ ou m € &
avec {m,a) = a.

Remarquons qu’il n’est pas utile d’apreés ce lemme de calculer explicitement les

stabilisateurs Stab(v). Donnons un exemple concret, que nous utiliserons aussi dans
la suite :

Ezemple « (2,1, 1) ». — Soit X = K? munie de 'action du sous-groupe & un para-
metre a = (2,1, —1) (i.e. A\o(t)(21, 22, 23) = (221, tz2,t"'23)), alors I (resp. Iy, resp.
I_1) est le faisceau d’idéaux engendré par z; et 22 (resp. z123 et 22, resp. 23).

4.2. Plongements toroidaux avec action toroidale de K*

Soit V une variété algébrique munie d’une action algébrique de K*. On suppose que
Paction de K* est localement torique au sens ou on peut recouvrir V par des cartes
toriques fortement étales. Soit D un diviseur effectif de V et U I'ouvert V' \ Supp(D).

DEFINITION. — On dit que U est un plongement toroidal avec action toroidale de
K* si pour tout x € V, il y a un voisinage K*-invariant et affine V, de x, une
variété torique affine X, avec une action de K* d’un sous-groupe a un parameétre et
un morphisme K*-équivariant étale n, : Vy — X, tel que n; (Ty) = Vo NU (ou T,
désigne le tore dense de X;). On appelle carte toroidale étale en x la donnée d’une
telle ng : Vp — Xy. D’aprés le lemme fondamental de Luna, si une telle carte existe,
en restreignant 'ouvert V,, on peut la supposer de plus fortement étale.

Ezemples. — Soit X la variété torique K? définie par un cone régulier o = (vy,vz)
d’un réseau N et soit a = (a1, az) € N un élément primitif correspondant a une action
effective de K* d’un sous-groupe & un parameétre de 7. Soient D, = {(z1,22) € K? |
21 = 0} et Dy, = {(21,22) € K? | 22 = 0}. Alors, U = K?\ (D,, U D,,) est un
plongement toroidal avec action toroidale de K* quel que soit le choix du sous-groupe
A un paramétre a. En revanche, U = K2\ D, est un plongement toroidal avec action
toroidale de K* si et seulement si a = 4v;. Géométriquement, ceci signifie que I'action
de K* sur K? est produit de I'action triviale sur {0} x K et d'une action d’un sous-

groupe & un parameétre de la variété torique K x {0} et que le diviseur D,, est égal &
K x {0}.

Cet exemple se généralise en le lemme suivant [AKMW99] :
LEMME 4.3. — Soit X une variété torique définie par un éventail ¥ d’un réseau
N et soit a € N un élément primitif correspondant & une action effective de K*

d’un sous-groupe & un paramétre de T, soient D un diviseur torique effectif de X et
U = X \ Supp(D). Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) pour tout cone o de ¥ et tout diviseur torique E de louvert torique affine
U, C X, st E nest pas dans Supp(D), alors il existe une variété torique affine Xo
telle que :

Uy~ X, xK et E~ Xy x{0}
de sorte que l'action de K* sur U, soit le produit de l’action d’un sous-groupe a un

paramétre sur X, et de Uaction triviale sur K,
(ii) U est un plongement toroidal avec action toroidale de K*.

Remarquons que 'implication (i) implique (ii) est aisée, c’est la seule utilisée dans
la suite.

4.3. Faisceaux toroidaux et plongements toroidaux

Soit B un cobordisme birationnel lisse et quasi-projectif de dimension n + 1 de la
forme B,, (les notations sont celles des parties 2.5 et 2.6). Fixons-nous une famille finie
de cartes toriques fortement étales n, : V, — X, recouvrant B. Dans X, l'action
de K* correspond & celle d’'un sous-groupe & un parametre : concretement X, est
isomorphe & K™ x (K*)"*1=™ et l'action de K* est de la forme ¢ - (x1,...,ZTn41) =
(t*zq,...,t*+1x, 1) pour certains poids entiers ajq, ..., Qp41.

Notation. — On note A une famille finie d’entiers telle que pour toute carte torique
fortement étale n, : V, — X, tous les poids a;,...,a,+1 de action de K* appar-
tiennent & A. Une telle famille d’entiers sera dite admissible.

DEFINITION. — Si A est une famille admissible d’entiers, on note I4 le faisceau
d’idéauz sur B défini par Ia = [],c4la. Un tel faisceau d’idéaur sur B est appelé
faisceau toroidal.

Notation. — Si I 4 est un faisceau toroidal, on note 7 4 : B}f’: — B la normalisation
de I’éclatement de B de centre le faisceau d’idéaux I 4. Comme I 4 est K*-équivariant,
la variété B}j' est naturellement munie d’une action algébrique de K* faisant de 74
un morphisme équivariant. On note D}i‘ le diviseur défini par le faisceau inversible
T A)OB}?; et U™ le complémentaire de son support dans B}

La proposition suivante est le cceur de cette partie :

PROPOSITION 4.4. — La variété algébrique B}‘;‘ est un cobordisme birationnel quasi-
projectif. L’ouvert U tor et un plongement toroidal avec action toroidale de K*. Enfin,

(BYr) s = 13} (Bs) et (Bir)- =3} (B_).

Démonstration. — Montrons que ’ouvert Urs tor est un plongement toroidal avec action
toroidale de K*. A nouveau, il suffit de traiter le cas torique, autrement dit de montrer
ce résultat dans chacune des cartes toriques fortement étales considérées au début de
la construction. Le lemme suivant donne donc le résultat. O
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LEMME 4.5. — Soit X la variété torique affine lisse K™ x (K*)"*1=™ gyec une action
de K* de la forme t - (z1,...,Zp41) = (t*z1,...,t%+'x,1) pour certains poids
entiers aq, . .., Qnt1. Soient A une famille d’entiers contenant ay,...,any1 et 14 le

faisceau toroidal associé. Soient T4 : XjS" — X la normalisée de léclatement de
t .. o . . . —1 t
centre L4, DY} le diviseur défini par le faisceau inversible m " (I A)OB;:: et U le

complémentaire de son support dans B%'. Alors U™ est un plongement toroidal avec
action toroidale de K*.

Démonstration. — Les diviseurs toriques de X" non inclus dans Supp(D}%) (les
seuls & considérer d’apres le lemme 4.3) sont des transformées strictes de diviseur D; :=
{x € X | & = 0}. Soit donc ¢ dans {1,...,n + 1}. Evidemment, le monéme z;

appartient au faisceau a;-toroidal I,,. Si ce dernier est principal engendré par z;,
alors D; est dans Supp(DfS). Sinon, soit X; la normalisée de 1’éclatement du faisceau
a;-toroidal I,,. Il est aisé de vérifier que D; satisfait l’assertion (i) du lemme 4.3. La
suite de la démonstration consiste a remarquer que X }j‘ est obtenu en normalisant

I’éclatement de centre I, , puis en normalisant I’éclatement de centre I'image inverse
de I,,, etc. O

Reprenons I’exemple « (2,1, —1) » : X = K3 munie de I'action du sous-groupe & un
parametre (2,1, —1). On prend ici A = {—1,1,2}. Si X est définie par un céne régulier
o = (v1,v2,v3), alors X}j’ est la variété torique d’éventail 3 obtenu en subdivisant
o en les trois cones : o1 = (v, 2v1 + v2,v3), 02 = (V1 + V2, V3,201 + U2,V + v3) €t
o3 = {v1 + v2,v2 + v3,v2). Le diviseur D}i’ est le diviseur Dy, U Dy, 4y, U Doy, 4, U
Doy, 105 Seul les cones oy et o3 sont & considérer pour vérifier I'assertion (i) du lemme
4.3, avec E = D,, pour o1 et E = D,, pour o3. L’assertion (i) est satisfaite car
a = (2,1,—1) appartient au réseau engendré par vy + vz et vy + v3 et au réseau
engendré par 2v; + vy et v3.

COROLLAIRE 4.6. — Soit B,, un cobordisme birationnel lisse et quasi-projectif ob-
tenu dans le paragraphe 2.5. Choisissons un faisceau toroidal I4, et notons ma, :
Bi" — By, la normalisée de Uéclatement de centre 14, . Alors, il y a un diagramme
commutatif :

tor
(BEr)_/K* L (Bier) 4 /K

2]

Vi=(Ba)-/K' === == == ==~ === = == — — + (Ba,)+/K* = Vip

Faisons le point. — La variété Bo" contient 'ouvert U}f;r comme plongement toroidal

avec action de K* si bien que !°" est une application birationnelle toroidale au sens
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ou pour tout x € Bg‘:r il y a une carte en = toroidale fortement étale 7, : V' — X,
(donc vérifiant n;1(T,) = Viorn U;S") induisant un diagramme commutatif :

tor

(Vi) K 1 (Vi) /K

(1) /K" l J(%/K*
(X)_ /K" — — 5 (Xa)1 /K"

ot (X;)_/K* --» (X3);/K* est une application birationnelle entre variétés toriques.
Dans la partie suivante, on explique comment on peut obtenir un résultat analogue
en restant dans le cadre des variétés non singulieres.

5. DESINGULARISATION CANONIQUE ET DEMONSTRATION
DU THEOREME DE FACTORISATION

5.1. Désingularisation canonique

Sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, on sait depuis Hironaka
[Hir64] que toute variété algébrique peut étre désingularisée par une suite d’éclate-
ments le long de centres lisses. A partir de la dimension trois, il n’y a pas de désingu-
larisation minimale et il n’y a pas de choix naturel d'un modele non singulier pour une
variété algébrique donnée. Cependant, avec les travaux de Bierstone-Milman [BiM97],
Encinas-Villamayor [EnV97] et Villamayor [Vil89], on peut parler de désingularisation
« canonique ».

\

DEFINITION. — Une résolution canonique des singularités est un algorithme qui a
toute variété algébriqgue X associe une suite uniquement déterminée d’éclatements le
long de centres lisses v : X™ — X satisfaisant : pour tout morphisme lisse Y — X s
la variété Y™ est égale au produit fibré Y x x XTes.

Une résolution canonique des singularités a les propriétés suivantes découlant de
la définition :

e les centres des éclatements sont au-dessus du lieu singulier de X ,

e toute famille d’automorphismes (6y),ec d’une variété X paramétrée par une
variété non singuliere G se reléve en une famille d’automorphismes de X', Ceci
s’applique en particulier au cas de 'action d’un groupe algébrique.

De telles résolutions canoniques des singularités existent d’apres Bierstone-Milman,
Encinas-Villamayor, Hironaka ou Villamayor.

Les algorithmes connus de résolutions canoniques des singularités ont la propriété
supplémentaire suivante : pour tout faisceau d’idéaux cohérent I C © X Sur une variété
non singuliére X, il existe une suite uniquement déterminée d’éclatements le long de
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centres lisses p : X — X de sorte que p~'(I)Oxcan soit principal et pour tout
morphisme lisse f : Y — X, la suite correspondante d’éclatements p’ : Y — 'Y de
sorte que (p') "1 (f*I)Oyean soit principal est égale au produit fibré Y x x X — Y.
(Attention, p : X — X dépend de I mais nous n’avons pas inclus I dans la notation
pour ne pas alourdir la suite.)

Dorénavant, on se fixe une résolution canonique des singularités.

La proposition suivante est le coeur de cette partie :

PROPOSITION 5.1. — Awec les notations du corollaire 4.6, il y a un diagramme com-
mutatif de variétés algébriques :

Ve - T v
Pi— hi_J( lhlx
tor
v (B /K L (Ber) K i
T Tit1
N Pi .
Vi=(Ba)-/Kf === = === = = = - — - — - — — — + (Ba,)+/K* =Vip

(i) pi— et piy sont deux suites d’éclatements le long de centres lisses,

(i) 56 U2 = i ((US) - /K*) et U™ = hi (U )4 /K*), alors (U™ C Vi)
et (U™ C VE™) sont des plongements toroidaux et o est birationnelle toroidale.

Expliquons la construction de ce diagramme. Il s’agit de montrer dans un premier
temps que (7.4, ) est 'éclatement d’un faisceau d’idéaux (I;)— sur V;. C’est plus facile
si 'on suppose que la famille admissible A; est choisie vérifiant

ce qu’il est toujours possible de faire en rajoutant un entier a la famille admissible
initialement choisie. Alors, le faisceau toroidal I4, sur B,, est engendré par des
fonctions invariantes d’apres le lemme 4.2, donc provient d’un faisceau d’idéaux I;
sur B,,//K*. Le faisceau d’idéaux (I;)_ sur V; est alors obtenu par image inverse
Vi = (B,,)-/K* — By, //K*. Le morphisme p;_ : V2 — V' est la suite d’éclate-
ments uniquement déterminée rendant r; 1((Ii)—)OV;es principal et h;_ est I'unique
morphisme induit par la propriété universelle de I’éclatement d’un faisceau d’idéaux.
La vérification du point (ii) se fait & nouveau dans les cartes toriques fortement étales
utilisées pour construire le faisceau toroidal I4,, on renvoie & [AKMW99] pour les
détails.
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COROLLAIRE 5.2. — Soit ¢ : X; — X5 une application réguliére birationnelle entre
deuz variétés projectives lisses. Alors, ¢ se factorise en une suite d’éclatements et de
contractions de centres lisses.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de tout ce qui précede : il suffit
d’appliquer le théoreme 3.6 & chaque ¢{" et de remarquer que puisque X; et X, sont
lisses, alors X1 = Vp = V§® et Xo = Vg1 = Sl O

5.2. Fin de la démonstration du théoréme de factorisation

Elle se termine exactement comme dans le cas torique, & 'aide du théoréme de
Moishezon [Moi67]. La levée des indéterminations, due & Hironaka [Hir75] dans le
cadre général se formule ainsi :

THEOREME 5.3. — Soit ¢ : X --» X' une application birationnelle entre deuz va-
Tiétés complétes lisses. Alors il existe une suite d’éclatements le long de sous-variétés
lisses 1 : X — X telle que oty : X — X' soit une application réguliére birationnelle.

Le lemme de Chow (voir [Har77] p. 107) est lui aussi valable en général :

THEOREME 5.4. — Soit X une variété algébrique compléte. Alors il existe une variété
projective lisse X et une application réguliére birationnelle p : X — X.

On déduit de ces résultats le théoréme de Moishezon [Moi67] (dont la preuve ini-
tiale, antérieure a la levée des indéterminations est évidemment beaucoup plus diffi-
cile) comme dans le cas torique :

THEOREME 5.5. — Soit X une variété algébrique lisse et compléte. Alors il existe
une variété projective lisse X obtenue & partir de X par suite d’éclatements le long
de sous-variétés lisses 1 : X — X.

Ceci permet enfin de ramener le théoreme de factorisation au corollaire 5.2.

6. APPENDICE : DEMONSTRATION DU THEOREME DE
m-DESINGULARISATION

6.1. Outils et résultats intermédiaires principaux.

Les notes qui suivent sont une reprise de [AMR99], avec une simplification de la
démonstration de la proposition 6.5. Merci & Adam Parusinski pour sa lecture attentive
de cet appendice.
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6.1.1. Relation de m-dépendance, m-multiplicité et w-profil de multiplicité. — Soit

n={p1,---,pk)

un cone simplicial de Nt et pour 1 < i < k, soit v; le générateur dans N de laréte

engendrée par 7(p;). Il existe alors un unique w; dans Q tel que p; soit proportionnel
a (v, w;).

DEFINITION. — Si n est m-indépendant, on définit la m-multiplicité de 1, notée
m-mult(n) comme étant la multiplicité du céne m(n) (égale a l’indice dans le réseau
engendré par m(n) du sous-groupe Zvy & --- @ Zvy). Remarquons que 1 est w-non-
singulier si et seulement si m-mult(n) = 1. On définit le m-profil de multiplicité de 7,
noté m-mp(n), comme étant le quadruplet T-mp(n) := (r-mult(n),0,0,0).

Si n est m-dépendant, comme le noyau de 7 est de dimension 1, il existe une unique
relation de m-dépendance

k k
Zrivi =0 avec max{|r;|; 1<i<k}=1 et Zriwi > 0.

i=1 i=1

Pour 1 <4 < k, on note n; la face de codimension 1 de 7 suivante :
N = <Pla--~7ﬁi7~~-»Pk>~
Le lemme suivant est élémentaire et essentiel :

LEMME 6.1. — (i) La face n; est m-indépendante si et seulement si r; # 0.
(i) Simn; et n; sont toutes deuz mw-indépendantes, alors

75| m-mult(n;) = |r;| 7-mult(n;).

Notation. — Introduisons les ensembles : I1(n) = {i;r; = 1}, I (n) = {i; r; > 0},

Ia(n) =A{ism = -1}, 1-(n) = {i;rs < 0} et ix(n), i+(n), i-1(n) et i_(n) leur
cardinal respectif.

DEFINITION. — Si i est w-dépendant, on définit la m-multiplicité de n comme étant
le mazimum des w-multiplicités des faces n; pour i € I1(n) U I_(n). Autrement dit,
m-mult(n) est le mazimum des mw-multiplicités des faces m-indépendantes de n. On
définit le m-profil de multiplicité de 7, noté m-mp(n), comme étant le quadruplet

m-mp(n) := (m-mult(n),0,0,0) si i1(n) +i-1(n) =1,
et

m-mp(n) := (r-mult(n), 1,54 (1) +i-(n),51(n) +i-1(n)) si i1(n) +i-1(n) > 2.

Remarquons que la quantité k, = i1 (n) +i_(n) est la dimension de I'unique circuit
contenu dans 7).
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Notation. — Soit ¥ un éventail de Ng. On note gx, le maximum (pour 'ordre lexico-
graphique) des m-mp(n) lorsque 7 décrit tous les cones maximaux de ¥ (i.e. non
contenus strictement dans un coéne de X) et sy le nombre de cones maximaux attei-
gnant ce maximum. Alors le w-profil de multiplicité de ¥ est le quintuplet :

7-mp(X) := (gs, sx).

6.1.2. Faces codéfinies.— Soient n = (p1,...,px) un cone m-dépendant de Ng et T
une face m-indépendante de 7. Si

k
Z TV, = 0
=1

est la relation de m-dépendance de 7, on dit que 7 est codéfinie par rapport & 7 si ses
générateurs sont inclus dans {p;, r; > 0} ou dans {pi, i <0}. Evidemment, si 7 est
une face de 7/ ot 7’ est codéfinie par rapport & 7, alors T est codéfinie par rapport
an.

Si T = (p1,...,p) est un cone m-indépendant de N, et si v; est le générateur
dans N de I'aréte engendrée par m(p;), on note :

l
par(n(r)) ={ve N;v = Zawz-, 0<a; <1}
i=1

Remarquons que si 7 est un céne w-singulier de Ng , et si 7 est une face m-indépendante
et m-singuliére de 7 de dimension minimale, alors par(m (7)) # @.

La proposition suivante est le résultat central de ce paragraphe. Elle illustre par-
faitement 'utilité des faces codéfinies.

PROPOSITION 6.2. — Soient n un céne w-dépendant de Nt et T une face -
indépendante de 7. Soient v € par(n(7)) et p € Ng dans Uintérieur relatif de T
tel que m(p) = v. Soit n' V'éventail obtenu par subdivision étoilée de n par rapport
a p. Si T est codéfinie par rapport a 0, alors m-mp(n’) < m-mp(n) et si de plus T est
contenue dans une face v de codimension 1 de n de m-multiplicité mazimale, alors
m-mp(n’) < m-mp(n).

Démonstration. — Notons 7 = (p1,...,pm) et 7= (p1, ..., pn) avec n > m. On note
p =" ap; et soit > 7iv; = 0 la relation de 7-dépendance de n.
Les cones maximaux de 7’ sont les 0o = {0, p1,-- ., Pas- -+, Prm, - - - ,Pn) pour 1 <

a < m. Nous allons estimer 7-mp(n,).

Les faces nouvelles de 7, (i.e. les faces de 7, qui ne sont pas faces de 1) sont les

Yap = <P,P1,~-aﬁa,---,ﬁﬁ7---apn>

pour 3 # a. Supposons que 7, est m-indépendante et remarquons que cela implique
que T4 # 0 ou rg # 0.
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esif3>m+1, alors

m-mult(vag) = |det(v,v1,..., V..., U5, ..., 0,)]
ao|det(vi,...,uz,...,0,)]
ao m-mult(n) < m-mult(n).

N

e si 3 < m, alors

m-mult(Vag) = |aq det(va, v1,. .., Vs, ..., Vg, .., 0n)
+agdet(vg,v1,...,Va,...,U8,...,0,)]|
Pour A = a ou 3, posons my = det(vx,v1,...,%,...,U3,...,v,). De S_i | rv; = 0,

on en déduit que Tomq +rgmg = 0, et 7 étant codéfinie par rapport & 7, r, et 73
sont de méme signe donc m,, et mg sont de signes opposés. De 1a

m-mult(Yap) = |aama + agmg|
< max(aa|mal, aglmpg|)
< max(aq, ag) T-mult(n) < w-mult(n).
Ainsi, pour toute nouvelle face v,3, on a T-mult(y,3) < 7-mult(n).

Enfin, chaque 7, posséde une unique ancienne face de codimension un :

Ya = <p17"‘7pvaa""pﬂ>
et cette face satisfait évidemment m-mult(v,) < m-mult(n).
Le bilan est le suivant :
si m-mult(y,) = m-mult(n), alors m-mp(n,) = (w-mult(n), 0,0, 0)
et si m-mult(y,) < m-mult(n), alors m-mp(n,) < (m-mult(n),0,0,0).
Notons s’ le nombre de faces de codimension 1 de  ne contenant pas T et de
m-multiplicité maximale et 7, le nombre de faces de codimension 1 de n de =-

multiplicité maximale.
Alors,

e si s’ =0, ce qui précéde montre que m-mp(7n4) < (7-mult(n),0,0,0) pour tout «,
1 < a < m, et donc m-mp(n’) < m-mp(n).
esis’=1,ona

ﬂ'mp(n’) = ((W‘mU1t(77)707070)a 1) < 7r-mp(?7).
De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si r, = s’ = 1, ce qui ne se
produit pas dans le cas ou 7 est contenue dans une face de codimension 1 de 7 de
m-multiplicité maximale.
esis’>2 ona

m-mp(n’) = ((w-mult(n),0,0,0),s") < 7-mp(n) = ((7w-mult(n), 1, ky,, ), 1). O

La proposition 6.2 nous encourage & fabriquer des faces codéfinies. Ce sera 'objet
du paragraphe suivant. Enongons des maintenant le lemme immédiat suivant :
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LEMME 6.3. — Soient n un cone n-dépendant de N, T une face m-indépendante de
1 et o l'unique circuit contenu dans 1. Si dim(o) < 2, alors T est codéfinie par rapport
an.

6.1.3. Subdivision étoilée positive et négative.— Soient ¥ un éventail de Na’ et o=
(p1,- -, Pk) un circuit de . Si

k
E TV, = 0
=1

est la relation de w-dépendance de o, on pose

(Attention, v, et v_ ne sont pas nécessairement primitifs.) Remarquons que comme
o est un circuit, on a Iy (o) UI_(o) = {1,...,k}, autrement dit, tous les r; de la
relation de m-dépendance de o sont non nuls.

Comme
vy = Z v; = Z (1 —ery)v; + Z (—ery)v,
i€l (o) i€l (o) i€l_(o)

pour ¢ petit, vy est de la forme Zle ¢;v; ol tous les ¢; sont strictement positifs. 11
existe donc p; dans l'intérieur relatif de o tel que m(p;) = v4. Soit Bt 1’éventail
obtenu par subdivision étoilée de ¥ par rapport & p,.. On Pappelle subdivision étoilée
positive de ¥ par rapport & o. (Cette construction dépend du choix de p; mais les
propriétés que nous énoncerons n’en dépendent pas.) La méme construction & partir
de v_ donne lieu a la subdivision étoilée négative £~ de ¥ par rapport & o.

Malheureusement, le 7-profil de multiplicité de £+ (resp. £7) n’est en général pas
inférieur ou égal & celui de . Le lemme facile suivant illustre néanmoins I’intérét des
subdivisions étoilées positive et négative :

LEMME 6.4. — Soient n un cone m-dépendant de Ng, v une face de codimension 1
de n de m-multiplicité mazimale. Soit n (resp. n~) Uéventail obtenu par subdivision
€toilée positive (resp. négative) de m par rapport & Uunique circuit o contenu dans 7.
Alors 7y est codéfinie par rapport au céne mazimal de nt (resp. n~) contenant .

La proposition suivante joue un réle crucial dans la démonstration du théoréme de
m-désingularisation.

PROPOSITION 6.5. — Soit o un circuit de NCJS de dimension strictement supérieure
a 2. Alors soit l’éventail o+ obtenu par subdivision étoilée positive de o, soit [’éven-
tail o~ obtenu par subdivision étoilée négative de o satisfait l'une des deux propriétés
sutvantes (nous notons o’ Uéventail o+ ou l’éventail o~ qui convient) :

A) pour tout cone mazimal §' de o', on a T-mp(8') < m-mp(o) ; en particulier

m-mp(o’) < m-mp(0).
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B) il existe un cone mazimal k' de o’ vérifiant m-mp(k’) = m-mp(o) et tel que tout
cone mazimal §' # k' de o’ vérifie T-mp(8') < m-mp(c) ; en particulier

m-mp(c’) = m-mp(o).

De plus, l'unique ancienne face ' de codimension 1 de k" est w-indépendante, et vérifie
m-mult(y’) = m-mult(x’) = 7-mult(c). En particulier, v’ est codéfinie par rapport o
k' d’aprés le lemme 6.4.

Avant de commencer la démonstration proprement dite, commencons par un calcul
intermédiaire : notons o = (p1,...,pn), > i, 7iv; = 0 la relation de 7-dépendance
de o et vy = ) . I4 (o) Vi = €Uy avec Uy primitif. Soit enfin p; dans I'intérieur
relatif de o tel que m(p4+) = v4. Les cones maximaux de o+ sont de la forme o, =

(P+>P15-- - Pas---,Pn) €t nous devons estimer leur m-profil de multiplicité ; chacun
d’eux a une face ancienne de codimension un v = (p1, ..., pa,- - -, pn) €t de nouvelles
faces

YaB = <p+ap17'"7pvav~~~,pvﬁ,...,pn>,

Les calculs de m-multiplicité des faces de o, sont faciles :

e siry, > 0 alors

1| m-mult(vq) — m-mult(vyg)| si rg >0
-l (a) =

1 r-mult(yg) si rg <0,
e sir, <0 alors

1 r-mult(vy,) si rg >0
m-mult(ye3) =

0 sirg<0.

Démonstration de la proposition 6.5

e supposons qu’une seule face de codimension 1 de o est de w-multiplicité maxi-
male, autrement dit 7-mp(o) = (r-mult(o), 0,0, 0). Ceci signifie que i1 (o) +i_1(0) =1
et on peut supposer que i_1(0) = 0 et 41(c) = 1, on note alors ag le seul indice tel
que 7o, = 1. Montrons que o satisfait la propriété B).

En effet, les formules précédentes montrent que m-mult(o,) < m-mult(o) pour o #
ap (et donc m-mp(o,) < m-mp(c) pour @ # ap) et que m-mult(oq,) = m-mult(o), la
seule face de codimension 1 de 0,, de m-multiplicité maximale étant v,,. On en déduit
que T-mp(04,) = T-mp(0), et Yq,, étant de T-multiplicité maximale, est codéfinie par
rapport a o4, d’apres le lemme 6.4.

e supposons que m-mp(o) = (r-mult(c),1,i4(0) +i—(0),%1(0) +i-1(0)). Dans ce
cas, i1(0) +i-1(c) = 2 et on peut supposer que i1(c) > 1. Montrons que o satisfait
I'une des propriétés A) ou B) saufsii_i(0) =i_(0) = 1.
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(i) si e > 1, les formules précédentes montrent que m-mult(o,) < 7-mult(o)
pour tout o, et que si 7-mult(o,) = m-mult(o), la seule face de codimension
1 de 0, de m-multiplicité maximale est v,. On en déduit que m-mp(o,) <
(m-mult(c),0,0,0) < m-mp(c) pour tout « et donc que ot satisfait la propriété
A).

(ii) si e = 1, évaluons séparément m-mp(c,) suivant que ro = —1, =1 < 74 <
0,7 =1loul>r,>0.

a)si -1 < ry < 0, les formules précédentes montrent que
m-mult(c,) < 7-mult(o) et donc que m-mp(o,) < m-mp(o).
b) si 1 > rq > 0, les formules précédentes montrent que
< (m-mult(c),0,0,0) < m-mp(o) si i_1(0) < 1,
m-mp(04)
= (m-mult(0),1,k,,,i-1(0)) sii_i(o) > 2.
Dans le deuxiéme cas, ko, < ko = dim(o) et i_1(0) < i1(0) +i_1(0)
donc m-mp(04) < m-mp(o).
c) si rq = 1, les formules précédentes montrent que

rmp(0a) = {(ﬂ-mult(a), Lko,,1+i_1(0)) sii_i(o)#0,
(m-mult(0),0,0,0) < m-mp(c) si i_1(o) = 0.
Dans le premier cas, si i1(0) > 2, 0, posséde une face de codimension
1 m-dépendante (car de 7-multiplicité nulle) donc k,, < k, et par
suite m-mp(oq) < m-mp(0); sinon 41 (o) = 1, par suite 7-mp(o,) =
m-mp(0) et Ya, étant de 7-multiplicité maximale, est codéfinie par

rapport & o, d’apreés le lemme 6.4.
d) si ro = —1, les formules précédentes montrent que

m-mp(0q) = (m-mult(o), 1, ks, 1 + iy (0)).
(Remarquons que iy (o) > i1(0) > 1). Sii_(0) > 2, 0o posséde
une face de codimension 1 7-dépendante (car de 7-multiplicité nulle)
donc ko, < k, et par suite m-mp(c,) < m-mp(0); sii_ (o) = 1, alors
14i4(0) > i1(0) +i1(0) = i1(0) + 1
et on ne peut conclure & ce stade de la démonstration.

Le bilan est cependant le suivant : si i1(0) +i_1(0) > 2 et i1(0) > 1 alors
o™ satisfait 'une des propriétés A) ou B) sauf si i_1(0) =i_(0) = 1. De facon
symétrique, si i1(0) +i_1(c) > 2 et i_1(0) > 1 alors o~ satisfait 'une des
propriétés A) ou B) sauf si i1(0) =iy (0) = 1.

Le seul cas restant est donc celui ot

i21(0) = i-(0) = 1(0) = iy (0) = 1,

mais alors dim(o) = 2 ce qui est exclu par ’hypothese. O
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Nous aurons besoin du lemme suivant qui précise la proposition 6.5 :

LEMME 6.6. — Soient ¥ un éventail de N*, o un circuit de ¥ de dimension stric-
z - A\ . —__/ 7 . Ve . . ..

tement supérieure d 2. Si Star(o) désigne l’éventail obtenu par la subdivision étoilée

positive ou négative de Star(c) donnée par la proposition précédente, alors

W—mp(ml) < m-mp(Star(c)) dans le cas A)
et

ﬂ-mp(S‘cT(U)/) = m-mp(Star(c)) dans le cas B) .
Indication de démonstration. — On montre que si

m-mp(o) = (m-mult(0), bs, ks, 74,1) et m-mp(c’) = (r-mult(0”), by, ko, 7o, 8'),
alors il existe des entiers e et s supérieurs ou égaux a 1 tels que
m-mp(Star(c)) = (r-mult(c)e, by, ko, 7o, 5)

et

w-mp(Wr(a)/) = (m-mult(o”)e, by, ko, 747, 8'8). O

6.2. Démonstration du théoréme de n-désingularisation.

Soit ¥ un éventail de N*. La stratégie est claire : si ¥ est m-non-singulier, il n’y a
rien a faire. Sinon, il suffit de construire un éventail ¥; obtenu par une suite finie de
subdivisions étoilées de ¥ n’affectant pas les cones m-non-singuliers de ¥ et vérifiant
m-mp(21) < m-mp(2). Si ¥; est m-non-singulier, c’est fini, sinon on recommence. Ce
procédé doit s’arréter apres un nombre fini d’étapes et ’éventail obtenu est mw-non-
singulier. La construction de ¥; se fait en trois étapes, illustrées par la figure 4.

Etape 1. — Posons m-mp(X) = (gs, sx) et choisissons  un coéne maximal de ¥ de
m-profil de multiplicité maximal (i.e. égal & gx) et soit o l'unique circuit contenu
dans 7.

(i) Supposons que dim(c) > 2 et appliquons alors la proposition 6.5; on note ¥’
I’éventail ainsi obtenu et i’ le sous-éventail de ¥’ obtenu en subdivisant 7.

e Dans le cas A), le lemme 6.6 assure que m-mp(¥’) < 7-mp(X). On pose
alors ¥ := X.

e Dans le cas B), le lemme 6.6 assure que m-mp(¥’) = 7-mp(X). Soit ~
I'unique face de codimension 1 de 7 telle que y No = +' (7' donnée par la
proposition 6.5). Alors 7 est codéfinie par rapport a 'unique céne maximal v de
1’ dont elle est face, elle est de plus de m-multiplicité maximale.

(ii) Supposons que dim(o) < 2 et choisissons une face v de codimension 1 de 7, de
m-multiplicité maximale. Comme dim(o) < 2, v est codéfinie par rapport a 7.

Le bilan de I’Etape 1 est le suivant : nous avons construit un éventail ¥’, subdivision
étoilée de 3, vérifiant 7-mp(¥’) < m-mp(X) avec
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(i) un coéne maximal v de m-profil de multiplicité maximal,
(ii) une face v de codimension 1 de v, de m-multiplicité maximale, codéfinie par
rapport a v.

Choisissons alors 7 une face de -y (donc codéfinie par rapport & v), m-singuliere de
dimension minimale, v € par(n(7)) et p € NS dans lintérieur relatif de 7 tel que
m(p) =v.

Le probleme & ce stade est que 7, qui est codéfinie par rapport & v, ne I'est en
général pas par rapport aux autres cones maximaux qui la contiennent.

E’tape 2. — Enoncons la proposition suivante, dont la démonstration sera donnée 3
la fin de ce paragraphe :

PROPOSITION 6.7. — Soit ¥ un éventail de N*, o un circuit de . Soit 7 dans
Star(c), m-indépendante. Alors il y a une subdivision de Star(c), notée Star(cr)/, ob-
tenue par une suite finie de subdivisions étoilées positives ou négatives par rapport d
des circuits successifs contenus dans o telle que :

—_—

(i) m-mp(Star(o) ) < m-mp(Star(c)),
_—
(ii) 7 est une face de Star(o) (i.e. T nest pas affectée par les subdivisions) et T est
_
codéfinie par rapport a tous les cones mazimauz de Star(c) qui la contiennent.

Appliquons cette proposition de la fagon suivante & notre situation : on considére
Pensemble des circuits o’ différents de celui contenu dans v tels que 7 est contenu dans
Star(o’) et on applique la proposition précédente a chacun d’eux (le résultat obtenu
ne dépend pas de l'ordre dans lequel on a considéré les différents o’).

Le bilan de l’Etape 2 est alors le suivant : nous avons construit un éventail X,
obtenu par une suite de subdivisions étoilées de ¥ vérifiant m-mp(X”) < m-mp(X),
avec

(i) un cone maximal v de m-profil de multiplicité maximal,

(ii) une face v de codimension 1 de v, de 7-multiplicité maximale, codéfinie par
rapport a v,

(iii) une face 7 de  (donc codéfinie par rapport & v), w-singuliere de dimension
minimale, v € par(n(7)) et p € Nér dans l'intérieur relatif de 7 tel que m(p) = v. De
plus, T est codéfinie par rapport a tous les cones mazimauz de X" qui la contiennent.

Etape 8. — On note ¥; I’éventail obtenu par subdivision étoilée de X" par rapport
a p. Comme 7 est codéfinie par rapport & tous les cénes maximaux de X" qui la
contiennent, on a m-mp(X;) < m-mp(X”) d’aprés la proposition 6.2, et puisque 7
est contenue dans une face vy de 7-multiplicité maximale, on a en fait m-mp(3;) <
m-mp(X”), ce qui termine la démonstration du théoréme de m-désingularisation. [
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[ ]
P
Etape 1
™
; . ‘
7-mp(n) est maximal m-mp(v) est maximal et T est
codéfinie par rapport & v
Etape 2
v T
() Etape 3 D
El EII
m-mp(E1) < 7-mp(L) 7r—m'p(1/.) est maximal \et T estA
codéfinie par rapport a tout cone
maximal contenant 7
FIGURE 4. Le théoréme de m-désingularisation
Démonstration de la proposition 6.7. — Si dim(c) < 2, il n’y a rien & faire :

T est codéfinie par rapport a tous les cones maximaux de Star(o) qui la contiennent.
On suppose dorénavant que dim(o) > 2.

Si m-mult(o) = 1, remarquons que si 1 est un cone maximal contenant o, alors
toutes les faces de codimension un w-indépendantes de 1 ont méme w-multiplicité.

Soit Star(a)+ la subdivision étoilée positive de Star(c) par rapport & o. Alors
w—mp(Star(a)Jr) < 7w-mp(Star(o)) par le lemme 6.6 et la face T est codéfinie par

~ . ot . . R
rapport & tous les cones maximaux de Star(c) qui la contiennent d’apres le
lemme 6.4.

La démonstration de la proposition 6.7 se fait alors par récurrence sur m-mult(o) :
subdivisons une premiere fois Star(c) a l’aide de la proposition 6.5. On a

ﬂ—mp(Star(a)l) < m-mp(Star(o))

par le lemme 6.6.
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—_

Sile cas A) de la proposition 6.5 se produit, les circuits contenus dans Star(c) sont

tous de m-multiplicité strictement inférieure a celle de o et on conclut par 'hypothese
de récurrence.

Si le cas B) de la proposition 6.5 se produit, seul le circuit & contenu dans ' pose
un probléme a priori car on ne peut pas lui appliquer ’hypothése de récurrence. Mais
si 7 est face d’'un cone maximal contenant ', alors 7 N o est incluse dans 7'. En
effet : écrivons o = (p1, ..., pk) et quitte & renuméroter les p;, on peut supposer que
T ={pt,.-,Pks---,Pm) Pour certains indices [ et m tels que 2 <l < ket m > k (si
TNo = &, alors T est codéfinie par rapport & tous les cones maximaux de Star(¢) qui
la contiennent). Le cone «’ est de la forme (p, p1,...,fi,- .., px) pour un certain 4 tel
que 1 <3< ket alors v = (p1,...,0i,-..,pk). Comme 7 est face d’un céne maximal
contenant k', on a i <1 — 1, c’est-a-dire v/ = (p1,..., fi,.--, p1,-- -, px) donc

Tﬁg:(Ph---aPk)C’YI:(Ph-o-7ﬁia---»pla-~-’/3k>»

Finalement, comme 7’ est codéfinie par rapport & ', T est codéfinie par rapport a
tout cone maximal contenant 7. O
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