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PROGRES RECENTS
SUR LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES.
CONTRIBUTION DE VINCENT LAFFORGUE

par Georges SKANDALIS

Cet exposé fait de nouveau le point sur la conjecture de Baum-Connes apres celui de
Pierre Julg ([25]) qui rendait compte d’une avancée spectaculaire obtenue par Higson
et Kasparov ([19]). Une nouvelle barriére vient juste d’étre franchie par V. Lafforgue :
celle de la propriété T de Kazhdan. Le but ici est d’exposer les diverses étapes du
travail de Lafforgue. En fin d’exposé, nous donnerons quelques autres résultats en
relation avec la conjecture de Baum-Connes et celle de Novikov obtenus récemment
par G. Yu ([51]), N. Higson ([18]) et quelques autres.

La conjecture de Baum-Connes prédit la K-théorie de la C*-algebre (réduite) d’un
groupe discret G et, plus généralement, d’un groupe localement compact, et méme
d’un groupoide localement compact (par exemple de la C*-algebre associée & un
feuilletage) etc. Cette conjecture a plusieurs conséquences : I'injectivité du morphisme
de Baum-Connes a des implications géométriques importantes — la plus fameuse étant
la conjecture de Novikov sur les « hautes signatures »; sa surjectivité a des applica-
tions fondamentales dans la théorie des C*-algebres (e.g. une conjecture de Kadison,
déja ancienne, sur les idempotents).

Malgré les efforts de plusieurs mathématiciens, une barriere subsistait pour la
preuve de cette conjecture : la propriété T de Kazhdan (cf. [32], [12]), qui empéche
certaines idées de démonstration d’aboutir et rend fausses certaines généralisations :
en effet, cette conjecture est alors fausse si la C*-algebre pleine remplace la réduite
(cf. [24], voir aussi [10]) ; la généralisation de cette conjecture au bifoncteur de Kas-
parov (qui généralise la K-théorie) peut elle-méme étre fausse (cf. [44]). Au-dela de
cette barriere, les seuls cas connus avant le travail de Lafforgue étaient les groupes
de Lie réels réductifs (A. Wassermann [50]) ou p-adiques (Baum-Higson-Plymen [6])
utilisant la description complete de la C*-algebre de ces groupes, mais aucun groupe
discret infini possédant la propriété T n’avait pu étre obtenu.

Lafforgue établit la conjecture de Baum-Connes pour beaucoup de groupes locale-
ment compacts ayant la propriété T : tout groupe de Lie semi-simple réel ou réductif
p-adique ET les sous-groupes discrets cocompacts des groupes de Lie de rang réel 1
ou de SL3 d’un corps local.
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106 G. SKANDALIS

Dans tous ces cas, I'injectivité du morphisme de Baum-Connes était connue (tra-
vaux de Miscenko, Solovjev, Kasparov...). En fait, il y a un élément noté v par Kas-
parov dans I'anneau de représentations (défini par Kasparov) K Kg(C,C) dont la
différence avec 1, mesure la non surjectivité du morphisme de Baum-Connes. On doit
montrer que v = 1 en tant qu’endomorphisme de la K-théorie de la C*-algebre réduite
C*(G) de G. Remarquons que, par la propriété T, v lui-méme n’est pas égal & 1 dans
I'anneau K K¢(C, C) et méme dans 'anneau K K (C}(G),C}(G)) (du moins si G est
un sous-groupe discret cocompact de Sp(n, 1) — cf. [44]).

La démonstration de Lafforgue a trois étapes. La premiere est sa principale contri-
bution conceptuelle ; la seconde est — de loin — la plus difficile techniquement ; dans
la troisieme, il utilise des travaux de Jolissaint dans le cas Sp(n,1) et de Ramagge-
Robertson-Steger dans le cas de SL3 d’un corps local non archimédien ; enfin, il adapte
la méthode de Ramagge-Robertson-Steger pour obtenir aussi le cas des sous-groupes
discrets cocompacts de SL3(R) et SL3(C).

Plus explicitement, :

1. Dans la premiere étape, Lafforgue construit un bifoncteur K KP*(A, B) pour
des algebres de Banach, en remplacement de la théorie bivariante de Kasparov. Il
s’agit 1a d’une construction nouvelle et tres intéressante. Elle suit d’assez pres celle
de Kasparov. Cependant, les C*-modules hilbertiens qui sont a la base du travail de
Kasparov sont ici remplacés par des paires de modules banachiques en dualité (les
modules hilbertiens des C*-algebres sont en ce sens autoduaux). Malheureusement, le
produit de Kasparov ne se généralise pas directement a ce cadre. Cependant, Lafforgue
parvient & étendre plusieurs constructions de Kasparov dans cette « K K-théorie ba-
nachique » : il démontre qu’elle opere sur la K- théorie, construit une K K-théorie
banachique équivariante par un groupe localement compact, ainsi qu’un analogue de
I’homomorphisme de descente jg : KKg(A, B) —» KK(A x G, B x G) de Kasparov.

2. Dans la deuxiéme étape il établit I’égalité v = 1 dans sa K K-théorie banachique
équivariante pour tout groupe localement compact agissant de facon continue, propre
et isométrique sur :

— une variété riemannienne compléte, connexe, simplement connexe & courbure
sectionnelle négative ou nulle (cette classe contient tous les groupes de Lie réels et
tous leurs sous-groupes fermés) ;

— sur un immeuble affine (cette classe contient tous les groupes de Lie p-adiques et
tous leurs sous-groupes fermés).

C’est la partie la plus technique. Il construit une homotopie qui utilise :

— dans le cas réel des espaces de Sobolev de formes L sur des variétés de courbure
sectionnelle négative;;

— dans le cas p-adique une combinatoire assez élaborée (ainsi que des espaces (7).

A l'aide des parties 1 et 2, Lafforgue établit la conjecture de Baum-Connes & valeurs
dans la sous-algebre L1(G) de C(G) (ce qui prouve une conjecture de Bost), ainsi que
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(869) LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES 107

toutes les complétions de C.(G) pour des « normes inconditionnelles » (dans le langage
de Lafforgue) i.e. une norme d’algébre N satisfaisant N(f) < N(g) si f,g € Cc(G)
satisfont, pour tout z € G, |f(z)| < |g(x)| (notons cependant que la norme de Cj:
n’est malheureusement pas « inconditionnelle »).

3. Pour prouver la conjecture de Baum-Connes, il suffit de construire une « complé-
tion inconditionnelle » de C.(G), qui soit une sous-algébre A de C(G) avec la méme
K-théorie que C;(G). Pour cela, il suffit que A soit stable par calcul fonctionnel
holomorphe dans C;(G). Une telle sous-algebre A existe :

- si G est un groupe de Lie semi-simple, Lafforgue montre qu’'une variante de
'algebre de Harish-Chandra convient (cf. [36]) ;

- si G est un groupe hyperbolique e.g. un sous-groupe discret cocompact dans
Sp(n,1) (travaux de Haagerup pour les groupes libres, de Jolissaint pour les sous-
groupes cocompacts des groupes de Lie de rang 1, et de de la Harpe pour un groupe
hyperbolique quelconque [17]) ;

— 81 G est discret cocompact dans S Lz d’un corps local non archimédien (ce résultat
est di & Ramagge, Robertson et Steger [41]);

- si G est discret cocompact dans SL3(R) ou SL3(C) : ce résultat est d & Laf-
forgue [34].

Dans ces trois derniers cas, I’algeébre A est donnée par des conditions de décroissance
rapide au sens £2.

Nous commencerons cet exposé par quelques rappels, notamment sur les
C*-algebres de groupes et la théorie de Kasparov. Ensuite, nous rappellerons la
conjecture de Baum-Connes et ses généralisations. Nous renvoyons & ce sujet &
Pexcellent exposé de Pierre Julg [25]. Les trois paragraphes suivants seront consacrés
aux trois étapes du travail de Lafforgue citées ci-dessus. Dans le dernier paragraphe,
nous décrivons de trés récents résultats de Yu ([51]) et Higson ([18]) reliés a la
conjecture de Baum-Connes.

Ajout (mars 2000). — Depuis que cet exposé a été écrit, des contre-exemples & la
conjecture de Baum-Connes pour les feuilletages, ainsi que ses analogues pour les
«structures a I'infini » ont été donnés (cf. [20]). Ceux-ci sont basés sur des idées de
M. Gromov (cf. [15]).

Je tiens & remercier Vincent Lafforgue pour de nombreuses explications sur ses
travaux. Je le remercie aussi, ainsi que Saad Baaj, Jean Renault et Alain Valette,
pour une lecture attentive de ce manuscrit. Un grand merci enfin & Alberto Arabia
pour son aide amicale.
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108 G. SKANDALIS

1. RAPPELS ET NOTATIONS : C*-ALGEBRES DE GROUPES,
THEORIE DE KASPAROV

1.1. Algebres de Banach ; C*-algebres

Toutes les algebres de Banach que nous considérons dans cet exposé sont complexes.
Si A est une algebre de Banach, on supposera toujours que sa norme vérifie ||ab]| <
lall||b]l, pour tout a,b € A. On ne suppose pas en général que nos algebres de Banach
possedent un élément unité. Si A est une algebre de Banach, on note A lalgebre de
Banach unifere construite de la fagon suivante : en tant qu’espace vectoriel A est
isomorphe au produit A x C; sa norme est donnée par ||(a, )| = ||lal| + |A|] (pour
a € Aet A€ C) et son produit est donné par (a, A)(b, u) = (ab+ Ab+ pa, Ap) (pour
a,b € A et A\,u € C). On identifie A avec son image dans A par ’homomorphisme
a — (a,0); I’élément (0,1) est 'unité de A.

Un A-module banachique & droite (resp. a gauche) est un espace de Banach E muni
d’une action & droite (resp. & gauche) de A telle que, pour tout 2 € E et tout a € A,
on ait ||zal| < ||z||||al| (resp. ||az|| < |lal|||z]]). Un A-module banachique & droite (resp.
a gauche) est un A-module banachique & droite (resp. & gauche) : il suffit de poser
z(a,\) = za + Az (resp. (a,\)x = ax + Az) poura € A, x € E, et A € C.

Rappelons qu’une inolution sur une algebre de Banach est une application anti-
linéaire, antimultiplicative, involutive et isométrique notée x — x*. Une algébre de
Banach involutive est une algébre de Banach munie d’une involution.

Une C*-algebre est une algebre de Banach involutive A telle que, pour tout z € A,
on ait ||z*z|| = ||z||?. Si A est une C*-algebre, I'algebre de Banach obtenue & partir de
A en adjoignant une unité est involutive (on pose (a, \)* = (a*, \)) ; ce n’est cependant
pas une C*-algebre. Il existe néanmoins une (unique) norme de C*-algebre sur A.

1.2. C*-algebres de groupes

Soit G un groupe localement compact. Notons da une mesure de Haar & gauche
sur G et C.(GQ) lalgebre de convolution des fonctions continues a support compact
sur G. Rappelons que la convolée f x g de f,g € Cc(G) est donnée par la formule

[ g(z) = /G )z dy

pour tout x € G.

Par ailleurs, on définit une involution f — f* sur C.(G) en posant f*(z) =
A(zY) f(z=1) ot A désigne la fonction module sur G (telle que, pour tout f € C.(G).
onait [ f(z7')dz = [ f(x)A(z)dr).

Il y a plusieurs facons de compléter C.(G) en une algebre de Banach, c’est-a-dire
des normes sur C.(G) telles que, pour tout f,g € Cc(G) on ait || f gl < |Ifllg].
Nous en utiliserons (au moins) 3 :
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(869) LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES 109

1. La plus simple est de prendre la norme || ||;. On obtient I’algébre de Banach
LY(G).

2. Une autre facon est de considérer C.(G) comme opérant sur L?(G) par convo-
lution : pour f € C.(G), on note A(f) application de L?(G) dans lui-méme donnée
par g — A(f)(g) = f *g. On note ||f||, la norme d’opérateur de A(f) (dans L*(G)).
Le complété de C.(G) pour cette norme est une C*-algebre appelée la C*-algebre
réduite de G et notée C(G). De fagon équivalente, C}(G) s’identifie avec I’adhérence
normique de A\(C.(G)) dans l’algebre des opérateurs de I’espace hilbertien L?(G). On
peut remarquer que :

- pour f € C.(G), on a ||A(f)|| < |If|l1, donc la représentation A s’étend & L'(G),
et que

- la représentation \ est involutive : pour tout f € C.(G), on a A(f*) = A(f)* ou,
pour un opérateur T d’un espace hilbertien, 7* désigne ’adjoint de T'.

3. Considérons toutes les représentations involutives o de C.(G) dans un espace
hilbertien H, telles que, pour tout f € C.(G), on ait |[o(f)|| < ||f|l1. Posons || f|, =
sup, [lo(f)|l. On obtient encore une norme; le complété de C.(G) pour cette norme
est une C*-algebre notée C*(G) et appelée la C*-algebre de G ou la C*-algebre pleine
de G. L’identité de C.(G) se prolonge évidemment en un morphisme C*(G) — C;(G).
Ce morphisme est toujours surjectif. Il est injectif si et seulement si le groupe G est
moyennable.

1.3. Produits croisés

Soient G un groupe localement compact et A une algébre de Banach. Une action
de G dans A est un homomorphisme « de G dans le groupe des automorphismes
isométriques de A, tel que, pour tout a € A, ’application  — (a(z))(a) soit continue.
Le plus souvent, pour x € G et a € A I’élément (a(x))(a) € A s’écrira juste z.a.

Soit o une action d’un groupe G dans une algebre de Banach A. L’espace de Banach
L'(G; A) est muni du produit de convolution donné par la formule

f*g(x) =/Gf(y)y-(g(y‘1x))dy

pour tout f,g € C.(G;A) C LY(G;A) et z € G.

Si A est une C*-algebre et « respecte I'involution (z.(a*) = (x.a)* pour tout a € A
et tout z € G), alors algebre de Banach L!(G; A) est naturellement munie d’une
involution par la formule (f*)(z) = A(z=Y)z.(f(z~1))*. Généralisant la construction
de C}(G) et C*(G), on obtient par complétion de L'(G; A) deux C*-algebres A x, G
et A x G appelées respectivement produit croisé réduit et plein de A par G.
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110 G. SKANDALIS

1.4. Théorie de Kasparov

Nous rappelons ici, trés sommairement, certaines constructions et propriétés du
bifoncteur de Kasparov (cf. [28], [29]; voir aussi les exposés de T. Fack [13] et P. Julg
[25]).

1.4.a. Modules hilbertiens

Les A-modules hilbertiens sont les espaces hilbertiens avec les scalaires remplacés
par A.

Rappelons qu’un élément a d’une C*-algebre A est appelé positif s’il est de la forme
z*z (x € A). L’ensemble A des éléments positifs joue le role de R, dans C.

On appelle A-module préhilbertien sur A un A-module & droite E muni d’un « pro-
duit scalaire » i.e. d'une application sesquilinéaire £ x E 3 (z,y) — (z,y) € A, telle
que, pour tout z € E, 'application y — (z,y) est A-linéaire (& droite), satisfaisant
(,y)* = (y,x) et (z,x) € A} pour tout z € E.

Si E est un A-module préhilbertien, l'application z +— +/|(z,z)|| est une semi-

norme sur E. Si E est séparé et complet pour cette norme on dit que ¢’est un A-module
hilbertien.

1.4.b. Opérateurs; opérateurs compacts

Soient E, F' des A-modules hilbertiens. L’ensemble des opérateurs de E dans F
que nous considérons sont les opérateurs T' : E — F possédant un adjoint, i.e. une
application T* : F — F satisfaisant (T'(z),y) = (z,T*(y)) pour tout z € Eet y € .
Un tel opérateur est automatiquement linéaire, A- linéaire et continu. L’ensemble des
opérateurs de FE dans F est noté L(E, F). L’ensemble £L(E) = L(E, E), muni de la
norme des applications linéaires continues, est une C*-algebre.

En particulier, pour tout z € E et y € F, posons 8, . : z — y(z,z). Clest un
élément de L(E,F) et 6y . = 0,,. On note K(E, F') le sous-espace vectoriel fermé
de L(E, F') engendré par les 6, ;. L'ensemble K(E) = K(E, E) est un idéal bilatere
fermé dans L(E).

Il sera utile de considérer les modules hilbertiens Z/2Z-gradués, c’est-a-dire les
modules hilbertiens E = E(® @ EM | ou E©® et EM sont orthogonaux pour ( , ).
Pour i € Z/2Z, on note £(E)® I'ensemble des T € L(E) tels que T'(z) € E¢+9) pour
tout j € Z/27Z et tout x € EU).

1.4.c. Cycles en KK-théorie

Soient A et B des C*-algebres. Le groupe de Kasparov K K (A, B) est donné par des
cycles et une relation d’équivalence sur ces cycles. Un cycle est un triplet (E, 7, F') ol
E est un B-module hilbertien Z/2Z-gradué, 7 : A — L(E)® est un homomorphisme
involutif (tel que m(a*) = m(a)*) et F € L(E)Y) est tel que F = F* et, pour tout
a € A, les opérateurs Frr(a) — m(a)F et (F? — 1)7(a) sont dans K(E).

La somme des cycles (E,w,F) et (E',n',F') est, avec des notations évidentes,
(E@oE ,mon,FoF).
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(869) LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES 111

1.4.d. Homotopie

Notons B0, 1] la C*-algébre des applications continues de I'intervalle [0,1] dans B.
Un cycle pour KK (A, B[0,1]) est une famille (Eq, 7, F;) de cycles pour KK (A4, B):
c’est par définition une homotopie entre (Eo, mo, Fo) et (Ey,m1, F1).

Le groupe de Kasparov K K (A, B) est I'ensemble des classes d’homotopie de cycles.
Ce groupe est fonctoriel en A et en B : pour tout A on a un foncteur covariant
B — KK(A, B) et pour tout B on a un foncteur contravariant A — KK(A,B).

1.4.e. Produit de Kasparov

Kasparov a défini un produit KK (A, B) x KK(B,C) — KK(A,C) (ou A,B,C
sont des C*-algebres) qui est bilinéaire, naturel et associatif. Le fait que ce produit
soit hautement non trivial donne toute sa force & la théorie. Muni de ce produit,
KK(A, A) est un anneau. Son élément unité noté 14 est représenté par (A, , 0) ol
A est gradué par A® = A et 7(a)b = ab.

1.4.f. Action sur la K-théorie

Le groupe KK(C, A) a été identifié par Kasparov avec le groupe de K-théorie
Ko(A). Le produit de Kasparov donne en particulier un morphisme de groupes

1.4.g. Le cas équivariant

On suppose & présent qu’un groupe localement compact G opeére sur les C*-algebres
A et B. On définit un groupe KKg(A, B) en demandant que G opére aussi sur
les cycles : un cycle pour K Kg(A, B) est encore donné par un triple (E, 7, F'), qui
est un cycle pour KK (A, B), tel que G opere dans E de fagon continue (i.e. pour
tout £ € E application g — g.z est continue); on suppose de plus que, pour tout
z,y€E,ac A, beBetge G, ona

g.(zb) = (9.2)(g.b), (9.z,9.y) = 9.({x,¥)), g.(w(a)(x)) = 7(g.a)(g-2);

enfin, pour tout a € A et tout g € G on a w(a)(g.F — F) € K(E) et g — 7(a)(g.F)
est continue en norme — ou ¢.F est donné par (9.F)(z) = g.(F(¢~'.z)). Le groupe
KKg(A, B) est 'ensemble des classes d’homotopie de cycles. Toutes les propriétés se
généralisent au cas équivariant ; en particulier, le produit de Kasparov se généralise a
ce cadre.

Remarque. — Soient G un groupe discret et (H, 7, F) un cycle pour K Kg(A,C).
L’action de G dans H et la représentation m de A donnent une représentation du
produit croisé A x G dans H. On en déduit que KKg(A,C) = KK(A x G,C). Plus
généralement si I'action de G dans B est triviale K Kg(A, B) = KK(A x G, B).
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112 G. SKANDALIS

1.4.h. Le morphisme jg

Si (E,m, F) est un cycle pour K K (A, B), on peut former le produit croisé E x,. G
qui est un B %, G-module hilbertien. On obtient aussi une représentation naturelle
7: Ax, G — L(E %, G); de plus, on associe & F un opérateur F € L(E %, G).
Le triplet (E x, G,%,ﬁ) est un cycle pour KK(A x, G, B %, G). On obtient ainsi
un homomorphisme jg; : KKg(A, B) — KK(A x, G, B %, G), compatible avec les
produits de Kasparov.

On construit de méme un homomorphisme pour les produits croisés pleins jg :
KKg(A,B) - KK(AxG,B % Q).

2. LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES

La conjecture de Baum-Connes (cf. [5]) prédit la K-théorie de C;(G).

Si G est un groupe de Lie connexe semisimple, elle prédit que 'induction de Dirac
est un isomorphisme de la K-théorie de C*(K), i.e. 'anneau des représentations de
K (U — ott K est un sous-groupe compact maximal de G, sur celle de C*(G).

Si G est un groupe discret sans torsion, la conjecture prédit que la K-théorie de
C*(G) est décrite par les G-indices sur des revétements M de groupe G d’une variété
compacte M (au sens de [3]).

Pour ’énoncer correctement dans le cas général, nous aurons besoin de revenir sur
la notion d’espace classifiant pour un groupe.

2.1. Espaces classifiants

Soit G un groupe discret. L’espace classifiant BG est un espace muni d’un fibré
principal & de fibre G. De plus, pour tout espace topologique X (2) et tout fibré
principal £ de fibre G, il existe une application continue f : X — BG, unique a
homotopie pres, telle que & soit isomorphe & f*(&). Ces propriétés déterminent BG
a équivalence d’homotopie pres.

Le groupe G opere sur 'espace total du fibré &y — traditionnellement noté EG
et BG est le quotient EG/G par laction de G. L’espace EG et I'espace BG sont en
général construits comme complexes cellulaires infinis. On peut cependant les supposer
localement compacts (& ’aide d'une construction de télescope infini).

L’action de G sur EG est libre et propre®®. De plus, supposons que G opere li-
brement et proprement sur un espace localement compact X. En considérant le fi-
bré principal sur X /G, on déduit qu’il existe une application continue G-équivariante

(1)3 des probléemes mineurs de « K-orientation » preés.

(2)On suppose X suffisamment régulier e.g. localement compact o-compact, ou un complexe cellu-
laire.

(3) Autrement dit, 'application (x,g) +— (z, gz) est injective et propre de X x G dans X x X.
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(869) LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES 113

g: X — EG, unique & homotopie G-équivariante prés. En ce sens, EG est un G-espace
libre et propre final dans cette catégorie.

La conjecture de Baum-Connes utilise un G-espace propre final dans la catégorie
des G-espaces propres. Un tel espace existe et est unique & G-homotopie prés (cf. (5],
[31]). On le note EG. La construction de cet espace est en fait plus simple que celle
de EG :

— un modele pour EG est 'ensemble des mesures de probabilité sur G ;

— un modele localement compact pour EG est I’ensemble des mesures positives sur
G de masse totale dans ]%, 1], muni de la topologie de dualité avec 'algebre Co(G)
des fonctions continues nulles & U'infini sur G;

— si G est compact, on peut prendre pour EG un espace & un point !

— si G est un groupe de Lie réel connexe, on peut prendre EG = G/K ou K est
un sous-groupe compact maximal ;

— si G est un groupe de Lie réductif p-adique, on prendra pour EG la réalisation
géométrique de I'immeuble affine associé;

— si G est discret, une présentation de EG wia un complexe simplicial localement
fini rend possible 'utilisation d’arguments de type Mayer-Vietoris.

2.2. Le groupe de K-théorie topologique de Baum-Connes

Le groupe de K-théorie topologique Ky top(G), défini d’abord dans certains cas
particuliers (groupes discrets, groupes de Lie, feuilletages... - cf. [4]), n’a été bien
compris en général que récemment (cf. [5], [47]) :

Soit G un groupe localement compact. Le groupe de K-théorie topologique est

Ko,10p(G) = lim KK (Co(Y), C),

ol la limite inductive est prise sur les parties fermées G-invariantes Y de EG telles
que Y/G soit compact(®).

Remarque. — Supposons que le groupe G soit discret. Dans ce cas, Ko top(G) =
lim KK (Co(Y) x G, C) (voir remarque en 1.4.g).

Si de plus G est sans torsion, toute action propre de G est libre. Alors, la C*-algebre
Co(Y) X G est équivalente au sens de Morita & C(Y/G) (en fait si G est infini, Co(Y") %
G est isomorphe & C(Y/G) ® K, ou K désigne l'algebre des opérateurs compacts
sur un espace hilbertien). Comme la K K-théorie est invariante par équivalence de
Morita, on en déduit que Ko 0p(G) = lim KK(C(X),C) la limite inductive étant
prise sur les parties compactes X de BG ; en d’autres termes, Ko ¢0p(G) est Ko (BG),
la K- homologie & support compact de BG.

(4 A une action continue gauche de G sur un espace localement compact Y, correspond une action
de G sur la C*-algebre Co(Y') par la formule (g.f)(y) = f(g~'y), pour g € G, f € Co(Y), y €Y.
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2.3. L’homomorphisme de Baum-Connes

Soit Y un espace topologique localement compact muni d’une action propre de G;
on suppose de plus que Y/G est compact.

Si P'action de G est de plus libre, ’équivalence de Morita entre Co(Y) x G et
C(Y/G) est donnée par un Cy(Y) x G-module hilbertien canonique E, tel que K(E)
soit isomorphe & C(Y/G) et qui est plein, ¢’est-a-dire que le sous-espace vectoriel fermé
de Co(Y') x G engendré par les produits scalaires (z,y), z,y € E est Co(Y) x G.

Si l’action est propre sans étre libre, on fait exactement la méme construction. La
seule chose qui change est que le Cy(Y') x G-module hilbertien canonique E n’est plus
plein. Cependant, K(FE) est encore égal & C(Y/G); en particulier, comme K(E) est
unifere, (F,,0) définit un élément Ay de KK(C,Cy(Y) x G).

Une fagon équivalente plus élémentaire de définir Ay est la suivante : comme 'ac-
tion de G dans Y est propre & quotient compact, il existe une fonction continue,
positive, & support compact ¢ : Y — R telle que, pour tout y € Y, fG clgy)dg =
1. On note p € C.(Y X G) C Cu(G;Co(Y)) C Co(Y) x G la fonction (y,g) +—
A(g)~Y2c(y) ?c(g=1y)/2. Clest un projecteur dans Co(Y) x G (i.e. p=p? = p*); il
définit donc un élément de Ko(Co(Y) x G) = KK(C,Co(Y) x G).

La classe de p ne dépend pas de la fonction c. En fait, le module p(Cy(Y) % G) est
isomorphe & E, ce qui fait le lien avec I’autre définition.

Soit maintenant z € Ko 10p(G); il est représenté par une partie Y C EG fermée
G-invariante telle que Y/G soit compact et un y € KK (Co(Y'), C). L'élément pug(z)
est le produit de Kasparov de Ay € KK(C,Co(Y) x G) et de ja(y) € KK(Co(Y) %
G,C*(Q)).

On vérifie que cette construction passe & la limite inductive et qu’on obtient ainsi
un homomorphisme pe : Kotop(G) — Ko(C*(G)). L’homomorphisme de Baum-
Connes, ou homomorphisme d’assemblage en K-théorie est I’'homomorphisme pug - :
Ko top(G) — Ko(Cy(G)) obtenu par composition de pug avec I'homomorphisme de
K-théorie associé & ’homorphisme de C*-algebres A : C*(G) — CX(G).

CONJECTURE DE BAUM-CONNES. — L’homomorphisme pg.» est un isomorphisme.

2.4. Lien avec la conjecture de Novikov

Soit M une variété lisse compacte orientée. Notons I' son groupe fondamental, M
son revétement universel. L’opérateur de signature de M peut étre considéré comme
un opérateur I'-invariant sur M ; il définit ainsi un élément de K —horp\g)logie équiva-
riante K Kp(Co(M), C), donce de Ko t0p(I") (comme I'action de T sur M est propre).

La conjecture de Novikov peut s’énoncer de la facon suivante : I’élément de
Ko.10p(') associé & 'opérateur de signature de M est rationnellement invariant par
homotopie. Autrement dit, si f : M — N est une équivalence d’homotopie entre
variétés lisses compactes orientées, la différence entre les éléments de Ko, 10p(I)
associés aux opérateurs de signature de M et de N est de torsion.
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Mis¢enko a démontré que 'image par la fleche de Baum-Connes pr de cet élément
est invariant par homotopie (c¢f. [39]). Donc l'injectivité rationnelle de ’homomor-
phisme de Baum-Connes implique la conjecture de Novikov.

Pour plus de détails sur ce sujet, on peut voir aussi les exposés [13], [45].

2.5. Généralisations et variantes

Conjecture de Baum-Connes a& coefficients

Soient G un groupe localement compact et A une C*-algebre munie d’une ac-
tion de G. On construit de méme un groupe de K-théorie topologique a coeffi-
cients Ko top(G; A) = lim KKg(Co(Y), A) et des homomorphismes de Baum-Connes

ué : Ko,top(G; A) — Ko(A % G) et ,uéf : Ko,top(G; A) = Ko(A %, G). On conjecture
alors que ué’r est un isomorphisme.

Conjecture de Baum-Connes pour les groupoides

Soit G un groupoide localement compact. On peut encore (cf. [42]) lui associer une
C*-algebre et une C*-algebre réduite (c’est de cette maniére que Connes construit la
C*-algebre d’un feuilletage — cf. [9]). A laide d’une généralisation aux groupoides de
la, K-théorie équivariante due & Le Gall (cf. [38]), on peut encore définir la K-théorie
topologique et construire ’homomorphisme de Baum-Connes (cf. [4], [47]). On peut de
plus définir un homomorphisme de Baum-Connes pour un groupoide G a coeflicients
dans une G-algebre.

Conjecture de Baum-Connes a valeurs dans L' (due a J.-B. Bost).

En regardant d’un peu plus pres la construction de I’homomorphisme de Baum-
Connes, on se rend compte que I’on peut construire en fait un homomorphisme pg 11 :
Ko,10p(G) — Ko(L'(G)) et tel que pg est la composée de pg, 1 avec 'homomorphisme
de K-théorie associé & ’lhomomorphisme L!(G) — C*(G). C’est en fait V. Lafforgue
qui, grace & sa K K-théorie banachique, a défini proprement I’homomorphisme ¢ 1.

2.6. Le point sur la conjecture

- La conjecture de Baum-Connes a coefficients dans n’importe quelle C*-algebre
est connue pour tous les groupes (ou groupoides) localement compacts moyennables
et, plus généralement, ceux opérant proprement par isométries affines sur un espace
hilbertien ([19] — cf. [48] pour le cas des groupoides — voir & ce sujet I’exposé de P.
Julg [25]).

Par ailleurs, Oyono ([40]) et Chabert ([8]) ont démontré des résultats de stabilité
de la conjecture a coefficients par certaines opérations sur les groupes.
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— L’injectivité de I’'homomorphisme de Baum-Connes (& coefficients) est de plus
connue

a) pour un groupe opérant proprement par isométries sur une variété riemannienne
complete a courbure sectionnelle négative ou nulle ([29]), et en particulier pour un
sous-groupe fermé d’un groupe de Lie réel ;

b) pour un groupe opérant proprement par isométries sur un immeuble affine et en
particulier pour un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie p-adique ([30]);

¢) pour un groupe opérant proprement par isométries sur un espace métrique discret
ayant un « bon » comportement a U'infini (faiblement géodésique, & géométrie bornée
et « bolique »— [31]);

d) pour un groupe admettant une action moyennable sur un espace compact ([18]).

— Lafforgue démontre la conjecture de Baum-Connes :

e) pour tout groupe de Lie semi-simple réel ou p-adique. Ce résultat était connu
dans le cas des groupes de Lie réels linéaires connexes réductifs (cf. [50]) et les groupes
GL, p-adiques (cf. [6]);

f) pour les sous-groupes discrets cocompacts des groupes de Lie de rang réel 1 ou de
SL3(K) — avec K =R, C, Q,,- Dans ce cas on peut aussi admettre des coefficients
dans une algebre C(X), ot X est une variété riemannienne compacte munie d’une
action isométrique de G. Dans le cas de rang 1, on n’a pas besoin de supposer que
Paction de G dans X est isométrique.

C’est le résultat f) le plus spectaculaire de son travail, car il franchit la barriére de

la propriété T' pour un groupe discret, pour lequel il n’y a donc aucune description
possible de C}(G).

2.7. L’élément v de Kasparov

Dans tous les cas cités ci-dessus ol I'on connait 'injectivité de I'homomorphisme
lig, on a en fait construit un homomorphsime inverse. Dans les cas a), b) et c) ci-
dessus on sait décrire I'image de pug : on construit (cf. [29] dans le cas a), [26] dans
le cas b), [31] dans le cas ¢)) un élément v € K K¢ (C, C), qui est idempotent pour le
produit de Kasparov et satisfait :

L’image de pg.» coincide avec celle de endomorphisme idempotent de Ko(C}(G))
associé a ji.(v) € KK(C}(G),Cr(G)).

En d’autres termes, la conjecture de Baum-Connes se rameéne a la formulation
suivante : ’endomorphisme de Ko(C(G)) associé & ji(7y) est I'identité.

2.8. L’obstruction de la propriété T' de Kazhdan

Rappelons (c¢f. [12]) qu’un groupe localement compact G possede la propriété T si
la représentation triviale est isolée dans son dual. Du point de vue des C*-algebres,
cela signifie qu’il existe un projecteur p € C*(G) tel que, pour toute représentation 7
de C*(G) dans un espace hilbertien, m(p) soit le projecteur orthogonal sur les vecteurs
invariants par G.
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Soit G un groupe localement compact non compact possédant la propriété T'. No-
tons A : C*(G) — C}(G) 'homomorphisme canonique. Comme la représentation
réguliere de G ne posséde pas de vecteurs G-invariants (car G n’est pas compact), on
a A(p) = 0. Or la classe de p est un élément non trivial de la K-théorie de C*(G),
puisque son image par la représentation triviale ¢ : C*(G) — C n’est pas nulle dans
K(C) = Z. 1l s’ensuit que A n’induit pas un isomorphisme en K-théorie, donc que g
et ug,r ne sont pas tous deux bijectifs. Une démonstration éventuelle de la conjecture
de Baum-Connes doit donc nécessairement distinguer entre C*(G) et C;(G).

Supposons de plus que G est un groupe comme dans a), b) ou ¢) ci-dessus. En par-
ticulier, il posséde un élément ~y. Par ce qui précede, ’'endomorphisme de Ko(C*(G))
associé & jg(7y) s’annule sur la classe de p; il en résulte que 7y # 1.

Par ailleurs, I’élément v est représenté par un couple (H, F') ou la représentation
de G dans I'espace hilbertien H est un sous-multiple de la réguliére; comme la repré-
sentation triviale est isolée, il est de toute fagcon impossible d’espérer une homotopie
entre vy et 1.

3. KK-THEORIE BANACHIQUE

On a vu qu’en présence de la propriété T', il n’est pas possible de faire une homotopie
de v 4 1 dans KK¢(C, C).

Cependant, la représentation triviale est isolée parmi les représentations unitaires
de G, c’est-a-dire des représentations dans des espaces hilbertiens ; elle ne ’est pas dans
les représentations banachiques. Par exemple la famille des représentations naturelles
de G dans LP(G) contient faiblement, quand p tend vers +o0o, la représentation triviale.

Il est donc possible d’espérer construire une homotopie entre «y et 1 si on s’autorise
des représentations banachiques.

Lafforgue est ainsi amené & construire une K K-théorie, ol les espaces hilbertiens
sont remplacés par des espaces de Banach - et donc les C*-algebres par des algebres
de Banach. C’est la K K-théorie banachique.

3.1. B-paires

Contrairement aux espaces hilbertiens, les espaces de Banach ne sont pas auto-
duaux. Pour cette raison, Lafforgue remplace les modules hilbertiens par des paires
de modules banachiques en dualité.

Soit B une algebre de Banach. Une B-paire est un couple de modules banachiques
en dualité. Autrement dit, une B-paire (E<, E~) est la donnée d’un B-module bana-
chique & gauche (resp. & droite) E< (resp. E~) et d’une application (, ) : ESx E> —
B satisfaisant : Vo € E>, £ € E<, Dapplication n — (n,z) (resp. y — (€,7)) est
C-linéaire, B-linéaire a gauche (resp. a droite) et ||[(€,z)| < [|€]|llz]|-
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Solent E = (E<,E~) et F = (F<,F>) des B-paires. Un morphisme de B-paires
de E dans F' est un couple f = (f<,f>) on f< : F< — E< (resp. f~ : E> —
F~) est une application C- linéaire, B- linéaire & gauche (resp. & droite), continue
et satisfait : Vo € E>, n € F<, on a (n, f>(z)) = (f<(n),z). On note L(E,F)
I'espace de Banach des morphismes de B-paires de E dans F (muni de la norme
(F=,17) = sup(I £ 1£>1))-

Si E, F, G sont des B-paires, f € L(E, F) et g € L(F,G) on définit g9f € L(E,F)en
posant (9f)” = g~ o f> et (9f)< = f<o0g<. Munie de ces opérations L(E)=L(E,E)
est une algebre de Banach.

Soient y € F~ et £ € E<. On note 0, ¢ € L(E, F) (ou |y)(¢]) le morphisme donné
par le couple d’applications F< 37— (n,y)¢ € E< et E> 3 z — y(¢,z) € F>. On
note K(E, F') le sous-espace vectoriel fermé de £(F, F) engendré par les morphismes
Oyc.

3.2. Définition de la KK-théorie banachique

Soient A et B des algebres de Banach. Un cycle pour KK ban(4 B) est encore
un triplet (E, 7, f) ot E est une B-paire Z/2Z-graduée, m : A — L(E)O est un
homomorphisme et f € L(E)™) est tel que, pour tout a € A, les morphismes fm(a)—

m(a)f et (f? — 1)m(a) sont dans K(E).

La somme des cycles et ’homotopie sont définies comme dans le cas des modules
hilbertiens. Il est facile de voir que I’ensemble des classes d’homotopie de cycles (muni
de 'addition des cycles) est un groupe abélien.

Le groupe K K (A, B) est 'ensemble des classes d’homotopie de cycles.

La fonctorialité en A ne pose pas de probléme. Soit ¢ : B; — By un homomor-
phisme d’algébres de Banach. Notons encore p 31 — Bg son extension unitale.
Soit Fy une Bj-paire. Considérons-la comme une B1 palre On définit une Bs-paire
E> = ¢.(E1) qui est le quotient du produit tensoriel Fy ®, Bz par le sous-espace fermé
engendré par xb; ® by — x ® p(b1)by avec z € Ey, by € B1 et by € 32 On construit
de plus un homomorphisme ¢, : f — (f ® 1) de L(E;) dans L(E») qui envoie K(E})
dans K(Ez). On en déduit un homomorphisme ¢, : KK""(A, By) — KK (A, B,).

3.3. Le cas équivariant

On suppose a présent qu’un groupe localement compact G opeére sur les algebres A
et B. On définit le groupe K K2 (A, B) exactement de la méme facon que le groupe
de Kasparov correspondant.

Si A et B sont des C*-algebres, on a évidemment un homomorphisme naturel
KKq(A, B) - KKP* (A, B).

Dans le paragraphe suivant, on esquissera le principal résultat technique de Laf-
forgue montrant (presque) que I'image de y est égale & celle de 1 dans K K2**(C, C).
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Pour en déduire la conjecture de Baum-Connes, il reste & construire les équivalents
en K K-théorie banachique

— du morphisme jg : KKg(C,C) —» KK(C}(G),C}(G)),

- de ’action de la K K-théorie sur la K-théorie, autrement dit un homomorphisme
KK (A, B) — Hom(K(A), Ko(B)).

3.4. Action sur la K-théorie

Rappelons que si A est une algébre de Banach unifeére, le groupe Ko(A) est le groupe
de Grothendieck du monoide des classes d’isomorphisme de A-modules projectifs de
type fini. Un tel module est isomorphe & un pA™ ou p € M,,(A) est un idempotent.

Remarquons que K K®2*(M,,(A), B) est isomorphe & K K""(A, B). Par ailleurs,
tout idempotent p € A détermine un homomorphisme i, : A — Ap de C — A.
De ces faits, on déduit une application bilinéaire ¢ : (p,x) — (ip)*(z) de Ko(A) x
K K" (A, B) dans KK (C, B).

Cet homomorphisme subsiste si A n’est plus supposée unifere.

Lafforgue démontre de plus que, comme dans le cas de la théorie de Kasparov, ’ap-
plication naturelle (z — ¢(z,14)) de Ko(A) dans K K®2"(C, A) est un isomorphisme.

On en déduit donc que la K K-théorie banachique opeére encore sur la K-théorie.

3.5. Complétions « inconditionnelles » et le morphisme jg

La construction de I’homomorphisme ji; : KKg(A,B) — KK(A %, G,B %, G)
n’est malheureusement pas possible telle quelle : pour cela, il faudrait un analogue
du produit croisé pour les algebres de Banach, qui pour une C*-algébre donnerait le
produit croisé réduit.

Cependant, on peut construire dans le cadre des algébres de Banach le produit
croisé L'(G; A). On en déduit un homomorphisme

j& : KK%™(A, B) » KK (LY(G; A), L\(G; B)).

A Taide de cet homomorphisme j%', Iégalité v = 1 dans KK San(C, C) implique
la conjecture de Baum-Connes dans L'(G). Pour conclure, il faudrait savoir que I'in-
clusion L'(G) — C;(G) induit un isomorphisme en K-théorie (la surjectivité suffit).
Cependant, on n’a pas encore d’outil permettant de démontrer cet isomorphisme (cf.
la discussion dans [7] oli cet isomorphisme est établi dans quelques cas).

Ici intervient une tres jolie et simple idée de Lafforgue : celle de « complétion
inconditionnelle » : on remarque que pour certaines normes d’algebre sur C:(G), en

général plus petites que la norme L', on peut quand méme former le produit croisé
banachique :

DEFINITION 1. — Une norme N d’algébre sur Co(G) sera dite une norme incondi-
tionnelle si, pour tout f,g € C.(G), on a |f(z)| < |g(z)], Vz € G = N(f) < N(g).
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On peut construire des produits croisés relatifs & toute norme inconditionnelle.
Soient en effet G’ un groupe localement compact, N une norme inconditionnelle sur
Cc(G) et A une algébre de Banach munie d’une action isométrique de G. Munissons
Ce(G; A) du produit de convolution tordu par 'action de G dans A (voir 1.3).

Notons py : C.(G; A) — R Iapplication qui & f associe N (¢) ot p est lapplica-
tion z — || f(z)|| de G — R. L’application py est une norme d’algébre sur C.(G; A).

Notons A xx G le complété de C.(G; A) pour la norme py. Si E est un espace de
Banach muni d'une action isométrique de G, on peut de méme construire Pespace de
Banach E xy G. Si (E<, E”) est une B-paire, alors (E< xy G, E> xy G) est une
B xn G-paire.

On obtient un homomorphisme j& : KKg*™(A, B) — KK™ (A xn G, B xy G).

Soit G un groupe dans les cas a), b) ou ¢) de 2.6. Pour montrer la conjecture de
Baum-Connes pour G, il suffit donc de

1. Démontrer que v = 1 dans KK2**(C, C).

2. Construire une complétion inconditionnelle de C.(G) qui a la méme K-théorie
que C}(G).

3.6. Représentations non isométriques de G

En fait, ’homotopie entre + et 1 n’aura pas lieu dans le groupe K K, gf‘“(C, C), mais
dans une généralisation.

Soit £ une fonction longueur sur G, c’est-a-dire une application continue G — R,
telle que £(1) = 0 et £(xy) < £(z) + £(y) pour tout z,y € G (la plupart des fonctions
longueur rencontrées, vérifient de plus ¢(z~1) = ¢(x)).

On définit un groupe K K¢ (A, B) ) exactement comme K K2 (A, B) sauf qu'ici
on suppose que l'action de G dans les B-paires n’est plus isométrique mais elle est
contrélée par £ c’est-a-dire qu’elle est continue et que la norme de laction de z € G
est < exp({(x)).

Soient ¢ une fonction longueur sur G, N une norme inconditionnelle sur C.(G) et
A une G-algebre de Banach. Notons N’ la norme inconditionnelle f +— N(eff). Il est
facile de construire une application j " : KK (A, B) » KK"(Axn G, BxyG).

De plus soit ¢ une fonction longueur positive. Pour s € R, notons N, la norme
inconditionnelle f — N(e*f). Pour toute G-algébre de Banach 4, la sous-algebre

U Axpy, Gde Axy G alaméme K-théorie que A xy G.
sERY

Pour démontrer que «y agit comme 'identité dans Ko(Ax v G), il suffit de démontrer
I'égalité v = 1 dans chacun des groupes KK, g*?;lg(c, C).

(5) Lafforgue note ce groupe KKga:[(A, B)
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4. HOMOTOPIE DE ~ A 1

Il y a en fait ici deux cas :

— le cas « géométrique » (groupe opérant proprement et isométriquement sur une
variété riemannienne compléte de courbure sectionnelle négative ou nulle); ce cas
contient les groupes de Lie semi-simples réels et leurs sous-groupes fermés.

- le cas « combinatoire » (groupe opérant proprement et isométriquement sur un
espace métrique « fortement bolique ») ; ce cas contient les groupes de Lie réductifs
p-adiques et leurs sous-groupes fermés ainsi que les sous-groupes discrets cocompacts
des groupes de Lie semi-simples réels (et leurs sous-groupes).

Nous nous contenterons ici de donner la construction dans un cas combinatoire :
uniquement dans le cas des immeubles de type Z;

4.1. Le cas des immeubles de type sz

Soient X un immeuble de type Az (e.g. 'immeuble associé & SL3(Q,)) et G un
groupe localement compact opérant par isométries sur X. Dans ce cas I’élément v a
été construit par P. Julg et A. Valette ([26]).

4.1.a. L’élément v de Julg- Valette

On note X (i = 0,1,2) I'ensemble des faces de dimension i de X. Notons
(€x)gex( la base hilbertienne canonique de ¢2(X (). L’élément ~y est représenté par
un couple (H, F) :

2

— L’espace hilbertien H = @Hi ott Hy = (?(X©) et Hy (resp. Hy) est le sous-

i=0
espace de la deuxieme (resp. troisitme) puissance extérieure de ¢2(X(*)) engendré par
les ex A ey (resp. e; Aey Ae,) ot {z,y} € XY (resp. {z,y,2} € XP). 1l est gradué
sur Z/2Z par H® = Hy @ Hy et HY = H;.

- L’opérateur F s’écrit F + F}', ot F; est défini de la maniére suivante : on choisit
une origine zo € X . Soit ¢ = {z,y, 2} une chambre et A un appartement contenant
zo et A. On écrit xo dans I’espace affine A & I’aide des coordonnées barycentriques
To = Ar + py + vz, (A, u,v € R de somme 1). Quitte & permuter x,y, z, on peut
supposer que A > u > v.

= SiA>0>pu>v,onprendra Fi(e, Ae,) = e, Aey Ae,.

VAVAVAVAVAVAY
INONINONONY
NN/
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— Supposons p > 0 > v; soit (X, ¢/) dans Pespace euclidien R?, positivement
proportionnel & (A, i) et de norme 1. On pose v = XNe, + p'ey Fi(e,) =vAes,
Fi(eyNe,) = vA(eyAe.) = N (e NeyAe,) et Fi(egNe,) = Neg+p'eyNegAe,) =
—p (e Ney Ney).

On vérifie sans peine que F est ainsi bien défini, qu’on a F = F*, que 1 — F2 est le
projecteur orthogonal sur e;,. L’action de G ne fait que changer 'origine zy. Mais si
Ty et yo sont deux points de X (¥, la différence entre les coordonnées barycentriques
de zg et de yo sont bornées sur tout I'immeuble. On en déduit que F,, — F, est
compact, donc que (H, F') est un élément de K K (C, C).

Il résulte de [30] que sa classe est I’élément v au sens de 2.7.

4.1.b. L’homotopie

Dans la construction qui suit, nous ne considérons pas des C-paires mais des espaces
de Banach. Cependant, & un espace de Banach E correspond une C-paire (E*, E).

Notons ¢ : X — R la fonction qui & une face f associe la distance & zo de son
point le plus éloigné et ¢ : G — Ry la fonction g — ¢(g(xo)). C’est une fonction
longueur puisque #(gh) = d(gh(zo),zo) < d(gh(zo), 9(x0)) + d(g(x0), z0) ; or, comme
l’action de G est isométrique, d(gh(zo), g(xo)) = d(h(zo), Zo)-

Le principal résultat technique de Lafforgue se lit dans notre cas :

THEOREME 1. — Pour tout s > 0, les classes de v et de 1 coincident dans
KEKg'y(C,C).

Pour p € [1,+0c0] notons E, l'espace de Banach, gradué par 0,1,2 dont la com-
posante de degré i est ¢P(X () (vu comme partie de la puissance extérieure itme Je
(X)),

Considérons I'opérateur 0 : E, — E, donné par d(e;) = 0, d(ex Aey) = ey — ey et
Bex Ney Nes) = (ey Aes) — (ex Aes) + (e Aey) (pour tout (z,y,2) € X3)).

Soit enfin t € R, ; notons A; l'opérateur non borné de multiplication par et? et
posons Oy = Ay000 A 1. Cest encore un opérateur borné. De plus, pour tout g € G,
9y — ¢.0; est compact dans tout E,. En effet, g.0; est construit comme J;, mais avec
l'origine zo remplacée par gzo. Mais dans une chambre située loin de zo, les fonctions
distance & zg et & gz different d’une constante additive.

Le résultat crucial est le suivant :
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PROPOSITION 1. — Soit s > 0. Il existe Ty : E1 — E; tel que idg, — (Ts0s + 0sT5)
soit un idempotent de rang 1 et tel que, pour tout g € G, Ty — g.Ts soit compact. De
plus, il existe t > 0 tel que Ty = Ay_s0Ts 0 At__ls soit continu de E, dans E, pour
tout p € [1,2], et vérifie :

a) idg, — (T30 + 0,Ty) est un idempotent de rang 1;

b) pour tout g € G, Ty — g.Ty est compact dans tout E,,.

L’opérateur T est défini (par exemple) de la maniére suivante :

Soit z € X(©). Les points z et 2o déterminent un parallélogramme xg, y, z, z dans
Iimmeuble X. Notons j et n — j les distances respectives de z & y et z. Notons
20 = L0y 21512 = 250520 =T €6 Yo = L0, Y1, -+ Yn—j = Y,...,Yn = & les points
sur les deux trajets de xo & = par z et y respectivement.

23 =2z 24 25 26 27 2§ 29 =T =Yg

INONONININ/N/
/NN

20=T0o=Yo W Y2 Y3 Y4 Ys Ye =Y

On pose
. n . n
J J
To(ez) = (1 — 5) E €zp_y Nz + E E Cyi_1 N\ Eyy,
k=1 k=1

I1 est clair que 0 o Ty(e;) = e, — eg.
Pour définir Ty(e, A ey) on utilise le lemme suivant :

LEMME 1. — e; A ey, — Tod(ex A ey) est dans limage de 0.

Il suffit pour démontrer ce lemme de se restreindre & un parallélogramme contenant
{z0,z,y} et de remarquer que la restriction de & a ce parallélogramme est exacte en
dimension 1 et 2.

On définit Ty(ex A ey) comme I'élément £ tel que O(€) = e, A e, — Tod(ex A ey)
décrit par le lemme 1 (ou plutot sa démonstration).

Pour achever la démonstration de la proposition 1, il suffit de poser Ty = A, 0Tp o
A;'. On montre que :

1. Pour tout s > 0, Ty est continu de E; dans E;.

Pour cela, il suffit de montrer que [|Ts(e, )| et || Ts(ex A ey)|| sont bornées indépen-
damment de {z,y} € X : en effet, les faces que font intervenir To(ez) et To(ex Aey)
sont situées dans le parallélogramme considéré ci-dessus; leur nombre est polynomial
en la distance de = & z¢; les coefficients apparaissant sont bornés. En conjugant par
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As, on multiplie ces coefficients par un terme qui décroit exponentiellement, d’ott le
résultat.

2. Pour tout s > 0 et tout g € G, T, — 9.Ts € K(E1).

Il suffit pour cela de vérifier que, quand {z,y} tend vers Dinfini, ||(Ts — ¢.T:)(e.)||
et |(Ts — g.Ts) (e Aey)| tendent vers 0. Pour cela, remarquons que ¢.Tp est construit
comme Ty mais avec l'origine xo remplacée par gxo. Si z est loin de xg, les trajets
de z & zo et de z & g.x utilisés dans la construction de T, coincident pres de z. Par

ailleurs, ce sont les points pres de z qui « comptent » & cause de la conjugaison par
As.

T

INONONININININININININANS
20 NN NN NINININININAN

g-Zo

3. Il existe t > 0 tel que, pour tout p € [1,2], T; soit continu de E, dans E, et,
pour tout g € G, Ty — g.T, € K(E,).

La difficulté ici vient de ce que T;*(e; A ey) fait intervenir tous les points 2 tels que
x,y soit sur le trajet de z & xy. Le coefficient apparaissant décroit en exp(—tp(z)):
le nombre de tels z croit exponentiellement. Cependant, en prenant ¢ suffisamment
grand, on peut contréler la norme ¢! de Tj (e, A ey) et celle de T; (e, Aey Ae,). Il en
résulte que T est continu de F, dans F,, donc que T} est continu de Fo, dans F...
Comme il est continu de E; dans Fj, il est continu de E, dans E, pour tout p (par
interpolation). Un raisonnement analogue montre que Ty — g.Ty € K(E,) pour tout
g €.

En faisant varier u € [s,t] puis p € [1,2] on dispose & présent d’'une homotopie
entre (E1,0s + Ts) et (E2,0; + Ty).

Maintenant, pour achever la démonstration du théoreme, on va utiliser les deux
faits suivants : pour s tendant vers 0, d5; devient de plus en plus G-invariant « donc »
(E1,0s + Ts) tend vers 1; pour ¢ tendant vers +o0o, (Fa, 0; + Tt) ressemble de plus en
plus a 7.

Pour mettre en ceuvre cette idée, Lafforgue procede de la maniére suivante :

On peut construire une homotopie entre (Ey,ds + T5) et (Ef,0 + Tp) ot Ef est
’espace de Banach, gradué par 0,1,2 dont la composante de degré i est I’espace (!
de X & poids e#. Notons que P'action de G dans Ej n’est plus isométrique; c’est

pour cela qu’on doit ici quitter K K2*"(C, C) et le remplacer par KK gi‘*;‘((c, C).
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Pour montrer que la classe de (Ef,0 + Tp) est 1 et celle de (E2,d; + T;) est v, on
utilise quelques lemmes généraux de K K-théorie banachique.

Soient G' un groupe localement compact muni d’une fonction longueur ¢, A, B des
algebres de Banach, E une B paire Z/2Z-graduée munie d’actions de A et de G
« controlées par £ » (au sens de 3.6). Notons D I’ensemble des morphismes S de E
tels que [S,a] (pour tout a € A) et g.S — S (pour tout g € G) soient dans K(E) et
g+ g.S soit normiquement continu. Remarquons que tout F € D de degré 1 tel que
idp — F? € K(E) définit un élément de KK5*(A, B).

LEMME 2. — Soit S € D de degré 1 tel que S* € K(E).

a) Supposons qu’il existe un morphisme T € D de degré 1 tel que idg — (T'S + ST)
soit compact. Alors, il existe un tel T avec en plus T? compact. Dans ce cas (E,S+T)
est un élément de KK (A, B).

b) Dans ce cas, la classe de (E,S + T) dans KK‘C’;??(A, B) ne dépend pas de T

En effet, dans a) il suffit de remplacer T par T'ST, en remarquant que, modulo
K(E), ST = (idg — TS), donc T'S et ST commutent, donc STTS € K(E); on en
déduit aussi que ST — ST'ST qui est égal, modulo K(E) & STTS est dans K(E) ; de
méme T'S — TSTS € K(E).

Pour montrer b), il suffit de remarquer que I'ensemble des T' € D tels que ST +
TS —idg € K(E) est un sous-espace affine de D.

LEMME 3. — Soient S,S" € D de degré 1 tels que S* € K(E) et (S')? € K(E).
Supposons que le spectre dans Ualgébre de Banach quotient D/K(E) de SS’ + S'S ne
rencontre pas R_ . Alors :
a) Il existe T,T" € D tels que T, (T")%,idp— (ST+T'S),idg— (S'T'+T'S') € K(E).
b) Les classes de (E,S+T) et (E, S+ T") dans KK} (A, B) coincident.

Raisonnons dans l'algebre de Banach quotient D/K(E). On a (SS’ + §'S)S =
58S = S(SS"+5'S) ; de méme, S'(SS"+5'S) = (S5'+5'S)S’. Donc (88'+5'8)71
commute avec S et S”. Onpose T' = S'(SS'+5'S)~ et T" = S(SS5'+5'S)~1. De plus,
comme le spectre de S5’ 4 S’S ne rencontre pas R_, on peut définir un logarithme
de S5’ + §'S. On obtient une homotopie S(SS’ + S'S)~* + §/(55" + §'S)t~1 entre
S+TetS +T.

LEMME 4. — Soient S,T € D de degré 1. On suppose T? € K(E), que S commute
ezactement @ A et 4 G, que S? =0 et , ST+TS = idg. Alors la classe de (E,S+1T)
dans KK (A, B) est nulle.

On peut remplacer T par T'ST. Dans ce cas on a T2 = 0. Comme S commute avec
les éléments de A et de G, le sous-espace S(E) de E est invariant par ces éléments.
Dans la décomposition E = S(E) @ T(E), la matrice de ces éléments est de la forme

c ¢
( 31 01’2) Notons que ¢; 2 est dans K(E) car T € D. Il suffit de changer ces actions
2,2
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c 0. . t
n ( L1 > a travers une homotopie (01,1 61’2) (t €0,1]). Au bout de cette
0 C2.2 0 €2,2

homotopie, S+ T commute exactement avec A et G et (S+T)?% =idg. Le lemme en
résulte facilement.

Pour finir la démonstration du théoréme, notons u la classe dans KK, }’fg{(C, C)
de (E7,0 + Tp); posons F' = E5 @ C ol C est muni de 'action triviale de G et est
de degré 1 pour la graduation. Prolongeons 0 de F' dans F en posant d(e;) =1 € C
pour tout z € X et posons Ty(1) = e,. Il est facile de voir que la classe de cet
élément est © — 1 (ou plutét u — l'image de 1). Par le lemme 4 appliqué &4 S = 9, on
trouve donc que u et 'image de 1 dans KKg*,(C, C) coincident.

Pour montrer que la classe de (Eq, d; + Tt) est I'image de v, on commence d’abord
par modifier trés légérement Fy en un opérateur F; : le vecteur X'ey + p'e, par lequel
on prend le produit extérieur est normalisé en norme 1 au lieu de 1’étre en norme 2.
Il suffit alors, par le lemme 3, de démontrer que le spectre de 9; F» + F»0; est disjoint
de R_. Pour cela, on remarque que 'image par (0, Fz + F20;) — idg, d’une face f est
portée par des faces voisines, plus proches de zy que f. Donc, pour t assez grand, le
rayon spectral de (0;F» + F»0;) —idg, est < 1.

4.2. Les autres cas
4.2.a. Le cas « combinatoire »

Dans ce cas, la construction est exactement la méme. La seule chose qui devient
réellement plus difficile ici est la démonstration du fait que le complexe 0 est acyclique.

4.2.b. Le cas « géométrique »

Soient M une variété riemannienne compléte, connexe, simplement connexe, de
courbure sectionnelle négative ou nulle (bornée inférieurement) et G un groupe loca-
lement compact agissant sur M par isométries.

Soit g un point de M et notons ¢ : M — R l'application donnée par ¢(z) =
exp(v/d(z,20)? + 1).

Dans ce cas, on remplace le bord de la cohomologie simpliciale par la cohomologie
de de Rham. On est amené & travailler avec des espaces W (p, k, s — k, ') : espace de
Sobolev LP, des k formes s — k fois différentiables & poids ¢! (s est, par exemple, la
dimension de 'espace M).

Une difficulté qui apparait ici est que le calcul pseudodifféreniel ne marche bien que
pour p €]0, +oo[. Cependant, ¢t > 0 étant choisi, le complexe de de Rham (W (p, k, s —
k, %), d) est acyclique pour p assez proche de +o0.

Le reste de la construction est essentiellement le méme que dans le cas « combina-
toire ».
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Je dois cependant dire que, bien que je sois absolument convaincu que la construc-
tion marche aussi bien que dans le cas combinatoire, je n’ai pas encore vérifié tous les
détails du cas géométrique.

5. FIN DE LA DEMONSTRATION

Soit G un groupe localement compact opérant proprement et isométriquement sur
une variété riemannienne compléte de courbure sectionnelle négative ou nulle ou sur
un immeuble affine. D’apres ce qui précede, G possede un élément v et v = 1 dans la
K K-théorie banachique. Donc, pour établir la conjecture de Baum-Connes, il suffit
de construire une complétion inconditionnelle A de C.(G) telle que le morphisme
A — C(Q) induise une surjection au niveau des groupes Kj.

5.1. Cas des groupes de Lie

Si G est un groupe de Lie semi-simple, réel ou p-adique, Lafforgue ([36]) montre
que certaines variantes de I'espace de Schwarz (ou algébre de Harish-Chandra) de G
fournissent des complétions inconditionnelles de C.(G) qui permettent de terminer la
démonstration. On obtient ainsi une preuve plus directe de résultats de Wassermann
dans le cas réel ([50]) et une généralisation de Baum, Higson et Plymen dans le cas

p-adique ([6]).

5.2. Propriété (RD) de Haagerup-Jolissaint

Soient G un groupe discret, ¢ une fonction longueur sur G' (i.e. une application
G — Ry telle que £(e) = 0, £(zy) < £(z) + {(y) pour tout z,y € G). Notons
H>(G, £) I'espace vectoriel des fonctions f : G — C telles que, pour tout p € Ry,
Z £(z)P|f(z)[* < co. Si G est finiment engendré, on note H*(G) I'espace H>(G,?)
z€eG
ou £ est la fonction longueur associée & un systéme fini de générateurs (1'espace H (@)

n’en dépend pas).
Dans [16], Haagerup a démontré :

PROPOSITION 1. — Si G est un groupe libre d un nombre fini de générateurs,
H>(G) C CXQ).

En effet :

Pour p € N, notons X, la fonction caractéristique des mots de longueur p (pour un

systeme libre de générateurs). Soient f,g: G — C des fonctions. On utilise le lemme
suivant :

LEMME 1. — Pour tout p,q,n € N, on a ||((fxp) * (9%q))Xnll2 < IlfXpll2ll9Xqll2- De
plus si ((fxp) * (9Xq))Xn # 0, alors n est compris entre |p — ql et p+q et a la méme
parité que p + q.
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On peut évidemment supposer que f = fx, et g = gx,.
La contrainte sur n est claire. Ecrivons p=p1+r, g=q+retn=p +q.
Notons C} I'ensemble des mots de longueur k.

Soient z,y,z € G de longueur respective p, g,n tels que 2y = z. Ecrivons 2 =
12 ou 1 € Cp, et 12 € Cp et y = yoyy ot y; € Gy, et yo € Cp (ces éléments
sont uniquement déterminés par x et y). Comme zy est de longueur n on voit que

/ . -1 N . s
necessairement z = x1y; et yo = Ty . Notons que z; et Y1 sont entierement déterminés
par z.

Il s’ensuit que

P9 =| Y fawg )| < (3 @)Y gt

ueC, u€Chr ueCr
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
On a alors
1(f % 9)xnll5 = > |f * g(@1yn)|?

21€Cp,y1€CY; , T1y1ECH

< ) (3 @) (3 lgwn)P)
21€Cp, Y1€Cy, T1y1€CH uEC, ueC,

< Y (X @) (X g
21€Cp,,y1€Cy; weC, ueCy

= 1£1Bllgl3 -

La proposition 1 se déduit tres facilement du lemme 1 :

On écrit £?(G) comme somme hilbertienne de ¢2(C,.).

Soient f € C.(G) et p € N. L’opérateur de convolution & gauche par (fx,) peut étre
vu dans la décomposition ci-dessus comme une matrice T, ; out T, s : £2(Cs) — £2(C,.)
est un opérateur de norme < ||(fxp)|l2, nul si |[r — s| > p, ou si r — s n’est pas de
la méme parité que p. On peut écrire T' comme somme des p + 1 opérateurs Sy ot
Sy est Popérateur de matrice T;. 5 avec 7 —s = —p + 2k (0 < k < p). Il est clair que
IAG X < 22k 1Skl < (P + DII(fxp)ll2- T vient

IMHI< D @+ Dl xplle < Q0+ 172D (0 + DI x0l13)?

par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, d’ou la proposition.
On peut en fait, a partir du lemme 1, démontrer :

PROPOSITION 2. — Si G est un groupe libre & un nombre fini de générateurs, H>*(G)
est une sous-algébre de C(G) stable par calcul fonctionnel holomorphe. En particulier,
Uinclusion H*(G) — C¥(G) induit un isomorphisme au niveau de la K -théorie.

Cette idée est reprise par Jolissaint ([22]). Il donne la définition suivante :
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DEFINITION 2. — On dit qu’un groupe finiment engendré G posséde la propriété
(RD) si H*(G) C CG).

Il démontre que si G a la propriété (RD), alors H*(G) est une sous-algébre de
C;(G) stable par calcul fonctionnel. En fait (cf. [23]), il existe r € N tel que ’ensemble
A, ={feCY, Z £(z)"| f(z)|* < oo} est une sous-algebre de C*(G) stable par calcul

z€G
fonctionnel holomorphe.

Remarquons que A, est une algébre de Banach et une complétion inconditionnelle.

5.3. Groupes possédant la propriété (RD)

Jolissaint ([22]) étend le travail de Haagerup en démontrant que plusieurs groupes
se comportant comme les groupes libres, en particulier les sous-groupes cocompacts
des groupes de Lie réels simples de rang 1, ont la propriété (RD).

Ce résultat est lui-méme étendu par de la Harpe ([17]) aux groupes hyperboliques
de Gromov.

Trés récemment, Ramagge, Robertson et Steger ([41]) ont établi la propriété (RD)
pour des groupes discrets opérant proprement avec quotient compact sur un immeuble
A,. Leur résultat contient en particulier les réseaux cocompacts de SL3(F) ot F est
un corps local non archimédien.

Comme dans la démonstration de Haagerup, on doit analyser les couples , y ayant
un produit donné. On est amené a étudier les triangles dans I'immeuble. La clé de la
démonstration est que tout triangle se contracte uniquement sur un triangle équilatéral
dans un appartement.

Lafforgue enfin, en remplagant certaines égalités par des estimations, a adapté la
démonstration de Ramagge, Robertson et Steger au cas des sous-groupes cocompacts
de SL3(R) et SL3(C) (cf. [34]).

5.4. Limite de la méthode

D’aprés une conjecture de Valette ([49]), tout sous-groupe cocompact d’un groupe
de Lie simple devrait posséder la propriété (RD).

Cependant, la méthode a ses limites : plusieurs sous-groupes discrets (non cocom-
pacts) de groupes de Lie ne possédent pas la propriété (RD) du fait de l’existence
d’éléments paraboliques. Par exemple, les seuls groupes moyennables possédant la
propriété (RD) sont les groupes & croissance polynomiale (¢f. [22]). De plus cette
méthode marche trés mal pour les produits croisés — et ne permet de démontrer la
conjecture de Baum-Connes & coefficients que dans des cas trés particuliers (cf. [37).
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6. QUELQUES AUTRES AVANCEES RECENTES

En plus du résultat de Lafforgue que nous venons de discuter, il y a eu récemment

quelques autres avancées significatives sur la conjecture de Baum-Connes et des sujets
connexes.

6.1. Actions moyennables ([18])

N. Higson vient de faire une remarque trés simple et astucieuse qui permet d’établir
injectivité de I'homomorphisme de Baum-Connes (a coefficients) pour les groupes
discrets possédant une action moyennable sur un espace compact.

La moyennabilité d’un groupe est une notion dégagée depuis plusieurs décennies.
On dispose & présent de plusieurs propriétés équivalentes. De plus, cette notion a été
étendue aux actions de groupes et aux groupoides. Nous renvoyons & I’excellente mo-
nographie [2] pour une discussion trés actuelle sur toutes les notions de moyennabilité.

Du point de vue des C*-algebres, un groupe localement compact G est moyennable
si C*(G) = C¥(G). Une action de G sur un espace compact X est moyennable si
C(X)xG=C(X)x,G.

Rappelons que Higson et Kasparov ont démontré la conjecture de Baum-Connes
pour tout groupe moyennable, et que Tu a étendu ce résultat au cas des groupoides
moyennables.

Toute action d’un groupe moyennable est moyennable. Cependant, plusieurs
groupes, bien que non moyennables, possedent des actions moyennables sur des
espaces compacts. Par exemple, G = SL,(R) n’est pas moyennable pour n > 2, mais
son action dans I’espace compact des drapeaux G/ P est moyennable ol P désigne le

sous-groupe de SL,(R) formé des matrices triangulaires supérieures (& coefficients
diagonaux positifs).

La démonstration de Higson est (un peu schématiquement) la suivante :

Sil’action de G dans un espace compact X est moyennable, son action dans I’espace
M des mesures de probabilité sur X, muni de la topologie de la convergence vague
est moyennable.

Soit A une C*-algebre munie d’une action de G. Notons B la C*-algébre C'(M; A)
des fonctions continues de M dans A. L’homomorphisme A — B qui & a € A associe
la fonction constante égale & a étant équivariant, on obtient un homomorphisme A .
G — B %, G, d’ou un homomorphisme de groupes de K-théorie. De méme, on a un
homomorphisme K 10p(G; A) — Ko 10p(G; B). On obtient un diagramme commutatif

A
Kotop(G; A) 25 Ax, G
i !
KO,top(G; B) ﬁ’ B Ay G
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Or, laction de G dans M étant moyennable, par la généralisation par Tu ([48]) du
théoreme de Higson-Kasparov, I’homomorphisme de Baum-Connes ug est un isomor-
phisme. De plus, comme M est contractile, Papplication A — B est une équivalence
d’homotopie, d’ou1 I'on déduit que I’homomorphisme Ko ¢0p(G; A) — Ko top(G; B) est
aussi un isomorphisme. En fait pour avoir I’isomorphisme ici, Higson doit supposer
que le groupe G est discret, il utilise un modele simplicial pour EG et une suite exacte
de Mayer-Vietoris. Il s’ensuit que ’homomorphisme ué est injectif (et scindé).

On peut facilement obtenir un résultat légérement plus fort que celui de Higson
en remplacant la condition de moyennabilité de I’action de G par l'existence d’un
plongement uniforme de G' dans un espace hilbertien (au sens ci-dessous, cf. [46]).

6.2. Conjecture de Baum-Connes et géométrie « a Pinfini » ([43], [51])

Le résultat de [18] cité ci-dessus (ainsi que sa généralisation [46]) avait d’abord
été démontré par Yu dans [51] sous I'hypothése que G était sans torsion et BG un
complexe cellulaire fini(®).

Le démonstration de Yu est tout & fait différente de celle de Higson : elle utilise le
langage de la géométrie « grossiére » (coarse), je dirais plutét géométrie & I'infini.

Il s’agit 14 de tout un monde — et il n’est pas possible de citer ici toutes les contri-
butions importantes dans le sujet. Nous renvoyons & [43] et [51] pour une discussion
détaillée de toutes ces notions.

Il est apparu (cf. [14]) que la conjecture de Novikov pour un groupe discret G est
en fait assez peu dépendante de la structure de groupe. La seule chose qui compte est
la structure & linfini de G.

Soit (X, d) un espace métrique. De méme que pour une structure uniforme, une
structure a l'infini de X est basée sur les ensembles de la forme A, = {(z,y) €
X x X, d(z,y) <r} (pour r € R}). Cependant on s’intéresse & r grand.

On dit qu'une partie U C X x X est un entourage pour la structure & U'infini s’il
est contenu dans un ensemble A,..

Le role des applications uniformément continues est joué ici par les applications
f: X — Y telles que I'image directe de tout entourage soit un entourage (autrement
dit Vr € Ry, 3R € Ry, d(z,2') <r = d(f(z), f(z')) < R).

Une application f : X — Y est un plongement uniforme si, pour toute partie U de
X x X, U est un entourage si et seulement si f(U) est un entourage.

Aun espace métrique, on associe une C*-algébre construite de la maniere suivante :
on fixe un espace hilbertien H et une représentation 7 : Co(X) — L(H) telle que
m~ 1 (K(H)) = {0} et 7(Co(X))H = H. Le support d’'un élément T € L(H) est le plus
petit fermé F' de X x X tel que si f,g € Co(X) sont telles que (z,y) — f(x)g(y)
est nulle sur F', alors 7(f)Tw(g). La C*-algebre de X est ’adhérence de ’ensemble

(6)Cest Higson et Roe dans [21] qui ont reformulé le théoréme de [51] en termes de moyennabilité.
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des opérateurs T' € L(H) dont le support est un entourage et tels que, pour tout
f € Co(X), Tn(f) et w(f)T sont compacts.

Il 'y a aussi une conjecture de Baum-Connes qui prédit la K-théorie de cette
C*-algebre (cf. [43]), du moins si X est & géométrie & Iinfini bornée. Rappelons
qu’un espace métrique X est dit a géométrie a l'infini bornée si, pour tout r € R..
il existe N € N tel que le nombre d’éléments de toute partie de X de diameétre < r
est borné par N.

Le lien avec la conjecture de Baum-Connes est le suivant : soit G un groupe finiment
engendré. Munissons-le de la distance invariante & gauche associée & la longueur de
mots (par rapport & un systéme fini de générateurs). Si G n’a pas de torsion et BG
est un complexe cellulaire fini, la conjecture de Baum-Connes & 'infini pour I'espace
métrique G' implique I'injectivité de pg .

En utilisant une variante de la méthode de Higson-Kasparov, Yu ([51], voir aussi
[46] pour une autre démonstration de ce résultat) montre :

THEOREME 1. — Tout espace métrique a géométrie o l'infini bornée qui admet un
plongement uniforme dans un espace hilbertien satisfait la « conjecture de Baum-
Connes a l'infini ».
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