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0. INTRODUCTION

Au début du siecle, Killing et Cartan ont classifié les algebres de Lie simples
de dimension finie sur C ou, plus généralement, sur un corps algébriquement clos de
caractéristique zéro. La classification fait apparaitre quatre familles infinies sl(l + 1),
s0(20+1), sp(2l), so(2l), et cinq autres algeébres de Lie appelées G, Fy, Es, E7 et Eg.
Pour les besoins de cet exposé, toutes ces algebres de Lie seront appelées classiques,
bien que la terminologie usuelle la réserve pour les quatre séries infinies. Il n’y a pas
de familles continues d’algebres de Lie simples ou, ce qui est équivalent, pour chaque
entier n, il n’existe qu’au plus un nombre fini d’algébres de Lie simples de dimension
n. Afin d’éviter les répétitions, nous sous-entendrons que toute algébre de Lie est de
dimension finie, sauf indication explicite du contraire.

Le probleme de la classification des algebres de Lie simples de dimension finie
sur un corps algébriquement clos K de caractéristique p a résisté plus longtemps.
A partir des années 30, au départ sous 'impulsion de Jacobson, il est apparu qu’en
plus des réductions mod.p des algébres de Lie classiques (appelées encore algebres
de Lie classiques), il existe de nombreuses algebres de Lie simples de dimension finie,
analogues aux pseudo-groupes considérés par Cartan [Cn]. Ces algebres de Lie sont
appelées algébres de Cartan. Dans la terminologie moderne, les pseudo-groupes sont
certaines algébres de Lie de dimension infinie, et les algebres de Cartan sont donc

des analogues de dimension finie en caractéristique finie de structures de dimension
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infinie en caractéristique zéro. On trouvera dans [Cn],[Kc1], [G], [Ma] des énoncés
analogues aux résultats exposés ici et qui concernent des classifications d’algebres de
Lie simples de dimension infinie en caractéristique zéro.

Bien que la question de la classification des algebres de Lie simples ait été un
probléme clairement posé dés les années 30, ce n’est que dans les années 60 que
toutes les classes d’algebres de Cartan ont été finalement construites, et Kostrikin
et Shafarevitch ont pu formuler la conjecture que toute algebre de Lie simple est
classique ou de Cartan [KS]. En raison de la structure de l'identité de Jacobi, il
semble difficile d’espérer une classification en caractéristique 2 et 3, et en fait, pour
ces caractéristiques trés petites, il est facile d’obtenir des algebres de Lie simples qui
ne soient pas de Cartan ou classiques. Il est plus surprenant qu’en caractéristique 5,
il existe une famille étrange d’algebres de Lie simples, appelées algeébres de Melikian
[Me], qui ne sont ni classiques ni de Cartan. En revanche, il n’existe pas d’autres

exemples en caractéristique p > 7.

Une famille importante d’algebres de Lie est celle des algebres de Lie restreintes :
ce sont les algébres de Lie L telles que pour tout z € L, ad(z)? soit une dérivation
intérieure. La premiére étape de la classification a été obtenue par R. Block et R.
Wilson en 1988, qui ont classifié les algebres de Lie simples restreintes en caractéris-
tique p > 7 [BW1]. Comme en caractéristique zéro, il n’y a pas de famille continue
d’algebres de Lie simples restreintes.

La classification des algebres de Lie simples non nécessairement restreintes en
caractéristique > 7 a été le point d’orgue d’un article de Strade et de Wilson ([SW])
et elle est basée sur de nombreux papiers, en particulier ceux de Strade [St1-7]. Les
experts esperent que ce résultat peut s’étendre tel quel en caractéristique 7 et, en
ajoutant la famille de Melikian, en caractéristique 5. La classification des algebres
de Lie générales est plus complexe que dans le cas des algeébres de Lie restreintes,
car elle contient des familles continues d’algébres de Lie simples. Elle est aussi moins
explicite. Nous reviendrons sur ce point plus loin.

Le but principal de cet exposé est de décrire cette classification. Dans un souci
de clarté, nous avons cherché a utiliser systématiquement le formalisme du calcul
différentiel pour simplifier de nombreux calculs explicites trouvés dans la littérature.

L’organisation de cet exposé écrit est la suivante. La section 1 est consacrée
a la théorie des algebres de Lie restreintes, notion cruciale par la suite. La section
2 porte sur la définition des algebres classiques : puisque l'idée de base est claire,
nous avons surtout insisté sur des points techniques, et cette section n’a pas vraiment
un caractere introductif (on devrait pouvoir la sauter en premiére lecture). Dans la
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section 3, nous contruisons les algébres de Cartan restreintes : dans cette section, nous
nous sommes attaché & décrire en détail ces algébres et nous avons donné des preuves
compleétes du calcul de leur série dérivée, et de la simplicité du dernier terme de la série
dérivée. Il nous semble que l'utilisation de cohomologie de De Rham pour déterminer
les séries dérivées fournit une approche plus simple que les calculs en coordonnées
locales trouvés dans la littérature. Nous espérons ne pas avoir introduit d’erreurs
dans cette section en voulant préciser ou simplifier certains énoncés. La section 4
porte sur le théoreme de Block et Wilson. Initialement, la section 5 était surtout
destinée a illustrer la complexité de la classification des algebres de Lie restreintes.
Puis nous nous sommes rendu compte qu’il était possible de décrire plus explicitement
les algébres de Cartan par le formalisme introduit dans cette section : faute de temps,
il n’a pas été possible d’expliquer cette description dans le cadre le plus général, et
une version plus compléte fera ’'objet d’une publication séparée. La section 6 expose
la définition des algebres de Cartan non restreintes, et elle s’inspire de [W1] et [St7].
La section 7 contient le résultat principal, aboutissement des travaux de Strade et
Wilson. Dans la section 8, nous avons cherché & expliquer les idées les plus simples

mises en oeuvre dans la classification : en réalité le théoréme de classification est tres
compliqué.

Remerciements : Nous remercions O. Gabber, V. G. Kac et J.-P. Serre pour d’utiles
commentaires sur cet exposé.

Conventions : Sauf indication contraire, K désigne un corps algébriquement clos de

caractéristique finie p, et a partir de la section 3 on supposera p > 3.

Notations : Pour une algébre de Lie L, nous noterons Z(L) son centre et nous
poserons L) = [L, L], L® = [LM,LM] etc.. et L(*) = Ny LK),

1. GENERALITES SUR LES ALGEBRES DE LIE RESTREINTES

Dans cette section, nous allons rappeler la définition des algébres de Lie res-
treintes. Je crois que la motivation initiale pour la notion d’algebre de Lie restreinte
était d’établir un analogue de la théorie de Galois pour des extensions de corps pure-
ment inséparables. Soit K un corps, et soit Der(K) l'algeébre de Lie des dérivations
de K. En fait Jacobson [J1] a établi une correspondance entre :

(i) les extensions K C K' avec K' C K/P, et

(ii) les sous-K espaces vectoriels de Der(K) qui sont des sous-algebres de Lie
restreintes.
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La correspondance associe 3 K' 'algébre de Lie des dérivations 6 : K — K telles que
d(fP) = 0 pour tout f € K'. Les structures d’algébres de Lie restreintes constituent
aussi un point crucial dans la définition de 'opérateur de Cartier (voir exemple 8) et

dans une conjecture de Grothendieck (voir exemple 9).

1.1. Identité de Jacobson

Il est connu que 'on a lidentité (z + y)? = zP + yP dans toute F,-algébre
commutative. Jacobson a trouvé une généralisation de cette identité valable pour
toute F,-algébre associative mais non nécessairement commutative. Commencons
par rappeler la définition des polyndmes de Lie, plus exactement les polynémes de
Lie en deux variables. Fixons un anneau de base k (dans la suite, k = Z, k = Q ou
k est un corps K de caractéristique p).

Un polynéme en deux variables commutatives z,y est un élément P(z,y) €
k[z,y]. Pour toute k-algébre commutative A et tous a,b € A, on peut évaluer
Pexpression P(a,b) € A. Notons k < X,Y > l’algébre tensorielle en les deux variables
X et Y (i.e. la k-algebre associative libre en les deux indéterminées X et Y) et soit
Libr(X,Y) la k-algebre de Lie libre en X et Y. Plus concrétement, Lib; (X,Y) est la
sous-algebre de Lie de k < X,Y > engendrée par X et Y. Par définition, un polynéme
de Lie en deuz variables X,Y est un élément P(X,Y) de Liby(X,Y). Pour toute k-
algébre de Lie L et A,B € L, on peut définir son évaluation P(A4,B) € L. Pour
en donner une définition formelle, on remarque qu’il existe un unique morphisme
d’algébres de Lie ¢ : Liby(X,Y) — L avec ¢(X) = A et ¢(Y) = B et on définit
P(A,B) = ¢(P(X,Y)). Un exemple de polynéme de Lie est fourni par la formule de
Campbell-Hausdorff :

n
exptX exptY = exp(Z %Hn(X, Y))
n>1

qui est valable dans l'algébre Q[[t]] < X,Y >. Dans cette identité, H,(X,Y) est un
polynéme de Lie & coefficients entiers p-adiques pour tout n < p.

THEOREME 1 (Formule de Jacobson).— Soit p un nombre premier. Il existe un
(unique) polynéme de Lie Jp(X,Y) € Libp, (X,Y), tel que :

(x+y)? = 2P +yP + Jp(z,y),

pour tous éléments x, y d’une Fp-algébre associative.

Preuve : Considérons le facteur de ¢P dans la formule de Campbell-Hausdorff et
multiplions-le par p!. On obtient : (X +Y)? = X? +Y? + (p— 1)!H,(X,Y) + pr, o
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T € Z < X,Y >. Définissons J,(X,Y) comme la réduction modulo p de —H,(X,Y).
Puisque (p — 1)! = —1 mod.p, l'identité (z + y)? = 2P + y* + Jp(z,y) est valide
dans toute Fp-algebre associative. Enfin I'unicité de J,(X,Y) résulte du fait que
I'application naturelle Libg,(X,Y) — Fp < X,Y > est injective. C.Q.F.D.

Pour la preuve originelle de Jacobson, on pourra se reporter a [J2].

Ezemples : Pour p =2, (z + y)? = 22 + y2 + [z,y], ol
L(X,Y) = [X,Y].
Pour p = 3, [z, [z,y]] = 2%y — 2zyz + y2? = 2%y + zyz + y2?, d’our :
J3(X,Y) = [X[X, Y]]+ [Y]Y, X]).

Pour p=5,0na:
J5(X,Y) = [X[X[X[X, V)] +2[Y [X[X[Y, XT] + 2 X [Y [V [X, Y] + [Y [V [Y Y, XT]]-

1.2. Dérivations

Soit R une F-algébre non nécessairement commutative ou associative (par exem-
ple une algébre de Lie, une algébre d’octonions). Une dérivation est une application
linéaire & : R = R qui satisfait & I'identité de Leibniz : d(z.y) = (0z).y + z.0y. On
a donc 0™(z.y) = Yy pn (2)(0%2).8° y, et en particulier 67 (z.y) = (67z).y + .67 y.
Par conséquent, I’ensemble Der R des dérivations de R est une algebre de Lie avec une
structure supplémentaire, & savoir 'application § — 6P : cette structure est appelée
une p-structure, une notion dont la définition formelle suit. Une algebre de Lie munie
d’une p-structure est dite restreinte.

Soit L une algebre de Lie sur un corps K de caractéristique p. Pour tout x € L,
ad(z)? est une dérivation. Nous dirons qu’une algebre de Lie est “restreignable” si
ad(z)? est une dérivation intérieure pour tout x € L ('utilisation de cet horrible néo-
logisme nous a semblé particulierement commode pour cet exposé). Gréce & l'identité
de Jacobson, on remarque qu’une algebre de Lie est “restreignable” dés qu’elle possede
une base (z;)ics telle que ad(z;)P soit intérieure pour tout i € I. Cependant, il
n’est pas suffisant de supposer que ad(z;)? est intérieure pour un systeme (z;);cs de
générateurs de I’algebre de Lie L. Une p-structure est une application z € L — zP) €
L telle que ad(z®)) = ad(z)? satisfaisant aux conditions de compatibilité suivantes :

(i) (Az)®) = AP z(P)

(ii) (z+y)® = 2®) + 4P + Jy(2,y)
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pour tous A€ K et z, y € L.
Toute algebre de Lie “restreignable” L admet une p-structure. En effet soit

(zi)ier une base de L et soit (y;)ic; € L avec ad(z;)? = ad(y;), alors il existe une

unique p-structure z — =P telle que mgp ) = y;- Si Pon choisit un ordre total sur I,

la p-structure est donnée par (3, \iz;)®) = Yier Ny, + J(Niz;, ZKi Ajz;). Pour
vérifier que cette application est bien une p-structure, il suffit de remarquer que J,
est un cocycle, i.e. satisfait a J(z +y,2) + J(z,y) = J(y,2) + J(z,y + z). Comme il
est clair que deux p-structures different d’une application p-linéaire de L dans Z(L),
une algebre de Lie “restreignable” et de centre trivial admet une unique p-structure.
C’est pourquoi nous dirons qu’une algebre de Lie de centre trivial est non restreinte

si elle n’est pas “restreignable”.

1.3. Exemples et remarques

1) Si V est un espace vectoriel, ’algébre de Lie gI(V) des endomorphismes de
V est restreinte. Plus généralement n’importe quelle algébre associative A est une
algebre de Lie restreinte : la p-structure est x — zP. Si V est de dimension finie,
lalgebre de Lie sI(V) des endomorphismes de trace nulle est restreinte. En effet
Tr(zP) = Tr(z)P.

2) Pour n’importe quelle algébre R, ’agébre de Lie Der(R) est restreinte. Par
exemple l'algébre de Lie Wx de tous les champs de vecteurs d’une variété X est
restreinte.

3) Soit X une variété et 8 une forme. L’algebre de Lie Wy (3) de tous les champs
de vecteurs qui préservent J, c’est-a-dire les champs de vecteurs ¢ tels que £.3 = 0
est restreinte.

4) Soit G un groupe algébrique et g son algebre de Lie. Alors g est restreinte. En
effet, g est I’espace des champs de vecteurs ¢ sur G qui sont invariants relativement
aux translations a gauche par G. Or si € est G-invariant 3 gauche, &P est aussi
G-invariant a gauche.

5) La définition de p-structure n’impose aucune condition de compatibilité avec
le crochet de Lie. En fait pour toute p-structure, 'identité (due également & Jacob-
son) [z(P),y(P)] = —adP~'(z)adP(y)(z) est satisfaite. Pour toute algebre de Lie g, il
existe une algebre de Lie restreinte L D g telle que g soit un idéal de L et L/g soit
commutative. Par exemple, il suffit de prendre pour L la plus petite sous-algebre de
Lie restreinte de U(g) engendrée par g. Si (z;);cr est une base de g, (xf")iel,nzo est
une base de L.

6) Soit L une algebre de Lie, et soit Z son centre. Alors si L est restreinte,
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L/Z est restreinte, car la p-structure passe au quotient. Réciproquement si L/Z est
restreinte, L est “restreignable”.

En revanche la dérivée L) = [L,L] d’une algtbre de Lie restreinte n’est en
général pas restreinte, ni “restreignable”. Avant d’en voir des exemples concrets en
sections 5 et 6, donnons-en un exemple abstrait. Soit g une algébre de Lie non
“restreignable” avec g = [g,g] et soit L C U(g) l'algtbre de Lie construite dans
Pexemple précédent. Il est clair que [L,L] = g, donc L() n’est pas restreinte.

7) Soit L une algebre de Lie. L’ensemble L' des éléments z € L tels que ad(x)?
soit intérieure est un sous-espace vectoriel invariant par tout automorphisme de L,
mais ce n’est en général ni un idéal ni méme une sous-algebre de Lie. On peut trouver
des exemples ou L' engendre L bien que L' # L.

Néanmoins, si I'algebre de Lie est engendrée (en tant qu’algebre) par ses éléments
z tels que ad(alc)la‘:zr_l = 0, alors I’algebre de Lie est restreinte. En effet pour tout z € L

tel que ad(x)’%, Pexponentielle tronquée :

expad(z) = Z ad(z)"

0<i< BEL

est un automorphisme d’algebres de Lie. On en déduit que I’algébre de Lie est linéaire-
ment engendrée par les éléments x qui satisfont 3 ad(gzc)':gl =0, et donc L est “res-
treignable”. Cette hypothese est satisfaite pour toutes les algebres de Lie classiques si
p > 5, puisque avec les notations usuelles (voir section 2) on a ad(e;)* = ad(f;)* = 0.

8) Soit X une variété affine lisse, soit Wx I’algébre de Lie des champs de vecteurs,
soit Qx l'espace des formes différentielles et soit d la différentielle extérieure. Il est
clair que l’existence de d est intimement liée & la structure d’une application bilinéaire
Wx xWx — Wx (le crochet des champs de vecteurs) et la relation d? = 0 a I’identité
de Jacobi. Puisque que Wx est aussi muni d’une application unaire Wy — Wx (i.e. la
p-structure), on doit s’attendre & ce que Qx soit muni d’une structure supplémentaire.
Cette structure supplémentaire a été inventée par Cartier [Cr] : c’est un isomorphisme
d’anneaux Car : Q% — Hpp(X), défini par Car(f) = [fF] et Cdf = [fP~'df] pour
tout f € K[X] (ici [3] désigne la classe de cohomologie de la forme fermée 3).

9) On reprend les notations de ’exemple 8. Soit E un fibré vectoriel sur X, et V
une connexion. On sait que la premiere obstruction & trouver des sections horizontales
a E est la non-nullité de la courbure R de la connexion : R(£,n) = V¢ — [Ve, Vy)
pour tous §,n € Wx. La courbure traduisant la structure d’algébre de Lie de Wy, on

s’attend & une autre obstruction liée a la p-structure : c’est la p-courbure R, définie
par Rp(§) = Ver — Vf.
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La nullité de R équivaut au fait que £ — V. est un morphisme d’algebres de
Lie. Lorsque R = 0, la p-courbure est additive en £ et [V¢, Rp(n)] = 0 pour tous
&,n € Wx. La nullité simultanée de R et de R, équivaut au fait que £ = V¢ est un
morphisme d’algebres de Lie restreintes.

Signalons une conjecture fascinante de Grothendieck : Soit Y une variété affine
lisse sur un corps de caractéristique 0 et soit E un fibré vectoriel sur X muni d’une
connexion V de courbure nulle. Si les réductions modulo p de V sont des connexions

de p-courbure nulle pour p > 0, la monodromie de V est finie (voir par exemple
[Kz)).

2. ALGEBRES DE LIE SIMPLES CLASSIQUES

En premiere approximation, les algébres de Lie classiques sont les réductions
modulo p des algébres de Lie simples définies sur C. Dans ce paragraphe, nous allons
préciser comment ces algébres de Lie sont définies.

2.1. Définition des algébres de Lie classiques

Soit g une algébre de Lie simple sur C. Il existe un ouvert dense Q C g tel que
le noyau de ad(z) ait une dimension constante ! pour tout z € Q. Ce nombre [ est
appelé le rang de g. On peut aussi le définir comme la dimension minimale des noyaux
de ad(z). Par un procédé que nous allons rappeler, on associe 3 g un diagramme de
Dynkin ayant ! sommets, c’est-a-dire 'un des dessins suivants :

Al: *e—0—0---0

B;: e —0- -0 o

C: e—0--c0=>e

Dy °e—e..-0 <2

Eg: e—0o—90—-0—0

FEr: e—0o—0—90—0—o
FEg : o—o—-l—o—o—o—o
Fy: e—0e=0—0

Gy e=>0

Notons I I'ensemble des sommets du diagramme de Dynkin. On définit la matrice de

Cartan A = (a; ;)i je de I, par les conditions suivantes : a;; =2 et pour i # j,

253



O. MATHIEU

a;j =aj; =0siiet jne sont pas connectés,

a;j =aj;; = —1siiet jsont connectés comme : ‘o —eJ
a;;=—1,a;; =—2siietjsont connectés comme : ‘e < oJ
a;;=—1,a;; =—3siiet jsont connectés comme : ‘e => oJ.

Définissons g () comme I'agebre de Lie engendrée par les générateurs (e;, f;, hi)ics
et définie par les relations suivantes :

(1) [hivhj] =0,

(ii) [hi, 5] = ai ze5,

(ii) [hi, f;] = —aij fj

(iv) [es, fi] = hi,

(v) lei, f;] = 0 pour i # j,

(vi) ad(e;)' =3 (e;) = 0 pour i # j,

(vii) ad(f;)' =% (f;) = 0 pour i # j,
pour tous 1 < 1,5 < [. Les deux derniéres relations sont appelées relations de Serre.
Le diagramme de Dynkin de g est 'unique diagramme de Dynkin I tel que g ~
gc(I). Les algebres simples de diagramme de Dynkin A4; (I > 1), B, (I > 2), C
(1 >3), Dy (1 > 4), Eg, Er, Eg, Fy et G5 constituent une famille compléte de classes
d’isomorphisme d’algebres de Lie simples sur C.

Rappelons que I’algébre de type A, est sI(l+1), celle de type B est so(21+1), celle
de type C; est sp(2l) et celle de type D; est so0(2l). On impose | > 2 (respectivement
I > 3,1 > 4) pour le type B, (respectivement pour le type C;, D;) pour éviter les
répétitions (isomorphismes en basse dimension) ou pour éviter certaines algébres qui
ne sont pas simples. En effet les algebres de type B;, C; et A; sont isomorphes
(i.e. s0(3) ~ sp(2) ~ sl(2)), les algebres de type Cy et By sont isomorphes (i.e.
sp(4) ~ so(5)), les algebres de type D; et Dy ne sont pas simples (car so(2) est
commutative et s0(4) est isomorphe 2 sl(2) x sI(2)) et enfin les algébres de type D3
et A4 sont isomorphes (i.e. s0(6) ~ si(4)). Les experts de la caractéristique zéro
appellent classiques les algebres simples de type ABCD et exceptionnelles les cing
autres. Dans la terminologie des experts de caractéristique finie, elles sont toutes
appelées algébres de Lie classiques, et nous suivrons ici cette terminologie.

On notera que cette présentation ne fait intervenir que des nombres entiers.
Si nous considérons l’algebre de Lie définie par cette présentation sur un corps de
caractéristique finie, on trouve parfois des algébres de trop grande dimension, et
parfois de dimension infinie (ce probléme ne se pose qu’en petite caractéristique).

C’est pourquoi la méthode pour obtenir les algebres de Lie modulo p consiste a

définir une Z-forme de g (I). Rappelons qu’une Z-forme d’une C-algebre quelconque
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L est un sous-anneau A de L qui soit un Z-module libre et tel que C® A = L. La
Z-forme de gc(I) la plus simple a définir est le sous-anneau de Lie gz(I) engendré
par les éléments e; et f; pour tout ¢ € I. Comme nous le verrons & la fin de cette
section, cette forme est la forme canonique, & 6-torsion prés. Pour tout corps K, on
pose gx(I) = K @ gz(I). Le fait suivant sera prouvé 3 la fin de cette section :

LEMME 2.— Supposons p > 3. L’algébre de Lie gx(I) est restreinte. De plus si I
n'est pas de type A; avec | = —1 modulo p, l'algébre de Lie gk est simple.

L’algebre de Lie de type Ap,—1 est isomorphe & sl(np). La matrice identique 1
est de trace nulle, et I’on pose psl(np) = sl(np)/K1. 1l est facile de voir que psl(np)
est simple.

DEFINITION 3.— Soit K un corps de caractéristique > 3. Les algébres de Lie clas-
siques sont les algébres g (I) ou I n'est pas de type A; avec Il = —1 modulo p et les
algébres psl(np).

2.2. Un exemple de trop bonne réduction

La définition de gy (I) peut sembler compliquée, puisque nous ne sommes inté-
ressé qu’a la définition de g (I) sur un corps algébriquement clos : en fait le processus
de réduction en caractéristique finie fait partie de la définition. Voici un exemple d’une
réduction modulo p de sl(p) qui fournit une algebre simple non classique.

Sur Pespace E = Ff,, choisissons une forme symplectique non nulle & valeur dans
F,notée o, 3 € E —< | >. Soit ¢ € C une racine p-ieme de 'unité. Notons A la C-
algebre associative de base (e4)acr dont le produit est donné par eqep = ¢<*P>e, 5.
11 est facile de voir que A est isomorphe & 1’algébre des matrices carrées d’ordre p.
Pour a # 0, posons F,, = 1/(g — g7 ')eq, et soit H, le Z[g]-sous-module de base
(Fa)azo- On a

[Fa, Fﬂ] = q—q-1 Foip
<a|B> _  —<a|B> . N N .
Or &———==%—— appartient a Z[g], donc #, est une Z[g]-algetbre de Lie. Comme

C ® H, est isomorphe a sl(p), H, est une Z[g]-forme de sl(p). Soit K un corps
de caractéristique p. L’algebre de Lie % = K ® H, est une algébre de Lie de base
(Ea)azo et le crochet est défini par [Eq, Eg] =< a|B > E,4g. 1l est facile de voir
que ’algebre de Lie H est simple, mais n’est pas restreinte.

Le fait d’avoir trouvé une Z[g]-forme & la place d’une Z-forme est sans importance,
mais cela a rendu les calculs plus faciles. En améliorant la construction précédente,
on peut trouver une Z-forme de sl(p) dont la réduction modulo p est H. Par exemple
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choisissons une base (vp)o<n<, de CP et posons ¥ = {G,5) # (0,0)]0 < n,m <
p}. Pour tout (n,m) € Y, notons ei,j I'endomorphisme de CP défini par €i;-Vp =
(14p)™/pvptjsin+j<pet €ij-Vn = (14 p)™ /pvntj_p si n+j > p. Bien que la
définition des endomorphismes e;,; fasse intervenir un dénominateur, il est facile de
montrer que Hz = @; jey Ze; ; est stable par crochet. De plus Q ® Hz est isomorphe
a sl(p,Q) et K ® Hz est isomorphe 4 H.

En quelque sorte #z est une meilleure forme en p que la forme naturelle sl(p,Z),

puisque K ® Hz est simple tandis que K ® sl(p, Z) ne Vest pas. Pour 'idée de cette
réduction, voir [GM].

2.3. La Z-forme canonique de g(I)

Rappelons que g¢ (/) est I'algebre de Lie d’un groupe algébrique Gg et que
Chevalley et Steinberg ont défini une Z-forme naturelle Gz de ce groupe (voir [Stb],
[T1-3]). Appelons Z-forme canonique de g (I) Panneau de Lie du groupe Gz, et
notons-la g7'"(I). Nous allons maintenant comparer la forme canonique a la forme
gz(I) définie & lalinéa précédent.

Définir le groupe Gz signifie contruire son anneau de fonctions Z[Gz] et le munir

d’une structure d’anneau de Hopf. La définition de Z[Gz] est la suivante : considérons
le sous-anneau Uz C U(gc()) engendré par les éléments e'™ et fi(") pour tout 5 € I
et n > 1 (la notation z(™ signifie 4:2"). Comme U(gc(I)) peut étre identifié aux
distributions supportées & l'origine, il y a un couplage naturel U(g(I)) x C[G¢] —
C, (u, f) »< u|f > . On définit Z[Gz] comme I’ensemble des fonctions f € C[G¢]
telles que < u|f >€ Z pour tout u € Uz, et on vérifie que Z[G'z] est un sous-anneau
de Hopf et qu'’il s’agit d’une Z-forme de C[G¢]. 1l est alors facile de montrer le fait
suivant :

LEMME 4.— L’anneau de Lie g5'"(I) est le sous-anneau de Lie de gc(I) engendré
par les éléments Lad(f;)"(f;) et Lad(e;)"(e;) pour tous i, j € I et n > 0.

En utilisant les relations de Serre, on voit que :
(i) Si I est de type ADE, g5(I) = g™(I),
(ii) Si I est de type BDF, notons a,b l'unique paire d’éléments de I tels que Qg p =
—2. Alors g#"(I) est engendrée par gz(I) et les deux éléments %ad(ea)Q(eb) et
+ad(fa)%(fv). En particulier, gz(I) et g™ (I) coincident & la 2-torsion pres.
(iii) Si I est de type G, posons I = {a,b} de sorte que aqp = —2. Alors g5 (I) est
engendrée par gz (/) et les quatre éléments jad(e,)?(es), sad(eq)®(es), ad(f.)?(fs),
$ad(f)3(fy). En particulier, g5 (I) et g5*™(I) coincident  la 6-torsion prés.
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Pour tout corps K, posons g™ (I) = K®g%"(I). On notera encore par h;, e;, f;
les images de ces éléments dans g5¢"(I), et on pose h = ®;c1K.h; Notons 3 'ensemble
des h € b tels que [h,e;] = 0 pour tout i. Un élément h = Y, ;h; appartient & 3 si
et seulement si (z;);cs est dans le noyau de A mod.p. On a det(A) = 1 si I est de
type Gy, Fy ou Eg, det(A) = 2 si I est de type BC ou Ey, det(A) = 3 si I est de type
Eg, det(A) = 4 si I est de type D et det(A) =1+ 1si I est de type A;. On en déduit
que 3 = 0, sauf dans 'un des cas suivants :
casou 3 =K :

si I est de type App_1, Ou

si p =3 et I est de type Fg, ou

si p=2 et I est de type By, Ci, Da2n+1, Ex.
casoil 3= K?:

sip =2 et I est de type Day,.

LEMME 5.— Supposons que I ne soit pas de type Ay, B;, C; ou Fy si p =2 et que
I ne soit pas de type Gy si p = 3. Alors Ualgébre de Lie g™ (I)/3 est simple et

restreinte.

Preuve : Posons g = g%2"(I)/3. Notons (a;)ics une base de Z!. L’algebre de Lie
admet une Z'-graduation naturelle, pour laquelle e; est de degré a;, et f; est de degré
—a; et cette Z!-graduation induit une décomposition :

9="0/3Baca 9a;

ol g, est la composante de degré o € Z' et A C Z' est 'ensemble a € Z!\ 0
tels que g, # 0. Supposons que g ne soit pas simple et posséde un idéal non nul
J. La Z'-graduation de g induit ’action d’un tore H = (K*)! dans le groupe des
automorphismes de g. Dans la fermeture de l'orbite de J dans la grassmanienne de
g, on trouvera un idéal de méme dimension et stable par H. Donc on peut supposer
que J est un idéal Z'-gradué.

Posons Jp = J N h/3. On veut montrer que Jy contient au moins 1'un des h;, et
on commence par montrer que Jy est non nul. On utilise alors que, pour tout o € A,
'algebre de Lie engendrée par g, est isomorphe a sl(2). Ce fait utilise que c’est
le cas pour a = o; et l'action du groupe de Weyl que nous ne définirons pas (par
définition, g3"(I) est un Gx-module). Pour montrer que Jy # 0, on peut supposer
que J n’est pas réduit & Jo, donc J contient 'un des g, et donc Jy contient [g,, g_ ol
ce qui montre Jo # 0. Soit h € Jy \ 0. Par définition de 3, il existe ¢ € I tel que
[h,ei] # 0. Donc e; et f; appartiennent 3 I et h; appartient a Jy.
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Maintenant on montre que Jy contient h;, pour tout i € I. Pour cela on montre
que si ¢ et j sont connectés dans le diagramme de Dynkin, et si h; € I, alors h;
y appartient aussi par le méme argument qu’avant, car [hise;] # 0 (les hypotheses
assurant que a;; # 0 mod.p). Comme le diagramme de Dynkin I est connexe, Jy
contient tous les h;.

Il n’est pas difficile de montrer que g = /3 @ [h, g], d'ott J = g, et g est donc
simple.

3. ALGEBRES DE TYPE CARTAN RESTREINTES

Dans cette section, nous allons d’abord définir les algébres de type Cartan res-
treintes. Grace au formalisme du calcul différentiel, nous décrirons en détail leur série
dérivée et expliquerons pourquoi elles sont restreintes. Pour une approche basée sur
des calculs plus explicites, on pourra se reporter aux références en bibliographie. En ce
qui concerne la terminologie, il serait plus agréable d’appeler “algebres de Cartan” ces
algebres, mais cela pourrait entrainer une confusion avec la notion classique de sous-
algebres de Cartan. “Algeébres de type Cartan” est la traduction de la terminologie
anglaise “Cartan type algebras”.

3.1. Définition des algébres de type Cartan restreintes

Soit V un espace vectoriel de dimension n. Notons SV le quotient de SV par

I'idéal engendré par v? pour v € V. Si z1,...z, est une base de V, alors

SV =Klzy,...,za]/( > Klz,...,za)2?).

1<i<n

L’algebre SV admet pour base les monémes " ...z ol m; < p pour tout i.
En particulier sa dimension est p™. Il sera commode d’utiliser la terminologie de la
géométrie algébrique, et de considérer X = Spec SV comme une variété et de noter
par K[X] = SV l'espace des fonctions, par Q% lespace des formes sur X et par Wx
l'algébre de Lie des champs de vecteurs sur X (i.e. Wx = Der K[X]). Bien que
lalgebre K[X] contienne beaucoup d’éléments nilpotents, le calcul différentiel sur X
est tres similaire au calcul différentiel ordinaire sur les variétés lisses. En particulier,
% est un K[X]-module libre : plus précisément Q% ~ K[X]® AV. Pour ¢ € Wy
et B € ()%, on notera par i¢3 le produit intérieur par £ et par £.3 laction naturelle
de & sur 3, c’est-a-dire la dérivée de Lie. La formule usuelle £.8 = i¢dB + dg€ est
également valable dans ce cadre.
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En fait Q% a une structure plus riche qu’une structure d’algébre : 'espace des
formes paires 2% a une structure d’algébre & puissances divisées (voir une définition
formelle en section 5). Pour toute forme w de degré 2k > 0, sa puissance divisée
w(™) = ™ /m! est bien définie. On a dw™ = (dw) Aw™= £w(™ = ((w) Aw(m=1)
et igw™ = (jgw) A w™ D, pour tout £ € Wx. Comme nous n’utiliserons que
des puissances divisées de 2-formes, nous n’allons en donner une définition que pour
celles-ci. Si w est la 2-forme 1/2 Zi,j a; jdx; A dz; avec a;; + a;; = 0, alors wim =
Zk,<k2...<km Pf(ak, k;)dzi, A ... Adxy,, ou Pf désigne le pfaffien.

Introduisons les algebres de Lie W(n,1), S(n,1), H(2m,1) et K(2m + 1,1).
Par définition, W(n, 1) est 1’algebre de Lie Wx. Il sera commode d’utiliser concur-
remment ces deux notations, et de penser 3 W(n, 1) comme une classe d’isomorphisme
d’algébre de Lie. Pour toute forme 3, on note Wy (3) lalgebre de Lie : Wx(8) =
{¢& € Wx|£.8 = 0}, c’est-a-dire 'agebre de Lie des champs de vecteurs qui préservent
(. La forme volume standard est la n-forme vy = dx1 A...Adzx, sur X. Par définition
S(n, 1) est lalgebre de Lie Wx (vg). Lorsque n = 2m, il sera parfois plus pratique pour
décrire une forme symplectique de noter z1, y1, Z2,...,ym la base de V. La forme
symplectique standard est la 2-forme wo = Y, ,,, dzriAdy;. De méme ’algebre de Lie
W (wo) sera notée H(2m,1). Lorsque n = 277;-{:1, on notera parfois z, 1, y1, T2, .. Yn
une base de V' et on appelle la 1-forme ag = dz+1/2), ., ., Ti Ady; —yidz; la forme
de contact standard. On pose alors K(n,1) = {£ € W(ﬁ,i){ao A&.ap = 0}. En fait
K(n,1) est l'algebre de Lie des champs de vecteurs qui préservent la structure de
contact définie par oy, car la condition ag A €.ap = 0 signifie que £.a9 = fag pour un
certain f € K[X].

La signification du symbole 1, que nous appellerons le niveau dans les notations
W (n,1),..., K(n,1) sera expliquée dans la section 6. A la différence des algebres de
Lie classiques, il n’y a pas d’isomorphismes exceptionnels entre les algebres des quatre
séries W, S, H et K (sauf ’évident S(2,1) = H(2,1)). Rappelons que pour une algébre
de Lie L, L(*) désigne la série dérivée et il sera commode de poser L(®) = Ni>1L®).
Bien siir, puisque les algebres de Lie sont tacitement présumées de dimension finie,
on a L(*®) = L) pour k < 0.

PROPOSITION 6.— Les algébres W(n,1)(®) (pour n > 1), S(n,1)(® (pour
n > 2), H2m,1)(*) (pour m > 1) et K(2m + 1,1)) (pour m > 1) sont sim-

ples et restreintes.

DEFINITION 7.— Les algébres W(n,1)(®), S(n,1)(®) H(n,1)(®) et K(n,1)()

(avec les mémes conditions pour n et m) sont appelées les algébres de type Cartan
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restreintes.

Nous allons maintenant décrire de maniére plus détaillée les algebres de type Car-
tan. Notons d’abord que ces algebres de Lie possédent une graduation naturelle. Pour
fixer les conventions, rappelons qu’une graduation d’une algebre de Lie L est une dé-
composition de L : L = @,z L, avec [L,,Ls] C L,;;. Comme on a SV = eBmZOETV,
ot SV est le sous-espace engendré par les mondémes de degré r, I’algébre commu-
tative SV est graduée et cette graduation induit une graduation de l’algebre de Lie
W (n, 1), pour laquelle le champ de vecteurs z" ... x7" 0/0z; est homogene de degré
—1+m ...4+my. Onadonc W(n,1) = &,>_1W(n,1),, on W(n, 1), = §m+lV®V*.
Comme la forme volume standard vy et la forme symplectique standard wg sont ho-
mogenes, les algebres de Lie H(2m,1) et H(2n,1) sont naturellement graduées. En
revanche la forme de contact standard o n’est pas homogene relativement 3 cette
graduation. Lorsque n = 2m + 1, on consideére la graduation de algébre SV telle
que les générateurs z;, y; soient homogenes de degré 1 et z homogene de degré deux.
Relativement & cette graduation, g est homogene et cela induit une graduation de
K(2m+1,1) et l'ona K(2m+1,1) = ®,5>_» K(2m + 1,1),.

3.2. Un critére de simplicité

Soit G = @_1<s<r G une algebre de Lie graduée. On notera que G_; est
abélienne, Gy est une sous-algébre de Lie et chaque composante G est un Gy-module.

LEMME 8.— L’algébre de Lie G est simple dés que r > 0 et que les quatre hypothéses
suivantes sont satisfaites :

(i) le commutant de G_, dans G est réduit ¢ G_q ;

(ii) le Go-module G_; est simple ;

(iii) comme G_1-module, G est engendrée par G, ;

(iv) on a [Go, Gr] = G,.

Preuve : Soit I un idéal non nul de G. Puisque ad(G_1) agit de maniére nilpotente,
I contient un élément non nul = avec ad(G_1)(z) = 0. Par Phypothese (i), I coupe
non trivialement G_;. Par ’hypothese (ii), I contient G_;. L’hypothese (iii) signifie
que [G_1,Gs41] = G5 pour tout s < r. Donc I contient toutes les composantes G
avec s < r. Comme r > 0, I contient Gy, et par 'hypothese (iv), I contient G,. Donc
I =G et G est simple.
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3.3. L’algebre de Lie W(n,1)
PROPOSITION 9.— L’algébre de Lie W(n, 1) est de dimension np™ et elle est simple.
L’algebre de Lie W(n, 1) est souvent appelée algébre de Jacobson et Witt.

Preuve : Identifions V* aux champs de vecteurs & coefficients constants, i.e. de la
forme ), .;, @i0/0z;, ou a; € K. Puisque W(n,1) = SV ® V*, sa dimension est
bien np™. “Pour prouver la simplicité de W (n, 1), nous allons vérifier qu’elle satisfait
aux conditions du lemme 8. Notons que W(n,1)_; = V*.

La composante de plus haut degré 5PV de SV est §(p_1)nV. 11 est facile de

voir que le U(V*)-module SV est engendré par S 7V, et que seules les fonctions
constantes sont annulées par V*. Puisque W(n,1) = SV ® V*, les conditions (i) et
(iii) du lemme 8 sont satisfaites. Notons aussi que le degré maximal r de W(n, 1) est
np—1)—1>1

Notons que W(n,1)p = VV* = gl(V). Comme gl(V)-modules, on a W(n,1)_;
=V*et W(n,1); =~ (A"V)®P~1 @ V*. Puisque ces deux gI(V')-modules sont simples
et non triviaux, les conditions (ii) et (iv) sont aussi vérifiées. C.Q.F.D.

Remarque : Puisque la preuve n’utilise que l'inégalité r =n(p—1) -1 > 1, W(n,1)
est aussi simple en caractéristique 3, et méme en caractéristique 2 si n > 2.

3.4. La cohomologie de De Rham de X

Soit m I'idéal maximal de X. Bien que l’algébre K[X] soit locale, sa cohomologie
de De Rham H},p(X) n’est pas triviale. Il existe un morphisme naturel d’anneau,
I'opérateur de Cartier, Car : Q% — Hjg(X) tel que Car(f) = [fP] et Car(df) =
[fP~1df] pour tout f € K[X] (pour toute forme fermée 3, nous notons par (8] sa
classe de cohomologie). A la différence du cas des variétés lisses, ici Car n’est pas un
isomorphisme. Il est facile de montrer que :

LEMME 10.— L’opérateur de Cartier induit un isomorphisme d’anneauz :

C: Q% /(mQ%) = Hpp(X).

p—1
[

De maniére explicite, H},z(X) est 'algebre extérieure sur les générateurs z
dz;. En particulier, dim H} z(X) = (*). Plus intrinséquement, notons V¥ 1’espace
vectoriel dont le groupe sous-jacent est V et ol 'action de A € K est la multiplication
par \?. On a HEp(X) = AVFE.

Notons que H}, ,(X) est un Wx-module trivial, car la dérivée de Lie par & vaut
[d,i¢]. En revanche, bien que le groupe Aut(X) des automorphismes de X soit con-
nexe, il agit non trivialement sur H}5(X). Par exemple pour tout g = (9:,5) €

GL(V), l'action de g sur V¥ est déterminée par la matrice (gf’, ]-).
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3.5. Un critére de “restreignabilité”

Pour toute forme § € Qy, lalgebre de Lie Wx (3) des champs de vecteurs qui
préservent [ est clairement restreinte. Lorsque § est fermée, la condition £.8 = 0 est
équivalente a la condition ¢ est fermée. On dit alors que & préserve strictement 3 si
i¢ 0 est exacte et 'on note W () I'ensemble des champs de vecteurs qui préservent
strictement 3. Par définition, 'application Wx (8)/Wx (8) = Hpr(X), & > [igf] est
injective. Comme H}, r(X) est un Wx-module trivial, on a W (8) D Wx (8)(1).

Méme si Wx(8) est toujours restreinte, Wi (8) n’est pas toujours restreinte.
Cependant, c’est le cas si 3 est exacte :

LEMME 11.— Supposons que 3 soit ezacte. Alors P appartient ¢ W (8), pour tout
& € Wx(B). En particulier, Wi (B) est une sous-algébre de Lie restreinte de Wx ().

Preuve : Choisissons une forme v telle que dy = §. On a d§.y = £.8 = 0. Donc
£2.y = dig.y est exacte, et donc £P.y est exacte. Or EP.y = igo 3 + digry, donc igrf3
est exacte, i.e. £ appartient & W (6). C.Q.F.D.

3.6. L’algébre de Lie S(n,1), pour n >3
Soit vo la forme volume standard de X. On note [ : K[X] = Hpz(X) ~ K la

forme linéaire f — [f.v9]. Comme son noyau est ’analogue des fonctions de moyenne
nulle, on le note Ko[X]. En fait f appartient & Ko[X] si et seulement si elle ne contient
pas le mondme zf_l ...z~ La divergence (relative & vp) d’un champ de vecteurs
¢ € Wx est définie par (div§)vy = €.vp. Puisque iy (n,1)00 = Q}_l, une fonction f
est la divergence d’un champ de vecteurs si et seulement si [, f = 0.
PROPOSITION 12 (n > 3).— (i) L’algébre de Lie S(n,1) est de dimension 1+
(n—1)p"™.

(ii) On a W (vo) = S(n,1)(V). Cette algébre de Lie est simple, restreinte et de
dimension (n — 1)(p" — 1).

Les algebres de Lie de cette série sont appelées spéciales. L’algebre de Lie S(1,1)
est de dimension 1. L’algebre de Lie S(2,1), isomorphe a H(2, 1), sera étudiée dans
la suite avec les algebres H(2m, 1).

Preuve : On calcule dim S(n,1) & laide de la suite exacte :
0— S(n,1) » W(n,1) = Ko[X] =0,
ot la seconde application est la divergence. Puisque iy (,1)% = Q}_l, on a aussi une
suite exacte :
0 = Wi (vo) = Wx(vo) = Hpp (X) =0,
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ot la seconde application est £ — [igvp]. On en déduit la dimension de W (vo), et
cette algebre de Lie est restreinte par le lemme 11.

Il reste & montrer la simplicité de W (vp). On pose G = W (vp) et on veut
vérifier que G satisfait aux quatre hypotheéses du lemme 8. On a G_; = V* et
Go = sl(V). L’assertion (i) a déja été prouvée pour l'algebre Wi, et I'assertion
(i) est triviale. Vérifions (iii) et (iv). L’application { — icvo identifie W5 aux
(n—1)-formes exactes. Il existe donc un morphisme naturel surjectif de W -modules :
P:Q¥y 2 5 Wy Orona Q2 ~SV® A’ V* comme Gy @ G_;-module. Comme
le Gi-module Q}'2 est engendré par sa composante de plus haut degré, il en est
de méme de W (vp), et le degré de cette composante est r = n(p — 1) — 2. Ceci
vérifie Passertion (iii). Enfin le Go-module G, est isomorphe au Go-module simple et
non trivial /\2 V*, ce qui montre 1’assertion (iv) (c’est ici que ’hypothese n # 2 est

utilisée).

Remarque : Puisque la preuve n’utilise que 'inégalité r = n(p — 1) =2 > 1, S(n,1)
est simple en toutes caractéristiques.

3.7. Algeébres de Poisson

On appelle algébre de Poisson toute algebre commutative unitaire A muni d’une
structure d’algébre de Lie (dont le crochet est noté {, }) qui satisfasse & I'identité de
Leibniz {fg, h} = f{g, h} + g{f, h}.

On suppose maintenant que n = 2m, on note z1, ¥y, &2,... une base de V et on
rappelle que wp = Y ., d%i A dy; est la forme symplectique standard. Il existe
une structure naturelle de structure de Poisson sur K [X], et le crochet {f, g} de deux

fonctions f, g, appelé crochet de Poisson, est défini par I'identité df A dg A wém_l) =

(m)
0

{7, g}wém) (ce qui est bien défini car wy ~ est la forme volume standard sur X). De

maniere explicite, on a :

{f’g}= Z fzigyi_gzifyn

1<i<m
ou la notation h, signifie 8/dzh.

PROPOSITION 13.— On a K[X]|M) = K[ X] et Ualgébre de Lie Ko[X]/K est simple
(et de dimension p*>™ — 2).

Preuve : Pour toute fonction f, notons Hy le champ de vecteurs tel que H r9={f 9}
pour tout g € K[X]. On peut aussi définir H; par l'identité df = i H;w, donc Hy

préserve la forme symplectique wy. Comme H préserve la forme volume vy = w((,m) ,
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on a Hy.K[X] C Ko[X] et on a donc K[X]V) C Kj[X]. Comme {z1,11} = 1, on
a aussi K C K[X]W). Donc l'egalité K[X]!) = Ky[X] résultera de la simplicité de
Ky[X]/K, ce que nous allons maintenant prouver.

Posons G = Ko[X]/K. 1l existe une graduation naturelle de G telle que G, =
Ky[X]s+2 pour tout s > —1. Lorsque nous identifions G & une sous-algébre de Wy,
Gy s’identifie & sp(V) et G_; ~ V aux champs a coefficients constants. Pour prouver
la simplicité de G, nous allons vérifier qu’elle satisfait aux quatre assertions du lemme
8.

L’assertion (i) a déja été vérifiée pour Wy, et lassertion (ii) est triviale. On a
déja vérifié que le plus grand degré de K[X) est m(p— 1) et que 'on a G_;.K[X], =
K[X]s-1 pour tout s < m(p — 1). Comme Ko[X]| = @scm(p-1)K[X]s, on obtient
G_1.Ko[X]s = Ko[X]s—1 pour tout s < m(p—1). Par conséquent le plus grand degré
r de G est 2m(p — 1) — 3, et 'on a [G_1,Gs41] = G5 pour tout s < r. Ceci vérifie
lassertion (iii). Comme G, est isomorphe & V comme Gy-module, 'assertion (iv) du
lemme 8 est vérifiée. Donc G est simple. C.Q.F.D.

Remarque : Puisque la preuve n’utilise que l'inégalité 2m(p — 1) — 3 > 1, Ko[X]/K
est aussi simple en caractéristique 3, et méme en caractéristique 2 si 2m > 4.

Nous voulons aussi établir que Ko[X]/K est restreinte, ou de maniére équivalente
que Ko[X] est “restreignable”. La stratégie que 'on va suivre est de se ramener au
cas m=1.

Le produit tensoriel A ® B de deux algébres de Poisson A et B est muni d’une
structure d’algebre de Poisson. Le crochet de Poisson de A ® B est défini par
{a®b,a’ ®b'} = {a,a'} @ bV + aa’ ® {b,b'}, pour tous a,a’ € A, b,b' € B. Nous
dirons qu’une algebre de Poisson A est bonne si et seulement si :

(i) On a zP € {4, A} pour tout = € A.

(i) Pour tout z € A4, il existe y € {A, A} tel que ad(z)? = ad(y),

LEMME 14.— Soient A, B deux algébres de Poisson.
(i) Ona{A®B,A® B} = {4,A} ® B+ A® {B,B}.
(ii) Si A et B sont bonnes, alors A® B est bonne.

Preuve : 11 est clair que {A ® B,A® B} C {4,A} ® B+ A® {B,B}. Par ailleurs
l’algebre de Lie dérivée de A ® B contient {4 ® B,A® K} = {A, A} ® B ainsi que
{A® B,K @ B} = A® {B, B}, d’oti Iégalité.

Supposons que A et B soient bonnes. Il est clair que, pour tout + € A® B, z?
appartient & {A, A} ® {B, B} qui est inclus dans {A® B, A® B}. Il s’agit maintenant
de vérifier que :
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(*) pour tout z € A® B, il existe y € {A® B, A® B} tel que ad(z)? = ad(y).
Par lidentité de Jacobson (théoréme 1), on a ad(z; + z2)? = ad(z1)? + ad(z2)? +
ad(Jp(z1+22)). Or Jp(z1+72) est un commutateur, donc Jy(z1+z2) € {A®B, AQ B}
pour tous z1, zo € A® B. Donc il suffit de vérifier (*) pour un systéme de générateurs
de Pespace vectoriel A® B. En particulier, il suffit de le vérifier pour les z de la forme
a®b.

Soient a € A, X € {A,A}, b € BetY € {B,B} tels que ad(a)? = ad(X),
ad(b)? = ad(Y). On a ad(a ® b) = M, ® ad(b) + ad(a) ® My ou M,, M, désignent
la multiplication par a, b. Comme les quatre opérateurs M,, M, ad(a) et ad(b)

commutent, on a :
ad(a ® b)? = My ® ad(b)? + ad(a)? ® MY.
Or ad(a?P) = ad(b?) = 0. D’ou :
ad(a®b)? =ad(X @ +a? ®Y).

Par hypothése, X ®b? +a? ®Y est bien dans {A® B, A® B}, ce qui prouve le lemme
14.

PROPOSITION 15.— Pour tout z € K|[X], il exzistey € Ko[X] tel que ad(z)? = ad(y).
En particulier Ko[X]/K est restreinte.

Preuve : Par le lemme 14, on se raméne au cas m = 1. Rappelons que K[X] = SV.
Pour tout k < p, gk V est linéairement engendré par les éléments de la forme v* ot
v € V. Donc il existe une base B de K[X] tel que tout élément f € B est de 'un des
deux types suivants :

(i) f = v* pour un certain v € V, ou

(i) f est homogene de degré > 4.

En utilisant 1'identité de Jacobson, il suffit de prouver que ad(f)? est intérieure
pour tout f € B. En fait, on a ad(f)? = 0 pour tout f € B. Dans le premier cas,
f =" ona H; = kv*~'H,. Comme H,.v =0, on a H} = kPoPk-) HE = 0 car
H? = 0. Dans le second, ad(f) est un opérateur homogene de degré > 2, donc ad(f)?
est homogene de degré > 2p. Or la différence entre le deux degré de K[X] est bornée

par 2(p — 1), donc ad(f)? = 0.

Remarque : La preuve a utilisé p > 3, mais le résultat est aussi vrai pour p = 2, 3.

265



O. MATHIEU

3.8. L’algebre de Lie H(2m,1)

Soit wp la forme symplectique standard sur X. Par définition de W (wp), pour
tout £ € Wi (wp), il existe f € K[X] avec iz,w = df. Notons W (wg) ’ensemble des
& € Wk (wo) tel que izw = df avec [y f =0. Il est clair que W¥ (wo) est un idéal de
Wx (wo). Rappelons la notation H(2m,1) = Wx (w).

PROPOSITION 16.— (i) Les algébres de Lie W (wo) C W (wo) C H(2m,1) sont
restreintes, et de dimension p*™ — 2, p*™ — 1 et p*™ + 2m — 1.

(ii) Sim =1, H2m,1)M = Wi (wo), H(2m,1)?) = Wi (wo) et H(2m, 1)@ est
simple.

(i) §im > 1, H2m, 1)) = W¥(wp) et H(2m, 1)) est simple.

Preuve : Reprenons les notations et résultats de 1’alinéa précédent. L’application
f € K[X]— Hy induit un isomorphisme Ko[X]/K ~ Wy (wo). Par les propositions
13 et 15, l'algébre de Lie W¥ est simple, restreinte et de dimension p?™ — 2. Par le
lemme 8, W est restreinte. Les dimensions de Wy (wo) et Wi (wo) se calculent en
utilisant que W¥ (wo) est un idéal de codimension 1 de W (wo) et que I'application
W (wo)/ Wk (wo) = Hpr(X),€ = [i¢wo] est un isomorphisme. Il ne reste plus qu'a
calculer la série dérivée de H(2m,1), ou ce qui revient au méme la série dérivée de
Wx (wo)/W¥ (wo)-

Considérons d’abord le cas m # 1. Notons que les isomorphismes

W (wo) /W (wo) =~ K[X]/Ko[X] et Wx (wo)/W (wo) = Hpp(X)

sont des isomorphismes d’espaces vectoriels gradués, & un décalage par 2 prés (car wo
est homogene de degré 2). Donc Wx (wo)/Wx (wo) est une algebre de Lie graduée, et
ses deux composantes sont de degré 2m(p — 1) — 2 et p — 2. Pour qu’une algebre de
Lie graduée L = L, ® Ly avec 0 < a < b ne soit pas commutative, il est nécessaire
que 2a = b. Donc si m # 1, Wy (wo)/W¥(wo) est commutative, et 'on a donc
H(2m, 1) = W¥ (wo).

Pour m = 1, il est nécessaire de faire un calcul direct. Une base de Wx (wo)/
W (wo) est :1:’1’*16/63/1, yf_la/azl et szla—lyglo—l, et il est facile de voir que

(2P 7'0/0y, 4P "' 0/0z1] = —H o

ce qui achéve la preuve. C.Q.F.D.

p—1
Yy

Remarque : On établit facilement que, pour tout £ € H(2m,1),ona P € H(2m,1)(>)
(c’est encore vrai pour p = 3, et méme p =2 si m > 1).
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3.9. Un autre critére de simplicité

Pour prouver la simplicité des algébres de contact, nous aurons besoin d’un critére
légérement différent. Soit G = @_s<;<rGs une algebre de Lie graduée. On pose
G =G & Gy.

LEMME 17 (p > 3).— Faisons les hypothéses suivantes :
(i) Le commutant de G~ dans G est réduit ¢ G_,,
(i) dimG_y = 1,
(iil) Comme G~ -module, G est engendré par G,
(iv) Il eziste h € [G_2,G2] tel que ad(h)(x) = nx pour tout x € Gy
Sous les hypothéses précédentes, on a alors :
(1) Si 7 # 0 modp, l'algébre de Lie est simple.
(i1) Si [G,G]r =0, alors [G,G] = ®_2<s<rGs et [G,G] est simple.

Preuve : Supposons d’abord que r # 0 modp, et soit I un idéal non nul de G.
Comme ad(G~) agit de maniére nilpotente, I contient un vecteur non nul z avec
ad(G™)(z) = 0. Par les hypotheses (i) et (ii), I contient G_5. L’hypothese (iv)
implique que I contient h, et donc aussi G_1 = [h,G_1] et G, = [h,G,]. Comme I
contient G~ et Gy, il contient le G™-module engendré par G,. Par 'hypothese (iii),
I = G. Donc G est simple.

Supposons maintenant que [G,G], = 0, et posons G' = G4<,G;. On a G' D
[G,G], donc G' est une sous-algebre de Lie. Puisque G2 # 0, on a r > 2. Comme
[h,G;] =0, on a r = 0 modp. En particulier 7 > 3 et G5 C G'. Soit I un idéal non
nul de G'. Par la méme preuve qu’avant, on montre que G~ C I, h € I et puisque
[h,Gr-1] = Gr_1 et [h,Gr_2] = Gr_2, on a aussi G,_; ® G,_s C I. Donc I contient
le G7-module engendré par G,_1 ® G,_».

Or Thypothese (iii) implique que 'on a G5 = [G_1,Gs41] + [G-2,Gs42] pour
tout s < r. Donc G' est engendré par G,_; & G,_s comme G~ -module, et on a donc
I =@". Donc G' est simple et G' = [G,G]. C.Q.F.D.

3.10. L’algébre de Lie K(2m + 1,1)

On suppose que n = 2m + 1. Soit ag la forme de contact standard sur X.
On rappelle que K(2m + 1,1) = {£€ € W(2m + 1,1)|ag A €.ap = 0}. On notera
Ky(2m+1, 1) Pensemble des champs de contacts £ € K (2m+1, 1) tels que fX teap = 0.
En général, Ko(2m + 1,1) n’est pas une sous-algeébre de Lie.

PROPOSITION 18.— (i) L’algébre de Lie restreinte K(2m + 1,1) est de dimension

p*™+1 et lorsque m + 2 # 0 (mod. p), elle est simple.
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(i) Sim+2 est divisible par p, alors on a K(2m+1,1)!) = K5(2m+1,1). De
plus K(2m + 1,1)V) est simple, restreinte et de dimension p*™*+! — 1.

Avant de prouver la proposition 18, nous allons décrire plus explicitement la
structure d’algebre de Lie de K(2m + 1,1).

LEMME 19.— (i) L’application I : K(2m,1) — K[X],€& — icaq est bijective.
(ii) Lorsque m+ 2 = 0mod.p, Ko(2m + 1,1) est un idéal de codimension 1.

Preuve : Comme g est une forme de contact, Wx se décompose en somme de deux
K[X)-modules : Wx = ag @ K[X].E, ou ag I’ensemble des champs de vecteurs ¢ tels
que i¢ap = 0 et ol E est le champ d’Euler, i.e. I'unique champ de vecteurs tel que
ipag = 1 et ipdag = 0. Tout champ de vecteurs £ se décompose de maniére unique
en £ = £ + &, ol 71 € ag et & est proportionnel & E. De méme toute 1-forme j3
s’écrit de maniére unique comme 8 = i¢, dap + gag, olt &1 € af et g € K[X].

Prouvons linjectivité de I. Soit § = & + &2 € K(2m +1,1) avec I(£§) = 0. Donc
par hypothese {3 = 0. De plus §.ag = i, dag. Or £.ap est proportionnel & ag. Donc
& =0,dou € =0.

Prouvons maintenant la surjectivité de I. Soit f € K[X]. Posons & = f.E. 1l
existe un unique &; € ag et une unique g € K[X] tels que : df = i¢, dag+gag. Posons
E=—& +&. Ona.a=izday +diz,op = iz, dag + df = —gayp, donc £ appartient
3 K(2m + 1,1). De plus I(¢) = f, d’ou la surjectivité de I.

Vérifions maintenant lassertion (ii). Soit £ € K(2m,1). Puisque ap A {.ap =
0, il existe une fonction, notée Div(£) telle que £&.c9 = Div(§)ag. Comparons sa
divergence de contact Div(¢) & sa divergence ordinaire. On notera que {.dag =
d¢.ag = Div(€)dag — apdDiv(€). Or ag A (dag)™ est la forme volume standard,
d’ou : <

€00 = (€.a0) A (dag)™ + e A (Edag) A (dag) ™V
= Div(€£).v + ag A dDiv(€)ag A (dag) ™™V
= (m + 1)Div(&).

Donc (m + 1)Div(¢) = div(¢).
Pour ¢{,n € K(2m+1,1),0n a:

€.I(n) = &.iya0
= Ug,n) %0 + in&.0

= I([&n]) + Div(§)I ().

Dot I([¢,7]) = £-I(n) — Div(§)I(n).
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Donc lorsque m + 2 est divisible par p, on a : Div{ = —div{, et on obtient :

I([¢,n)) = divO(n)¢,

ou de maniére équivalente K (2m+1,1)") C Ko(2m + 1,1), ce qui prouve P'assertion
(ii) (en notant que tout champ de vecteurs est combinaison linéaire de champs de la
forme f¢, ot f € K[X] et ¢ € K(2m + 1,1), on obtient méme K (2m + 1,1)) =
Ko(2m+1,1)).

Remarque : Le calcul précédent montre que lorsque m + 1 est divisible par p, tout
champ de contact préserve la forme volume.

La bijection I : K(2m + 1,1) — K[X] induit une structure d’algébre de Lie sur
K[X] et on notera par {f, g} le crochet correspondant. Un calcul direct montre que :

{f,g}: Z fZigyi~g$ifyi+gZ(_2f+ Z xifm"'yifyi)

1<i<m 1<i<m

- £ (—2g + ) Tige, + yigy..)-
1<i<m
A la différence du crochet de Poisson, le crochet de contact n’est pas une bidériva-
tion, puisqu’il contient aussi des termes linéaires. Notons aussi que I n’est pas un
morphisme de K (2m + 1,1)-modules, puisque l'on a £.I(n) = I(€),I(n) + I(n)DivE
pour tout &,n € K(2m +1,1).

Preuve de la proposition 18 : Nous allons appliquer la proposition 17 pour vérifier la
simplicité de K(2m + 1,1) (si m + 2 # 0 mod. p) ou de Ko(2m + 1,1) (dans le cas
contraire). Posons G = K[X]. Rappelons que G est une algebre de Lie graduée, et
lisomorphisme I : K(2m + 1,1) — K[X] respecte la graduation a un décalage de 2
prés. On G2 = K, G_1 = ®1<i<m K.z; ® K.y; et la composante de degré maximale
est Gp = K.2P~ 128 'yP~  our=(2m+1)(p—-1) - 2.

L’élément 1 de G_, agit comme —209/0z, et les éléments z; et y; comme 9/dy; —
z;0/0z et —9/0x; = ¥;0/0z. Donc il est clair que G est engendré par G, comme
G~ -module, et que le commutant de G~ est G_,. Les hypotheses (i), (ii), (iii) du
lemme 16 sont donc vérifiées.

Vérifions maintenant ’hypothése (iv). Posons h = —z. Comme h agit comme
-2+ 220/0z + ZISiSm z;0/0z; + y;0/8y;, h agit sur G, comme n. De plus 4h =
{1,22}, donc h € [G_3, G2, donc h satisfait & I’hypothese (iv).

Sim+ 2 # 0 mod.p, alors 7 # 0 mod.p et par le lemme 17 ’algébre de Lie
K(2m + 1,1) est simple.
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Supposons maintenant m + 2 = 0 mod.p. Par le lemme 19, on a [G,G] C
Ko(2m +1,1) et par définition on a Ko(2m + 1,1) = @, G,. A nouveau le lemme
17 nous permet de conclure que Ko(2m + 1,1) est simple.

4. LE THEOREME DE BLOCK ET DE WILSON

Rappelons que K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique 0. En
sections 2 et 3, nous avons décrit certaines algebres de Lie simples restreintes. Le
théoréme qui suit a été conjecturé par Kostrikin et Shafarevitch [KS] en 1966 et
prouvé par Block et Wilson en 1988 [BW1][BW3].

THEOREME 20 (Block et Wilson).— Supposons p > 7. Alors toute algébre de Lie

simple restreinte est isomorphe d une algébre classique ou & une algébre de type Cartan
restreinte.

Le cas p = 11 présente déja des difficultés spéciales (mais résolues). Les experts
conjecturent que le résultat de Block et Wilson est valable aussi en caractéristique 7,
mais les difficultés techniques ne sont pas toutes résolues pour p = 7. Pour p = 5,
ce résultat ne peut se généraliser, car il y a une algebre de Lie restreinte simple de
dimension 125 qui n’est ni classique ni de type Cartan : c’est 'algebre de Lie de
Melikian, voir [Me], [St7]. Les experts conjecturent qu’en caractéristique 5, il n’y a

pas d’autres exceptions. A ce jour, il n’ y a pas de conjecture raisonnable pour p = 3
et p=2.

5. DEFAUT AU LEMME DE DARBOUX ET PREMIERS EXEMPLES D’ALGE-
BRES DE LIE NON RESTREINTES

Pour illustrer la complexité de la classification des algebres de Lie simples non
restreintes, nous allons d’abord décrire un probléme voisin, c’est-a-dire la classification
des formes volumes et symplectiques sur X. Une version plus générale et plus tech-
nique de cette section fera objet d’une publication séparée. On peut aussi comparer
les conclusions de cette section avec [BGOSW].

5.1 Notations pour la section 5

On reprendra les notations de la section 3. En particulier K[X] désigne 'anneau
Klzy,...,z,)/(a},...,28). Pour r > 0, notons K[X],) le sous-espace engendré par
les monomes de degré > r, i.e. K[X] est ensemble des fonctions qui s’annulent
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au moins r fois & 'origine. On notera m = K|[X](;) 'idéal maximal de K[X] et
V = m/m?. Pour toute forme fermée 3, on note Wx (3) I'algebre de Lie des champs
de vecteurs ¢ tels que £.3 = 0, et W4 () la sous-algébre des champs de vecteurs tels
que i¢ [ soit exacte.

5.2. Lemme de Darboux

Notons Aut(X) le groupe des automorphismes de la variété X. Un automor-
phisme de X est de la forme (z1,72,...) = A(z) + ¢(z), ot A € GL(n) et on
o(z) = (¢1(z), P2 (), ...), avec ¢1, P2, ... € K[X]s. Le groupe Aut(X) est un groupe
algébrique connexe d’algébre de Lie ®,>0W (n,1),. Son radical unipotent Aut;(X)
est ’ensemble des automorphismes de la forme (z1,22,...) = z + ¢(z) et Pon a
Aut(X), produit semi-direct de GL(V') par Aut;(X).

Le groupe Aut(X) agit naturellement sur I’espace des formes 2%, respecte I'idéal
maximal m et commute & d. Il agit donc naturellement sur Q% /m et sur la coho-
mologie de X. Bien que Aut(X) soit connexe, son action sur Hj, (X)) est non triviale
(c’est un phénomeme typique de la caractéristique finie : son action infinitésimale sur
H}, p(X) est triviale). En revanche, le groupe Aut, (X) agit trivialement sur Hp) 5(X).
Par le lemme 10, il existe un isomorphisme naturel d’anneaux, C : Q% /m — H},p(X)
(il ne s’agit pas d’un morphisme d’algébres, car il n’est pas linéaire). Par conséquent
le groupe GL(V) = Aut(X)/Aut;(X) agit sur deux copies de AV, via les isomor-
phismes AV = Q% /m et sur AV = C~1H},p(X). Ces deux actions sont les actions
naturelles de GL(V) sur A V.

Bien que l'algébre K[X] soit locale, elle ne satisfait pas au lemme de Darboux :
il existe des formes volumes et des formes symplectiques (lorsque n = 2m) qui ne sont
pas conjuguées aux formes standard. En fait les formes standards sont exactes, et il
existe des formes volumes ou symplectiques qui ne soient pas exactes.

Soit @ une forme fermée. Notons ¥(3) € AV & AV le couple (01, 32) tel que
B1 = B modulo mQ% et By = C~1[B]. 1l est clair que si deux formes fermées 3, '
sont conjuguées par Aut(X), alors ¢(3) et ¥(8') sont conjuguées sous GL(V).

LEMME 21.— Soient 3, ' deuz formes volumes ou deuz formes symplectiques sur
X. Alors B et B sont conjuguées par Aut(X) si et seulement si ¥(B) et ¥(8') sont
conjuguées sous GL(V).

Preuve : Posons r = 2 si § est une forme symplectique, et 7 = n si 3 est une forme
volume. Supposons que (3) et 1(5’) soient conjugués par GL(V'), et montrons que
B et ' sont conjuguées. Identifions 0% a4 K[X]® A" V. Décomposons 3 et (' en
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composantes homogenes : 3=3 ., B et 8/ =3 ,5, B, ot B, B € K[X, @ N V.
Quitte a conjuguer par GL(V'), on Beut supposer qug Bo = Bj et que B’ — 3 est exacte.

Soit s > 1 un entier tel que B, = (; pour tout ¢t < s. On veut montrer qu’il
existe un conjugué " de G tel que By = B; pour tout t < s+ 1 et B — 3 soit
encore exacte. Par définition d’une forme volume ou symplectique, iy, o = QS{I,
donc Wx.6p = dQS{l. Il existe donc un champ de vecteurs ¢ 2195" fi0/0x; tel que
.80 = Bs — B5. On peut de plus supposer que chaque f; est homogene de degré s+ 1.
Soit ® 'automorphisme (21, z2,...) = (z1 + f1,22 + f2,...) et posons 8" = ¢3'. On
vérifie facilement que 3" coincide avec 3 jusqu’a l'ordre s. Comme ® € Aut;(X), il
agit trivialement sur H},z(X) et 8" — (3 est encore exacte.

En répétant cette procédure, et en notant que toute composante de degré
> (p — 1)n est nulle, on conjugue 3' et 8 par un automorphisme de X.

5.3. Remarques sur les algébres filtrées

Une algébre de Lie filtrée est une algébre de Lie L avec une filtration décroissante
L =1Ly D Lpy C Lgy... telle que [L,,Ls] C Ly4,. Le gradué associé a L, i.e.
I’espace vectoriel 9"L = ®r2-1L(r)/ L(r41), est muni d’une structure d’algebre de Lie.
11 est facile de voir que L est une déformation de 9" L. Par conséquent toute propriété
satisfaisant & un principe de semi-continuité et vérifiée pour 9" L est aussi vérifiée pour
L : par exemple si 9"L est simple, ou si son centre est trivial, ou si 9"l = [9"L,9" L],
L satisfait & la méme propriété. On a aussi : (9"L)(™ c97 (L(™), pour tout n > 1.
Cependant, 9" L peut étre “restreignable” sans que L le soit (en revanche, si 9"L a un
centre trivial et si L est “restreignable”, alors 9" L est “restreignable”). Donnons un
critere de simplicité d’une algebre filtrée :

LEMME 22.— Soit L une algébre de Lie filtrée, et soit L' un idéal avec L' D L(*,
Supposons que (9rL)(°°) est simple, et de codimension N, et que 'une des hypothéses
suivantes soit satisfaite :

(i) Si L' est de codimension N, ou

(i1) Si L' est de codimension N —1, de centre trivial et admet une forme bilinéaire
invariante et non dégénérée.

Alors L' = L) et L(®) est simple.

Preuve : On a 9"L' D (9"L)(®). Sous hypothese (i), on a donc L' = L(>) et L(>)
est simple. Assumons maintenant ’hypothese (ii). Soit I # ¢0, 9" L' un idéal de 9"L’.
Puisque (9"L)(%) est simple et de codimension 1 dans 9"L' on a I = (9"L)(>) (auquel
cas I est de codimension 1), ou bien I N (9"L)(*®) = 0 (auquel cas I est de dimension

1). Or L' ne peut contenir un idéal J de codimension 1 (car sinon J D [L, L] et son
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orthogonal est central), ni de dimension 1 (car son orthogonal serait de codimension
1). Donc L' est simple, et L' = L(>), C.Q.F.D.

L’algebre de Lie W (n,1) a une filtration naturelle :
W(n,1) = W(n, 1)(_1) D Wi(n, 1)(0) Dy,

ou W(n,1)(, est I'ensemble des champs de vecteurs qui s’annulent au moins r + 1
fois & lorigine, i.e. a coefficients dans K[X](,11). Cette filtration induit aussi une
filtration de S(n,1) et de H(2m,1) (lorsque n = 2m). Les algebres de contact ont
aussi une filtration, mais qui est définie par un procédé un peu différent.

5.4. Formes volumes sur X

Posons v; = duj/us A ...duy/u,, ot u; = 1+ z;. Il est facile de voir que
[v1] € HBR(X) est non nulle. Par conséquent, v; n’est pas conjuguée sous Aut(X) a
la forme volume sandard vy. D’apreés le lemme précédent toute forme volume sur X
est conjuguée & v ou a Avy, ot A € K. Par conséquent, il n’existe que deux algebres
de Lie spéciales sur X, & savoir Wx (vg) ~ S(n, 1) et Wx (vy).

L’algebre W (v1) est restreinte. Comme v; n’est pas exacte, nous ne pouvons
pas appliquer le lemme 8. En fait I’algébre de Lie W (v;) n’est pas restreinte comme
le montre le lemme suivant.

LEMME 23 (n > 2).— On a Wk (v1) = Wx (v1)1), et l'algébre de Lie Wx (v)D est
simple, non restreinte et de dimension (n — 1)p™~!.

Preuve : Prouvons d’abord que W'(v;) n’est pas restreinte.  Posons & =
u2u10/0uy. On a 50" = dus A dug/ug A .. cdunfuy = d(ug Adug/uz A ... duy/uy),
donc £ € W'(v;). Notons que u;8/0u;uf = ku¥. Donc (u10/0uq )Puf = kPub = kuk,
donc (u10/0u1)? = u18/0uy. Dol €P = whu;8/0u; = u8/0u;. Or igp =
dug/us ANdug/uz A...dup/u, n’est pas exacte, et donc &P n’appartient pas & W'(v;).
Ainsi W'(v;) n’est pas restreinte (ni “restreignable”, car son centre est trivial).

Prouvons maintenant la simplicité de W (v;) pour n > 3. Posons L = Wy (v1),
L' = Wi (v1). Notons que Wy (v;) s’identifie & I'espace des n — 1 formes fermées et
W (v1) s’identifie & 'espace des formes exactes. En particulier, dim L = dim S(n, 1)
et dim L' = dim S(n,1)'. On en déduit que 9" Wx (v;) = S(n,1). Par le lemme 22,
on obtient que L' = [L, L] et que L' est simple.

La simplicité de W (v;) pour n = 2 sera prouvée dans la section suivante.
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5.5. Formes symplectiques

Supposons que n = 2m, et notons z1,y1,...,Ym les générateurs de K[X]. En
utilisant le lemme on peut complétement classifier les formes symplectiques sur X.
Pour k < m, considérons I’ensemble C, x des k-uplets (p1,...,pr) ot pu; = (A;, m;)
appartient & K x Zq et ). m; = m. On considére comme égaux deux k-uplets qui ne
different que par une permutation simultanée des indices. On posera Cp, = UxCy, .-
En fait C),, est 'ensemble qui paramétrise naturellement les classes de conjugaison
de matrices de taille m. Pour p = (A\,7) € K x Z+o, on pose tkyy = rsi A # 0
et tky = r — 1 sinon. Le rang rkp, d’un uplet p. = (p1,..., 1) € Cny est Uentier
itk |

LEMME 24.— Il existe une bijection naturelle p : w — p(w) des classes de conjugaison
de formes symplectiques sur C,,.

De plus le rang de p(w) est le plus grand entier r tel que [w(™] # 0.

Preuve : D’apres le lemme 21, les formes symplectiques 3 sur X sont classifiées par les
classes de conjugaison de paires (039, 31) € /\2 Ve /\2 V', ou By est la réduction modulo
m de 3 et 5, = C~1[B]. Notons que 3, est une forme symplectique de /\2, et on peut
la ramener a une forme normale, et ’on notera par < | > la forme symplectique
linéaire correspondante sur V. Par conséquent les classes de conjugaison de formes
symplectiques de X sont en bijection avec ’ensemble des orbites /\2 V sous le groupe
SP(V).

Pour un espace linéaire symplectique W, appelons endomorphisme antisymétri-
que toute application linéaire A : W — W telle que la forme wi;,ws € W —
< Aw; |wg > soit antisymétrique. Considérons ’ensemble P des paires (W, A) formées
d’un espace linéaire symplectique W # 0 et d’un endomorphisme antisymétrique A.
Pour (W1, A1), (Ws, As) dans P, on définit leur somme directe (W, ®Wa, A; & Az) de
maniere évidente. Une paire indécomposable est une paire qui n’est pas une somme
directe. Les paires indécomposables (W, A) de dimension 2d sont faciles & classifier :
I’endomorphisme A n’admet qu’une seule valeur propre A, et la matrice nilpotente
N = A — X a deux blocs de Jordan de taille d. On pose alors p(W, A) = (A, d).

Tout endomorphisme antisymétrique A de V se décompose en somme directe
d’indécomposables (V,A) = @®;<x(W;, A;) et entier k et le k-uplet (u(Wi,Ar),
(u(W2, Az), . ..) décrivent exactement la classe de conjugaison de A sous SP(V).

Or /\2 V s’identifie aux endomorphismes antiymétriques de V, d’ou le premier
résultat. De plus B(™ n’est pas exacte si et seulement si B est symplectique, i.e.
aucun des \; n’est nul. C.Q.F.D.
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Soit A € K*. Pour (A, 7) € K X Zsq, on pose A.(\, ) = (AI/P\, ) et pour tout k-
uplet o = (p1,...,px) on pose Ay = (A, ..., Apug). Notons w — p(w) la bijection
entre les classes de conjugaison de formes symplectiques qui sont en bijection avec
I’ensemble Cp,. On a p(Mw) = Apw.

Or Wx (w) = Wx (M\w), donc les algebres Wx (w) sont paramétrisées C,,/ K*, c’est-
a-dire par une réunion d’espaces projectifs. Plus précisément, notons C2¢™ ’ensemble
des m-uplets (p1,...,um avec p; = (A, 1) et A; # 0. Alors CJ"/K* est isomor-
phe & KP™1 et C, \ C2*"/K* est une réunion d’espaces projectifs de dimension
< m — 2. J'ignore si cette paramétrisation est bijective, mais il est trés probable que
les isomorphismes entre les algébres de Lie correspondant & deux valeurs du parameétre
soient exceptionnels. En bref on s’attend & une classification faisant apparaitre m — 1
parametres.

Soit w une forme symplectique sur X. Pour tout f € K[X], notons Ix fw(™ 1a
classe de cohomologie de f.w(™, et notons K§'[X] I'ensemble des fonctions f € K[X]
telles que [, fw™] =0, et Wi (w) Pensemble des champs de vecteurs ¢ tels que
tgw = df pour un certain f € K§[X]. Il est clair que I'on a W4 (w) C Wk (w) C
Wx (w). On a toujours W (w)/Wk (w) = Hhp(X), donc W (w) est de codimension
2m. De plus on a Wy (w) = Wk (w) si [w(™] # 0. Sinon, W¥ (w) est de codimension
1 dans W (w).

LEMME 25.— Soit w une forme symplectique sur X.

(i) On a Wx(w)(®) = WY (w), et cette algébre est simple, mais nest restreinte
que st w est conjugué a wy.

(ii) La dimension de Wy (w)(®) est p™ —2 si w(™) est ezacte, ou p*™ — 1 sinon.

(iii) Sirkp(w)# m—1, on a Wy (w)®) = Wi (w).

(v) Sitkp(w) #m —1, on a Wx (w)P) = Wi (w) et Wx ()@ = Wi (w).
Preuve : Nous n’allons que prouver les deux premitres assertions. On a toujours
Wx (w)® C Wi (w) et Wx(w)® C W4 (w). Donc Iidentité Wx (W) = Wi (w)
résultera de la simplicité de W (w) que nous allons maintenant prouver.

Notons que K[X] a une structure d’algebre de Poisson, et K§'[X] est idéal rela-
tivement & sa structure d’algébre de Lie.

Supposons d’abord que w(™ soit exacte. On a alors K C K§[X]. Comme
I"(K§'[X]/K) = Ko[X]/K = H(2m,1(>), l'algébre de Lie K[X]/K est simple par la
proposition 16 et le lemme 22. Comme W¥ (w) ~ K§[X]/K, cette algebre de Lie est
simple.

Supposons maintenant que w(™) ne soit pas exacte. Il est clair que I’application
bilinéaire f, g € K[G] — [, fwi™ e H?%(X) ~ K est une forme bilinéaire non
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dégénérée. Puisque [y 1.w(™ +# 0, la restriction de cette forme bilinéaire & Kg[X]
est non dégénérée. Posons L = Wx (w) et L' = Wi (w) = W¥(w). Puisque L' est
isomorphe & K§'[X], lalgebre de Lie L' admet une forme bilinéaire invariante non
dégénérée. Par la proposition 16, les algebres filtrées L et L' satisfont aux hypotheses
du lemme 22. Donc L' = W (w) est simple. C.Q.F.D.

5.6. Exemples d’algébres hamiltoniennes non restreintes

Pour finir, nous allons décrire toutes les algebres de Lie Wy (w)(®) telles que
p(w) soit de rang maximal, c’est-a-dire telles que w(™ ne soit pas exacte.

Posons E = szm, et soit B: Ex E = K,a,8 —< |8 > une forme bilinéaire
alternée. On considére 1'algébre de Poisson H2 de base (E,)qcr et dont la structure
de Poisson est donnée par E,Eg = Eqy3, Eq, Eg =< a|3 > Eqyp.

I est clair que le sous-espace HE de base (Eoa)azo est une sous-algebre de Lie.

LEMME 26.— (i) L’algébre de Lie HE est isomorphe & Wx (w)(®) pour une certaine
forme symplectique w telle que [w(™] # 0.

(ii) Pour toute forme symplectique w sur X avec [w(™)] # 0, il existe une forme
bilinéaire alternée B telle que Wy (w)(™) ~ HJ.

L’assertion (i) est évidente. Nous n’allons pas prouver l'assertion (ii), mais sim-
plement indiquer que cela résulte facilement du résultat suivant (théoréme d’isogénie
de Lang) : pour tout M € GL(m,K), il existe N € GL(m, K) avec M.N = N ou

NT désigne la matrice dont les coefficients sont les puissances p-iemes des coefficients
de N.

Le groupe K* x GL(FE) agit narurellement sur l’espace des formes alternées B :
E x E — K et, si B, B' sont conjuguées par ce groupe, les algébres de Lie #§ et
’H(I)B' sont clairement isomorphes. Puisque le groupe GL(FE) est fini, les algebres de
Lie HE sont paramétrées par une famille & 2m(2m — 1) — 1 paramétres. Or les classes
d’isomorphismes des algébres H¥ ne sont paramétrées que par m — 1 parametres.
Donc il existe de nombreux isomorphismes non triviaux entre ces algebres de Lie
lorsque 2m > 4.

6. ALGEBRE DE TYPE CARTAN DE NIVEAU ARBITRAIRE

Nous avons déja vu que 'on peut produire des algebres simples non restreintes
a partir de formes fermées non exactes. En fait les algebres a puissance divisée

fournissent aussi des algebres de Lie non restreintes. La définition des algebres de
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type Cartan générales est apparue tout d’abord dans [Kc3], mais nous allons suivre
celle de [W1].

6.1. Algébres a puissances divisées

Soit A une K-algébre commutative locale d’idéal maximal M. Une structure de
puissance divisée est une suite d’applications v, : M — A, f — f(") indexées par les
entiers r > 0 telles que :

(i) f@ =1et f) € M pour r > 0.

(i) fO = f

W) (f +9)" = Forp=r f29°

(iv) F f) = ﬁ%*:%f(rﬂ)

(v) (Af)" = AT f)

(vi) (F)0) = Lol grs,

pour tous f,g€ M, he€ Ar>0ets>0.

Notons qu’une structure de puissance divisée est entierement définie par la seule
application vy, : f — p(P). En effet, les axiomes impliquent que l’on a :

(vi) £ = L 7 dés que r < p,

(vii) f) = (f(zﬂ“))(p),

(viii) f() = szo(f(pj))(’i), sir=3%.5¢ rip ou 0 <7 < p,
et la derniére formule peut s’écrire comme Yy =11 207, Loy )( f77). Dans une algébre
a puissance divisée A, on a f? = 0 pour tout f € M.

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Puisque V est un groupe, ’algébre
des fonctions polynomiales sur V, & savoir S V*, est aussi une cogebre. Le coproduit
A:SV* 5 SV*® SV* est défini par AF(u,v) = F(u + v) pour tout F € SV*.
Donc (SV*)* a une structure d’algebre. Sur un corps de caractéristique 0, cette
algebre est une algébre de séries formelles, car on a alors (S™V*)* = S"V pour tout
entier n. En caractéristique finie p, ce n’est plus le cas car on ne peut identifier les
espaces des invariants et des co-invariants pour I’action du groupe symétrique S,, sur
V®"_ Cest pourquoi nous noterons (SV*)* par K[X] et nous dirons que (SV*)*
est ’ensemble des fonctions sur la variété X. En fait la variété X ou, si I'on préfere
lalgébre K[X ], est munie de structures supplémentaires. Tout d’abord, puisque K[X ]
est un dual, K [X ] est une algebre topologique. De plus K [X ] est muni d’une structure
de puissances divisées que nous allons maintenant définir.

Notons que l’opérateur différentiel 1 (d/dt)" : K[t] - K [t] est bien défini : en
effet L(d/dt)"t™ = (A)E™™. Pour tout v € V et n > 0, on définit Pélément u(™ de

277



O. MATHIEU

K[X] par

W %(d/dt)" F(tu)|e=o-

Soit M = [],5; (S"V*)* l'idéal maximal de K[X]. 1l est clair que M est
topologiquement engendré par les éléments u(™ pour u € Vet n > 1. Sin > 1
n’est pas une puissance de p, on a (z +y)" # ™ + y, mod.p, i.e. il existe a # 0, p tel
que le coefficient de z%y"~* dans le développement de (z + y)™ soit non nul mod. p.
Puisque (g)u(") = u@u("=9) on voit que M /M? est topologiquement engendré par
les éléments u(P") pour n > 0 et u € V.

L’application v, est donc uniquement définie par v, (u®")) = u®"™) si u € V et
Yp(x) = 0 si z € M2. Pour vérifier que v, est bien définie, il suffit d’observer que les
applications V — M/M?,u — u(®") sont additives en u. L’application 7p engendre
une p-structure (pour laquelle la puissance divisée m-iéme d’un élément u de V est
bien u(™).

De maniere explicite, choisissons une base z1,...,z, de V. Alors les éléments de
K[X] s’6crivent comme des sommes formelles 3" a,2(®), ot a parcourt I'ensemble
des n-uplets ay,...,...ay et (@ = z{®) _ 2{*) Pour tout r > 0, on note KX
les fonctions f = Za aoz® telles que a, = 0 des que a1 + cdots + a, < r. Un
isomorphisme & de X est un isomorphisme continu d’algebre ® : K[X] — K[X] tel
que ®(f®) = &(f) pour tout f € m.

Par définition, un champ de vecteurs de X est une dérivation continue ¢ de K[X]
telle que £.f(P) = f(P=D¢. f pour tout f € m. L’ensemble Wy des champs de vecteurs
de X est une algébre de Lie. Définissons 'opérateur continu 8/dx; par la formule
d/0z; x(® = xﬁ"“” .z Alors 0/0x; appartient & Wy et tout élément £ de
Wy est de la forme >, ., ., fi0/0z;. Pour tout r > 0, on note (W) I'espace des
champs de vecteurs { = 3, ,,, fi0/0z; avec f; € K X l(r)- Notons tout de suite que
W4 n’est pas restreinte. En effet, on a ep.f) = fp-1)¢p f 4 (¢.f)P. En revanche la
sous-algebre (W) est restreinte, et c’est 'algebre de Lie du groupe pro-algébrique
Aut(X).

L’algebre Q7% des formes de X est la K [X ]-algebre topologique engendrée par les

symboles df, pour f € K[X] et soumise aux relations usuelles :
dfg = fdg + gdf
df Adf =0,

pour tous f,g € K[X], ainsi qu’a la relation additionnelle :
df® = fe=1df pour tout f € M.
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Comme pour une variété ordinaire, les opérations usuelles du calcul différentiel sur
Q;{ (dérivée de Lie, contractions, différentielle extérieure d) sont bien définies, mais
pas lopérateur de Cartier.

Si I'on note encore par H} (X)) la cohomologie du complexe (Q2%,d), on voit

que la cohomologie de X est triviale : H%5(X) = K et Hi o(X) = 0 pour i > 0. Par

conséquent, il n’y a pas d’obstruction au lemme de Darboux pour X.

6.2. Algébre de type Cartan de dimension infinie

L’algebre de Lie W est notée W(n). L’algébre de Lie W(n) admet une fil-
tration W(n) = W(n)-1) D W(n)) D W(n)q)..., ol W(n) est le sous-espace
topologiquement engendré par les champs de vecteurs 2%0/0z; ot oy + ay + ... >
i+ 1. Soit vg = dx; A ... Adz, la forme volume standard sur X. L’algebre de Lie
Wy (v) = {£ € W |€.a = 0} sera aussi notée S(n).

Lorsque n = 2m, on notera x1, %1, s,...Yy, une base de V et soit w = Yi<i<n
dz; A dy; la forme symplectique standard. L'algébre de Lie Wy (w) = {£ € W|€.w =
0} sera notée H(2m).

Lorsque n = 2m+1, on note z, 21, Y1, T2, .. . Y, une base de V et on pose K(2m+
)={{eWg)lanéa=0}, ot a=dz+1/2 Y 1<i<n Zi AN dy; — yidz; est la forme
de contact standard. De méme, la condition a A & a= 0 signifie que £.a = fa pour
un certain f € K[X].

II est facile de montrer que les algébres de dimension infinie W (n), S(n), H(2m)
et K (2m + 1) sont simples. Ce sont les algébres de type Cartan de dimension infinie.

6.3. Définition des algébres de type Cartan

Soit m = (my,...,my) un n-uplet d’entiers positifs. On notera, F[n,m] la sous-
algébre de dimension finie de K[X] engendrée par les monomes z© avec a; < p™.
On pose aussi W(n,m) = ®1<i<nF[n, m)d/0z;. 1 est clair que W(n,m) est une
sous-algébre de Lie de dimension np™:1tma-,

Soit @ un isomorphisme de X. Notons que & agit naturellement sur Wy et pour
toute sous-algebre de Lie L de Wy on note L? sa conjuguée par ®. On définit quatre
séries d’algebres de Lie Y (n, m, ®) (ici Y est un symbole qui désigne W, S, H ou K)
par :

Y(n,m,®) =Y (n) N W(n,m)%.

Pour un automorphisme & arbitraire, I’algebre de Lie Y (n, m, ®) peut étre tres petite,
voire nulle. Considérons les deux assertions suivantes qui assurent que Y'(n, m, ®) est
suffisamment grosse :
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(A) Pour tout i < n, il existe & € Y(n,m,®) tel que & = 8/dz; + €;, ou
€; € (W)}')(l)

(B) Y(n,m,®) N W(n)s,) #0, ot §y =3si Y = K et dy = 2 autrement.
La condition (A) signifie que Y (n, m, ®) engendre 1’“espace tangent & P’origine”.

DEFINITION 27.— 8i l'algébre de Lie Y (n, m, ®) satisfait auz conditions (A) et (B),
alors l'algébre de Lie Y (n, m, ®)() est dite algébre de Lie de la série de type Cartan.

On peut maintenant expliquer la signification du symbole 1 déja utilisé en section
3. On note 1 le n-uplet (1,1,...). Il est clair que Y(n,1,Id) est l’algébre de Lie
notée Y'(n,1) en section 3. Comme en section 3, on peut montrer que les algébres
Y (n,m, ®)(°) sont simples. Elles satisfont & la propriété de compatibilité :

Y (n,m,I1d)® C Y(n,m, ®)(®) C Y (n,m, Id).

7. LA CLASSIFICATION DES ALGEBRES SIMPLES

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de classification, annoncé par
Strade et Wilson en 1991 [SW], et dont la preuve compléte est basée sur de nombreux
articles, en particulier les 7 articles de Strade [St1-7].

THEOREME 28 (Strade et Wilson).— Supposons p > 7. Alors toute algébre de Lie
simple de dimension finie est isomorphe d une algébre classique gx (I) ou a l'une des
algébres de type Cartan Y (n, m,®)(),

Comme dans le cas restreint, les experts conjecturent que ce résultat est valable
aussi en caractéristique 7. Pour p = 5, ils conjecturent un résultat analogue, c’est-a-
dire que toute algebre de Lie simple est classique, de type Cartan ou dans la famille
de Melikian [Me] (cette famille n’existe qu’en caractéristique 5). A cejour,iln’ya
pas de conjecture raisonnable pour p =3 et p = 2.

8. TECHNIQUES DE PREUVES

Dans cette section, nous n’allons dire que quelques mots sur les techniques de
preuve et les difficultés de la classification.

8.1. Sous-algebre de Cartan

Soit L une algébre de Lie. Une sous-algebre de Cartan est une sous-algebre
nilpotente égale & son normalisateur. Construire des sous-algebres de Cartan est

280



(858) CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE LIE SIMPLES

analogue a la caractéristique zéro. On choisit un élément générique x de sorte que
ad(z) ait le maximum de valeurs propres non nulles. Puis on montre que la sous-
algebre de Lie

h = {y € L|ad(z)™ (y) = 0 pour N assez grand}

est une sous-algebre de Cartan. En caractéristique zéro, toutes les sous-algebres de
Cartan sont conjuguées (méme si L n’est pas simple) et pour une algébre simple
toutes les sous-algebres de Cartan sont ad-diagonalisables. En caractéristique finie
les difficultés sont les suivantes :

(i) En général, les sous-algebres de Cartan ne sont pas conjuguées : considérons
par exemple L = W(1,1) = Der(K|[z]/(zP), et posons u = 1 + z. Les deux sous-
algebres de Cartan h; = KL et h, = K% ne sont pas conjuguées. En effet il
existe beaucoup de sous-algébres de Lie L' avec §; C L' C L, alors que b, est une
sous-algebre de Lie maximale.

(ii) En général, les sous-algebres de Cartan ne sont pas ad-diagonalisables. Par
exemple la sous-algebre de Lie de S(2,1) engendrée par les champs de vecteurs
oz (z, 52 — Ta52-) pour j = 1,2... n'est pas ad-diagonalisable.

(iii) Si L est restreinte, il est facile de montrer que toute sous-algébre de Cartan
est ad-triangulable. Pour des algebres de Lie simples non restreintes, c’est un résultat
tres difficile qui n’est vrai que si p > 7. Pour p = 5, ce n’est déja plus vrai.

8.2. Construction de grosses sous-algébres

Ce qui différencie les algebres de Lie classiques des algébres de type Cartan est la
présence de treés grosses sous-algebres de Lie dans les algébres de type Cartan. Pour
une algebre de Lie L, notons ¢(L) la codimension minimale d’une sous-algebre de Lie.
Il existe des constantes C < C' telles que :

C(dim L)l/2 < ¢(L) < C'(dim L)'/2, pour toute algebre simple classiquel.

Par contre, lorsque L parcourt ’ensemble des algébres simples restreintes non clas-
siques, on a :

¢(L) ~ log,dim L, lorsque dim L — oco.

Enfin il existe des algébres de Lie L simples non restreintes de dimension arbitraire-
ment grande avec c(L) fixé : par exemple W(1,n) posséde une sous-algebre de codi-
mension 1, tandis que dimW(1,n) = p". En résumé, les algébres de type Cartan
possedent de trés grosses sous-algebres de Lie maximales, et elles se distinguent des
algebres classiques par cette propriété.
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Par conséquent, il est naturel de chercher & construire des grosses sous-algebres.
En fait si Lo est une sous-algebre de codimension n, on peut plonger L dans W(n), car
l'espace Homp,(U(L), K) a une structure d’algebre commutative. Notons aussi que
L a une filtration naturelle qui est définie inductivement par L_1y=L, Loy = Lo
et Ly = {z € L|[z,L] C L,_1)} pour k > 1. Néanmoins pour pouvoir tirer des
informations de cette construction, il est nécessaire :

1) de partir avec de grosses sous-algebres,

2) de pouvoir déterminer quand une algebre filtrée est une algebre de type Cartan
ou une algebre classique.

La notion d’éléments sandwich a été développée pour construire de grosses sous-
algebres. Les réponses au second point s’appellent les théorémes de reconnaissance.
Nous allons développer ces deux points dans les alinéas suivants.

8.3. Eléments sandwich

Soit L une algebre de Lie. Un élément z € L est dit élément sandwich si ad(z)? =
0. Pour des algebres classiques, il n’y a pas d’éléments sandwich non nuls z : par le
théoréme de Morozov, pour tout élément nilpotent z, il existe une sous-algébre de Lie
a isomorphe & sl(2) qui contient z : on a donc ad(z)?(y) = = pour un certain y € L.

I est facile de vérifier que, pour tout élément sandwich y, ’exponentielle tronquée
1 + tad(x) est un groupe a un paramétre d’isomorphismes (ce fait requiert p > 2).
Donc si y est un autre élément sandwich, y+ t[z, y] est également sandwich pour tout
t € K. Comme dans l'identité ad®(y+t[z,y]) = 0, le terme dominant est t>ad?([z, y]),
[z,y] est aussi un élément sandwich. Il s’ensuit que le sous-espace vectoriel engendré
par les éléments sandwich est une sous-algebre de Lie S(L), appelée la sous-algebre
sandwich de L. Cette sous-algébre de Lie n’est pas maximale, mais elle est un point
de départ pour construire de grosses sous-algebres.

Donnons-en un exemple. Partons de lalgebre de Lie L = W(1,1) et posons
Li = 2L pour -1 <i<p—2 OnalLl,Lj]=(j—i)Liy;sii+j<p-—2
et [L;, L;] = 0 sinon. L’algebre S(L) a pour base (Li)izp-;—_l. Le normalisateur de
S(L) est donc I'algébre de Lie de codimension 1 engendrée par tous les L; avec i > 0.
On voit donc dans ce cas qu’on a un moyen naturel pour construire une grosse sous-
algebre.

8.4. Théorémes de reconnaissance

Les algeébres classiques ont été caractérisées par Mills et Seligman. Soit L une
algébre de Lie contenant une sous-algébre de Cartan H ad-diagonalisable. Pour tout
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o € H*\ 0 posons L, = {z € L|ad(h)(z) = a(h)z pour tout h € H} et soit A = {a €
H*\ 0|Ly # 0}. Par conséquent L se décompose en L = H @ ®acaLa- On rappelle
Phypothese p > 3.

THEOREME 29 (Mills et Seligman [MS]).— Supposons que :

(i) Z(L)=0et LM =L ;

(i) pour tout a € A, [Lo, L_q] est de dimension 1 ;

(iii) pour tout o, B € A, il existe k € Fp tel que o + kB ¢ AU {0}.

Alors L est une somme directe d’algébre de Lie simple classique.

Les hypotheéses (i) et (ii) sont naturelles. Expliquons briévement & quoi sert
I’hypothése (iii). Pour a € A, posons Hy = [La, L_,]. En fait le début de la preuve
consiste & montrer que la sous-algebre de Lie L, ® Hy ® L_, est isomorphe & s((2).

Le premier pas consiste & prouver que a(H,) # 0. Si ce n’est pas le cas, on
choisit £ € Ly, y € L_, avec [z,y] # 0. Posons h = [z,y]. On a donc a(h) # 0.
Comme le centre de L est non nul, il existe 8 € A avec 3(h) # 0. Grace a 'hypothese
(iii), on peut en outre supposer que 8+ a ¢ A. Soit v € Lg un élément non nul.
Comme [z,v] appartient & Loy = 0, on a [z,v] = 0. Pour tout 4 < p — 1, on pose
v; = ad(y)*(v). 1l est clair que v; appartient & L,4is et un calcul facile montre que
[z, v;] = iB(h)v;—1, donc aucun des v; n’est nul. Or v,_; appartient & Lgiq, ce qui
contredit ’hypothese (iii).

On peut donc choisir z € Ly, y € L_, avec [z,y] # 0, et 1'algebre de Lie
engendrée par z et y est isomorphe & s1(2). Par des calculs analogues, on établit que
L, est de dimension 1, et aussi que L,, = 0 pour n # —1,0, ou 1.

Les théoremes de reconnaissance des algebres de type Cartan sont plus complexes.
En fait ils utilisent une technique de filtration plus compliquée que celle décrite plus
haut. Partons d’une algebre de Lie L, d’une sous-algebre L) et d’un L(g)-sous-
module L(_1y D L) tel que L(_;) engendre L (auparavant, on n’avait considéré que
le cas Ly = L). Cette condition est automatiquement satisfaite si L o) est maximale.
On construit une filtration L(;) de L comme suit : pour définir la partie négative de
la filtration, on pose :

L(—2) = L(-1) + [L(-1), L))
L_3y = L(—g) + [L(—1), L—p)], -+,
L(~(s+1) = L(=) + [L(=1) L(-9))-

Pour définir la partie positive de la filtration, on pose : L1y = {z € Lg)|[z, L(-1)] C
Lo} Ly = {z € Lwllz, L-1)] C Ly}, -+ Lisr1) = {z € Lg)l[z, L-1)] C L)}
Cette filtration est appelée la filtration standard associée a la paire (L gy, L(_1)).
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THEOREME 30 (Kac [Kc2], Wilson [W1], Benkart, Gregory, Premets) (p > 3).—
Soit L une algebre de Lie simple, et soit (L), L(-1)) une paire telle que L soit
une sous-algébre mazimale et L(_1)/Lo) soit un Lg)-module simple. Soient s,s' les
plus petits entiers tels que la filtration standard soit de la forme : L = L(_gy D ... D
L5y D L(s41) = 0. Posons G =9" L, et supposons :

(i) Go est une somme directe d’idéaur ot chacun d’entre euz est une algébre
simple classique, abélienne ou isomorphe & gl(pn), pgl(pn), ou & si(pn).

(ii) Pour tout j >0, et tout j € G_;\ 0, [z,G1] # 0,

(i) s’ <s.

Alors L est une algébre de Lie classique, une algébre de type Cartan, ou une
algébre de Melikian si p = 5.

Pour des questions de taille de cet exposé écrit, nous n’avons pas décrit les tech-
niques les plus sophistiquées développées par Strade et Wilson ces derniéres années,
comme la classification des 2-sections, le théoréme de structure des 3-sections et les
techniques de tores maximaux dans les p-enveloppes. On pourra se reporter a [St7]
pour un exposé de survey.
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