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Séminaire BOURBAKI Mars 1999
5léme année, 1998-99, n° 855

UNIFORMISATION EN DIMENSION TROIS

par Michel BOILEAU

INTRODUCTION

En 1977, W. Thurston a annoncé le théoréme suivant :

Théoréme de Thurston d’hyperbolisation.— Soit M une variété compacte, orien-
table, de dimension trois. On suppose que toute sphére plongée S* borde une boule dans M
et qu’il existe une surface orientable, de caractéristique d’Euler strictement négative, pro-
prement plongée et dont le groupe fondamental s’injecte dans celui de M. L’intérieur de la
variété M admet une structure hyperbolique compléte si et seulement si tout sous-groupe
abélien Z + Z du groupe fondamental de M est conjugué a un sous-groupe du groupe
fondamental d’une composante du bord de M.

Ce théoréme donne une condition simple sur la topologie d’une variété de dimension
3 pour que son intérieur admette une structure hyperbolique, c’est-a-dire une métrique
riemannienne compléte de courbure sectionnelle constante égale & —1. Il est au centre de
beaucoup de résultats importants en dimension 3.

Un cas particulier important de ce théoréme concerne une variété qui fibre sur le cercle,
avec pour fibre une surface compacte orientable F' et pour monodromie un difféomor-
phisme ¢ € Diff *(F) (cf. Pexposé de D. Sullivan [Sul]). La variété M ne dépend alors
que de la classe de conjugaison de ¢ dans le groupe des difféotopies 7o Diff (F). La condi-
tion d’atoroidalité est équivalente au fait que le difféomorphisme ¢ est pseudo-Anosov :
son action sur 'ensemble des classes de conjugaison de lacets non triviaux dans m1(F)
n’admet pas d’orbite périodique.

Le cas fibré peut alors s’énoncer sous la jolie forme suivante :

Théoréme d’hyperbolisation pour les variétés fibrées sur le cercle ([Th4] ; voir
aussi [Otal]).— Soit M une variété compacte, orientable, de dimension 3, qui admet une
fibration sur le cercle de monodromie ¢. L’intérieur de M porte une métrique hyperbolique
complete de volume fini si et seulement si la monodromie ¢ est pseudo-Anosov.
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M. BOILEAU

Historique de la preuve. Dans ces notes [Th0] Thurston a établi les techniques et les
résultats sur lesquels se fondent la preuve de son théoréme d’hyperbolisation. En 1980,
il a présenté un plan détaillé et précis de celle-ci dans des notes sur les conférences qu’il
avaient données a Bowdoin [Th1] (cf. [Th2], [Morl]). Dans [Th3, Th4, Th5] il a écrit en
détail la premitre partie de sa preuve (cf. §4.1 le théoréme de I'image bornée), ainsi que
la preuve du cas fibré sur le cercle. Ces articles présentent les résultats nécessaires pour la
preuve, ne figurant pas dans les notes [Th0]. Le reste de la preuve (cf. §4.2) devait alors
étre reconstituée a I'aide de [Th1] et des chapitres 8, 9 et 13 de [Th0] (cf. [Morl]).

En 1985, les travaux de F. Bonahon sur les bouts des variétés hyperboliques [Bon]
(cf. §4.2) ont permis de simplifier la partie de la preuve utilisant les chapitres 8 et 9 de
Thurston.

A la méme époque J. Morgan et P. Shalen [MS1, MS2, MS3] ont donné une preuve
différente, de nature plus algébrique, des résultats principaux de [Th3, Th5] (cf. §4.1).

En suivant une approche completement différente de celle de Thurston, C. McMullen
[McM1, McM2, McM3] a donné en 1989 une preuve du théoréme du point fize (cf. § 4), qui
est le cceur de la démonstration du théoréme d’hyperbolisation des variétés qui ne fibrent
pas sur le cercle. Cette approche trouve son origine dans ’observation par J. Hubbard d’un
lien entre la conjecture de Kra, sur la norme de I'opérateur Théta associé au revétement
d’une surface de Riemann, et le théoréme du point fixe de Thurston.

En utilisant les travaux de McMullen, J.P. Otal [Ota2] a écrit en 1996 une preuve
compléte du théoreme d’hyperbolisation des variétés qui ne fibrent pas sur le cercle.
Entre-temps, il avait donné une nouvelle preuve pour le cas des variétés fibrées dans
[Otal].

A la méme époque M. Kapovich [Ka] a écrit lui aussi une preuve compléte du théoréme
d’hyperbolisation pour les variétés qui ne fibrent pas sur le cercle, mais en reconstituant
I’approche originale de Thurston.

Dans ce texte M désignera toujours une variété compacte orientable. De méme une
surface sera par définition compacte et orientable.

Une variété M de dimension 3 est irréductible si tout plongement de la sphére S? =
OB® — M se prolonge en un plongement de la boule B3 dans M.

La variété M est atoroidale si tout sous-groupe abélien de rang 2 du groupe fondamental
de M est conjugué & un sous-groupe périphérique (i.e contenu dans le groupe fondamental
d’une composante du bord).

Ces deux conditions, irréductibilité et atoroidalité, sont nécessaires pour que l'intérieur
de M admette une structure hyperbolique complete. C’est une conséquence directe de
lirréductibilité du revétement universel H® et de la classification des sous-groupes abéliens
d’un sous-groupe discret et sans torsion de PSLy(C).

Une surface F', proprement plongée dans la variété irréductible M, est essentielle si le
groupe fondamental de chaque composante connexe de F s’injecte dans celui de M (F est
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dite alors incompressible) et qu’aucune composante connexe de F ne borde une boule ou
ne peut étre déformée dans le bord OM.

Une variété M est hakenienne si elle est compacte, irréductible et qu’elle contient une
surface essentielle. Le théoréme d’hyperbolisation est donc un théoreme d’uniformisation
des variétés hakeniennes atoroidales, dont le groupe fondamental n’est pas virtuellement
abélien.

11 existe beaucoup d’exemples importants de variétés hakeniennes : toute variété irréduc-
tible ayant un premier groupe d’homologie infini est hakenienne. En particulier toute
variété irréductible a bord non vide est hakenienne. Un exemple typique est 1’extérieur
d’un nceud dans S3.

Le théoréme d’hyperbolisation de Thurston s’applique & I’extérieur d’un nceud non
trivial dans S* qui n’est ni un nceud torique, ni un nceud satellite. C’est R. Riley [Ril],
qui le premier a explicitement construit des exemples de structures hyperboliques sur le
complémentaire de certains nceuds et entrelacs dans S3.

L’existence d’une structure hyperbolique compléte de volume fini sur le complémentaire
de ces nceuds est cruciale dans la preuve de la conjecture de Smith sur le redressement
des actions non libres sur S® d’un groupe cyclique fini. Pour la preuve de cette conjecture
nous renvoyons aux actes édités par H. Bass et J. Morgan [BaM)], ainsi qu’a I’exposé de
J. Morgan [Mor2].

La condition d’étre hakenienne n’est pas du tout nécessaire pour que l'intérieur de M
porte une structure hyperbolique. C’est une conjecture toujours ouverte qu’elle peut étre
remplacée par la condition (cette fois-ci nécessaire) que le groupe fondamental de M est
infini.

La variété hyperbolique fermée de Seifert et Weber [WS], obtenue en recollant par des
isométries les faces d’un dodecaedre hyperbolique d’angles diedres %", n’est pas hake-
nienne.

Le théoreme de chirurgie hyperbolique de Thurston montre comment construire beau-
coup de variétés fermées, hyperboliques qui ne sont pas hakeniennes. Partant d’une variété
irréductible M, ne contenant aucune surface fermée essentielle et & bord un tore incom-
pressible, Thurston déforme la structure hyperbolique compléte (donnée par le théoréme
d’hyperbolisation) en une structure hyperbolique non compléte, mais dont le complété

est topologiquement une variété fermée, obtenue en collant un tore solide le long du bord
oM.

Théoréme de chirurgie hyperbolique ([ThO, Ch. 5]).— Soit M une variété hake-
nienne atoroidale et T* C OM une composante torique incompressible. Excepté pour un
nombre fini de recollements, une variété, obtenue en collant un tore solide le long du tore
T?, admet une structure hyperbolique compléte.

Pour plus de détails sur ce théoréme nous renvoyons aux notes de Thurston [Th0, Ch. 5]
et & I’exposé de M. Gromov [Gro].
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L’importance des variétés atoroidales dans 1’étude des variétés de dimension 3 a été
clairement mise en évidence par les travaux de Jaco-Shalen [JS] et Johannson [Jo]. Leurs
résultats montrent que toute variété hakenienne M admet une décomposition (canonique),
le long d’une famille finie (peut-étre vide) de tores plongés, essentiels, disjoints et deux
a deux non paralleles, en sous-variétés atoroidales ou admettant une fibration en cercles
(fibration de Seifert) ou en tores.

Ce résultat a donné le cadre topologique de la conjecture de géométrisation ci-dessous.
Celle-ci est due & Thurston et domine depuis plus de 20 ans toute la topologie en dimension
trois.

Les morceaux fibrés de la décomposition de Jaco-Shalen et Johannson peuvent étre mu-
nis d’une métrique riemannienne homogene, complete, unique et localement isométrique a
1'un des six modeles suivants : les géométries & courbure constante S3 et E?, la géométrie
produit H? x R, et enfin trois géométries fibrées modelées sur les groupes de Lie Nil,

—_~—

SLy(R) et Sol.

Thurston [Th8] (voir aussi [Sco3]) a montré, qu’avec la géométrie hyperbolique, ce
sont 13 les seules géométries homogenes que puisse admettre une variété irréductible et
compacte de dimension 3. Ceci I’a conduit & formuler la conjecture suivante, qu'’il a donc
démontrée pour les variétés hakeniennes :

Conjecture de géométrisation (Thurston).— L’intérieur d’une variété compacte, orien-
table, irréductible, de dimension 3, admet une décomposition canonique le long d’une

famille finie de tores essentiels, en sous-variétés possédant une structure géométrique ho-
mogéene compléte.

Cette conjecture englobe la conjecture de Poincaré, pour laquelle elle privilégie une
approche beaucoup plus géométrique que topologique.

Sortant du cadre des variétés hakeniennes et des méthodes classiques de dimension 3, les
travaux de P. Scott [Scol, Sco2], P. Tukia [Tu], G. Mess [Me], D. Gabai [Gal], A. Casson et
D. Jungreis [CJ] ont permis de montrer qu’une variété irréductible, de groupe fondamental
infini, admet une fibration de Seifert si et seulement si son groupe fondamental a un centre
non trivial. Une conséquence de ce résultat est :

Théoréme du tore ([CJ],[Gal]).— Soit M une variété de dimension 3, fermée, orien-
table et irréductible. Si la variété M a un groupe fondamental infini et qu’elle n’est pas
atoroidale, soit elle contient un tore plongé et essentiel, soit elle admet une fibration de

Seifert.

Ce résultat rameéne la conjecture de géométrisation de Thurston & deux conjectures
d’uniformisation, ne faisant plus intervenir que les géométries sphériques et hyperbo-
liques. La premiére conjecture est une extension de la conjecture de Poincaré, englobant
la conjecture de Smith sur le redressement des actions libres des sous-groupes finis de

Diff (S®).
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Conjectures d’uniformisation.— Soit M une variété orientable, fermée et irréduc-
tible :

L. ( Poincaré-Smith) La variété M admet une métrique sphérique si et seulement si elle
a un groupe fondamental fini.

2. (Thurston) La variété M admet une structure hyperbolique si et seulement si elle a
un groupe fondamental infini et qu’elle est atoroidale.

A ce jour, ces conjectures restent largement ouvertes. Elles sont a priori indépendantes
'une de l'autre. C’est une idée fondamentale du programme de Thurston que d’avoir su
lier ces deux conjectures en montrant que dans certains cas la géométrie sphérique peut
étre obtenue & partir d’un effondrement d’une suite de métriques hyperboliques singulieres
sur la variété considérée.

En 1981 Thurston [Th2] a annoncé le théoréme suivant qui a pour conséquence immé-
diate la conjecture de Smith pour les actions cycliques finies, non libres sur S3.

Théoréme de redressement des symétries ([Th6]).— Soit M une variété de di-
mension 3 fermée, orientable, irréductible et atoroidale. Soit f € Diff* (M) un difféomor-
phisme périodique non trivial.. Si f n’agit pas librement sur M, la variété M admet une
métrique sphérique ou hyperbolique invariante par f.

Cet énoncé est un cas particulier du théoreme des orbifolds de Thurston [Thé], qui
montre I’analogue naturel de sa conjecture de géométrisation pour une orbifold compacte
irréductible et dont le lieu de ramification est de dimension > 1. Nous renvoyons & [BS]
et [ThO, Ch. 13] pour la notion d’orbifold en général.

Dans le théoréme ci-dessus, I’orbifold apparait naturellement comme le quotient O de la
variété M par Iaction engendrée par le difféomorphisme f. Le point de départ de la preuve
de ce théoreme est 1a encore le théoréme d’hyperbolisation qui permet de se ramener au
cas ou le complémentaire O — ¥ de 'image = des points fixes de f admet une structure
hyperbolique compléte. On montre alors que soit cette structure hyperbolique peut étre
déformée en une structure hyperbolique dont le complété est topologiquement 1’orbifold
O, soit l'orbifold O admet une structure sphérique. Pour plus de détails nous renvoyons
a [BoP] et [CHK].

Nous achevons ce panorama de résultats sur 'uniformisation des variétés de dimension 3
par les résultats récents de D. Gabai [Ga2, Ga3], et D. Gabai, R. Meyerhoff, N. Thurston
[GMT], qui eux aussi sortent du cadre des variétés hakeniennes. Une conséquence de
leurs travaux est un théoréme de rigidité hyperbolique, qui généralise en dimension 3 le
théoréme de rigidité de Mostow [Mos].

Théoréme de rigidité hyperbolique ([GMT)).— Une variété orientable fermée de
dimension 3 admet une structure hyperbolique si et seulement si elle admet un revétement
fini qui a le type d’homotopie d’une variété hyperbolique.

Voici un corollaire immédiat de ce théoréme et du théoréme d’hyperbolisation :
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Corollaire.— Si une variété orientable atoroidale et fermée admet un revétement fini
qui est une variété hakenienne, elle admet une structure hyperbolique.

La conjecture de Waldhausen suivante implique donc la conjecture de géométrisation
de Thurston pour les variétés fermées, orientables et de groupe fondamental infini :

Conjecture du revétement (Waldhausen).— Toute variété fermée, orientable, irré-
ductible et de groupe fondamental infini, admet un revétement fini qui est une variété
hakenienne.

Cette conjecture est largement ouverte, méme dans le cas d’une variété hyperbolique.
On espere en fait qu'il existe toujours un revétement fini ayant un premier groupe d’homo-
logie infini.

Dans la preuve de beaucoup des résultats présentés dans cette introduction, le théoréme
d’hyperbolisation de Thurston joue un réle central. On peut le considérer comme le ré-
sultat fondateur du programme de géométrisation des variétés de dimension 3, développé
par Thurston. C’est pourquoi la suite de cet exposé lui est entierement consacrée.

La preuve du théoréme d’hyperbolisation, comme beaucoup de théorémes profonds en
dimension 3, utilise de fagon essentielle I’hypothese que la variété M est hakenienne.
L’existence d’une surface essentielle F', proprement plongée dans M, permet de découper
la variété le long de cette surface et d’obtenir ainsi une nouvelle variété Mp qui est irréduc-
tible. Si MF n’est pas une réunion finie de boules, elle est hakenienne et le processus peut
étre itéré. Le théoreme de finitude de Haken, qui borne le nombre de surfaces essentielles,
disjointes, deux & deux non paralléles et proprement plongées dans la variété M, entraine
qu’en un nombre fini de pas ce processus donne une réunion finie de boules : une telle
suite finie de variétés, obtenues par découpage, est appelée une hiérarchie de M. La preuve
du théoreme d’hyperbolisation s’effectue alors par récurrence sur la longueur maximale
de certaines hiérarchies de M (cf. §5). Le cceur de la démonstration est un théoréme de
recollement de structures hyperboliques (cf. § 3,4), auquel se réduit 'étape de récurrence
par une jolie construction de ciselage et de miroitage de certaines composantes du bord
(cf. §5).

Ce texte ne prétend pas donner une preuve compléte du théoreme d’hyperbolisation de
Thurston, mais seulement en présenter les étapes les plus marquantes.

A cet effet, les résultats ne sont pas énoncés dans leur plus grande généralité, mais
uniquement dans le contexte de la preuve du théoréeme d’hyperbolisation.

La plupart des démonstrations sont seulement esquissées. Les détails complets peuvent
étre trouvés dans les articles originaux de W. Thurston [Th0, Thl, Th2, Th3, Th4, Th5],
de C. McMullen [McM1, McM2], de J. Morgan et P. Shalen [MS1, MS2, MS3], ainsi
que dans la monographie de M. Kapovich [Ka], larticle de J. Morgan [Morl], et les
monographies de J. P. Otal [Otal, Ota2]. Il est clair que exposition présentée ici repose
pour la plus grande partie sur ces références.
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L’auteur tient & remercier L. Potyagailo pour I’avoir guidé d’un arbre & ’autre dans la
théorie de Rips, et J.P. Otal pour son aide et ses suggestions qui ont permis d’améliorer
substantiellement 1'exposition. Il remercie aussi M. Burger et le Forschungsinstitut fiir
Mathematik ETH Ziirich pour leur hospitalité durant la préparation de ce texte.

1. VARIETES HYPERBOLIQUES ET GROUPES KLEINIENS

Définition.— Un groupe kleinien est un sous-groupe discret de PSLy(C), de type fini et
sans torsion.

Nous supposerons toujours ici que le groupe kleinien I" n’est pas virtuellement abélien.

L’action de I' sur I'espace hyperbolique H? s’étend en une action conforme sur la sphere
a l'infini que I'on identifie & la sphére de Riemann € = C U {o0}.

Le domaine de discontinuité Q) est ’ouvert T-invariant maximal de la sphére a l'infini,
sur lequel 'action de T s’étend de facon libre et discontinue. Son complémentaire A(T") =
C — Q est I'adhérence de ensemble des points fixes des éléments de I'. On I’appelle
Iensemble limite de T.

Le quotient N = H® UQ/T est une variété kleinienne, dont lintérieur N = HP /T porte
une structure hyperbolique compléte et le bord 9N = Q/T" une structure conforme. La
variété N est naturellement orientée par l'orientation de HE.

Une surface de Riemann est de type fini si elle est conformément équivalente au complé-
mentaire d’un nombre fini de points (appelés pointes) d’une surface de Riemann compacte.
Elle est dite hyperbolique si chacune de ses composantes connexes a une caractéristique
d’Euler strictement négative.

Le théoréme suivant d’Ahlfors [Ah] (voir aussi [Su2]) est fondamental pour I’étude des
variétés kleiniennes.

1.1. Théoréme de finitude ([Ah])

Soit T' un groupe kleinien non virtuellement abélien et dont le domaine de discontinuité
) est non vide. La surface de Riemann QT est hyperbolique de type fini. De plus, une
pointe correspond & un élément parabolique de T. O

On dit que le groupe kleinien I" admet un parabolique accidentel v si v € T est un
élément parabolique qui correspond & un lacet de la surface /T non homotope & une
pointe.

Le ceeur convere C(N) de la variété hyperbolique NV est le quotient par I" de I’enveloppe
convexe C(A) de A dans H®. C’est le plus petit convexe fermé, dont I’inclusion dans N est
une homotopie d’équivalence. Ce n’est pas en général une sous-variété différentiable de N,
car son bord peut étre plissé le long de géodésiques. Il n’est pas non plus nécessairement
de dimension 3. Par exemple il est de dimension 2 lorsque T' C PSL,(R) est un groupe
fuchsien, c’est-a-dire un sous-groupe discret et de covolume fini dans PSL,(R).
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Pour éviter ce probléme, on remplace souvent C(N) par son J-voisinage fermé C5(N),
qui est 'ensemble des points de N & distance au plus 6 de C(N) pour un § > 0 fixé.
Pour tout § > 0, C5(N) est une sous-variété de N, de dimension 3, de classe C?, & bord
strictement convexe et qui est difféomorphe & la variété kleinienne N.

On note Ny la partie e-mince de N : c’est 'ensemble des points de N dont le rayon
d’injectivité est < £. Il existe alors une constante universelle o, appelée constante de
Margulis, telle que pour ¢ < €y toute composante connexe de la partie e-mince est soit un
bout cuspidal de rang 1 ou 2, soit le voisinage tubulaire d’une géodésique (qu’on appelle
tube de Margulis). On appelle alors partie cuspidale NP de N, la réunion des bouts
cuspidaux de la partie e-mince pour € < £9. On notera Ny le complémentaire dans N de
la partie cuspidale.

La variété hyperbolique N est géométriqguement finie si son coeur convexe Cs(N) est de
volume fini. C’est équivalent & ce que la partie e-épaisse C5(N) — N, ¢ soit compacte. De
plus, pour un ¢ suffisamment petit (dépendant de T'), le type topologique de la variété
compacte M = Cs(N) — N, est indépendant de € et P = 0C5(N) N Np ¢ est une réunion
finie d’anneaux et de tores correspondant respectivement aux cusps de rang 1 et 2.

Définition.— On appelle type topologique de la variété hyperbolique géométriquement
finie N la paire (M, P), o P C OM est la sous-surface compacte de caractéristique
d’Euler nulle, correspondant d la trace des cusps tronqués.

La paire (M, P) a les propriétés topologiques suivantes :
1) M est une variété de dimension 3, compacte et irréductible ;

2) P C OM est une sous-surface compacte, incompressible dans NV, dont les composantes

connexes sont des anneaux ou des tores. De plus P contient toutes les composantes toriques
de OM ;

3) tout sous-groupe abélien Z + Z C m (M) est conjugué au groupe fondamental d’une
composante connexe torique de P ;

4) il n’existe pas d’anneau essentiel (4,9A4) = (M, P), s’appuyant sur P ;

5) M n’est pas homéomorphe au produit T? x [0, 1], excepté si P = T? x {0}, ni & un
I-fibré tordu sur la bouteille de Klein.

Définition.— Une paire (M, P) ayant les propriétés 1) a 5) est appelée variété apprétée
atoroidale. La sous-surface P C OM est appelée le lieu parabolique de la variété apprétée
et la surface compacte oM = OM — int(P) son bord.

On dit que la variété apprétée (M, P) est acylindrique si tout anneau essentiel dans
(M, 8y M) peut étre homotopé dans P.

Remarque : La variété apprétée (T2 x [0, 1], T2 x {0}) est le type topologique d’un cusp
de rang 2.
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Définition.— Une variété apprétée (M, P) est dite hyperbolique si elle est le type topo-
logique d’une variété hyperbolique géométriquement finie.

Une version précise du théoréme d’hyperbolisation de Thurston est :

1.2. Théoréme d’hyperbolisation pour les variétés apprétées ([Thl])
Soit M une variété hakenienne, compacte, orientable, de dimension 3. La variété ap-
prétée (M, P) est hyperbolique si et seulement si elle est atoroidale.

Cette version du théoréme d’hyperbolisation est nécessaire pour I’étape de récurrence.
En effet les variétés apprétées apparaissent naturellement au cours de la hiérarchie, par
exemple lorsqu’on découpe une variété le long d’une surface essentielle s’appuyant sur une
composante torique du bord.

La construction de miroitage décrite au §5 permet & Thurston de ramener ’étape de
récurrence & 1’étape finale o le recollement fait intervenir tout le bord de la variété
apprétée.

2. LE THEOREME DE RECOLLEMENT

Dans toute la suite, (M, P) désigne une variété apprétée atoroidale & bord non vide et
strictement incompressible. C’est-a-dire que Gy M est incompressible et qu’il n’existe pas
d’anneau essentiel dans M s’appuyant a la fois sur Gy M et P.

On désignera toujours par 7 une involution du bord dyM de (M, P), qui échange les
composantes connexes par paires et renverse leur orientation. C’est-a-dire que 'on a une
partition dpM = 8 M Uy M et un difféomorphisme renversant 'orientation f : of M —
Oy M tel que 7 = (f, f71).

On note alors M/ la variété quotient, obtenue en identifiant deux a deux les compo-
santes connexes de 9y M par 7. C’est une variété & bord vide ou une famille finie de tores
O(M/7) = P/7. En tant que variété apprétée, son bord est vide et le lieu parabolique est
tout le bord 9(M/7).

Avec ces notations, ’étape principale de la preuve du théoréme d’hyperbolisation de
Thurston est le théoréeme de recollement suivant :

2.1. Théoréme de recollement ([Thl])

Soit (M, P) une variété apprétée,a bord non vide oM strictement incompressible. Soit
T : oM — OoM une involution qui échange les composantes connexes par paires en
renversant leur orientation. On suppose que chaque composante connere de la variété
apprétée (M, P) est hyperbolique. Alors, Uintérieur de la variété quotient M /T admet une
structure hyperbolique compléte de volume fini si et seulement si elle est atoroidale.
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La preuve du théoreme de recollement distingue deux cas suivant que la variété apprétée
(M, P) admet ou non un revétement fini qui est le produit d’un intervalle par une surface
compacte (F,0F) x I. La démonstration dans les deux cas est entierement différente.

Dans le premier cas, quitte & passer & un revétement fini, on peut supposer que la
variété apprétée (M, P)/r fibre sur le cercle, avec pour fibre la surface (F,dF) et pour
monodromie f € Diff *(F), telle que 7 = (f, f~!). La condition d’atoroidalité est alors
équivalente au fait que le difféomorphisme f est pseudo-Anosov.

Pour une preuve détaillée de ce cas nous renvoyons & [Otal] et [Th2], ainsi qu’a [McM4]
et [Sul].

Remarque : Dans beaucoup de cas la preuve du théoreme d’hyperbolisation pour une
variété non fibrée peut s’appliquer & un revétement fini d’une variété fibrée. En fait,
excepté pour une variété fermée dont le premier nombre de Betti est égal a 1, toute
variété compacte qui fibre sur le cercle admet un revétement fini qui contient une surface
essentielle, proprement plongée et qui n’est la fibre d’aucune fibration sur le cercle. Pour
un tel revétement la preuve du cas non fibré s’applique. C’est une conjecture ouverte
qu’un tel revétement fini existe toujours.

A partir de maintenant, nous nous restreindrons au cas des variétés hakeniennes qui ne
fibrent pas sur le cercle : c’est en quelque sorte le cas générique.

Nous allons expliquer maintenant comment Thurston rameéne dans ce cas-la la preuve
du théoréme de recollement & un théoréme de point fixe.

Rappelons que 'espace de Teichmiiller 7(F) d’une surface compacte connexe F' est
lespace des classes d’équivalence de structures conformes d’aire finie sur int(F). Deux
telles structures (F,s;) et (F,sy) sont équivalentes s'il existe une application conforme
h: Fy — F, proprement homotope a l'identité.

On définit alors la distance de Teichmiiller A(sy,s;) comme ginf{log(K(h))}, ol
h : (F,s1) — (F,s2) parcourt 'ensemble des applications quasi-conformes proprement
homotopes & l'identité, et K(h) est I’excentricité de h.

Cette distance fait de T(F) un espace métrique complet, qui est homéomorphe a R*
pour n = —3x(F), ot x(F) est la caractéristique d’Euler de F'.

Dans toute la suite I’espace de Teichmiiller T(doM) désigne le produit des espaces de
Teichmiiller des composantes connexes de 9y M. On le munit de la distance de Teichmiiller
définie comme le maximum des distances de Teichmiiller pour les composantes connexes.

Voici 'analogue de 1’espace de Teichmiiller pour une variété apprétée hyperbolique.

Définition.— Soit (M, P) une variété apprétée connere, hyperbolique et & bord stricte-
ment incompressible. On note GF(M, P) l'ensemble des classes d’équivalences de stuctures
hyperboliques géométriquement finies sur (M, P). C’est 'ensemble des paires (N, [f]), ot
N est une variété hyperbolique géométriquement finie et [f] est la classe d’homotopie
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propre d’une équivalence d’homotopie de paires, respectant lorientation, f (M,0M —
P) — (N,0N). Deus telles paires (Ny,[f1]) et (N2, [f2]) sont équivalentes si la classe
d’homotopie propre [(f2)~! o fi] peut étre réalisée par une isométrie.

Dans le cas général on définit GF (M, P) comme le produit fini [[GF(M;, P;) des en-
sembles GF(M;, P;) pour les composantes connezes M; de M.

Remarques : 1) Lorsque M est connexe, d’aprés A. Marden [Mard] et F. Waldhausen [Wa)
la classe d’homotopie propre [(f;)~" o f1] peut toujours étre réalisée par un homéomor-
phisme ¢ : N; — N, dont la restriction au bord est quasi-conforme. L’ensemble G.F (M, P)
s’identifie donc & I’espace des déformations quasi-conformes d’une variété hyperbolique (ou
d’un groupe kleinien) ayant pour type topologique la variété apprétée (M, P).

2) Lorsque M est connexe, la remarque précédente permet de définir la distance de
Teichmiiller § sur 'ensemble GF (M, P) comme suit :

6((N1, [1]), (Na, [f2])) = Linf{log(K(¢))}, ott ¢ : Ny — Ny décrit tous les homéomor-
phismes dans la classe d’homotopie propre [(f,)~! o f1], qui sont quasi-conformes au bord,
et K(¢) est I’excentricité de la restriction de ¢ au bord. Le théoréme de Teichmiiller
montre que ce minimum est réalisé par un homéomorphisme, quasi-conforme au bord et
d’excentricité minimale, unique dans la classe d’homotopie propre de [(f2)"to fu].

Dans le cas général, on munit le produit GF(M, P) de la distance définie comme le
maximum des distances sur les facteurs. Pour cette distance GF (M, P) est un espace
métrique complet.

3) Si M est connexe, pour tout élément (N, [f]) € GF(M, P) et pour toute composante
connexe P; C P, f.(mF;) est un sous-groupe parabolique du groupe kleinien T (N),
par définition de P. De plus toute transformation parabolique dans 7,(N) est contenue,
a conjugaison pres, dans un des sous-groupes f,(m P;), o P; parcourt ’ensemble des
composantes connexes de P. Du fait que le bord §yM de la variété apprétée (M,P) est
strictement incompressible, le groupe kleinien 71(N) n’admet pas de parabolique essentiel.

A partir de maintenant, et durant toute la preuve des théorémes de recollement et du
point fize, nous supposerons que la variété apprétée (M, P) est connexe pour alléger les
notations. Le cas ou la variété apprétée (M, P) n'est pas conneze ne présente pas vraiment
de difficultés supplémentaires.

Soit 9 : GF(M, P) — T(8oM) Papplication de restriction qui & une variété hyperbo-
lique géométriquement finie N, de type topologique (M, P), fait correspondre la structure
conforme d’aire finie (d’apres le théoreme d’Ahlfors), induite sur le bord N de la variété
kleinienne N associée.

Le théoreme suivant est crucial pour la preuve du théoréme de recollement :
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2.2. Théoréme d’Ahlfors-Bers ([AB])

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, a bord non vide strictement incompres-

sible. Alors, application de restriction 8 : GF(M,P) — T(0oM) est un homéomor-
phisme. ]

Remarque : Si OoM est vide et que GF(M, P) n’est pas vide, il est réduit & un point
d’apres le théoreme de rigidité de Mostow [Mos].

La preuve de la surjectivité de ’application de restriction @ découle du théoréme d’exis-
tence et d’unicité des solutions de ’équation de Beltrami ([AB]). Son injectivité repose
sur le théoreme d’Ahlfors [Ah] qui montre que ’ensemble limite d’un groupe kleinien
géométriquement fini et de covolume infini a une mesure de Lebesgue nulle.

Cette paramétrisation de I’espace GF (M, P) par I’espace de Teichmiiller du bord T (9o M)
a permis a Thurston de traduire le théoréme de recollement en un théoreme de point fixe
pour un certain homéomorphisme de 7 (0pM) dans lui-méme.

A cet effet, Thurston a introduit Uapplication d’épluchage o : T (M) — T((?OM ),
olt oM est le bord de la variété apprétée (M, P), avec l'orientation renversée. Nous
définissons maintenant cette application. Dans ce qui suit 'indice F signifie la projection
sur le facteur de T (9 M) correspondant a 1'espace de Teichmiiller 7 (F') de la composante
F C 0oM.

D’aprés le théoreme d’Ahlfors-Bers, une classe de structures conformes s € 7 (9, M) est
induite par une structure hyperbolique M;, géométriquement finie, sur (M, P). La variété
hyperbolique M, représente la classe 871(s) = (M, [fs]) € GF (M, P).

Comme M, est sans parabolique accidentel, chaque composante connexe F' C oM
détermine un revétement quasi-fuchsien MF de la variété hyperbolique M, d’aprés B.
Maskit [Masl, Mas2]. C’est une variété hyperbolique géométriquement finie qui a pour
type topologique la variété apprétée produit (F, 0F)x I. En fait le groupe kleinien m1 (M)
est une déformation quasi-conforme d’un groupe fuchsien et son ensemble limite est une
courbe de Jordan dans la sphére & Vinfini C.

Soit fo: Fx 1 — (MSF,OHSF) I’équivalence d’homotopie de paires obtenue par rele-
vement de f, : (M,0M — P) — (Mj,,dMj). L’application de restriction induit (d’apres
le théoréme d’Ahlfors-Bers) un homéomorphisme dp : GF((F,0F) x I) = T(F) x T(F)
tel que Op(MF,[f.]) = (sF, s%), ott sp € T(F) est la composante sur le facteur 7(F) de
s € T(OoM).

Définition.— L’application d’épluchage o : T(OoM) — T(Bg]\?) fait correspondre au
point s € T(OoM) le point o(s) € T(@gﬁ) dont la composante sur le facteur T(F) est
o(8)r = .

Dans la suite on note 7 : T (0o M) — T(@OM ) Pinvolution induite par I'involution 7.

Thurston a traduit le critére de recollement de Maskit [Masl, Mas2] en un critére de
point fixe pour la composée 7* o0 0 : T(JM) — T (0 M).
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2.3. Critére de recollement de Thurston ([Thl])

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, vérifiant les hypothéses du théoréme de
recollement 2.1. Si l’application 700 : T(0oM) — T (0o M) admet un point fize, l'intérieur
de la variété quotient M /T admet une structure hyperbolique compléte de volume fini. O

Nous rappelons maintenant le critere de recollement de Maskit [Masl, Mas2]. Nous nous
restreignons au cas oul la variété kleinienne N que 'on recolle est connexe. On note N son
intérieur. On suppose que N est géométriquement finie, sans parabolique accidentel et &
bord incompressible. On suppose aussi que N n’est pas un fibré en intervalles.

Soient F*, F~ deux composantes connexes disjointes de N et f : F* — F~ un
difféomorphisme renversant les orientations. Le critére de Maskit donne une condition
suffisante sur le recollement f pour que la variété quotient N/ soit une variété kleinienne
géométriquement finie, otl I'involution 7 est 'involution (f, f~) : (FYUF~) = (FTUF?).

Soient N et N les revétements quasi-fuchsiens de N, associés respectivement aux
sous-groupes 7 (Ft) et m(F~). L’hypothése que N n’est pas un fibré en intervalles im-
plique que ces revétements sont de degré infini. On note Fy" C oN' (respectivement
Fy C ON ) la composante connexe dont la structure conforme s’identifie par revéte-
ment & celle de F+ C AN (respectivement F~ C ON). On note N* = int(—]\_/+) et
N~ =int(N").

Avec les notations ci-dessus, le critére de Maskit s’énonce :

2.4. Critére de recollement de Maskit ([Masl, Mas2])

Si Uéquivalence d’homotopie propre f : Nt — N~ induite par le difféomorphisme f

est homotope & une isométrie h : N* — N~ dont lextension au bord envoie F§ sur
ON~ — Fy, la variété quotient N /T est une variété kleinienne géométriquement finie. O

Remarque : Soit (M, P) le type topologique de N. Par définition de I’application d’éplu-
chage, la condition suffisante de Maskit est équivalente & la condition suivante :
7((Bpn)Fr+) = (0(Opn))F+, 00 py € GF(M, P) est la classe d’équivalence représentée
par la variété hyperbolique N = int(N).
Dans le théoréme de recollement de toutes les composantes connexes de 0y M par paires,
cette condition se traduit bien par le fait que dpy € T (0o M) est un point fixe de I’appli-
cation 7* o .

3. LE THEOREME DU POINT FIXE

Le critere de recollement de Thurston montre que le Théoréme de recollement est une
conséquence du théoréme suivant :

3.1. Théoréeme de Thurston du point fixe

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, qui n'est pas fibrée en intervalles et
dont le bord OgM est non vide et strictement incompressible. Soit T : GgM — OyM une
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nvolution qui échange les composantes par paires en renversant leur orientation. Alors,
Papplication 7™ o o : T(GoM) — T(GoM) a un point fize si et seulement si la variété
quotient M /1 est atoroidale.

La proposition suivante montre que application 7* oo contracte strictement la distance
de Teichmiiller sur I'espace métrique complet 7 (9 M). C’est une conséquence du fait
que ’application quasi-conforme de Teichmiiller, d’excentricité minimale dans sa classe
d’homotopie propre, est analytique réelle excepté en un nombre fini de points.

3.2. Proposition.— Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, vérifiant les hypo-
théses du théoréme du point fize. Alors, Uapplication 700 : T (oM ) — T (0o M) contracte
strictement la distance de Teichmiller sur T(0oM) :

A(t*og(s),mr 0 a(s)) < A(s, ). O

Remargues : 1) En général la contraction n’est pas uniforme sur 7 (9o M).
2) Comme 7* : T(0oM) — T((?OM ) est une isométrie pour la distance de Teichmiiller,
il suffit de montrer que ’application d’épluchage o contracte la distance de Teichmiiller.
3) Si la variété apprétée (M, P) est un fibré en intervalles sur une surface compacte
orientable (F,OF), I'application d’épluchage o : T(F) x T(F) — T(F) x T(F) est définie
par o(s,§') = (§,s). C’est une isométrie pour la distance de Teichmiiller.

La proposition 3.2 implique I'unicité du point fixe pour I’application 7" o s'il existe. De
plus, elle rameéne son existence & celle d’un sous-ensemble compact de T (8, M) globalement
invariant par 7* o 0.

Pour un point s € T(9yM) on note O(s) ={(7* o g)"(s);n € Z} son orbite par I'action
de 7* 0 ¢. Son adhérence O(s) est un fermé invariant par 7* o o. C’est donc un candidat
naturel pour étre un compact invariant par 7% o 0. Comme 1’espace métrique 7 (9o M) est
complet, il suffit de trouver une orbite O(s) bornée. Le théoreme suivant est le cceur de
la preuve du théoreme du point fixe.

3.3. Théoréme de l'orbite bornée

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, vérifiant les hypothéses du théoréme
du point fize. Si la variété quotient M /7 est atoroidale, Iorbite O(s) de tout point s €
T (8o M) est bornée dans T (o M) pour la distance de Teichmiiller.

11 existe deux preuves tres différentes de ce théoreme.

La premiere preuve est due & Thurston et utilise beaucoup d’outils géométriques qu'il a
forgés a cet effet et qui sont maintenant fondamentaux dans I’étude des variétés hyperbo-
liques de dimension 3. C’est en particulier le cas des surfaces plissées et des laminations
mesurées terminales, pour décrire les bouts des variétés hyperboliques qui ne sont pas

géométriquement finies. On peut pour ces notions se reporter aux chapitres 8 et 9 de
[ThO], & [CEG] et a [Bon].
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Une autre preuve a été donnée en 1989 par C. McMullen. Elle suit une approche com-
plétement différente, plus directe et plus proche de la théorie de Teichmiiller classique. C.
McMullen a d’abord prouvé une version plus générale de la conjecture de Kra, en mon-
trant que la norme de Popérateur Théta, associé & un revétement de surfaces de Riemann
hyperboliques, est < 1 si et seulement si le revétement n’est pas moyennable [McM1].
A partir de ce résultat, il obtient une trés jolie majoration de la norme de la dérivée de
I'application d’épluchage en un point s € T(9M) : ||do(s)|| < 1 —n, ou la constante 1 ne
dépend que de la caractéristique d’Euler de M et de la systole de la structure conforme
s sur OpM . L’atoroidalité de la variété M/ lui permet alors de conclure par un argument
analogue & celui du lemme 4.2.7 (cf. [McM2]; voir aussi [Ota2, § 6]).

Voici un énoncé du théoréeme de McMullen qui implique le théoréme de I’orbite bornée :

3.4. Théoréme de McMullen de contraction ((McM2))

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, vérifiant les hypothéses du théoréme du
point fize. On suppose que la variété quotient M /T est atoroidale. Il existe un entier K > 0
(ne dépendant que de la topologie de OyM ) tel que ||d(7* 0 o)X (s)|| < ¢ < 1 en tout point
s € T(8oM) pour lequel A(s, 7 0 (s)) < A(sg, 7" 00 (sp)), 0t la constante c est uniforme
pour tous ces points et so € T(0oM) est un point arbitrairement choisi.

Remarque : Dans le cas ou la variété apprétée (M, P) est acylindrique, McMullen [McM2]
montre le résultat plus fort que I’application 7* o o est une contraction de constante uni-
forme sur tout l’espace de Teichmiiller T(0pM). Il faut remarquer que dans ce cas-la
latoroidalité de la variété quotient M/7 est toujours vérifiée indépendamment de l'invo-
lution 7.

Pour une preuve du Théoréme de contraction, nous renvoyons aux articles originaux
de McMullen [McM1, McM2], ainsi qu’a la monographie de J.P. Otal [Ota2]. Pour une
présentation concise des résultats de McMullen le lecteur pourra se reporter a [McM3].

Nous allons maintenant expliquer la preuve du théoréme de 'orbite bornée suivant
I’approche de Thurston. Nous suivrons pour cela la présentation qui en est donnée par M.
Kapovich dans son livre [Ka].

4. LA PREUVE DU THEOREME DE L’ORBITE BORNEE
Soit (M, P) une variété aprétée hyperbolique.

Définition.— X (M, P) est lespace des classes de conjugaison de représentations fi-
deles et discrétes de w1 (M) dans PSLy(C) telles que m1(P;) soit parabolique pour toute
composante conneze P; C P.

On munit cet espace de la topologie quotient de la topologie de la convergence simple
sur I'ensemble des morphismes du groupe discret 71 (M) dans PSLy(C).
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Comme (M) n’est pas virtuellement abélien, X'(M, P) est un espace métrisable et
complet. C’est en fait un sous-espace fermé de la variété affine des caractéres de 7, (M)
dans PSLy(C).

En oubliant la condition d’étre géométriquement finie, on obtient une application na-
turelle de I'espace GF(M, P) sur Vouvert suivant de X(M, P): I'ensemble des classes
de conjugaison de représentations de m (M) dans PSL,(C) provenant des déformations
quasi-conformes d’une structure hyperbolique géométriquement finie de type topologique
(M, P). Lorsqu’on munit GF(M, P) de la distance de Teichmiiller ¢ cette application est
un homéomorphisme.

Ceci permet d’identifier GF(M, P) & un sous-ensemble ouvert de X (M, P). Cependant
L. Bers [Ber] a montré que GF(M, P) n’est pas complet pour la topologie induite.

La preuve du théoreme de ’orbite bornée, suivant Thurston, consiste a montrer que,
pour une orbite O(s) C T(8,M), son image d7}(O(s)) est relativement compacte dans
GF(M, P). Elle comporte deux étapes :

1) On montre d’abord que l'image 8~1(O(s)) est bornée, donc relativement compacte,
dans l’espace X (M, P).

2) Puis on montre que P'adhérence de 87}(O(s)) dans X (M, P) est en fait contenue
dans GF (M, P).

Aucune de ces deux étapes ne s’obtient aisément. Elles correspondent aux deux énoncés
suivants :

4.1. Théoréme de ’image bornée

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, vérifiant les hypothéses du théoréme du
point fire. Si la variété quotient M/7 est atoroidale, I’image 8~1(O(s)) de Uorbite d’un
point s € T(doM) est bornée dans X(M, P).

4.2. Théoréme de la limite géométrique

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, vérifiant les hypothéses du théoréme du
point fire. Si la variété quotient M /7 est atoroidale, les deux assertions suivantes sont
vérifiées :

1) Tout point d’accumulation pe, € 0~1(O(s)) C X(M,P), est limite d’une suite
{pr}ren C 07H(O(s)) telle que la suite de variétés hyperboliques pointées {(HE /py(m M),
) }ren converge géométriquement vers la variété hyperbolique pointée (HP / poo(m M), Too).
Les points bases sont choisis avec un rayon d’injectivité minoré par la constante de Mar-
qulis.

2) Tout point d’accumulation p, € 0-1(O(s)) C X(M, P) appartient & GF(M, P).

Le terme de convergence géométrique fait référence a la convergence bilipschitz pointée,
introduite par M. Gromov [GLP] sur ’espace des variétés riemanniennes de dimension
donnée et a courbure sectionnelle pincée.

Nous allons maintenant décrire la logique de la preuve du théoreme de I'image bornée.
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4.1. Preuve du théoréme de I'image bornée

Nous suivons la preuve donnée par M. Kapovich dans son livre ([Ka]), via la théorie
des actions de groupes sur les arbres réels et la théorie de Rips. Il s’agit en quelque sorte
d’une approche duale de celle de Thurston dans [Th3, Th5], qui utilise des triangulations
du revétement universel de M, équivariantes par ’action de m;(M).

J. Morgan et P. Shalen dans [MS1, MS2, MS3] sont les premiers & avoir développé et
utilisé la théorie des actions de groupes sur les arbres réels pour compactifier 1'espace
X(M, P). Ils ont pour cela développé tout un programme d’étude des actions de groupes,
sans point fixe global et & petits stabilisateurs d’arétes, sur les arbres réels, qui est a
Vorigine du théoréme de Rips.

Nous rappelons maintenant quelques définitions sur les actions de groupes sur les arbres.
Pour plus de détails nous renvoyons & I’exposé de F. Paulin [Pau2].

Un arbre réel est un espace métrique T tel que toute paire de points distincts (z,y) €
T x T soit les extrémités d’un unique arc topologique dans T et que cet arc soit isomé-
trique a un intervalle de R. Un arbre simplicial est un 1-complexe simplicial, connexe et
simplement connexe, muni de la métrique des chemins, rendant chaque aréte isométrique
a un intervalle.

Une action isométrique d’un groupe G sur un arbre réel est dite triviale si elle admet un
point fixe global. Elle est dite minimale si elle ne laisse invariant aucun sous-arbre propre.
Elle est dite petite si le stabilisateur de toute aréte (non réduite & un point) ne contient
pas de sous-groupe libre non abélien.

Pour tout élément g € G on définit la longueur de translation ¢7(g) = inf{d(z, g()),
x € T}. Cette longueur est atteinte dans T. L’élément g est dit elliptique si r(g) = 0.

Soit G un groupe de type fini, non virtuellement nilpotent. Les actions isométriques de
G sur des arbres réels apparaissent naturellement pour compactifier ’espace X' (G) des
classes de conjugaison fideles et discrétes de G dans PSLy(C). La premiere construction
est due & M. Culler et P. Shalen [CS], en utilisant les points idéaux des courbes de la
variété des caractéres de G dans PSL,(C). Elle a été ensuite utilisée et généralisée par
J. Morgan et P. Shalen [MS1, MS2, MS3].

Nous allons ici rappeler rapidement la méthode, plus géométrique, due indépendamment
a M. Bestvina [Bes] et F. Paulin [Paul]. Pour plus de détails nous renvoyons & [Pau?2).

Etant donné un groupe G de type fini, on se donne un systéme fini S de générateurs.
La construction qui suit est indépendante du systéme de générateurs choisi. Pour une
suite de représentations {p,}nen C X(G), on définit la suite de nombres réels A\, =
inf{maz{d(z, pn(7)(z)),y € 8};x € H}. Comme G n’est pas virtuellement nilpotent, il
existe un point z, € H® tel que A\, = maz{d(zn, pn(7)(24)),7 € S}.

Si la suite de représentations {pn}nen n’est pas bornée dans X (G), lim,_e0 An = +00.
On consideére la suite d’espaces métriques pointés rééchelonnés (—AI:]HI3 , Tn)neN, MUNIS pour
chaque n de 'action isométrique de G induite par la représentation p,. Il existe alors
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une suite extraite, convergeant pour la topologie de Hausdorff-Gromov équivariante vers
un arbre réel T' (non réduit & un point) et muni d’une action isométrique de G qui est
minimale, petite et non triviale. De plus : lim,,0 £(pn(9)) = ¢r(9), Vg € G, ol £(pn(g))
est la longueur de translation de p,(g) € PSLy(C).

On dit que la suite (non bornée) de représentations {pn}nen C X(G) admet une suite
extraite qui converge (pour la topologie de Hausdorff-Gromov équivariante) vers une ac-
tion (isométrique) de G sur un arbre réel.

La proposition suivante découle de la construction précédente :

4.1.1. Proposition

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, vérifiant les hypothéses du théoréme du
point fize. Si l'image 0~1(O(s)) de Uorbite d’un point s € T(0yM) n'est pas bornée dans
X (M, P), il existe une suite de représentations {p,} C 0~1(O(s)) qui converge pour la
topologie Hausdorff-Gromov égquivariante vers une action isométrique minimale, petite et
non triviale, de m (M) sur un arbre réel T. De plus, pour chaque composante connexe
P, C P laction du sous-groupe m (P;) est triviale sur T. O

La démonstration du théoreme de I'image bornée résulte alors, par contradiction, de la
proposition suivante :

4.1.2. Proposition

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, vérifiant les hypothéses du théoréme
du point fize. On suppose que la variété quotient M /7 est atoroidale. Alors, toute ac-
tion isométrique de (M) sur un arbre réel T, obtenue comme limite (pour la topo-
logie Hausdorff-Gromov équivariante) d’une suite de représentations dans 0~(O(s)),
s € T(GoM), est triviale.

Démonstration de la Proposition 4.1.2 (cf. [Ka, §, 14]) : On considére une action isomé-
trique de 71 (M) sur un arbre réel T', vérifiant les hypotheéses de la Proposition 4.1.2. La
démonstration consiste & montrer d’abord que tout sous-groupe périphérique (i.e. pro-
venant du bord) agit trivialement sur I’arbre réel T. Puis on utilise la décomposition
de Jaco-Shalen [JS] et Johannson [Jo] de la variété apprétée (M, P), pour conclure que
l’action du groupe m; (M) est triviale sur 7'

Etant donnée une variété apprétée atoroidale (M, P), abord strictement incompressible,
une conséquence de la théorie de Jaco-Shalen [JS] et Johannson [Jo] est 'existence d’une
paire de sous-variétés (W, 9oW) C (M, 0y M) ayant les propriétes suivantes :

1) Chaque composante connexe de (W, 9W) est un fibré en intervalles, qu’on appellera
une fenétre de la variété apprétée (M, P).

2) La frontiere &, W = W — (8,W U P) est une réunion finie d’anneaux essentiels
proprement plongés dans (M, 0y M).
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3) Chaque composante connexe M; de M — W est soit un tore solide V' dont le bord
contient un anneau essentiel de 8; W, soit acylindrique (tout anneau essentiel, proprement
plongé dans (M;, 9M; N o M) est parallele dans M; & un des anneaux (W N M;, d(0;W N
M;)).

4) La paire (W, 8,W) est unique, & isotopie de paire pres, dans (M, 9oM).

Remarque : La sous-variété caractéristique de Jaco-Shalen et Johannson pour la paire
(M, 9,M) est la réunion de W et des composantes connexes de M — W qui sont des tores
solides. De plus, la paire (M, M) est acylindrique si et seulement si W' est vide.

Le théoréme suivant de J. Morgan et P. Shalen est le cceur de la démonstration de
la Proposition 4.1.2. 11 donne une nouvelle démonstration des résultats principaux de
[Th3, Th5].

4.1.3. Théoréme ([MS3])

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, a bord strictement incompressible et
qui n'est pas un fibré en intervalles. Soit W C M la réunion des fenétres de (M, P).
On suppose que le groupe fondamental w1 (M) admet une action isométrique minimale et
petite sur un arbre réel T, telle que Uaction induite par le groupe fondamental de chaque
composante conneze de P est triviale. Alors Uaction induite par le groupe fondamental de
chaque composante conneze de M — W est triviale sur T

Le résultat de compacité suivant, di & Thurston, est un corollaire direct de la proposi-
tion 4.1.1 et du théoréme de Morgan et Shalen.

4.1.4. Corollaire ([Th3], [MS3])
Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, & bord strictement incompressible. Si
(M, P) est acylindrique, l'espace X (M, P) est compact. O

Démonstration du Théoreme 4.1.3.— Nous allons maintenant esquisser la preuve de ce
théoréme suivant un argument qui nous a été expliqué par L. Potyagailo. Cet argument
utilise une version plus précise du théoréme de Rips, qui est due & V. Guirardel [Gui].

Le théoréme de Rips fournit une action minimale, non triviale et petite de m (M) sur
un arbre simplicial (cf. [BeF], [Pau2]). Le théoreme de Guirardel précise ce résultat, en
fournissant des actions de m (M) sur des arbres simpliciaux qui sont du méme type et
arbitrairement proches pour la topologie de Hausdorff-Gromov équivariante de ’action de
m(M) sur Parbre réel T.

La preuve du théoréme 4.1.3 découle alors du fait que les actions non triviales de (M)
sur ces arbres simpliciaux induisent des scindements non triviaux du groupe (M) le
long de sous-groupes Z correspondant & des anneaux essentiels de 6;W. La maximalité
de la sous-variété W impose alors que les groupes fondamentaux m;(M;) des composantes
connexes de M — W agissent trivialement sur ces arbres simpliciaux.
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La continuité de I'application T — ¢7(7y) dans la topologie Hausdorff-Gromov équiva-
riante, pour un élément fixé y € m; (M), et le théoreme de Guirardel [Gui] montrent alors
que les actions des groupes m(M;) sur arbre réel T doivent étre triviales. O

Une conséquence de l'atoroidalité de la variété quotient M /7 et du théoréme 4.1.3 de
Morgan et Shalen est :

4.1.5. Corollaire ([Ka, §14.17])

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, vérifiant les hypothéses de la Proposition
4.1.2. L’action du groupe fondamental de toute composante connexe de OM sur T est
triviale.

Démonstration du Corollaire 4.1.5.— Le théoréme de Skora [Sko] (cf. [Ka, Ch. 12], [Otal,
Ch. 8]) montre qu'’il existe une sous-surface compacte maximale S C 0M dont le groupe
fondamental contient, & conjugaison pres dans (M), tous les lacets v C M qui agissent
trivialement sur 7. En particulier S contient P.

La maximalité de la surface S et les lemmes 4.1.6 et 4.1.7 ci-dessous montrent que, par
une homotopie du bord, S peut étre rendue globalement invariante par l'involution de
recollement 7.

Le lemme classique suivant (cf. [Mor2, Lemme 11.8]) découle de la définition de la
métrique de Teichmiiller sur T (6o M) :

4.1.6. Lemme

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, d bord strictement incompressible. Soient
p1 et py deux points dans GF(M, P), tels que N(Op1,0p2) < k. Alors, pour tout lacet
yem(M):

(exp —26){(p1(7)) < €(p2(7)) < (exp 26)E(p1(7))- 0

Le lemme 4.1.7 est une conséquence du lemme précédent et du fait que ’application
T* 0 o contracte strictement les distances (lemme 3.2).

4.1.7. Lemme
Il eziste une constante 0 < kK < A(s, 7 o 0(s)), telle que pour toute représentation

p € 8710O(s) et pour tout lacet v C OM :

(exp —2k)€(p(T 0 7)) < £(p(7)) < (exp 26)€(p(T © 7). 0

Par passage & la limite, le lemme 4.1.7 implique pour un lacet v C OM linégalité
suivante : (exp —2k)r(7 0 7y) < Ir(v) < (exp 2k)ly(T 0 7).

D’ott 7(S) peut étre déformée dans S, et est isotope & S par maximalité de S.

Si la surface S n’est pas tout M, d’apres le théoréme 4.1.3 de Morgan et Shalen et le
lemme 4.1.7, son bord &S est une famille finie, non vide, de courbes essentielles sur OM,

qui est globalement invariante par 7 et contenue dans l'intérieur int(d,W) du bord des
fenétres W de (M, P).
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Le fait que le bord 8S de la surface S soit invariant (& homotopie prés dans OM) par
une homotopie globale de M permet de construire des anneaux ou des bandes de Mobius
essentiels (peut-étre singuliers), non paralléles & P et s’appuyant sur les composantes de
0S. Ces anneaux ou bandes de Mdbius s’obtiennent en poussant les courbes de 05 &
travers les fenétres. Puisque S est globalement invariant par 7, ils se referment en des
tores ou des bouteilles de Klein essentiels (peut-étre singuliers) dans la variété quotient
M /7, contredisant ainsi son atoroidalité. O

Ce corollaire montre que 1’action du groupe fondamental de chaque composante connexe
de M = 0, W est triviale sur T. C’est déja vrai pour les composantes connexes de M — W
par le théoréme 4.1.3 de Morgan et Shalen. C’est vrai pour une fenétre, car c’est un fibré
en intervalles et que I’action du groupe fondamental d’'une composante de son bord sur T
est triviale et factorise par 'action du groupe fondamental de la fenétre.

Le fait que l’action du groupe (M) est triviale sur T se démontre alors par récurrence.
On utilise la structure de graphe de groupes de m; (M), associée au scindage de M le long
des anneaux essentiels de 0;W, dont tous les stabilisateurs des sommets ont une action
triviale sur T. Pour plus de détails nous renvoyons a [Ka, §, 14.17]. g

Nous allons maintenant décrire la derniére étape de la preuve du théoreme du point
fixe selon Thurston.

4.2. Preuve du théoréme de la limite géométrique

Nous commencons par rappeler la définition de la convergence géométrique.

Définition.— Une suite de variétés hyperboliques pointées {(Np, Tr)}nen converge géo-
métriguement vers une variété hyperbolique pointée (Neo,Zoo) $i, pour tout B > 0 et
pour tout € > 0, il y a un entier ny tel que, pour n > ny, il existe une application
(1 + €)-bilipschitz fn : B(Too, R) = Cy qui vérifie :

(1) d(fn(2o0), Tn) <,

(2) B(zn, R—¢) C fn(B(2e, R)) C B(zn, R(1 +¢) +¢).

En général, ’holonomie po, € X (71(Neo)) de la variété hyperbolique limite est différente
de la limite simple des holonomies des variétés hyperboliques N,. Cela reste cependant
vrai sur les compacts de N.

4.2.1. Lemme

S0it {(Nn, Tn)}nen une suite de variétés hyperboliques pointées qui converge géomé-
triqguement vers une variété hyperbolique pointée (Neo, Too). Soit pn (resp. po) 'holono-
mie de la variété hyperbolique N, (resp. Ny ). Soit A C Ny un compact contenant le
point base T. Alors pour tout n € N, il existe un plongement (1 + €,)-quasi-isométrique
fni A= Ny, avec lim,,o €, = 0 et tel que : Vy € (A, Too),

Jim pr(frs(7)) = Poo(7)-
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Le théoreme de compacité suivant, di & Gromov dans le cadre plus général des variétés
riemanniennes a courbure sectionnelle pincée, est le point de départ de la preuve du
théoreme 4.2 de la limite géométrique.

4.2.2. Théoréme de compacité

Soit {(Nn,Zn) }nen une suite de variétés hyperboliques pointées, dont les points bases
ont un rayon d’injectivité uniformément minoré (par exemple par la constante de Margu-
lis). Alors, il existe une suite extraite {(Nn,, Tn,)}n.eN qui converge géométriquement vers
une variété hyperbolique (Neo, Too ). ]

On peut trouver une preuve de ce théoréme, pour le cas particulier énoncé, dans [CEG]
et [ThO].

Soit poo un point d’accumulation de H-1(O(s)). Une conséquence du lemme de Margulis
et du théoréme de compacité de Gromov est I'existence d’une suite de représentations
{pr}ren C 871 O(s)), qui converge vers p,, dans X (M, P) et telle que la suite de variétés
hyperboliques pointée {(H® /px(m1 M), zk) }ren converge géométriquement vers une variété
hyperbolique pointée (Qe, o) (pour une suite de points bases {zy txen convenablement
choisis).

Dans toute la suite, nous noterons Ny et N, les variétés hyperboliques (H® /py, (w1 M))
et (H?/poo(m1 M)). Nous dirons que la variété hyperbolique N, est la limite algébrigue de
la suite de variétés hyperboliques { N }xen-

Le lemme 4.2.1 montre qu’aprés une conjugaison convenable dans PSL,(C), on peut
supposer que 7 (No) = poo(m1(M)) est un sous-groupe du groupe G = m(Qw) C
PSL,(C). En fait, on peut identifier le groupe G & [’enveloppe de la suite {p(m1(M))}ken
(cf. [IM], [MT, Ch. 7]) :

G = {g = limgyoo g& € PSLy(C), g € pr(mi(M))}.

La limite algébrique N, est donc un revétement localement isométrique de la limite
géométrique Qoo Pour démontrer le théoréme de la limite géométrique il suffit de montrer
que ce revétement est de degré fini, grace au lemme suivant :

4.2.3. Lemme

Avec les notations ci-dessus, poo(m1(M)) = G si et seulement si poo(m1(M)) est d’indice
fini dans G.

Démonstration du lemme 4.2.3.— Soit g = limk,e0 px(7x) € G, avec v, € m(M). S'il
existe un entier n € N tel que g" = peo(7), avec vy € m (M), alors limg—e0 pr(Y177) = 1.
Comme G est un sous-groupe discret de PSLz(C), v~!4® = 1 pour presque tout k € N.
D’oll 74 est la racine k-ime de v pour presque tout k € N et g € poo(m(M)). a

Jusqu’a maintenant nous n’avons considéré que des variétés hyperboliques géométrique-
ment finies. La difficulté de la preuve du théoréme de la limite géométrique réside dans le
fait qu’a priori la limite algébrique Ny n’est pas géométriquement finie, pas plus que la
limite géométrique @, dont on ne contrdle méme pas le groupe fondamental.
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Comme le groupe 7, (Ny) est de type fini, No admet un coeur compact relatif Mo, C
Ny. C’est une sous-variété compacte dont I'inclusion est une équivalence d’homotopie, et
telle que la trace sur OM,, de la partie cuspidale NP est une réunion disjointe d’anneaux
et de tores que 'on note P

Par abus de langage, on appellera bout non cuspidal de Ny, I’adhérence d'une compo-
sante connexe de Ny, — { My U NP}, Les bouts non cuspidaux de N, sont alors en
bijection avec les composantes connexes de 0y Mo, = m.(cf [Bon]).

Un bout non cuspidal E C Ny, est dit géométriqguement fini si son intersection avec le
cceur convexe C(Ny) est compacte. Sinon il est dit géométriquement infini.

Un bout non cuspidal E, associé & une composante F C JpMu, est dit simplement
homotope dans N, & une géodésique fermée v C E — K. C’est une fagon trés restrictive
d’étre géométriquement infini. En particulier, un tel bout est difféomorphe au produit
F x [0, +oo].

Puisque, par hypothése, la surface 9, M est incompressible dans M, la surface Gy M est
incompressible dans M. Le groupe kleinien 7 (Ny,) vérifie donc la condition de Bonahon
[Bon). Le théoréme de Bonahon montre que Ny est difféomorphe & I'intérieur de la variété
compacte Mo,. En particulier chaque bout non cuspidal de N, est difféomorphe au produit
F x [0, 4+00[, pour une composante connexe F' C 9yMo. Plus précisément, F. Bonahon a
démontré le théoréme suivant :

4.2.4. Théoréme des bouts ([Bon])

Soit N une variété hyperbolique, dont le groupe fondamental est de type fini, non cy-
clique et posséde la propriété suivante : pour toute décomposition en produit libre de w1 (N),
il existe un élément parabolique qui n’est conjugué dans aucun des facteurs. Alors, tout
bout géométriqguement infini de N est simplement dégénéré. O

Pour plus de détails sur les bouts des variétés hyperboliques et la preuve du théoréme
des bouts nous renvoyons a [Bon].

Pour achever la preuve du théoréme de I'orbite bornée on doit montrer que la limite
algébrique N, est géométriquement finie, c’est-a-dire que ses bouts non cuspidaux sont
géométriquement finis.

Le théoreme suivant de Thurston permet de controler le revétement q : Ny, — Qo sur
les bouts géométriquement infinis de Ny.

4.2.5. Théoréme du revétement ([Th0, Ch. 9])

Soit p: N = Q un revétement localement isométrique d’une variété hyperbolique @ de
volume infini. On suppose que m(N) est de type fini, sans parabolique accidentel et qu’il
vérifie la condition de Bonahon. Pour tout bout géométriquement infini E C N, il existe
un compact K C E tel que la restriction de l’application de revétement p ¢ E — K est
propre et de degré fini.
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Remarque : Il existe un énoncé plus général, dii & R. Canary [Ca).

Démonstration du théoréme du revétement (cf. [ThO, Thm. 9.2.2], [Oh, Lemme 2.2)) : Soit
M C N — N le coeur compact de N. Soit £ C N — {M U N} un bout non cuspidal
et géométriquement infini, correspondant a une composante F' C oM. On note encore q
la restriction de ’application de revétement au bout E. Comme ce bout est difféomorphe
au produit F' x [0, +00f, cette restriction est de degré fini si et seulement si g~'(q(F)) est
compact. On raisonne alors par contradiction en supposant ¢g~!(¢(F)) non compact. Deux
cas peuvent se produire :

a) Il existe une composante & C ¢~ *(¢(F')) qui n’est pas bornée dans E.

b) L’ensemble ¢~!(¢(F)) admet une infinité de composantes connexes compactes, qui
sont des surfaces incompressibles immergées dans E.

Dans le premier cas a), puisque 7 (F) n’admet pas de parabolique accidentel, le théo-
reme des bouts montre qu'il existe une suite de courbes simples fermées 3, C F' qui sont
homotopes & des géodésiques v, C E, telles que toute suite extraite non stationnaire de
{Vn}nen s’échappe de tout compact de E et que les courbes =, restent & distance unifor-
mément bornée de ¥. D’ou la suite de géodésiques ¢(7,) reste & distance uniformément
bornée de la surface compacte immergée ¢(F') D ¢(X). Comme le normalisateur de 7y (F)
dans m1(Q) est réduit & lui-méme, il existe une suite extraite de la suite g(y,)nen qui
converge vers une géodésique fermée 7, homotope dans @ & I'image ¢(3) d’une courbe
simple fermée sur 3 C F'. Il existe alors une suite extraite de {7y, }nen convergeant dans N
vers une géodesique fermée homotope & 3, ce qui contredit le choix de la suite {7, }nen-

Dans le second cas b), ¢"(q(F)) admet des composantes S; et Sy qui sont des surfaces
immergées, disjointes et incompressibles dans £. Comme E est difféomorphe au produit
F x [0, +o0[, une fois les surfaces F, Sy et S, orientées, il existe des entiers k,¢,m € Z
tels que les cycles k[F], £[S1] et m[S,] soient homologues dans Z,(E, E N N°“P). 1] existe
donc une 3-chaine C' C C3(E, E N N°P) telle que C = ¢[S1] - m[Sy] € Z5(E, EN NUP),
D’ou1 0¢.(C) = 0 dans Z5(Q — Q*P, 3(Q — Q°“*P)), et ¢.(C) est un cycle non trivial dans
Z3(Q — QP 9(Q — Q°¥*P)). La variété Q — Q°**P serait alors compacte et Q aurait donc
un volume fini contrairement a I’hypothese. (]

Nous allons maintenant montrer comment déduire le théoréme de convergence géomé-
trique du théoréme du revétement.

On peut remarquer d’abord que la variété hyperbolique Qo a un volume infini, comme
limite géométrique de variétés hyperboliques de volume infini.

L’hypothése d’atoroidalité de la variété quotient M /7 va permettre d’éviter les para-
boliques accidentels dans peo(m1(M)) = m1(Noo)-

4.2.6. Lemme

Avec les hypothéses du théoréme de la limite géométrique, le groupe kleinien poo(mi M)
n’admet pas de parabolique accidentel.
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Démonstration du lemme 4.2.6 : L'ensemble des paraboliques accidentels de poo(m1M)
correspond & une famille finie P de courbes simples, fermées et disjointes sur Gy M, qui
ne sont pas paralleles entre elles, ni paralléles & OP. Ceci découle de 1’étude des cusps
accidentels dans le revétement hyperbolique NX de Ny, associé & une composante connexe
F C 6oM (cf. [Ka, § 6.21], [Morl, Ch. 12]).

Ces courbes 7 € P sont caractérisées par le fait que : limg—00 £(px(7)) = 0.

En particulier, toute courbe simple fermée sur dpM, qui est homotope dans M & une
courbe de P, est paralléle sur dyM & une courbe de P.

Si 'on suppose que l’ensemble P est non vide, le lemme 4.1.7 montre que I'involution
7 laisse globalement invariant cet ensemble : 7(P) = P.

Le lemme 4.2.7, ci-dessous, montre que 'on peut pousser les courbes de P dans la
sous-variété caractéristique de M. En particulier, on peut supposer que P C {GoW U A},
ou W C O0pM est le bord des fenétres W et A C JpM est une réunion d’anneaux,
appartenant au bord des composantes connexes de M — W qui sont des tores solides.

On utilise alors la structure de I-fibré des fenétres W et les anneaux essentiels de
ANO\W pour construire un tore (ou une bouteille de Klein) essentiel (peut-étre singulier)
dans la variété quotient M /7, contredisant ainsi son atoroidalité. 0O

4.2.7. Lemme

Soit (M, P) une variété apprétée hyperbolique, & bord strictement incompressible et
qui n'est pas un fibré en intervalles. Soit un point s € T(0oM). Il existe une constante
n > 0, ne dépendant que du point s et du type topologique (M, P), telle que tout élément
non parabolique v € m(GoM), ayant une longueur de translation £(p(7)) < n pour une
représentation p € 0~(O(s), est conjugué dans le groupe fondamental d’une composante
conneze de la sous-variété caractéristique de M. O

La preuve de ce lemme est assez technique et délicate. Elle utilise les tubes de Margulis,
associés aux lacets de longueur suffisamment petite sur 9y M, dans les revétements quasi-
fuchsiens correspondant aux composantes de bord qui les portent. Une analyse précise de
ces tubes permet de construire des anneaux essentiels (peut-étre singuliers) dans M, s’ap-
puyant sur ces courbes dans dyM. On peut alors pousser ces anneaux dans la sous-variété
caractéristique de M. Pour une exposition détaillée de cette construction nous renvoyons
a [Ka, §17.2.3], [Morl, § 12).

Nous pouvons maintenant expliquer la preuve de la premiére assertion du Théoreme de
la limite géométrique (cf. [ThO, Thm. 9.6.1.a], [Oh, Thm. 2.1)).

Démonstration de l’assertion 1) du théoréme 4.2 : Soit q : Ny — Qoo le revétement de la
limite géométrique par la limite algébrique. On veut montrer que son degré est fini.

Une surface plissée dans une variété hyperbolique N est une application f : § — N
d’une surface hyperbolique compléte S dans N, telle que :
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(i) tout point = € S appartient & I'intérieur d’un arc géodésique dont I'image par f est
un arc géodésique de N,

(ii) I'application f est injective au niveau des groupes fondamentaux.

Dans ce qui suit, nous identifierons une surface plissée avec son image f(S) dans N.
En particulier, le bord du cceur convexe de N est constitué de surface plissée, lorsque N
vérifie la condition de Bonahon.

Soit ' C 0pM une composante connexe. Comme le bout de la variété hyperbolique
Ny, correspondant a pi(m1(F')) est géométriquement fini, il existe une surface plissée Sy, C
OC(Ni) dans le bord du cceur convexe de Ny, telle qu’une composante connexe de Ny — Sy,
ne rencontre pas C(Ng). Une telle surface est unique et induit une structure hyperbolique
marquée sur F'. On peut donc lui associer un point [Sy] dans l'espace de Teichmiiller
T(F). Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite des points {[Sk]} ken

converge dans la compactification de Thurston 7 (F) de I’espace de Teichmiiller de F. On
rappelle que T(F) = T(F) U PL(F), ot PL(F) est 'espace projectif des laminations
mesurées sur I (cf. [FLP], [Th7]). On distingue alors deux cas :

a) la suite {[Sk]}ren converge dans T(F). On peut réaliser la limite par une surface
plissée Soo C OC(Noo) dans le bord du ceeur convexe de Ny, qui correspond & pe (1 (F))
(cf. [CEG], [EM]). Comme poo(m1(F')) n’admet pas de parabolique accidentel, le théoreme
de Thurston de compacité des surfaces plissées (cf. [Tho, §, 8.5], [CEG, Thm 5.2]) permet
de montrer que I'image ¢(S) C 0C(Qs) est la limite géométrique des surfaces plissées
Sk C OC(Nyg). On en déduit que le bout non cuspidal E,, de N, associé & S, est
géométriquement fini. De plus la restriction de l’application de revétement ¢ & ce bout
est un plongement. En effet, si So, C HP est un relevé de S, la convergence géométrique
des variétés Ny (respectivement des surfaces plissées Si) vers Qo (respectivement q(Sy))
implique que les translatés de S, par les éléments de T1(Qw), qui ne normalisent pas
¢.(m1(Sx)), sont disjoints. Or par hypothese, le normalisateur de g, (m(Sw)) dans 1 (Qoo)
est lui-méme ;

b) la suite {{Sk]}ren converge dans T(F) vers une lamination mesurée L.,. Comme
Poo(m1(F)) n’admet pas de parabolique accidentel, le théoréme de Thurston de compacité
des surfaces plissées (ayant un type d’homotopie fixé) (cf. [Th0, § 8.5], [CEG, Thm 5.2.18]),
montre que L est la lamination terminale d’un bout géométriquement infini du revéte-
ment NE de Ny, associé au sous-groupe poo(m1(F)). D’apres le théoréme du revétement,
Poo(m1(F)) est d’indice fini dans le groupe fondamental m;(E,,) du bout correspondant
FEw C Nuo.

La discussion des deux cas précédents montre que le bord du ceceur compact My, de Ny
a les propriétés suivantes :

(i) le groupe fondamental de chaque composante connexe de JyM,, contient, comme

sous-groupe d’indice fini, "image par p, du groupe fondamental d’une composante connexe
de 30M 3
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(ii) deux composantes connexes de JoMo ne sont jamais homotopes dans Neo, car le
groupe fondamental 7, (No) = m1(M) ne contient pas un sous-groupe de surface d’indice
fini.

Comme M et M, sont des variétés irréductibles, ayant le méme type d’homotopie,
leurs bords ont la méme caractéristique d’Euler. Les propriétés (i) et (ii) montrent alors
que, pour chaque composante connexe Fi, C JyM, il existe une unique composante
connexe F C GyM telle que poo(m1(F)) = m(Fw). En particulier I'isomorphisme poo :
7 (M) — m (M) préserve la structure périphérique et peut donc étre réalisé par un
difféomorphisme d’apres le théoréme de F. Waldhausen [Wa].

Il en découle que la restriction de I’application de revétement g sur les bouts non
cuspidaux de Ny est de degré fini, car elle est de degré 1 (d’aprés ce qui précede) sur
les bouts géométriquement finis et de degré fini sur les bouts géométriquement infinis
(d’apres le théoréme du revétement).

Puisque la partie non cuspidale de Ny, est réunion de son cceur compact My et des
bouts non cuspidaux, la restriction de ¢ & Noo — NP est de degré fini. Comme q envoie
la partie cuspidale de N, sur la partie cuspidale de Quo, 71(Noo) est d’indice fini dans
m(Qw) et le lemme 4.2.3 permet de conclure. O

Nous achevons maintenant la preuve du théoreme de la limite géométrique en démon-
trant Passertion 2). Ceci achévera donc la preuve du théoreme du point fixe 3.1, et par 1a
méme la preuve du théoreme de recollement 2.1.

Démonstration de lassertion 2) du théoréme 4.2 (cf. [Ka, §, 17.2.4]) : Le but est de
montrer, en utilisant 1’assertion 1), que tous les bouts non cuspidaux de la limite algébrique
Ny sont géométriquement finis.

Soient E* C Ny un bout non cuspidal, correspondant & une composante F'* C M et
E~ C Ny le bout correspondant & la composante F~ = 7(F*) C dpM. On consideére les
revétements py : N* = Ny et p-: N=— = Ny respectivement associés aux sous-groupes
m (F1) et m(F~) de m1(Noo).

Ces revétements ont respectivement une paire de bouts (Eg, Eft) et (Ejy, Er). Du
fait que lisomorphisme po, : 7 (M) — m1(No) préserve la structure périphérique, la
restriction des applications de revétements p* et p~ & un des bouts de chaque paire, par
exemple Ef et Ej, est une isométrie.

Deplus, siT = (f, f!): F*UF~ — F~UF™, la convergence géométrique implique que
lapplication d’identification f : F* — F~ induit un homéomorphisme quasi-conforme au
bord fe : N* — N~ qui transpose les paires de bouts : foo(Ef) = Ef et foo(Ef) = Ej .

Si le bout non cuspidal E* de N, est géométriquement fini, le revétement N+ est
quasifuchsien, d’ou le revétement N~ est quasifuchsien, et le bout E~ est lui aussi géo-
métriquement fini. En particulier, si le bout Et est géométriquement infini, les bouts
Ef ¢ N* et Ey C N~ sont géométriquement infinis. Puisque fo(Ef) = Ej, le bout
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Efr C N* est lui aussi géométriquement infini. Le théoréme du revétement montrerait
alors que p* est un revétement fini, contredisant ’hypothése que M et donc Ny, n’est pas
un fibré en intervalles. O

5. VARIETES MIROITEES

Nous allons maintenant décrire la partie topologique de la récurrence, qui permet de
ramener la preuve du théoreme d’hyperbolisation & celle du théoréme de recollement final.
Il s’agit de la partie la plus classique de la preuve du théoréme d’hyperbolisation. C’est
dans cette étape qu’on utilise 'existence d’une hiérarchie finie pour une variété hakenienne
de dimension 3. Cela permet de lui associer une complexité et donc de raisonner par
récurrence sur cette complexité. Nous suivons ici 'approche adoptée dans [Ota2, § 7],
auquel nous référons pour les détails.

Dans cette étape, il est nécessaire de considérer des hiérarchies adaptées a la notion de
variétés apprétées. Ce type de hiérarchie avait déja été considéré par K. Johannson [Jo]
dans la preuve de son théoréme sur les équivalences d’homotopie et la finitude du groupe
des difféotopies d’une variété hakenienne atoroidale.

Définition.— Une surface essentielle (F,0F) — (M,0M) est dite strictement essentielle
dans la variété apprétée (M, P) si elle vérifie les conditions suivantes :

1) OF est transverse a OP et minimise le cardinal de OFNOP dans sa classe d’isotopie ;

2) toute composante conneze de OF paraliéle a OP appartient @ P ;

3) il nexiste pas d’anneau incompressible plongé (S* x [0,1], S* x {0}, 5" x {1}) =
(M,0M, F), tel que la composante de bord S* x {1} C F) ne soit pas paralléle a OF'.

La proposition ci-dessous décrit une notion de hiérarchie qui est une extension naturelle

aux variétés apprétées de la construction classique d’une hiérarchie pour une variété ha-
kenienne (cf. [Jo], [Morl, § 4], [Ota2, § 7]).

5.1. Proposition

Si M est une variété hakenienne, toute variété apprétée atoroidale (M,P) admet une
hiérarchie du type suivant : il existe une suite finie (Mo, Po),...,(Mn, Pn) de variétés ap-
prétées atoroidales telles que :

(i) (Mo, Po) = (M, P) ;

(ii) pour k < n—1, il existe une surface conneze strictement essentielle Fy, C My (qui
nlest pas un disque et dont le bord est non vide si OoMy # 0) telle que Mgy, est obtenue
en coupant My le long de Fy. De plus, Pyy1 est obtenu en coupant Py le long de OFy et
en oubliant les composantes qui sont des disques ;

(iii) M, est une réunion de corps i anses (ou bretzels).
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On appelle n la longueur de la hiérarchie. L'existence d’une telle hiérarchie et le fait
que sa longueur soit bornée par une constante ne dépendant que du type topologique de
M résultent des deux lemmes classiques suivants :

5.2. Lemme de finitude de Haken-Kneser
Dans une variété compacte orientable irréductible de dimension 3, il existe au plus un
nombre fini h(M) de surfaces essentielles, disjointes et deuz d deuz non paralléles. [

5.3. Lemme
Une variété hakenienne est un corps a anses si et seulement si toute surface essentielle
dans M est un disque. 0

On définit alors la complezité de la variété apprétée (M,P) comme la paire ¢(M, P) =
(e(M, P),g(dM)) C N x N, ot £(M, P) est la plus grande longueur possible pour une
hiérarchie de la variété apprétée (M, P), donnée par la proposition 5.1, et g(OM) est le
genre du bord de M. On munit N x N de I'ordre lexicographique.

Une variété de complexité minimale est alors une réunion disjointe de boules (B2, 0).
De plus la complexité d’une variété apprétée décroit strictement lorsqu’on la découpe
le long d’une surface strictement essentielle.

La jolie idée de Thurston est d’associer & une variété atoroidale apprétée (M, P) une
variété atoroidale miroitée, & bord vide ou constitué de tores.

Définitions.— On appelle variété miroitée un couple (M ,H) formé d’une variété com-
pacte orientable irréductible M, & bord vide ou constitué de tores incompressibles, et d’un
sous-groupe abélien fini H = (Zq)* C Diff(M) engendré par des symétries par rapport d
des surfaces essentielles dans M.

On appelle type topologique de la variété miroitée (M, H) la variété apprétée (M, P)
ot M est l’espace sous-jacent du quotient M/H et P est l’espace sous-jacent du quotient
oM /H dans lequel on oublie les composantes qui sont des disques.

Remarque sur les kaléidoscopes : La structure de variété miroitée (M , H) est déterminée
par la stucture orbifold du quotient K = M /H. Cest la structure d’espace métrique sur
K=M /H dans laquelle tout point  a un voisinage localement modelé sur le quotient de
R® par un sous-groupe du groupe & huit éléments engendré par les symétries par rapport
aux trois plans de coordonnées. On appellera ce sous-groupe le groupe d’isotropie du
point z € K considéré. Le bord orbifold 8K de K correspond & I’orbifold quotient &M /H.
On appelle lieu singulier de l'orbifold X I’ensemble ¥ C Gy M des points ayant un groupe
d’isotropie non trivial. Dans notre cas c’est une sous-orbifold de dimension 2, dont ’espace
sous-jacent est le complémentaire dans M de I’espace sous-jacent du bord 9K.
L’ensemble des points, ayant un groupe d’isotropie d’ordre > 4, est une sous-orbifold
G C X de dimension 1. Son espace sous-jacent est un graphe trivalent dans d,M, dont
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les sommets correspondent aux points ayant un groupe d’isotropie maximal dans K. On
appelle 'adhérence des composantes connexes de ¥ — G les facettes de K.

On peut donc voir I'orbifold X comme un kaléidoscope & angles droits. Il est obtenu &
partir de la variété apprétée (M, P) en ciselant des facettes sur G M le long des compo-
santes connexes de dpM — G, dont le bord n’est pas un rectangle dans ce graphe.

Cette notion de kaléidoscope quotient est cruciale pour établir les propriétés utiles des
variétés miroitées. Le fait que pour la preuve du théoreme d’hyperbolisation on ait besoin

de considérer seulement ce type de kaléidoscopes a angles droits est une observation de
F. Bonahon.

5.4. Proposition

Soit (M, P) une variété apprétée atoroidale, I’ensemble AM (M, P) des variétés mi-
roitées atoroidales de type topologique (M, P) est non vide.

Démonstration de la proposition 5.4 : D’apres la remarque précédente, la preuve de la
proposition 5.4 consiste essentiellement & trouver un graphe trivalent G dans OpM ayant
les propriétés suivantes :

(i) I'adhérence de toute composante connexe du complémentaire dyM — G est soit un
n-gone ayant n > 5 sommets, soit un anneau avec au moins un sommet de G dans une
composante de bord, ’autre composante de bord étant incluse dans &P ;

(ii) toute courbe simple fermée y C Gy M, qui rencontre transversalement le graphe G
en au plus trois points et qui borde un disque dans M, borde un disque D dans 9, M dont
Iintersection D NG est le cone sur 0D N G.

(iii) toute courbe simple fermée v C &M, qui rencontre transversalement le graphe
G en quatre points et qui borde un disque dans M , borde un disque D dans 6pM dont
Pintersection DNG consiste en deux arcs disjoints d’extrémités &D NG , avec au plus deux
arétes paralleles de G les reliant dans D.

Le kaléidoscope K associé, dont les facettes sont obtenues en ciselant toutes les compo-
santes connexes de doM — G est irréductible et atoroidal au sens des orbifolds (cf. [BS]).
Dans notre cas c’est équivalent, via le théoreme du lacet et de la sphere équivariants
([DD], [MY]), & lirréductibilité et 'atoroidalité de la variété M, obtenue par miroitage
du kaléidoscope K le long de ses facettes.

L’irréductibilité découle de l'irréductibilité de la variété M, de Pincompressibilité de
OoM et des propriétés (i) et (i) du graphe G. L’atoroidalité découle de P'atoroidalité de
la variété apprétée (M, P) et des propriétés (i) et (iii) du graphe G.

Pour obtenir le graphe G ayant les propriétés voulues, on considére un voisinage ouvert
collier de P dans 0M, et une triangulation de son complémentaire dans M. On modifie
alors cette triangulation de la fagon suivante : on ajoute 3 sommets correspondant au
milieu des c6tés du triangle, puis les 3 arétes (paralléles aux cotés du triangle) qui les
Joignent deux a deux. On réitere cette construction dans le triangle inscrit et on joint
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chacun des sommets du nouveau triangle obtenu, au sommet correspondant du triangle
de départ. Le 1-squelette de la cellulation duale de cette triangulation modifiée a les
propriétés requises.

Pour les détails de cette construction due & E. Giroux, nous renvoyons & [Ota2,§ 7]. O

Définition On note HM (M, P) Uensemble des variétés miroitées (M, H) de type topolo-
gique (M, P) et admettant une structure hyperbolique compléte de volume fini, invariante
par H. Clairement HM(M,P) C AM(M, P).

Lorsque la variété apprétée M n’est pas virtuellement fibrée sur le cercle, le théoreme
suivant se démontre, grace au théoréme de recollement 2.1, par récurrence sur la com-
plexité c(M, P) de la variété apprétée (M, P).

5.5. Théoreme d’hyperbolisation des variétés miroitées
Soit (M, P) une variété apprétée atoroidale. Si M est une variété hakenienne,
HM(M,P)= AM(M, P).

Remarque : L’existence d’une structure hyperbolique compléte & volume fini, invariante
par le groupe des miroirs H, sur la variété miroitée M est équivalente a I’existence d’une
structure hyperbolique & volume fini sur le kaléidoscope quotient K = M /H, ayant les
propriétés suivantes :

(i) toutes les facettes de K sont totalement géodésiques,

(i) Pangle diédre de deux facettes le long d’une aréte commune de G est 7/2.

Grace 4 la proposition 5.4, le lemme suivant permet de déduire le théoréme d’hyperbo-
lisation pour les variétés apprétées du théoreme d’hyperbolisation pour les variétés miroi-
tées.

5.6. Lemme
Soit (M, P) une variété apprétée. Si HM(M, P) est non vide, (M, P) est hyperbolique.

Démonstration du lemme 5.6 : S’il existe une variété miroitée hyperbolique (M ,H) de
type topologique (M, P), le kaleidoscope K = M/H admet une structure hyperbolique
3 volume fini et totalement géodésique le long de ses facettes. L’ensemble des points
intérieurs et non singuliers de K s’identifie & I'intérieur d’un convexe de volume fini dans
K. Cela permet de munir M d’une structure hyperbolique géométriquement finie. O

Nous décrivons maintenant la preuve du théoréme d’hyperbolisation pour les variétés
miroitées, dont le type topologique n’est pas virtuellement fibré sur le cercle.

Démonstration du théoréme 5.5 dans le cas non fibré : L’étape initiale de la récurrence
est donnée par le cas particulier suivant du théoréme d’Andreev, qui montre que les
kaléidoscopes atoroidaux de type topologique (B?, 9) sont hyperboliques. Pour une preuve
de ce théoréme nous renvoyons aux articles originaux de E.M. Andreev [And1, And2], aux
notes de Thurston [Tho, § 13] et aux travaux de I. Rivin [Riv] (cf. [RH]).
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5.7. Théoréme d’Andreev ([Andl, And2])

Les trois conditions suivantes caractérisent combinatoirement un polyédre conveze de

volume fini et d’angles diédres w/2 dans H®, qui n'est ni un simpleze, ni un prisme trian-
gulaire :

(1) trois faces deuz ¢ deux adjacentes sont concourantes en un sommet ;

(2) deux faces non adjacentes, mais adjacentes & une méme face, sont concourantes
avec cette face en un sommet, ou sont disjointes ;

(3) quatre faces cycliquement adjacentes sont concourantes en un sommet ou trois des
faces sont deux a deuz adjacentes. ]

Définition.— Soit (M, H) une variété miroitée de type topologique (M, P). Une bonne
surface de découpage est une surface strictement essentielle et H-équivariante (F,0F) —
(M,0M), dont la projection F dans M = |M/H| est une surface proprement plongée,
qui est soit un systéeme complet de disques méridiens si M est un corps a anses, soit une
surface connezxe différente d’un disque et ayant du bord si OM # 0.

Les deux lemmes suivants constituent la premiere étape pour se ramener au théoréme
de recollement.

5.8. Lemme
Soit (M,H) une variété miroitée de type topologique (M,P). Si M est une variété
hakenienne, il existe une bonne surface de découpage dans (M, H).

Démonstration du lemme 5.8 : Soit K = M /H le kaleidoscope associé 4 la variété miroi-
tée (M ,H). En utilisant le fait que M est hakenienne, la preuve consiste & trouver un
sous-kaléidoscope F de dimension 2, strictement essentiel (au sens des orbifolds) dans K,
et ayant les propriétés suivantes :

1) Pespace sous-jacent de F est soit un systéme complet de disques méridiens si M est
un corps a anses, soit une surface connexe différente d’un disque et ayant du bord si M a
du bord.

2) le nombre de sommets de F (i.e. de points dont le groupe d’isotropie est de rang 4)
est minimal parmi tous les sous-kaléidoscopes de dimension 2 strictement essentiels dans
K et vérifiant la propriété 1).

Le relevé F' dans M de F est une bonne surface de découpage. Pour plus de détails
nous renvoyons a [Ota2, Lemme 7.3]. O

Soient (M, P) une variété apprétée et (F,0F) une surface proprement plongée dans
(M,0M). Dans ce qui suit, (Mp, Pr) désignera la variété apprétée obtenue en décou-
pant M et P le long de F', et en oubliant les composantes obtenues en découpant P
qui sont des disques. Nous utiliserons des notations analogues lorsque nous découperons
une variété miroitée (respectivement un kaléidoscope) le long d’une surface équivariante
(respectivement d’un sous-kaléidoscope de dimension 2).
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5.9. Lemme

Soient (M, H) une variété miroitée atoroidale de type topologique (M, P) et FcM
une bonne surface de découpage. Il existe une variété miroitée atoroidale (M', H') de type
topologique (M, Pr) et un sous-groupe K' C H' telle que la variété miroitée (M',K") soit
de type topologique (Mﬁ, OM).

Démonstration du lemme 5.9 : Soit F = F'/H le sous-kaléidoscope strictement essentiel
dans K = M/H. En découpant K le long de F, on obtient un kaléidoscope K dont le
bord contient deux copies F* et F~ de F. La preuve consiste alors & ciseler JF tet F-
de facon & obtenir un nouveau kaléidoscope K', de bord {0K}r et d’espace sous-jacent
|K'| = Mp. 1l 'agit en quelque sorte d’une version relative de la proposition 5.4. Pour
plus de détails nous renvoyons & [Ota2, Lemme 7.4]. La variété miroitée (M, H'), associée
au kaléidoscope K, a pour type topologique (Mp, Pr).

Soit K’ C H' le sous-groupe engendré par les symétries miroirs correspondant aux
facettes de F+ et F~. La variété miroitée (M', K') a pour type topologique (M F,OM 7))

O

Supposons par récurrence que HM(M, P) = AM(M, P) lorsque M est une variété
hakenienne, qui n’est pas virtuellement fibrée sur le cercle, et que la variété apprétée
(M, P) a une complexité c¢(M,P) < (£,9),avec £ >1oul=0et g > 1.

Les lemmes 5.8 et 5.9 permettent de montrer :

5.10. Proposition

Soit (M, H) une variété miroitée atoroidale de type topologique (M, P), tel que M n’est
pas virtuellement fibrée sur le cercle et que ¢(M,P) = (¢,9). Soit F c M une bonne
surface de découpage. La variété apprétée (MF,BMF), obtenue en découpant (M,0M) le
long de F', a les propriétés suivantes :

1) BOM 7 est strictement incompressible ;

2) (M, M) n'est pas un fibré en intervalles ;

3) (Mp, OMp) est hyperbolique.

Démonstration de la proposition 5.10 : La définition d’une bonne surface de découpage
entraine la propriété 1) et le fait que ¢(Mp, Pr) < (£, g). La propriété 2) découle du fait
que M n’est pas virtuellement fibrée sur le cercle.

Soit (M’, H') la variété miroitée de type topologique (Mg, Pr), donnée par le lemme
5.9. Puisque ¢(Mp, Pr) < (¢, 9g), 'hypothése de récurrence implique que M’ admet une
structure hyperbolique H-invariante. Cette structure hyperbolique est aussi K'-invariante,
pour le sous-groupe K’ C H', donné par la lemme 5.9. En particulier la variété miroitée
(M ', K') appartient & HM(M B oM %), qui est donc non vide. Le lemme 5.6 montre alors
que la variété apprétée (M S oM &) est hyperbolique. a

La proposition 5.10 et le théoreme de recollement 2.1 ont pour conséquence immeédiate :
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5.11. Corollaire

Soit (M, H) une variété miroitée atoroidale de type topologique (M, P), telle que M est
une variété hakenienne qui n’est pas virtuellement fibrée sur le cercle. Si (M, P) a une
complexité ¢(M, P) = (£, 9), int(M) admet une structure hyperbolique compléte de volume
fini. |

Le théoréeme de rigidité de Mostow [Mos] et le théoréme de Waldhausen [Wa] impliquent
que le groupe H est isotope & un groupe d’isométries de M. Comme H est un groupe
abélien, engendré par des involutions, l’existence d’une hiérarchie H-équivariante pour
M permet, comme dans [To], de montrer que H est en fait conjugué & un groupe d’iso-
métries de M. Dot la variété miroitée (M, H) appartient & HM (M, P). Ceci achave la
démonstration du théoréme d’hyperbolisation des variétés miroitées dans le cas non fibré.

L’argument donné revient & établir une version du théoréme de Waldhausen [Wa] pour
les kaléidoscopes (cf. [Ka, § 7]). On peut aussi, comme dans [Ota2, § 8], éviter le recours

aux théoremes de Mostow et de Waldhausen en établissant une version équivariante du
théoreme de recollement 2.1. O
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