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MONOPÔLES DE SEIBERG-WITTEN ET CONJECTURE DE THOM
[d’après Kronheimer, Mrowka et Witten]

par Daniel BENNEQUIN

Séminaire BOURBAKI

48ème année, 1995-96, n° 807
Novembre 1995

1. SURVOL

À nouveau l’autodualité, l’étoile de Hodge, mais l’apparition des spineurs de
Dirac et Cartan, la géométrie spin~ d’Atiyah et Penrose, racine carrée de la géométrie
euclidienne ; éclairé par de nouvelles dualités en théorie quantique des champs, Witten
a découvert un raccourci profond qui mène au trésor de la dimension 4.

Soit X une variété compacte orientée de dimension 4 ; le produit extérieur définit
une structure conforme canonique de signature (3, 3) sur le fibré A2 T*(X) des formes
de degré 2. Toute décomposition orthogonale A2 = A~_ (B A2 , avec A~_ dans le cône
positif, correspond à une structure conforme sur X. L’opérateur * de Hodge vaut +1
sur A~_ et -1 sur t12 . Une métrique riemannienne compatible sur X est déterminée
par la donnée supplémentaire d’un élément de volume dans A~ (cf. [Be], [D.K.]).

Un théorème topologique de Whitney ([Wh]), à l’origine de la théorie des classes
caractéristiques, se traduit en ces termes :

Il existe deux fibrés vectoriels complexes de rang 2 sur X, E+ et E-, mu-
nis de structures hermitiennes définies positives et d’un isomorphisme unitaire des
déterminants A2 (E_ ) -~ A2 (E+), tels que A~_ et A2 soient respectivement isomor-
phes aux fibrés su(E+) et su(E_) des endomorphismes anti-hermitiens sans trace.

Le fibré tangent T(X) s’identifie canoniquement à un sous-fibré réel de

Hom(E_, E+) (cf. § 4).
Les fibrés E+, E- relèvent le groupe structural S03 de A~_, A2 au groupe unitaire

U2. Ils permettent de relever le groupe structural S04 de T(X) à l’unique fibré en
cercle non-trivial Spinâ = Spin4 504.

La donnée de E+, E-, comme dans l’énoncé de Whitney, forme une spinc-
structure sur X ; les sections de E+ (resp. E_ ) sont les champs de spineurs positifs



(resp. négatifs). Le fibré en droite complexe L = A2 E+ (N A2 E_ ) est le fibré ca-
ractéristique de la structure ; sa première classe de Chern est congrue modulo 2 à la
deuxième classe de Stiefel-Whitney de X.

Les classes d’équivalence de spin~-structures associées à une métrique et une
orientation sur X forment un ensemble homogène principal pour le groupe de

cohomologie H2 (X ; Z) ; l’action sur ci(L) est c ~ ci(L) + 2c ( c f . [L.M.]).
(Les §§ 2 à 4 détailleront les rapports de spin~ avec l’autodualité.)
D’une occulte physique, les recherches de Seiberg et Witten sur la renormalisation

des théories de Yang-Mills N = 2-supersymétriques twistées ( c f . § 8), Witten ([Wi4])
a su extraire une équation des monopôles spin~ :

Fixons une métrique riemannienne et une structure spin~ sur X ;
l’inconnue est le couple d’une connexion unitaire A sur L et d’une section ~ de

E+ ;
à la connexion A est associé un opérateur de Dirac :

au champ de spineurs ~ un endomorphisme de E+ :

hermitien de trace 0, donc une 2-forme auto-duale cr(~, ~) G 
l’équation est le couple :

Dans la seconde équation, FA est la courbure de A, section de iA2 et F1 désigne
sa projection auto-duale.

Les deux équations sont quasi-linéaires du premier ordre, toutes deux non--

linéaires de degré 2 à l’ordre zéro. À cause de la deuxième, le système n’est pas
conformément invariant.

Lorsque (A, ~) est solution, beaucoup d’autres solutions s’en déduisent par trans-
formation de jauge et changement de phase de ~ : si h est une fonction de X dans le

cercle S1 C C, on peut remplacer (A, ~) par h. (A, ~) == (A - 2d log h, h~).
En un point fixe h ~ (A, ~) _ (A, ~), on a h = 1 ou ~ - 0. Lorsque ~ est

identiquement nulle, on dit que la solution est réductible. S’il existe une solution

réductible, le groupe de jauge Ç n’agit pas librement. Mais dans tous les cas, si l’on
choisit un point xo E X, le sous-groupe go des h valant 1 en xo agit librement.



Soit A l’ensemble des connexions sur L, £+ l’ensemble des champs de spineurs

positifs, S c A x £+ l’ensemble des monopôles de Seiberg-Witten, B = A x 

l’ensemble des classes d’équivalence de jauge, B* l’ensemble des irréductibles, M =

l’espace des modules de monopôles, M* les irréductibles, ~ = A x ~+/~o M =

les classes restreintes. Pour toutes les bonnes topologies, par exemple Sobolev

L2k pour A et ~+, L2k+1 pour g, k ~ 2, l’action de G est lisse, B est séparé, B* et B

sont des variétés, M et M sont fermés dans B et B. Le premier fait remarquable, qui
va donner un avantage aux monopôles sur les instantons, est le suivant :

Si X est compacte sans bord, l’espace des modules M est compact.

Cela résulte de l’estimation géométrique suivante ([Wi4], [K.M.3]) :
fonction courbure scalaire sur X ; en tout point x où atteint un

maximum local, on a :

L’origine de cette inégalité, et de bien d’autres propriétés de (SW), est la formule
de Weitzenbôck-Bochner-Lichnerowicz :

L’opérateur D~ : r(E_) -~ r(E+) est l’adjoint formel DÂ* de D!. Selon les désirs

originels de Dirac, l’opérateur du premier ordre DA est une racine carrée du
laplacien -0394A = vÂ V A de r(E- EB E+) modulo un opérateur d’ordre 0 ; mais c’est

justement le terme d’ordre zéro qui a des conséquences topologiques. Lichnerowicz

l’a remarqué en premier (cf. [Li] et [G.L.l]).
L’action de g sur A x £+ et l’opérateur SW de A x £+ dans r(E_) x qui

à (A, 03A6) associe (D+A 03A6, F1 - 03C3(03A6, 03A6)) font une sorte de complexe elliptique non-
linéaire. Supposons X compacte sans bord.

Sur un ouvert dense des métriques riemanniennes de X, SW est une submersion
en tout point de M* ; l’espace M* associé est une variété de dimension finie ([E.F.]).

On peut faire appel au théorème de l’indice d’Atiyah-Singer pour calculer la
dimension virtuelle de M*. Supposons X connexe :

L’indice réel de SW est égal au nombre d’Euler x+ du fibré orienté de rang 4
réel sous-jacent au ,fibré E+. Si M* ~ Ø, dimR M* = x+.

Si x est la caractéristique d’Euler de X et cr sa signature, on a :



La dimension de M est 1 de plus ; M* est un fibré en cercle sur .N! * .
Il peut être utile de perturber les équations de Seiberg-Witten en ajoutant au

second membre de la seconde équation une forme autoduale fixe iw (cf. [Wi4], [K.M.3],
[Tl]). Pour w générique, et sont des variétés. Leurs dimensions sont encore
x+ et 1 + X+ ~

La définition d’invariants de la structure différentiable orientée de X à partir des
espaces M réclame une élimination convenable des monopôles réductibles :

Le type de la forme d’intersection sur H2(X, R) est déterminé par les nombres
b2 et b2 ((1 = b2 - b2 , b2 = b2 + b2 ).

Si 1, pour une métrique générique de X, M* = M.
Et si b2 > 1, deux métriques génériques peuvent être déformées l’une dans l’autre

par un chemin qui évite les réductibles. D’où une fonction de EC(X) dans l’anneau
de cobordisme non-orienté du point, S2°.

Comme avait fait Donaldson ([D3]) pour orienter les espaces de modules des
équations de Yang-Mills, il est possible d’orienter canoniquement M* en choisissant
une orientation de l’homologie de X, c’est-à-dire une demi-droite dans

Q9 Det (H+ (X, R) ) . On obtient ainsi une fonction à valeur dans
l’anneau de cobordisme orienté dès que b2 > 1.

( Question : a-t-on une fonction de dans ?)
Si l’on souhaite des invariants numériques, on peut prendre la classe d’Euler du

fibré .NI -~ M, et l’élever à la puissance qu’il faut pour intégrer sur M. Alors, si

S E EC(X) est une classe de structure spin~, dont le nombre x+ est pair, on pose
sw(S) = ~.1~(~) (quantité qui dépend de l’orientation d’homologie), et si
x+ est impair, on pose sw(S) = 0. (Bien que x+ dépende de S via CI (L), sa parité
ne dépend que de X.)

Cependant, il n’y a qu ’un nombre fini de classes de structures spin~ sur X dont
les invariants de Seiberg- Witten ne sont pas vides ( c f . ~ 6).

Il semble que les plus pertinentes des structures spin" sur X soient celles dont le
~-)- vaut 0.

Dans ce cas, une section jamais nulle de E+ donne un isomorphisme de T(X)
avec E- ; la structure presque-complexe sur T(X) qu’on en déduit est compatible
avec la métrique. Inversement, une structure presque-complexe sur X fournit une
structure spin" canonique, pour laquelle E+ = e A 0,2 = 1 e K-1, E- = A 0,1 =
T’ (X ), L = AO,2 (= ~2 (E+) = A2 (E_ )), donc cl (L) = cl (X ) . Les autres structures
s’obtiennent en tordant celle-là par un fibré complexe de rang 1 quelconque.



D’après [Wu], les classes d’homotopie de structures presque-complexes sur X
sont en bijection avec les classes caractéristiques ci(L) telles que X + = 0 (i. e. les

ci E Z) telles que c1 ~ W2 modulo 2 et ci = 2x + 
On choisit des métriques adaptées, presque-Kàhler, pour écrire les équations

(SW). Si la métrique est de Kàhler, DÂ = B/2 (8 + â*).
Witten a montré que les surfaces kählériennes complexes telles que bt > 1 ont

des invariants non nuls. On rencontre la théorie classique des systèmes linéaires en

géométrie algébrique. Et chaque fois que les invariants sont stablement non-vides, on
a x+ = 0 (i.e. cl(L)2 = CI(X)2) (cf. [Wi4]). C’est ce que Taubes étend à présent
aux variétés symplectiques.

Les classes ci fournissant des invariants de Seiberg-Witten non-vides sont dites

basiques (au sens des monopôles).
Une question ouverte sur les monopôles : préciser le rapport entre les invariants

de Seiberg-Witten et les invariants de Donaldson ([D4]). Cette question semble aussi
importante pour les physiciens que pour les mathématiciens ( c f . § 8) .

Les classes basiques de Seiberg-Witten semblent coïncider avec les classes basiques
(au sens des instantons) de Kronheimer-Mrowka décrivant les polynômes de Donald-
son des variétés simples (cf. [K.M.2], [B3]).

Cependant, Taubes [Tl,2,3] a établi le lien entre les invariants de Seiberg-Witten
et ceux de Gromov ( c f . [G], [Bl,2]) pour les variétés symplectiques de dimension 4.
Le corollaire le plus frappant : il n’y a qu’une classe d’isomorphisme de structure

symplectique de volume donné sur le plan projectif complexe.

Lorsque x+(S’) = 0, le nombre sw(S) compte algébriquement le nombre de points
de M.

Mais déjà, sans orienter l’homologie, le nombre de points de M (générique)
compté modulo 2 s’avère très puissant, suffisant pour résoudre un problème de topolo-
gie de dimension 4 qui avait mérité le nom de "conjecture de Thom" :

Dans le plan projectif complexe P2(C), toute courbe algébrique complexe lisse C
de degré d est de genre 2 (d -1 ) (d - 2) ; la conjecture promettait que le genre de toute
surface réelle orientée connexe E plongée dans P2(C) homologue à C est supérieur à
celui de C. ( "Économie analytique" .)

Pour d = 1 ou 2, il n’y a rien à prouver. Si d = 3, le genre algébrique est 1,
le problème fut résolu par Kervaire et Milnor ([Ke.Mi.]). Pour d = 4 ou 5, il fallut

attendre l’usage de la signature équivariante par Rohlin et Hsiang &#x26; Szczarba (cf.
[B.We.], [Ro], [Hs.Sz.]) ; le résultat vient d’une inégalité générale g(E) > 4 d2 -1 (au
lieu du 2 d2 - 2 d+ 1 espéré). Avec d = 6 surviennent les invariants de Donaldson entre



les mains de Kotschick et Matic ( c f . [Ko.Ma.]). Au-delà ? Kronheimer et Mrowka
font appel aux équations de Seiberg-Witten :

THÉORÈME ([K.M.3] ).- g(E) > g(C) en tout degré.
Avec les modules d’instantons singuliers, Kronheimer et Mrowka avaient réussi

à établir l’inégalité pour les surfaces E qui coupent une droite projective pI (C)
de P2(C) en d points géométriques (cf. [K.M.1], [B3]). C’était un corollaire d’un
théorème valable sur toute surface projective complexe avec 3 : à l’exception
des sphères E d’auto-intersection 0 et -1, on a g(E) > 2 E . E + 1.

La "conjecture de Thom généralisée" énonce que sur toute surface projective
complexe de diviseur canonique K, toute surface réelle plongée orientée connexe E
homologue à une courbe algébrique complexe lisse vérifie g(E) > 1 + 2 E . E + 2 K . E.
On ignore encore la réponse, mais d’ores et déjà, la théorie de Seiberg-Witten a permis
d’établir un grand nombre de cas de la conjecture généralisée ; ce sont les travaux
récents de Kronheimer, Mrowka, Morgan, Szabô, Taubes, Auckley ( c f . [Au]).

Pour démontrer le théorème, Kronheimer et Mrowka accèdent au terme K . E
sous l’hypothèse E . E = 0.

Le mécanisme de la démonstration (qui sera reprise au § 7) :
En éclatant P2(C) sur d2 points, on arrive à une surface X simplement connexe

telle que b2 = 1, b2 = d2. Sa forme d’intersection a le type (1, -1, ... , -1) sur Z.
Soit H la classe d’homologie dans X d’une droite PI(C) qui évite les d2 points, et
El, ~ ~ ~ , Ed2 les diviseurs exceptionnels ; notre attention se porte sur une surface réelle
orientée connexe plongée E homologue à dH - El - ~ ~ ~ - Ed2. Alors E. E = 0. La classe
canonique K de X, opposée de la première classe de Chern CI(X), vaut (d - 3)H - E.
Le théorème à démontrer équivaut à g(E) > 1 + 2 K ~ E.

Comme X est analytique complexe, elle possède une structure spin~ canonique,
pour laquelle E+ = 1 C K-I, E- = T’(X) et ci(L) = ci(X) ; c’est celle-là que nous
retenons.

Pour chaque métrique riemannienne g sur X, il existe une unique 2-forme har-

monique auto-duale Wg dont la classe de cohomologie réelle vérifie = 1 et

Le signe de sera existentiel pour les monopôles. L’ensemble des

métriques est découpé en régions par les murs d’équation ci = 0. Dans chaque
composante connexe par arc du complémentaire des murs (une région de "bonnes
métriques" ), il est possible de définir à nouveau des invariants de Seiberg-Witten.
Celui qui va jouer un rôle maintenant est le nombre de points modulo 2 de M. (Nous
sommes dans le cas où x+ = 0. )



1) (Une propriété d’annulation)
La première sorte de métrique considérée sur X est construite en réunissant les

métriques standard de Fubini-Study sur P2 (C) et sur les exemplaires de P2 (C), qui
entourent les diviseurs exceptionnels, par de petits colliers d’âme S3. Gromov et

Lawson ([G.L.2]) ont montré que la courbure scalaire de ce genre de métriques est

partout strictement positive ; il n’y a donc pas de monopôles de Seiberg-Witten pour
elles (ni pour aucune métrique proche).

2) Pour ces métriques, si de plus les S3 ont de tout petits diamètres, la forme

canonique auto-duale w possède une intégrale voisine de 1 sur H et voisine de 0 sur

chaque cycle E; . Donc > 0.

3) Soit Y ~ E x S1 le bord d’un voisinage tubulaire de la surface E dans X ; Y

découpe X en deux pièces Xo, Xi. La deuxième sorte de métrique utile sur X réunit

des métriques bornées sur Xo et Xi par un très long tube Y x [-R, R], produit d’une

métrique bornée de Y par la métrique usuelle sur l’intervalle [-R, R] dans R. Notons

w(R) la forme canonique autoduale d’une telle métrique :

Si d > 3, pour R suffisamment grand, on a Ci(L) - w(R)  0 (cf. § 7).

4) (Le théorème d’existence)

Considérons un chemin C°° générique, gt, t E [0,1] de métriques sur X et soit

cvt le chemin de 2-formes canoniques associées ; supposons que la fonction Wt

de [0,1] dans R change de signe une fois entre 0 et 1 ; alors, les nombres de Seiberg-
Witten modulo 2 sur (X, go) et sur (X, g1) sont différents.

(Génériquement, il n’y a qu’un monopôle réductible pour une métrique où

ci(L) ’ w = 0 ; elle correspond à une bifurcation centrale de M .)

Conséquence : pour une métrique du type X (R) = Xo U (Y x [-R, R]) U Xi avec
R assez grand et si d > 3, il y a stablement des monopôles de Seiberg-Witten.

5) Quand R tend vers l’infini, d’une famille de solutions des équations de Seiberg-
Witten sur les variétés allongées X(R), il est possible de déduire une solution invari-
ante par translation sur le produit compact Y x ~0,1~ . (Ici intervient une intégrale à
la Chern-Simons.)

6) Un monopôle invariant par translation sur Y x [0,1] correspond à une solution
des équations de Seiberg-Witten en dimension 3 :

Identifions Y à Y x ~0} C Y x [0,1] ; pour la métrique produit, le long de Y,
A+ (T * (Y x [0,1])) et x [0,1])) s’identifient canoniquement à AZ (T * (Y) )



(qui est naturellement isomorphe à T(Y)) (avec un facteur conforme B/2) ; E+ et E-
s’identifient tous les deux à un fibré de spineurs hermitien E au-dessus de Y. (E est le
produit tensoriel d’un fibré complexe de rang 2, qui relève à SU2 le groupe structural

S03 de T(Y), avec un fibré en droites complexes dont le carré est la restriction de L
, 

à Y.) ,

Les équations de dimension 3 portent sur une connexion unitaire A sur L et sur
une section ~ de E :

La première est l’équation de Dirac stationnaire avec potentiel vecteur ; dans la

seconde, F~ est la courbure de A 1 et Q (~, ~ ) _ ~ ® ~ - 2 ( ~ ~ 2 .
Remarque ([E.F.]) : en descendant encore d’une dimension, on tombe sur des

équations analogues à celles de Ginzburg-Landau en supraconductivité.

La conclusion utilise la précision des estimations a priori :
On peut supposer d > 3 grâce à Kervaire et Milnor. Choisissons sur Y ~ E x S1

la métrique produit d’une métrique de courbure constante 2~r sur E et de la

métrique ordinaire sur le cercle S1 C C ; si bien que l’aire totale d’un E x {8}
vaut 1 et que la courbure scalaire en chaque point de Y égale 4~r ~(E). Soit (A, ~)
un monopôle pour cette métrique (et pour E) ; on sait qu’il en existe au moins un

d’après les étapes précédentes.
L’inégalité clef dit qu’en tout point :

Mais dans A2(T*(Y)) = su(E), on a :

donc la seconde équation de (SW3) entraîne la majoration ponctuelle :

Par ailleurs, le nombre de Chern cl(L) . E est égal à 2 JE F~. Donc :



2. STRUCTURE SPIN~, LA MÈRE

Pour le moment, n désigne un entier supérieur ou égal à 3. Le groupe fondamental
de GLn (matrices réelles n x n de déterminant > 0) est Z/2Z ; il agit sur le revêtement

universel Gn = GL~. Le demi-tour donne une action de Z/2Z sur Le groupe G~
est défini comme quotient de Gn x Sl par l’action diagonale. C’est un revêtement

non-trivial à deux feuillets de GLn x S1.
La cohomologie singulière de GL : = Z, Z) = 0, mais

Z/2Z) = Z/2Z ; Z) = Z/2Z, mais Z/2Z) = 0 ( cf .
[Bo]).

G  GLn est l’unique fibré en cercle non-trivial sur GLn .
Les mêmes choses se font pour le compact maximal SOn C GLn , qui est un

rétract par déformation, la construction de Gn donne Spinn et celle de Gn le groupe
spinn.

Soit .P 2014-~ B un fibré principal (à droite) de groupe structural GLn (ou 
(n > 3) au-dessus d’une variété B.

DÉFINITION.- Une structure spinc sur 03BE est une paire (~, f) formée d’un fibré

principal Q ~ B en groupe Gn (resp. Sping)et d’une application Q f P telle que
le diagramme suivant soit commutatif :

(Les flèches horizontales sont les translations à droite.)
Une structure spinc, (~’, f’) sur ç est équivalente à (~, f) s’il existe un Gn-

isomorphisme g de Q’ dans Q tel que f o g = f’.

Soit 03BE un SOn-fibré principal ; un peu d’oubli en fait un GL+n-fibré principal 03BE’, et
tout GL+n-fibré principal possède une réduction 03BE à SOn ; le procédé d’orthonormalisa-
tion de Gram-Schmidt fournit une bijection naturelle entre les classes d’équivalence
de spin~-structures sur ç et sur ~’, cf. Milnor [Mil,Mi2]. En mettant Gn à la place de
Gn, on obtient la définition de structure spin sur g ; en remplaçant GLn par GLn et
Gn par le sous-groupe GLn (et p par l’inclusion), on a la définition d’une orientation
de ~.



Suivant le modèle de Milnor, il y a la définition alternative :
Une classe d’équivalence de structure spinc sur 03BE est une classe de cohomologie

dans H2 (P; Z) dont la restriction à chaque fibre est le générateur du groupe cyclique

Une telle classe détermine une fibration en cercle Q -~ P ; quel que soit x E B,
la condition de restriction à Z) garantit que Qz - Px est isomorphe à p :

GL+n. La structure de Gcn-fibré principal est construite par cocycle.

LEMME.- Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une structure

spinc sur 03BE est l ’annulation de la troisième classe de Stiefel- Whitney W3 (P) E H3 (B; Z).
Et si W3(P) = 0, l’ensemble des classes de structures spinc sur 03BE est un espace

affine du groupe H2(B; Z) : l’action est (a, ~*(a) + S, pour a E H2(B; Z),
S E H2(P; Z).

En effet, on peut supposer B connexe ; la suite spectrale de Leray-Serre de la

fibration principale ~ à coefficients entiers fournit un isomorphisme -~

Z) et une suite exacte :

La troisième flèche est induite par l’injection de la fibre. Or l’image de d3 est engendrée
par W3 (P) ([Bo]), d’où le résultat.

La définition analogue pour spin est une classe dans Z/2Z) qui se restreint
au générateur de Z/2Z). La même démonstration avec la suite spectrale
modulo 2 et le d2, cf. [Mil], dit que l’existence d’une structure spin équivaut à

= 0 dans Z/2Z), et si W2(P) = 0, l’ambiguïté est Z/2Z). (Si
W3(P) = 0, l’annulation de W2(P) équivaut à H2 (P; H2 (B; Z) x Z/2Z.) .

Dans le cas de l’orientation, partant de H°(P, Z/2Z), on rencontre Wl(P) et
l’ambiguïté HO(B, Z/2Z).

La fonction (u, z) - z2 de Gn x 5’~ dans SI définit (par passage au quotient) un

homomorphisme de Gn dans le cercle. Si bien qu’à toute structure spin~ sur un fibré

p 1 B est associé un fibré en cercle L - ~-> B, appelé fibré caractéristique.

LEMME.- La réduction modulo 2 de la première classe de Chern cl (L) E H2 (B; Z)
est la classe W2(P) E H2(B, Z/2Z).

La composée de GLn x SI et de l’inclusion GLn x 6’~ c GL+2 se remonte
au revêtement à deux feuillets G~,+2 --~ Soit ~ : P - B et (q : B,



f : Q -> P) une structure spin~ sur ~, À : L - B son fibré caractéristique ; le fibré

ç x À s’étend en un GL+n+2-fibré principal B. L’extension de ~ à Gn+2
fournit une structure spin à Donc W2(PI) = 0 ; mais = W2 (P) + W2 (L).

La suite exacte des coefficients Z ~ Z-~Z/2Z donne en cohomologie l’homo-
morphisme (3 : H2{B, Z/2Z) -~ H3(B; Z) (le dit Bockstein) et W3 = ,Q(W2) +Wl ~ W2
(cf. [Mi.St.]). Ici Wi (P) = 0, donc W3(P) = 0 si et seulement si W2(P) est réduction
d’une classe entière.

Les groupes Gn et sont (naturellement isomorphes à) des sous-groupes de

Gn et Spinn, donc toute structure spin sur un fibré principal ~ donne une structure
spin~ sur ç (association compatible avec le Bockstein Z/2Z) -> H2 (B; Z)). Les
structures spin~ venant de spin sont celles qui ont un fibré caractéristique L trivial.

Quand B est simplement connexe, H2 (B; Z) est libre et les structures spin~ sont
classées par les relèvements entiers de W2 (P), et s’il y a une structure spin, elle est

unique.
Comme dans [Mi2] pour spin, lorsque B est réunion de deux ouverts Bi, B2, si
et possèdent des structures spinc équivalentes au-dessus de B1 ~ B2, il existe

(au moins) une structure spin~ sur ç équivalente aux données au-dessus de Bi, B2.

La théorie s’étend joliment à n = 1 et 2.
Si n = 1, SOI = {1}, Spin 1 = ~-1,1} C (et GLf = R+x,

Gi = R" c G1 = C", p(z) = Izi de Gi dans GLf). On peut recopier la définition
initiale de structure spin~ et de structure spin. Dans ce cas, ~ = I dB ; la théorie

spin est celle des revêtements à deux feuillets quelconques de B ; ils sont classés par
les éléments de Z/2Z). Et la théorie spin~ est celle des fibrations en cercle
orientées (ou des fibrés en plans orientés), classés par les éléments de H2 (B, Z).

Pour n = 2, identifions S02 à Sl c C ; Spin2 est l’unique revêtement double
non-trivial z - z2 de S~ dans SI. S’pin2 est le produit de deux cercles S1 x Sl,
l’application p : Spin2 -~ S02 est (z, w) - ziiJ, son sous-groupe Spin2 est donné par
z = tt). L’application caractéristique Spin2 ~ ’S~ est donc (z, w) ~ zw.

Une structure spin~ sur un fibré en cercle P ~ B équivaut à la donnée de deux
fibrés en cercle o:,/3 au-dessus de B dont les classes d’Euler dans H2(B, Z) vérifient
e(a) -e({3) = e($) (l’action libre et transitive de H2(B, Z) étant ~ ~ (a®~y, ,Q®~y*)).
Le fibré caractéristique L correspond à e(a) + e({3) ; on voit que e(L) = e(~’) mod. 2.

Une structure spin sur 03BE sera un revêtement double de P, non-trivial au-dessus
de chaque fibre de ~. La structure spin~ associée doit vérifier {3 = a* ; a est une
racine de ~.



Les revêtements doubles de S02 x SI forment le groupe Z/2Z x Z/2Z, Spin2
correspond à l’élement diagonal (1,1) (Abel-Jacobi). Une structure spin" donne un
fibré principal en tores T2 sur B : c’est Q - B.

D’après la suite de Gysin : HO(B, Z) ~ H2(B, Z) ~-> H2 (P, Z) T -> Z),
les deux fibrés a, (3 donnent le même élément de H2 (P, Z) ; c’est le f : Q -~ P ; il ne
suffit plus à déterminer la structure.

Exercice : étant données des structures spin" (resp. spin) sur deux des trois fibrés ~1,
~2, gi x ~2 au-dessus de B, quand est-ce qu’il y a une unique structure spin" (resp.
spin) compatible sur le troisième ( c f . [Mi2] pour spin) ?

DÉFINITION.- Une variété spin~ (resp. spin) est une variété orientée munie

d’une classe de structure spin~ (resp. spin) du fibré des repères tangents directs.
Pour chaque métrique riemannienne sur une variété spin~ (ou spin), on obtient

une structure spin~ (ou spin) sur le fibré des repères orthonormés directs.

Une variété connexe compacte orientée E de dimension 2 possède toujours au
moins une structure spin, puisque sa classe d’Euler est paire (2 - 2g ou 0) ; c’est une
racine du fibré tangent orienté. Elle possède aussi une structure spin~ canonique : a
est le tangent, (3 le fibré trivial. Les autres structures spin~ s’en déduisent en tordant
par les éléments de H2(E; Z) (= Z ou 0).

En dimension 3, Spin3 = U2 et Spin3 = SU2. Une structure spin identifie chaque
espace tangent à l’espace de la représentation adjointe d’un groupe spécial unitaire.

THÉORÈME (Stiefel).- Toute variété de dimension 3 compacte et orientée possède
une structure spin.

Voir [Mi.St.] ; en fait, toute M3 orientable est parallélisable.

THÉORÈME (Whitney).- Toute variété de dimension 4 compacte et orientée

possède une structure spin~.

Indiquons la raison de W3(X) = 0 selon [Hi.Ho.] (voir aussi [Wh], [E.F]).
Puisqu’en doublant une variété compacte orientée à bord, on obtient une variété

orientée fermée, on va supposer X fermée. On peut aussi la supposer connexe.
Tout élément C de H2 (X, Z/2Z) se représente par une surface connexe non-

orientable, donc par la réunion d’une surface orientable à bord et d’une bande de
Môbius. L’âme A de cette bande est un cycle de degré 1 dans X dont le double

vaut 0 dans Z). (En particulier, A est homologue à -A et l’orientation de
A importe peu.) C’est ainsi qu’on peut définir l’homomorphisme de Bockstein en



homologie (3 : H2(X, Z/2Z) -~ Hl(X, Z). Le noyau de ,Q est l’image de H2(X, Z)
par la réduction modulo 2 et l’image de ~3 est l’ensemble des éléments d’ordre 2 de
Hl(X, Z) (cf. Si C ne provient pas de H2(X, Z), A n’est pas homologue à
0. La dualité de Poincaré-Whitney dit que la forme d’enlacement sur la torsion de
l’homologie est non-dégénérée à valeurs dans Q/Z (cf. [Wh]) ; il existe donc une

surface orientée B (singulière) dans X, d’ordre 2 dans H2 (X, Z), disjointe de A, qui
enlace A un nombre impair de fois. L’intersection de B avec C vaut 1 modulo 2.

Or d’après Wu ([Mi.St.]), la classe duale de W2(X) dans H2(X, Z/2Z) est telle que
l’intersection modulo 2, W2 . B soit égale à B ~ B pour toutes les surfaces fermées B,
orientables ou non. Mais, lorsque B est orientée et d’ordre 2 dans H2(X, Z), son auto-
intersection à valeur dans Z est nulle, donc W2 . B est pair. En faisant C = W2(X),
on voit que W2(X) provient d’une classe entière. C.Q.F.D.

3. L’ALGÈBRE DE CLIFFORD ET LA PUISSANCE EXTÉRIEURE

V est un espace vectoriel réel euclidien de dimension n, n E N. L’algèbre de
Clifford C(V) est le quotient de l’algèbre tensorielle T(V) 
par les relations, b’x E V, (x ( x) 1= 0. En tant qu’espace vectoriel, avec action
du groupe orthogonal 0(V ), C(V) est canoniquement isomorphe à l’algèbre extérieure
A(V ) : x E V va sur x, sur ) (xy - yx), x /1 z sur 6 (xyz + yzx + zxy - yxz -
xzy - zyx) et cetera. La parité du degré des tenseurs donne une graduation d’algèbre
C = ei compatible avec la décomposition A = A~°> 0 A (1) en multi-vecteurs
pairs et impairs.

Si n = 1, C est isomorphe à C ; pour n = 2, on trouve le corps des quaternions
H, n = 3 le produit direct H x H, n = 4 l’algèbre des matrices 2 x 2 sur H...

Soit l’algèbre complexifiée C(V) 0RC ; pour n pair, n = 2m, c(C)
est isomorphe à l’algèbre des matrices 2m x 2m sur C, M2m (C), et la sous-algèbre

au produit direct x pour n impair, n = 2m + 1, est

isomorphe au produit M2m (C) x M2m (C) et à M2Tn(C). (Voir [Bbk], [A.B.S.],
[A], [C].)

L’antipodie de V, -x, se prolonge en un unique anti-automorphisme anti-
C-linéaire, a H a, de l’algèbre C(c). Par exemple, pour x, y, z E V, xy = yx,
ixy = -iyx, xyz = -zyx, ...

Le groupe spin~, est le groupe des éléments inversibles a de la partie
paire satisfaisant à aa = 1 et dx E V, E V.



Le sous-groupe Spin(V ) est l’intersection avec la partie réelle (V) de (V).
Le quotient SpinC(V) / Spin(V) s’identifie à S1.

Pour tout a E SpinC(V), l’application x H 03B1x03B1-1 appartient à SO(V) ; on la
désigne par p(a).

Avec V = Rn, on retrouve les groupes SOn, Spinn, Spincn.

Lorsque n est impair, n = 2m + 1, n’a qu’un module simple E ; il est de

dimension 2m.

Lorsque n est pair, n = 2m, possède deux représentations irréductibles (de
dimension 2m-I) non isomorphes ; pour les distinguer, il faut choisir une orientation
sur V :

Soit el, ~ ~ ~ , en une base orthonormée directe de V, l’élément q5 = en de

C(c) est dans le centre de C~~) mais pas dans le centre de c(c). Son carré vaut 1.

Un changement d’orientation change q5 en -~y5.
L’orientation de V, avec la métrique euclidienne, donne aussi un opérateur * de

Hodge de A(V) dans A(V) : a A *(3 = (a ~,~) en. L’identification de A(V)
avec C(V) est telle que sur les p-vecteurs a :

q5.a = a.

(cf. [A]).

Soit E l’unique module simple de C~C) ; la tradition pose E+ = E,
E- = 1-;1’5 E. Leurs éléments s’appellent spineurs positifs (resp. négatifs). (Par-
fois on dit semi-spineurs. )

Il existe une structure hermitienne définie positive sur E, unique à un scalaire
près (dans R~), telle que E E, a E C(~), (a(cp), ~) _ (~, â(~)). Elle rend E+
et E- orthogonaux. La représentation de Sping dans E est unitaire.

L’espace E n’est défini qu’à isomorphisme (presque unique) près, mais l’espace
projectif associé P(E) et la paire de sous-espaces enlacés P(E+), P(E_) sont cano-
niquement définis par V. P(E) est l’ensemble des idéaux minimaux à droite de

(V) ; le groupe O(V) y agit projectivement, le sous-groupe SO(V) respecte
P(E+) et P(E_). Il faut passer au revêtement Spin(V) pour avoir une action linéaire.

Quand n est un nombre pair, une structure complexe sur V avec une forme
hermitienne relevant le produit scalaire de R à C donne un modèle privilégié de
l’espace des spineurs :



E est l’algèbre extérieure de V en tant qu’espace vectoriel sur C, graduée mo-

dulo 2 par la parité du degré des multi-vecteurs, E = E+ (B E-. La forme sur V fait

de E un espace de Hilbert et E- = Ej .
Soit x E V ; la multiplication extérieure e( x) ( cp) est un endomorphisme

de E qui échange E+ et E- ; il en va de même de l’adjointe e(x)*. L’endomorphisme
= e(x) - e(x)* vérifie o ~y(x) _ -(x ~ x)1. Donc, s’étend en un unique

morphisme d’algèbres C(V) -~ Endc (E) . La représentation qu’on déduit de est

la représentation spinorielle ; elle se casse bien suivant E+, E- ; elle est unitaire.

Lorsque n est impair, n = 2m + 1, V est hyperplan réel d’un espace de Hilbert

complexe F de dimension m + 1 sur C ; C(V) s’injecte dans C(F), C(°) (V ) dans
C(°) (F). Appliquons la construction précédente à F. La multiplication de Clif-

ford par la normale unité eo à V dans F échange E+ et E- ; elle commute avec

l’action de C~~ (V). Les deux représentations E+ , E- de C{C) (V) sont isomorphes à
la représentation spinorielle ( c f . [C]).

4. LES FRÈRES SPINc EN DIMENSION 4

La leçon de Penrose : pour notre espace-temps, les spineurs et les twisteurs sont

plus fondamentaux que les vecteurs et les tenseurs, cf. [P.R.], [A.H.S.] et [C]. Nous
allons adapter la leçon pour construire un monde euclidien de dimension 4 en partant
d’une paire d’espaces de spineurs.

A) Commençons avec l’algèbre linéaire, en reprenant au début :

E+ et E- sont deux espaces vectoriels sur C de dimension 2. Soit W l’espace

Hom~(E_, E+) ; pour disposer d’une forme quadratique à valeurs complexes sur

W, donnons-nous un isomorphisme À de A2(E_) sur A2(E+) (i.e. juste un vecteur

7~ 0 dans la droite complexe Hom(A2(E_),A2(E+)). Si x : E_ -~ E+ est linéaire,

l’application A2(x) : A2(E_) -~ A2(E+) s’écrit Q(x)À. La fonction Q : W - C est
une forme quadratique inversible (le À-déterminant). Grâce à À, on peut aussi associer
à tout élément x de W un (À)-adjoint x’ E Hom(E+,E-) ; c’est l’unique morphisme
tel que, pour tout ~p E E+ et tout 9 E E- :

~(x~(~P) ~ ~) = x(~) ~ ~P~

Si l’on choisit une base (c~l, p2) de E+ et une base (~1, ~2) de E- en prenant
soin d’avoir a(~1 ~ ~2) = pi A ~P2, x est représenté par une matrice 2 x 2 complexe



a ~~ . ) ; on a Q(x) = ad - bc et x’ = , l’opposée de la transposée de la

matrice des cofacteurs. Donc x’x = -Q(x) 1E_, xx’ = -Q(x) lE+.
Réunissons les frères dans l’ordre E = E- x E+, et à tout x E W, associons

l’élément

de End(E). On a dx, 

L’antisymétrisation ~ (~(x) ~(y) - ~y(y) ~(x)), 6 + ~ ~ ~)~ 24 
~y(z) ~y(t)+~ ~ ~), définit un isomorphisme d’espaces vectoriels de A(W) sur End(E),

que nous appellerons aussi)’. On constate que A~ = W va sur l’ensemble des

morphismes auto-(À)-adjoints échangeant E+ et E- (par définition), que A2 va sur
l’ensemble des morphismes préservant séparément E+ et E- à traces nulles sur

E+ et sur E- (c’est-à-dire sl(E-) x sl(E+)), A3 sur les morphismes anti-auto-(À)-

adjoints échangeant E+,E- (z.e. les A4 sur les multiples de

(-lE_, lE+), et bien sûr A° sur les multiples de (lE_,1E+).
La version complexe de 1’ * de Hodge en résulte : on choisit comme unité de volume

dans A4(W) le vecteur (lE_, -1E+) (pour que 03B35 = i2ere2e3e4 soit (-lE_, lE+)). Les
sous-espaces A~_ et A2 de A2 associés aux valeurs propres +1 et -1 correspondent
bien à sl(E+) et sl(E_ ).

Remarque.- Supposons qu’on choisisse un isomorphisme T de E- avec E+ (le même

espace vectoriel réel que E+, mais avec la structure complexe z ~ c~ = zcp), en exigeant
que l’isomorphisme qui s’en déduit via À entre A~(E+) et soit de module

1. On peut alors identifier E- à E+ et, pour chaque application linéaire x de E+
dans E+, définir une application conjuguée x de E+ dans E+ est le nom

antilinéaire de l’identité de E+, on a x(cp) = z(Ç3)). L’espace vectoriel réel M des

x E W satisfaisant à x = x’, muni de la forme quadratique Q, est lorentzien de

signature (1, 3). (Et iM est lorentzien de signature (3,1).)

Que faire pour avoir une structure réelle sur W et retrouver l’espace euclidien de

dimension 4 réel ? LE PÈRE.

Installons sur E+ et E- des structures hilbertiennes telles que A : A2 (E_ ) --~
A2(E+) soit de norme 1. L’espace somme E hérite d’une métrique hermitienne.

Prenons pour V l’espace des x E W dont l’image )’(x) dans End(E) est anti-hermi-
tienne.



Concrètement, x E Hom(E_, E+) appartient à V quand :

x* - -x’.

La forme Q restreinte à V est réelle définie positive ; W s’identifie à V(c) =
V ~ R C, iV est l’espace des éléments hermitiens : x’ = x* .

Le sous-espace vectoriel V de W est défini par le système d’équations quadra-
tiques

xx* = Q(x) 1.

En choisissant des bases unitaires (cpl, p2) de E+, (~l, ~2) de E- adaptées à a,

les éléments réels (i.e. dans V) s’écrivent ( , _ ). Ce sont les quaternions de

Hamilton, plongés dans l’algèbre des matrices 2 x 2 sur C.

Le repère orthonormé direct (el, e2, e3, e4) de V naturellement associé au repère
spin~ (c~l, ~2~ ~1, ~2) est offert par les matrices de Pauli multipliées par i :

(Avec les notations des livres de physique, ui = u2 = iuy, u3 = iuz, u4 = 1.
Le hamiltonien d’un spineur à deux composantes de R3 dans un champ magnétique
constant s’écrit H = Eu4 + û, c f . [F], [Di].)

Le sous-espace réel A~_(V) de A~_(~) s’identifie à l’ensemble su(E+) des endo-
morphismes anti-hermitiens de trace nulle de E+. La base associée au repère spin~
(~1 ~ ~2 ~ ~1 W2) s’écrit bien avec les matrices u : 

.

De même, A2 (V) s’identifie à 5it(E’-), la base associée à (~pl, cp2, ~1, ~2) étant :



Ces identifications dilatent les longueurs de B/2 si l’on met sur A2 la métrique usuelle
et sur su2(C) la métrique Par exemple, dans A2, = B/2 ,
dans su2, (~2 u3 (~ = 2.

L’espace vectoriel E+Q9E+ est canoniquement isomorphe à End(E+) : si T ~ E+,
(~ ® cp) (T) = (’ljJ, T) p. En prenant la partie sans trace, on définit donc une application
bilinéaire sur C, cr : E+ x E+ --~ A+ ( W ) :

La forme quadratique réelle associée prend ses valeurs dans identifié aux

éléments hermitiens à trace nulle de End(E+), c’est-à-dire i su(E+).
En revenant à la base spinc, si cp = alcpl + a203C62, 03C8 = blcpl + b203C62, la matrice de

est (a1 a2) ( bl b2 - ) 1 2 ( bl b2 ) (a1 a2), ce qui donne:

(On reconnaît les formules de Cartan [C], p. 50, pour le bivecteur associé à deux

spineurs conjugués de R3 . )

L’algèbre de Clifford complexifiée C(C)(V) s’identifie à Endc(E). Le groupe

Spin(V ) s’identifie ainsi à SU(E_ ) xSU(E+) ; il relève l’action de SO(V ) sur AZ x A+ ;
on a Spin4 = SU2 x SU2. Le groupe est le sous-groupe de U(E_) x U(E+)
formé par les couples de transformations qui ont le même déterminant. On retrouve

Spinâ = (SU2 x SU2 x 

Partant de deux plans E+, E- liés par A : A~(E-) -=~ A2(E+), en passant
par V, on aboutit à deux espaces euclidiens réels de dimension 3, A~_(V), A2 (V)
canoniquement isomorphes à su(E+), su(E-) (avec des longueurs contractées par

2).

Et si l’on voulait construire notre espace euclidien de dimension 3 à partir de

rien ?



On se donnerait un seul plan complexe, disons D, muni d’un produit hermi-
tien défini positif ; l’espace imaginaire serait le sous-espace réel serait su(D),
(a = -a*, Tr(a) = 0) ; la métrique étant le déterminant. C’est ainsi que Spin3
s’identifie à SU2 et Spin3 à U2 = SU2 x 

Soient D+ et D- des espaces de spineurs (à deux dimensions complexes) pour
A~.(V) et AZ (V) ; Schur affirme l’existence d’isométries f~ : E~ --~ D~, chacune
définie à une phase près dans Si l’on se donne en plus un isomorphisme unitaire
~ : AZ (D_ ) -~ A2 (D+), la compatibilité avec À diminue l’ambiguïté de phase : changer
f + en eiaf+ force à changer f- en ou Si bien que l’isomorphisme
Hom(D_, D+) -~ Hom(E_, E+) = v(C) est déterminé à {~1} près. Ce {~1} est le
centre de SO (V ) .

En termes de groupes, A2(R4) est la représentation adjointe de S04, la décompo-
sition par * en A~_ 0 A2 exhibe le revêtement double S04 -> S03 x S03. Un choix
{D_, D+} correspond au morphisme U2 x U2 -> S03 x S03 , et la donnée de 03BA restreint
à Spin§ ; la reconstruction de S04 vient du losange commutatif :

Soient a et /3 des éléments de 2+(W) et A2 (W) ; la représentation de Clifford 03B3
permet de les considérer comme des endomorphismes (sans trace) de E+ et E_. Soit

l’endomorphisme de W associé. (W s’identifie à E* Q9 E+ et ~*. à E_.)

LEMME DU A2.- Pour la métrique Q, u(a,,Q) est antisymétrique et le bivecteur
associé dans A2 (W ) est 2a + 2,Q. En particulier, si a et ,Q sont réels, u l’est aussi.

En tant que représentations du groupe S04, 2+ et 2- sont irréductibles et non-
isomorphes (leurs caractères sont 8+ = zl z2 + + 1, 03B4_ = z1z-12 + zii Z2 + 1).
En tant que représentation de S04, l’espace End(R4) = R4 Q9 R4 se décompose en
R ffi 8(0) (B A~. (B A2 , trace, symétrique sans trace, antisymétriques. D’après l’équi-
variance et Schur, il existe donc des constantes universelles a, b E R, telles que pour
tout (a,,Q), u(a, ~i) = aa + b,Q. On teste dans une base spin~ sur a = ,Q = 
on trouve a = b = 2.



Le facteur 2 ici et le B/2 là-bas se compensent heureusement :
Soit Pf(u) le pfaffien de u ( cf. [Bbk], [Mi.St.]) ; vus comme endomorphismes, a

et {3 ont des déterminants (la métrique naturelle sur su2 ) .

COROLLAIRE.- Pf(u) = Det(a) - Det(/3).
Dans une base spinc, (03C61, 03C62, 03C81, 03C82), si a = A1u1 + A2u2 + = B1u1 +

B2u2 + B3u3 et que u est représenté par la matrice dans la base des ea :

Si l’on ajoute à a E End(E+) et (3 E End(E-) des homothéties A4lE+ et B41E_,
A4, B4 E C, l’homothétie (A4 - B4)1W s’ajoute à u(a, /3) dans End(W). La condition

pour rester dans A~ est donc A4 = B4.
La métrique déterminant sur = iR + su(E+ ) est lorentzienne de signature

(3,1).
Si A4 = B4, on a encore Pf (u) = Det(a + A4) - Det(/3 + B4).

B) À présent, la géométrie différentielle des spin~ :

Soit X une variété de dimension 4. Donnons-nous deux fibrés vectoriels complexes
de rang 2, E+ et E- au-dessus de X ; supposons-les rattachés par un isomorphisme À
de AZ (E_ ) dans A2 (E+), et munissons-les de structures hilbertiennes de telle sorte que
À soit unitaire. Alors, le fibré vectoriel réel orienté de rang 4, V, des homomorphismes
anti-À-hermitiens de E- dans E+ est associé à un unique fibré principal P de groupe

S04 au-dessus de X. L’ensemble des repères spin~, bases unitaires des fibres de E+
et E- reliées par À, constitue une structure spin~ sur P.

Tout isomorphisme réel f du fibré tangent T(X) sur le fibré V donne une orien-

tation de X, une métrique riemannienne sur X et, en prime, une structure spin~ de

la variété X.

Le fibré caractéristique L est canoniquement isomorphe à A2 (E+) et à A2 (E_ ) .
Réciproquement, quand X est une variété riemannienne orientée de dimension 4

munie d’une structure spin~, la représentation spinorielle (unitaire) de Spinâ donne

un sextuplet (E+,E-,À,( ( )+, ( )_, f ).

Remarque.- Si l’on se donne une orientation et une métrique riemannienne sur X, et

des isomorphismes g~ : A~(T*(X)) --~ su(E~) conformes de rapport B/2, il existe une
isométrie de T(X) sur V rendant tout compatible ; elle est déterminée à l’antipodale

près -idv.



Soient V+ et V- des connexions unitaires sur E+ et E- ; supposons qu’elles
induisent la même connexion A sur L, et notons (abusivement) V- la connexion
contragrédiente sur E- = E**.. La formule V = D_ ® 1+ + 1_ ® V+ définit une
connexion métrique sur V, donc une connexion affine métrique sur T (X ) ; elle est

indépendante de A ( c f . lemme 112 ) .
(Dans une trivialisation locale spin~, ((P1, ~2 ~ ~Y1 ~ Y~2) de E+, E-, V+ = d+a+A4,

v- = d + ~3 + A4, a E r(T* Q9 su(E+)), (3 E r(T* Q9 su(E-)), A4 E r(iT*) ; on a
A = d + 2A4 et D = d + 1 ® a - t~i ® 1= d + E r(T* Q9 so(T)) ; vue dans
r(T* Q9 A2 (T) ) , u = 2a + 2/3.)

Voyons la torsion de V :

C’est un 3-tenseur sur X ; sa définition rend évidente l’antisymétrie en les vecteurs

x, y. Mais le caractère métrique lui associe un tenseur T~ antisymétrique en y, z. Cela
fait deux manières différentes de représenter la torsion par un élément de A2 (T ) Q9 T,
et deux étoiles de Hodge (au moins) brillent sur la torsion, * et *~. La seconde offre
une notion de torsion spin~ :

LEMME.- Soit A une connexion unitaire sur L ; il existe une unique connexion
unitaire D+ (resp. sur E+ (resp. E_ ) relevant A, telle que T = - *~ T (resp.
T = *C T) , pour toute connexion unitaire V- (resp. D+) sur E- (resp. E+) relevant
A.

Même preuve que [Mi.St.], p. 302, en utilisant le lemme du A2.
Plusieurs étoiles sont permises car R4 est de multiplicité 2 dans la décomposition

de A2 (R4) Q9 R4 en représentations irréductibles de S04.
Les connexions V1 et V~ mises ensemble dans DA Q9 1+ + 1- Q9 D+ produisent

la connexion de Levi-Civita V, sans torsion, sur T(X).
La courbure riemannienne aussi se dit en termes de spineurs. Références :

[A.H.S.], [H] et [Gau].
Soient Rf et R~ les courbures de deux connexions unitaires V+,V- relevant A

sur L, R~ E = iSt2 ® (S~2 ® 11~ ) ; la courbure FA de A est le double
de la composante suivant i02. Notons R~ la composante de R4 dans 02 Q9 A~. La
courbure R de V est égale à -~R-0l++l_(g)~+ ; dans S~2®A2, elle vaut 2R+ + 2R- ;
le terme FA disparaît. (Les parties A~ Q9 A~ de R donnent les courbures de Weyl
Wt, la trace est 1 4 de la courbure scalaire et la partie mixte 2- Q9 2+ est la courbure
de Ricci sans trace, cf. [A.H.S.].)



La théorie de Chern-Weil dit que la 4-forme ~ Pf(R) sur X représente la classe
d’Euler e de T(X) et que les 4-formes - £ -~ Det(R) représentent les
classes de Chern c2 de E+, E_ . Le corollaire du lemme A2 implique donc :

e=C2’ -c~.

La classe c2 d’un fibré complexe de rang 2 est aussi la classe d’Euler du fibré réel
orienté de rang 4 sous-jacent. Donc e = e- - e+, et sur X fermée, la caractéristique
d’Euler se décompose : ~ = x- - x+, où x-, x+ sont les caractéristiques d’Euler de
E_, E+.

La première classe de Chern de E+ et de E- est la classe caractéristique ci (L).
Si l’on tord E+ et E- par un même fibré en droite complexe N, L est tordu par N2,
ci se change en ci = ci + 2cl (N) et c~ devient c2~ = c~ + (ci + ci(N)) ci(N).

Soit pl (X) la première classe de Pontrjagin dans H4 (X, Z), pl (X ) _ -c2 (TC (X ) ) ;
les caractères de Chern sont :

Par conséquent :

ce qui donne :

Les classes W2 de t1+ et A2 coïncident avec W2(X), et :

Si la variété X est fermée, l’intégrale de 3 pl est la signature Q(X ), donc :



5. LES ÉQUATIONS DE DIRAC

La bonne littérature abonde ; par exemple, [C], [Di], [Li], [A.S.], [A.B.P.], [A],
[A.H.S.], [H], [Be], [Bou], [L.M.].

Soit X une variété riemannienne orientée de dimension n, munie d’une structure

spin~, P le fibré des repères orthonormés directs, Q le fibré des repères spin~, L le

fibré en droite complexe caractéristique.
Choisissons sur L une structure hilbertienne et puis une connexion unitaire

A : r(L) -~ r(T*(X) Q9 L) ; .~’~ + (~, A.~~~ = d(.~, ~~~. °

Soit U(L) le fibré principal en cercle associé à L ; Q est un revêtement à deux
feuillets de P x U(L), donc le produit direct de la connexion de Levi-Civita V sur P

et de la connexion A sur L se relève en une unique connexion principale V A sur Q.
Soit En l’espace de la représentation spinorielle de Spincn, irréductible si n est

impair, décomposé en En (B En si n est pair. Notons E = Q x spincn En le fibré

vectoriel associé, scindé en E- 0 E+ lorsque n est un nombre pair. La structure

hilbertienne sur E est parfaitement définie si l’on impose celle de L.

V A induit une connexion unitaire sur E, qui préserve séparément E- et E+

quand n est pair.

L’opérateur de Dirac DA : r(E) -~ r(E) est le composé de VA : r(E) -~
r(T* 0E), de la métrique riemannienne r(T* g)E) -~ r(T Q9 E) et de la multiplication
de Clifford r(T Q9 E) -~ F(E).

Quand n est pair, DA = (0 D+A D-A 0), D1 : - 0393(E).

Si (e1, ..., en) est un repère mobile orthonormé direct, localement

L’opérateur DA est elliptique formellement auto-adjoint, D~ s’identifie à l’adjoint
formel de DÂ .

Soit R E 02 Q9 A2 (T (X ) ) la courbure riemannienne :

La courbure de Ricci r(x, z) est la trace en y, t et la courbure scalaire s est la trace
de Ricci. Par exemple pour n = 2, s est le double de la courbure de Gauss.



En suivant Hitchin ([H]), on a une démonstration dans l’esprit spin’ du § 4 de la
formule de Weitzenbôck, Bochner, Lichnerowicz :

où le dernier terme de droite vient de l’action de Clifford de iA2(T(X)) sur E.
Lorsque n = 4, on a aussi :

Quand n est pair, n = 2m, et que X est fermée, i. e. compacte sans bord, l’indice
de l’opérateur elliptique DÂ : r(E+) - r(E_ ) est donné par la formule d’Atiyah-
Singer, cf. [A.B.P] :

où la classe A d’Atiyah-Hirzebruch est un polynôme universel en les classes de Pontr-
jagin ; par exemple, pour m = l, A =1 ; pour m = 2, A = 1 - 24 pl ; et pour m = 3,
Â = 1 - 1 24 p1 + 1 5760 (7pf - 4p2)... Pour n = 4, m = 2, cela fait :

6. LES ÉQUATIONS DE SEIBERG-WITTEN

Références : [Wi4], [K.M.3], [E.F.], [Tl,2,3].
En dimension 4, à côté de = 0, Seiberg et Witten ont posé l’équation
~(~~ ~).

Si (A, ~) est la variable, ce sont les équations d’une théorie de jauge abélienne avec
de la matière, comme l’électro-magnétisme. Mais une matière bizarre, entièrement
faite de monopôles sans masse, et une lumière étrange portée par des "photons
magnétiques" .

Remarque.- Choisissons un repère local spin~ (cpl, cp2, ~2) ; avec les notations du
§ 4, ~l ~ ~2 trivialise L, (el, e2, e3, e4) est une base orthonormée directe de T(X).
Notons la trivialisation duale de T*(X ), A = d + 2ia, où a = alel +



a2e2 + a3e3 + a4e4, et 03A6 = B103C61 + B2p2. Posons Ai = ai + ia2, A2 = a3 + ia4,

Pi = i~1 + p2, P2 = ips + V4 (où Va raccourcit L’équation de Dirac s’écrit :

Et, dans la jauge de Lorentz, où Ea Va aa = 0, la seconde équation de Seiberg-Witten
est :

Les quatre équations scalaires montrent une symétrie d’origine "super" : la théorie

de Seiberg-Witten est une version super-symétrique, N = 2, de l’électrodynamique

quantique (cf. § 8 et [S.Wi.l], équation 5.17 du potentiel).
La clef de l’analyse des monopôles est le contrôle de ~~~~ 2 ; l’unitarité de VA

entraîne :

(pour le laplacien A = dd* + d*d) ; la formule de Lichnerowicz en déduit que, pour
une solution de SW, on a :

D’où la majoration de (~~(x)~ 2 par sup(0, -s(x)) en un maximum x de ~~~ .
En réutilisant la seconde équation SW, on obtient un contrôle L2 de FI et de

ses dérivées premières à partir d’une borne Loo de ~~~~~. Ajouté à la théorie de Hodge,
de Rham, Kodaira (et la version à bord de Duff et Spencer, [Du.Sp.]), cela donne :

Soit X compacte, C une constante : l’ensemble des classes d’équivalence de jauge
des solutions de (SW) satisfaisant à  C est compact dans toute topologie L~,
l~ > 2, (cf. [K.M.3], [E.F.]).

Une transformation de jauge h : X -~ SI change (~4, ~) en (A - 2d log h, h~).
La dérivée en (A, ~) de l’opérateur SW de x r(E+) dans r(E-) x est :

celle du changement de jauge de C°°(X, SI) dans i03A91 x r(E+) est :



Il en résulte un complexe elliptique à deux flèches ; son complexe symbole est

produit direct du symbole de Dirac et du symbole du complexe de la demi-signature
d’Atiyah et Hirzebruch (cf. [A.B.P.]) :

Sur X compacte sans bord, l’indice est la somme ? (Q + x) + i (~ 2014 cr), donc :

Soit M l’espace des modules de monopôles SW, et M* la partie des irréductibles,
0.

La perturbation de .F~ 2014 cr(~, ~) par une 2-forme autoduale fixe rend SW trans-
verse en tout point de M*.

Eichhorn et Friedrich ([E.F.]) calculent la dépendance en la métrique et en

déduisent que, pour les métriques génériques, SW est transverse en tout point de

M*. Lorsque 0, les calculs de Donaldson [Dl] montrent que génériquement

THÉORÈME (Witten).- Pour presque toute structure spin~ sur X fermée, M est
de dimension virtuelle strictement négative.

Puisque ~03A6~2 = 0 et ~03A6~2 ~ sup(o, -s), la formule 0394 ~03A6~2 = s 2 ~03A6~2 -
- ~03A6~4 - 2~~A03A6~2 donne une constante C ne dépendant que de la métrique sur X,
telle que Jx ~~~~~4  4C. Donc fx = fx (~~(~, ~)~~2 ~ C.

Par ailleurs, pour toute 2-forme 03C9 sur X, = i 203C0 ~X FA^03C9 ; en particulier

c1(L)2 = -1 403C02 Ix FA ~ FA = 1 403C02 Le Or, si la dimension virtuelle

de M est positive, c~(L) ~ 2x + Par conséquent :

Ayant borné L2 la courbure FA, on sait que ci(L) appartient à une partie compacte
de H2(X, Z). C.Q.F.D.

Tous les invariants de Seiberg- Witten sont vides sur les variétés fermées à cour-

bure scalaire > 0.

Un autre théorème d’annulation est facile à démontrer (cf. [E.H.]) :



M est stablement vide lorsque X est somme connexe de deux variétés Xi, X2
ayant un 0.

Encore d’autres annulations sont connues, par exemple [Wa].
Mais pour les surfaces complexes kâhlëriennes, il existe des invariants SW non-

nuls ([Wi4]) :
Si J : T(X) - T(X) est une structure presque-complexe adaptée à la métrique

riemannienne, des fibrés spin~ se distinguent : E+ = A 0,0 E- = et aussi

une 2-forme autoduale de type (1,1) : wo(x, y) = (x 

Si X est kählérienne, la forme coo est fermée, la connexion de Levi-Civita préserve
J, l’opérateur de Dirac DÂ coïncide avec ~ (â + ~* ) : C ~0,2 - ~o, i ( cf. [H]).

Les autres structures spin~ de X s’obtiennent en tensorisant E+, E- par les fibrés
N en droites complexes. Alors E+ Q9 N = N C L = 

Supposons X analytique complexe kahlérienne avec b2 > 1 ;
si ci(L) ’ Wo  0, les monopôles correspondent aux diviseurs de N, c ’est-à-dire

aux couples formés d’une structure holomorphe sur N et d ’une section holomorphe de
N. Si ci(L) ’ wo > 0, on trouve les diviseurs de 

7. RETOUR À THOM

La conjecture de Thom se disait en termes imagés ( c f . [B.We.]).
Par exemple, comme une contrainte sur les aventures de courbes fermées orientées

dans l’espace euclidien de dimension 3.
Au début, on suppose que les courbes sont toutes des cercles de Villarceau, N+

dans un sens et N- dans l’autre, avec N+ > N- :



Ensuite, elles entrent en mouvement, mais seuls trois sortes d’accidents peuvent
survenir : .

des crossing-over ( c f . [Th2], chapitre 11 ), en nombre c :

des naissances, en nombre n :

ou des morts, en nombre m :

De plus, on impose que chaque disparition emporte avec elle au moins un seg-
ment présent dans l’un des N cercles de départ (une molécule d’origine). (C’est une
hypothèse de connexité de l’aventure.)

Alors, si au bout du compte il ne reste plus rien, la contrainte est :

Aucune approche combinatoire n’a permis d’aborder le problème.
La conjecture s’énonçait aussi en termes de géométrie des points complexes des

surfaces réelles dans C2 (Eliashberg et Kharlamov, cf. [B2]).

Enfin, elle se dit en termes de géométrie différentielle :

Soit E une surface connexe orientée fermée plongée dans une variété X de dimen-
sion 4 ; au voisinage de E deux sortes de structures kählériennes sont en compétition,



celles qui s’étendent à X, et celles qui font de E une courbe holomorphe. Les cour-

bures de ces deux sortes de structures peuvent se comparer le long de E ; notons

Fx , resp. Fs, leurs formes de Ricci (c’est-à-dire les courbures de Ricci des fibrés

hermitiens anti-canoniques cf. [Ch]) ; chacune est une 2-forme de type (1,1)

par rapport à une structure analytique complexe.
L’énoncé suivant équivaut à la conjecture de Thom :

Si X est P2(C) et que la classe d’homologie de E contient une courbe holomorphe

C, la moyenne de FE sur E est supérieure à la moyenne de Fx sur E :

En effet, à gauche on reconnaît -x(E) - E. E et à droite -cl (X ) ~ E. La formule

d’adjonction conclut : g(E) > g(C).
Le même énoncé pour X surface projective complexe quelconque est la "conjec-

ture de Thom généralisée" .
Prolongement analytique et forme de l’homologie ; des thèmes qui ont préoccupé

René Thom depuis [Thl] jusqu’à [Th3].
C’est finalement par ce chemin que [K.M.3] résoud le problème, en passant par

la courbure scalaire s que flairent les monopôles.
Le paysage découvert par la preuve de Kronheimer et Mrowka, issue de Seiberg

et Witten, est grandiose : la structure spinorielle de l’espace-temps, l’équation de

Dirac, la courbure scalaire, lagrangien d’Einstein, l’électrodynamique de Maxwell,

l’autodualité et en contrebas la théorie de Yang-Mills, la renormalisation et la super-

symétrie. En rivière souterraine, la théorie des super-cordes et ses dualités.

Extraits de notes sur les six étapes survolées au § 1 :

La première étape repose sur une construction de métriques à s > 0, sur les

sommes connexes des variétés à s > 0 de [G.L.2] : en dimension > 3, il est possible de

modifier la métrique d’une boule épointée sans y toucher le long du bord, en gardant
s > 0, pour coller à un cylindre sur une sphère ronde de rayon arbitrairement petit.

Les deux étapes suivantes appartiennent à la théorie du potentiel (cf. [dR]).
D’abord, on se sert de courts cylindres sur de petites S3 pour réunir P2 à des

P2. Lorsque les rayons tendent vers 0, la 2-forme harmonique autoduale, de norme
L2 égale à 1, d’intégrale positive sur la droite H, converge C°° hors des points éclatés

vers une forme harmonique. Sur les P2, la limite ne peut être que 0 puisque b2 = 0 ;
sur P2, la limite est une forme de Kàhler.



Ensuite arrive le long cylindre Y x [-R, R] sur Y = E x SI. La partie Xo collée à
Y x ~-R} contient E ; de l’autre côté est Xi. Lorsque R - oo, la forme canonique w
converge C°° vers une forme harmonique de carré intégrable sur la réunion disjointe
de deux variétés complètes Xo = Xo U (Y x [0, oo[) et Xi = (] - oo, 0] x Y) u Xi. Soit
Ho l’espace des 2-formes harmoniques L2 sur Xo ; d’après Andreotti et Vesentini,
c f . [dR], les éléments de Ho sont fermés et cofermés. Par la proposition 4.9 de

[A.P.S.], Ho représente l’image de Y) dans Mais H2 (Xo) --~ H2 (Y)
est un isomorphisme, donc Ho = 0. En particulier, 0 si R --~ oo. Posons

[w] = aH + E ai Ei ; comme [w] [w] = 1, a2 = 1 + 1, donc H > 1.

Or [w] . ci(L) = (3 - d)[w]. H + [a;] . E. Par suite, lorsque d > 3, pour R assez
grand, [w] . CI (L)  0.

A la quatrième étape, on voit la classe canonique [Wt] d’un chemin gt de métriques
sur X traverser au temps 0 l’hyperplan orthogonal à ci(L). Pour t = 0, un des

monopôles est réductible : ~ = 0 et FA est l’unique forme anti-autoduale de classe
ci(L). D’après Donaldson [D2], § VI, il n’y a plus de monopôle réductible pour 0, t
proche de 0. Dans [K.M.3], Kronheimer et Mrowka utilisent un modèle de Kuranishi,
suivant l’exemple de Donaldson [D3] qui permet de conclure : la parité du nombre de
monopôles dans Mt change. Dans [Wi4], Witten avait déjà indiqué la raison de cette
bifurcation des monopôles :

Sous nos hypothèses, pour chaque valeur de t, l’indice de DÂ est 1, et celui de
d+ : 03A92+ est 0. L’image de d+ est l’orthogonal de 03C9t et le noyau de d+ est 
(cf. [D.K.]).

En t = 0, comme 7Ti(X) = 0, la solution réductible de SW, est unique
à équivalence de jauge près. Admettons que le noyau de soit de dimension 1,

engendré par le champ (D’après Fredholm, l’ensemble des connexions A telles
que Det Di = 0 est de codimension 2, cf. [D.K.].) Et cherchons les solutions de

SW proches de pour les métriques 9£ sous la forme de perturbations (A, ~) ==
(Ao +~a, cp). Comme DÂ ~ est égal à + (b DÂo)) , cp), on voit
qu’au premier ordre en c, c~ doit être colinéaire à (/?o. Posons donc 

La seconde équation de Seiberg-Witten entraîne :

Mais sur le chemin gg, ci(L) - Wg s’annule transversalement pour c = 0, donc b 
c~o 7~ 0. Si bien qu’en prenant le produit scalaire de cette seconde équation avec

wo, on apprend que 03BB ~ 0 force la valeur du signe de c. De là, et du théorème des
fonctions implicites, on déduit la bifurcation : si un monopôle voisin de (Ao , 0) existe



pour £ > 0 (resp.  0), il n’y en a plus pour 6  0 (resp. > 0) et, inversement, s’il

n’y a pas de monopôle voisin de (Ao, 0) pour £ > 0 (resp.  0), il y en a un pour

£  0 (resp. > 0).

Maintenant, nous en sommes sûrs : dès que d > 3 et que R est suffisamment

grand, un nombre impair de monopôles nous accompagnent dans les métriques sur X

à longs cylindres Y x [-R, R].
Le long du cylindre, les équations de Seiberg-Witten s’interprètent comme un

problème d’évolution :

Les fibrés E-, E+, L sont images réciproques de fibrés sur Y ; le champ de vecteur

ât est un isomorphisme réel et unitaire de E- sur E+. Ainsi, T (Y) s’identifie à

su(E+), et la restriction de E+ à une section Y fait une structure spin~ sur Y de fibré

caractéristique Ljy. De même, A(T(Y x R)) s’identifient à T (Y ) .
Pour toute connexion A sur L, il existe une transformation de jauge h telle que

l’opérateur h . A = A - 2d log h contracté par ât coïncide avec la dérivation ât . On
dit que h . A est en jauge temporelle.

Une connexion temporelle A sur L s’identifie à une courbe de connexions 

sur Ljy.

Le couple (A, ~) est un monopôle sur Y x [-R, R] si :

Choisissons une connexion de référence ~4o sur pour la métrique L2 de

l’ensemble des couples (~4, ~) sur Y, les équations différentielles sont celles du gradient
de (- 2 ) fois

Si h : Y -~ SI est une transformation de jauge et que [h] dénote sa classe dans

En particulier si h se prolonge du côté de Xo ou de Xi, (Â, ~)) = C(Â, ~)
en vertu de la formule de Stokes.



Faisons tendre R vers +oo ; et considérons une famille de monopôles pour ces

métriques. La géométrie des morceaux Xo, Xi est fixe, donc le lemme de com-

pacité assure l’existence de transformations de jauge ho sur Xo, hi sur XI, telles que
h0 . (A, 03A6) converge sur Xo et h1 . (A, 03A6) converge sur Xl. Par conséquent, il existe

une constante Co qui majore ~C(A, ~)~ aux extrémités du cylindre. Mais la fonction
~(t)) de t décroît entre -R et R ; il y a donc un intervalle de longueur 1 sur

lequel sa variation est majorée par Q . D’autre part, le sup et l’inf de la courbure

scalaire sur X sont indépendants de R ; la norme de 4l est contrôlée. La compacité
donne un monopôle sur Y x [0,1] tel que la fonction C soit constante, c’est-à-dire une
solution stationnaire, un monopôle de Seiberg-Witten en dimension 3.

C’est ce qu’il fallait pour aborder la sixième étape décrite à la fin du § 1.

8. AUX PORTES DE LA PHYSIQUE MODERNE

La ressemblance entre les invariants de Seiberg-Witten et les invariants de Don-

aldson ([D4]) n’est pas fortuite. C’est en voulant interpréter physiquement les poly-
nômes de Donaldson que Witten a inventé les théories topologiques des champs

([Wi1D. L’explication des propriétés tridimensionnelles du polynôme de Jones est

venue ensuite ([Wi2]). Et puis, guidé par les formules de Kronheimer et Mrowka

([K.M.2]), Witten a montré qu’une supersymétrie ajoutée à Yang-Mills en dimension
4 suffisait pour calculer les invariants de Donaldson des surfaces kàhlériennes, dans

([Wi3]).
Enfin, avec Seiberg, Witten a découvert la théorie "duale" de Yang-Mills, N = 2

supersymétrique twistée, celle qui est "équivalente" dans l’infrarouge à la théorie de

jauge SU2 mais qui, étant abélienne, y est faiblement couplée au lieu d’être fortement

couplée, donc "calculable" (cf. [S.Wi.1,2], [Wi4]).
Les théories quantiques des champs sont des objets ambigus. Chaque théorie

est censée fournir une collection de fonctions de plusieurs variables calculant les am-

plitudes du vide au vide des quantités observables, en respectant un certain nom-

bre de symétries. Mais à un lagrangien de champs classiques est associée toute

une famille de prédictions quantiques. Les paramètres sont, entre autres, les coef-

ficients d’interactions (les couplages observables) et une valeur de fréquence (l’échelle
à choisir). Plus il y a de modules, plus le théoricien moderne est content, car sur

ces modules opèrent des symétries (continues ou discrètes) dont on peut extraire des

informations physiques.



Dans le meilleur des cas, quand la théorie est juste renormalisable, les règles de
renormalisation stipulent, pour chaque régularisation et chaque échelle d’observation,
une correspondance entre les variables de couplages "nues", 90 E Uo, et les constantes
"habillées" (par des graphes de Feynman) g E U. Par exemple, soit À E R+ une
valeur du "cut-off" qui régularise les fluctuations quantiques (intégrales de Feyn-
man) en soustrayant les trop grandes impulsions ; alors Vgo E Uo, la renormalisation,
compensation et contre-termes, donne une courbe p - Le "paramètre de renor-

malisation" p est l’échelle du moment de transfert. D’après Callan, Symanzik, Wilson
et al. (1970), les courbes ne dépendent pas de À (tout en dépendant du procédé
choisi pour renormaliser) : elles constituent le "flot de renormalisation", c f . [I.Z.]. Les
points g E U qui sont attracteurs lorsque ~c --~ oo sont dits stables dans l’ultraviolet,
ceux qui sont attracteurs lorsque ~c -~ 0 sont dits stables dans l’infrarouge.

Lorsqu’un point de U correspondant à une théorie sans interaction est UV-stable,
la théorie est "asymptotiquement libre". C’est le cas de la théorie de Yang-Mills
non-abélienne, qui décrit les interactions fortes : aux grands moments de transfert,
le couplage entre les quarks et les gluons devient petit. Donc, dans ce régime, des

prédictions peuvent être tirées de la théorie perturbative. Le problème est à grande
distance : la théorie est "fortement couplée" dans l’infrarouge. Logiquement la théorie
des perturbations ne peut plus apporter beaucoup d’informations. Or, à cette échelle,
il faut rendre compte du confinement des quarks : lorsque la séparation de deux quarks
est assez grande, il semble énergétiquement favorable de produire une nouvelle paire
quark-antiquark cf. [Ca. Go.].

La théorie super-symétrique, N = 2, twistée, que Witten a imaginée pour évaluer
les invariants de Donaldson, est également faiblement couplée dans l’ultraviolet et
fortement couplée dans l’infrarouge. (Dans une théorie de champs super-symétriques,
N désigne le nombre de couples de spineurs pris en compte par la super-symétrie, c f .
[W.B.].) Dans la théorie de Witten, lorsque le groupe de jauge est SU2, le module
pertinent est un nombre u. Il représente la valeur moyenne d’un champ qui brise
la symétrie SU2. (Géométriquement, u correspond au générateur de l’algèbre de co- .

homologie de l’espace des classes d’équivalence de jauge sur S4.) Pour u ~ 0, la

symétrie de jauge est "spontanément brisée" en un groupe Le point u = oo est
stable dans l’ultraviolet. La théorie de champs classiques utilisée par Donaldson cor-

respond à u = 0, mais comme on s’intéresse à des observables topologiques, l’analyse
pour t~ 2014~ oo convient aussi bien ; ce qui permet à Witten d’excellentes prédictions
pour les formules mathématiques.

’t Hooft et Polyakov (1974) avaient construit pour la théorie ordinaire de Yang-



Mills spontanément brisée des solutions classiques qui sont des monopôles magnétiques
à charges quantifiées topologiquement ( c f . (I. Z~ ) . La théorie super-symétrique possède
aussi de telles solutions : des monopôles ou des dyons (chargés électriquement et
magnétiquement). Ces particules, en général massives, proviennent des gluons, gluinos,
goldstones et goldstinos avec des contraintes à l’infini dans R~ ; ce sont des excitations
cohérentes des champs fondamentaux. Elles forment un réseau Z2 de couples (nm, ne)
comptant les charges magnétiques et électriques. Si ne = 0, on parle de monopôle
magnétique. Après quantification, ces "particules" se maintiennent (même si elles ne
sont pas toutes stables). Leur comportement va décider du sort de la théorie.

Seiberg (1988) avait réussi à analyser certaines théories super-symétriques, N = 1
ou N = 2, en passant au domaine des valeurs complexes de u (cela s’appelle "la

puissance de l’holomorphie" ). Pour la théorie de Witten, il y a une monodromie

non triviale des dyons quand u tourne autour de oo : une matrice dans SL2 (Z) . De
plus, de bonnes raisons font penser que l’ensemble des monodromies au-dessus du
plan complexe des u ne peut être abélien, cf. [S.Wi.l]. D’où l’Ansatz de Seiberg-
Witten : en plus de +00, deux valeurs de u doivent donner des singularités de la théorie

quantique. (On décide de ramener ces points singuliers en +1 et -1, ou 2 et -,u2 ;
ils correspondent au niveau quantique à une bifurcation du point singulier classique
u = 0.) En un de ces points, une famille de monopôles ou de dyons acquiert une
masse nulle ; cela s’interprète comme un cycle évanescent (cf. [S.Wi.1,2]). (La théorie
des catastrophes n’est pas loin.) Alors, à faible énergie dans l’infrarouge, la théorie
quantique est convenablement décrite comme perturbation d’une électrodynamique
avec des monopôles ~ et un "photon dual" A. Ce phénomène exprime une sorte de
dualité entre l’électricité mise au départ et le magnétisme effectif ; d’après Seiberg et

Witten, c’est un analogue de la dualité de Mountonen et Olive, dualité électrique-
magnétique exacte avec N = 4. Voilà qui motive la prédiction de Witten : les

monopôles peuvent remplacer les instantons dans les calculs topologiques. Dans [Wi4],
la prédiction se traduit en particulier par une formule conjecturale pour une fonction

génératrice des polynômes de Donaldson en termes d’invariants de Seiberg-Witten.

Du point de vue de la physique, ce modèle précise la conjecture de ’t Hooft :

le confinement des quarks résulte d’une "condensation des monopôles", comme le
confinement magnétique dans les supraconducteurs résulte de la condensation des

paires de Cooper. Le modèle possède d’autres propriétés physiques intéressantes
comme l’asymétrie chirale, il se couple à de la matière et se généralise à d’autres

groupes de jauge, mais il est super-symétrique, 0. Question : comment réaliser
tout cela sans la super-symétrie ?



C’est de plus en plus clair : en topologie et géométrie de notre espace-temps, la
théorie de la renormalisation n’est pas "une autre histoire".
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