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Séminaire BOURBAKI Juin 1996
48eme année, 1995-96, n° 819

CLASSES CARACTERISTIQUES SECONDAIRES
DES FIBRES PLATS

par Christophe SOULE

INTRODUCTION

Un fibré plat sur une variété différentiable M est la donnée d’un fibré vectoriel E
et d’une connexion de courbure nulle sur ce fibré. La théorie de Chern-Weil montre
que les classes de Chern d'un tel fibré sont de torsion dans la cohomologie paire de
M & coefficients entiers. Cheeger et Simons [9] ont défini pour tout fibré plat des
classes caractéristiques secondaires ¢,(E) dans la cohomologie de degré impair de
M & coefficients C/Z. Quand M est une variété projective complexe, Bloch 2] a
conjecturé que, si p > 2, les classes ¢,(E) sont aussi de torsion. Ceci a été montré
récemment par Reznikov [29], et c’est & ce résultat qu’est consacré cet exposé.

Le premier paragraphe expose les propriétés des classes de Cheeger et Simons.
Le second décrit les deux preuves de Reznikov de la conjecture de Bloch. On donne
enfin le lien avec les classes caractéristiques en cohomologie de Deligne, et 'on décrit
I’exemple des variétés abéliennes et celui des fibrés de Gauss-Manin.

Je remercie S. Bloch, H. Esnault, P.Pansu et A. Reznikov pour leur aide dans la

préparation de cet exposé.

1. LES CLASSES DE CHEEGER ET SIMONS

1.1. Formes de Chern

Soient M une variété différentiable et E un fibré vectoriel complexe C*® de rang
n sur M. Notons A®(M) le complexe des formes différentielles complexes sur M et
A*(M; E) celui des formes & coefficients dans E. Supposons donnée une connexion V
sur E, c’est-a-dire une application linéaire V : A%(M; E) — A(M; E) telle que

V(f®s)=df ® s+ f®V(s), f € A%M), s € A°(M;E).
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C. SOULE

On peut étendre V a A*(M, E) par la régle de Leibniz V(w ® s) = d(w) ® s +
(—1)d8@)y ® Vs. La courbure V? vérifie alors V2(f ® s) = fV2(s) et définit une
forme Q@ € A%(M;End(E)). Pour toute matrice complexe n x n, notons c,(A) le
polynome invariant obtenu comme coefficient de ¢t"~® dans det (tId, —54;). Si on

évalue ce polynéme sur la matrice de formes différentielles €2, on obtient une forme
fermée

cp(V) = ¢p(Q) € A(M)

dont la classe de cohomologie dans H?P(M;C) est I'image de la classe de Chern
cp(E) € H*®*(M; Z).

1.2. Caracteres différentiels

Désignons par (S.(M ),8) le complexe des chaines singulieres C* & coefficients
entiers sur M et par Z,(M) = ker(d) C S.(M) le sous-groupe des chaines fermées.
Pour tout anneau A on note S*(M;A) = Hom(S,(M),A) le complexe des cochaines

singulieres C*® sur M & coefficients A. L’intégration des formes différentielles définit
un morphisme de complexes

I:A*(M)— S*(M;C).
Le groupe H k(M;C/Z) des caractéres différentiels de degré k € N sur M est défini

comme ’ensemble des morphismes x € Hom(Zk(M ),C /Z) tels que x o & soit dans
I'image de I’application composée

AR+ L §EHL(M;C) s SETH(M;C/Z).

Remarquons que 'application rol est injective. On peut donc associer & x une unique
forme w = 8(x) telle que x 0 & = r o I(w). Cette forme w est dans le sous-groupe
AFFTY(M)o des formes fermées dont les périodes sur Zg41(M) sont des entiers. Par
ailleurs, toute cochaine fermée de degré k & coefficients C/Z induit, par restriction a
Zx(M), un caractere différentiel. On a alors ({9], Th. 1.1) :

LEMME 1.— Il existe une suite exacte naturelle

0 — H*(M;C/Z) —» H*(M;C/Z) 2 AF1(M)o — 0.
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1.3. Classes de Cheeger et Simons

THEOREME 1 ([9], Th. 2.2).— Fixons un entier p > 1. On peut, de fagon unique,
associer 4 tout fibré E sur M muni d’une connexion V un caractére différentiel
&(E,V) € H**1(M;C/Z) tel que :

) 6(&(E,V)) = cp(V) ;

ii) si f : N > M est un morphisme de variétés,

&(f7E, f*V) = f*&(E, V).

L’unicité de é,(E, V) résulte du fait suivant. Il existe une variété G telle que
H?*=1(G;C/Z) = 0, un fibré avec connexion (£, V) sur G et un morphisme classifiant
©: M — G tels que ¢*(E,V) = (E,V). Comme la cohomologie impaire de G est
nulle et puisque c,(V) € A??(G)o, le Lemme 1 montre qu’il y a un unique caractére
différentiel ¢,(E, V) sur G tel que §(&,(E,V)) = ¢p(V), d’olt 'unicité de &,(E, V) =
¢*é(E, V). La construction de G est due & Narasimhan et Ramanan [26] ; voir
aussi [17] Prop. 2.2.9., ot G est I'espace total d’un fibré en espaces affines sur une
grassmannienne. Pour montrer 'existence de ¢,(F, V), on utilise le fait que deux
applications classifiantes sont homotopes [9].

1.4. La classe ¢,(E,V) varie de la fagon suivante avec V. Soit V;, t € [0, 1], une
famille C°° de connexions sur le fibré différentiable E. Notons §2; la courbure de V, et
O; = %(Vt) € Al (M ;End(E )) Soit u la forme p-linéaire symétrique sur les matrices
n X n telle que (A, A, ..., A) = cp(A). Suivant Chern et Simons [10], on pose

1
(1) n:p/ w(O:, Dy ..., Qu)dt € APL(M).
0

L’intégration de cette forme sur les cycles de Zp—1 (M) définit un caractere différentiel
# € H?»~1(M;C/Z). On a alors la formule ([9], Prop. 2.9)

(2) & (E, V1) - 6(E, Vo) = 1.
1.5. Un fibré plat sur M est la donnée (E,V) d’un fibré différentiable E et d’une
connexion V sur E de courbure nulle. Ceci équivaut & la donnée d’un fibré princi-

pal de groupe structural discret et, si M est connexe, & celle d’une représentation
(d’holonomie) p : w1 (M) — GL,(C).
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C. SOULE

Si (E, V) est un fibré plat, et p > 1, la forme de Chern c,(V) est nulle et la classe
cp(E) € H?*P(M;Z) est de torsion. D’aprés le Lemme 1 et le Théoréme 1, on peut
associer & (E, V) une classe

&(E,V) € H"Y(M;C/Z),

qu’on notera aussi ¢,(E) ou é,(p) ([9], cf. aussi [10], p.57). Elle vérifie les propriétés
suivantes :

a) Si p = 1, l'isomorphisme H'(M;C/Z) = Hom(m(M), C*) (induit par z
exp(2miz) si z € C/Z) envoie ¢1(E, V) sur le déterminant de p ;

b) si 0 » By — E — E; — 0 est une suite exacte de fibrés plats, on a

p—1
&(E) = &(B1) + &(B2) + Y G(E1) U cpi(Br)

i=1

ol U désigne le cup-produit H*(M;C/Z) ® H*(M;Z) — H*(M;C/Z) ;
c) si E est un fibré plat de rang n et L un fibré plat de rang un, on a

GEOD) =3 (Z - )A(E) Uen(L)P + (;)a(m Ua(Ly

i=1

d) soit p; : m (M) — GL,(C), t € [0, 1], une famille C*® de représentations, i.e.
telle que, pour tout v € m (M), 'application t — p;(7) soit C*, alors, si p > 2, on a

(3) &(po) = &(p1) -

En effet, la donnée de (p;) équivaut & celle d’une famille C* de connexions plates
V. sur un fibré différentiable fixe E. Si p > 2, la forme 7 de la formule (1) est alors
nulle et 1'égalité (3) résulte donc de (2). Cette propriété de rigidité conduit & penser
que les classes ¢,(E) ne prennent qu’une quantité dénombrable de valeurs ([9], 8.10).

Comme on va le voir, c’'est vrai si M est une variété de Kahler.

1.6. Soit A la catégorie des ensembles finis ordonnés, dont les morphismes sont les
applications croissantes injectives. Une variété simpliciale (stricte) est la donnée M,
d’un foncteur contravariant de A dans la catégorie des variétés différentiables ; on
note M, I'image de I’ensemble ordonné [n] = {0 < 1 < ... < n}. Si A" c R**!
est le simplexe standard, on note A®*(A"™) les formes différentielles dans I'intérieur de
A™ qui s’étendent & R™+1. Une forme différentielle de degré k sur M, est la donnée
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d’une suite d’éléments w, € _:3 R A*(A™) ® AY(M,), n > 0, tels que, pour tout
s+t=

morphisme f : [m] — [n] de A, on ait P'égalité (f* ® id)(wn) = (IdQfi)(wn). Si G
est un groupe de Lie, un G-fibré principal sur M, est la donnée d’un morphisme de
variétés simpliciales 7 : P, — M, tel que, pour tout n > 0, ’application P, — M,
soit un G-fibré principal sur My, et que, pour tout morphisme f : [m] — [n] de A,
lapplication associée P, — P,, soit un morphisme de G-fibrés.

La théorie de Chern-Weil et celle de Cheeger-Simons se généralisent au cadre
simplicial [16], [17] . Un exemple de variété simpliciale est I’espace classifiant BGL,, (C)
du groupe de Lie GL,(C). Si GL,(C)? désigne le groupe GL,,(C) muni de la topologie
discrete, on peut aussi considérer son espace classifiant BGL,(C)® comme une variété
simpliciale. Le fibré principal universel sur BGL,,(C)? est plat, et posséde des classes
de Cheeger-Simons ([24]§5, [17]84.5)

& € H*1(BGL,(C)% C/Z).

Etant donné un fibré plat E sur une variété différentiable M, le fibré principal
associé est classé par une application continue, unique & homotopie pres, a : M —
BGL,(C)%. On a I'égalité

(4) &(E) =a*(&),p21.

2. UN THEOREME DE REZNIKOV
2.1. Enoncé

THEOREME 2 (Reznikov [29]).— Soient X une variété de Kéhler compacte et E un
fibré plat sur X. Alors, pour tout entier p > 2, les classes de Cheeger-Simons ¢,(E)
sont dans le sous-groupe de torsion H**~1(X;Q/Z) de H*~(X;C/Z).

2.2. Pour montrer le Théoreme 2, on peut supposer que X est connexe et que la
représentation d’holonomie p de E prend ses valeurs dans SL,(C). En effet, il existe
un revétement fini 7: Y — X tel que 7*(E) = F ® L o L est un fibré plat de rang
un et det(F) = 1. Si l'on sait montrer le théoréme pour F, on l'obtient pour F ® L
par 1.5.c). L’énoncé pour E résulte alors de la formule 7.éx(n*E) = deg(m)é (E).

2.3. Comme 7;(X) est de présentation finie, I’ensemble de ses représentations
Hom (71 (X), SL,(C)) forme les points complexes d’une variété affine V définie sur Q.
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La composante irréductible de V'(C) contenant p posséde un point Q-rationnel et elle
est connexe pour la topologie ordinaire. Il existe donc une famille lisse (p;), t € [0, 1],
de représentations de m;(X) telle que po = p et p; est définie sur Q. Par la rigidité
de ¢, (1.5 d)), on sait que é,(p) = G(p1) si p > 2. Pour montrer le Théoréme 2, on
peut donc remplacer p par p;. Comme 71(X) est de type fini, p se factorise alors
par un sous-groupe SL,(Og) de SL,(C), ot Og est un anneau de S-entiers dans
un corps de nombres F. La représentation p définit, & homotopie preés, une appli-
cation continue 8 : X — BSL,(Os) et, d’apreés (4), ¢y(p) est dans le sous-groupe
B* (H*=1(SL,(0s);C/Z)) de H?*~1(X;C/Z). Pour savoir que &(p) est de tor-
sion, il suffit de vérifier que son cap-produit par tout élément de Hop_1(X;Z) est
d’ordre fini. Comme ¢, est une classe caractéristique stable, le Théoreme 2 résulte de
I’énoncé suivant, ot SL(Og) désigne la réunion des groupes SL,(Os), n > 1, pour
les inclusions habituelles :

THEOREME 3.— Soient X une variété de Kihler compacte et connexe, p:m(X)—
SL,(Os) une représentation de son groupe fondamental, et B, : H.(X,Z) —
H, (SL(OS),Z) le morphisme associé en homologie. En degrés positifs I'image de
B« est de torsion.

2.4. Comme chaque groupe d’homologie de SL(Og) est de type fini, le Théoréme
3 équivaut a la nullité en degrés positifs de la corestriction 8* : H*(SL(Os),R) —
H*(X,R). La cohomologie de SL(Og) est connue depuis les travaux de Borel [4] [5].
Notons G = Rp;gSLy le groupe algébrique obtenu par restriction des scalaires de F
a Q, par G(R) = SL,(F %) R) son groupe des points réels, et par Hg, ., (G(R);R) la

cohomologie continue de ce groupe de Lie. L’application de corestriction
HZ. (G(R);R) — H™(SLy(Os); R)
est un isomorphisme si n est grand par rapport & m, [4] Thm. 7.5 et §11, [5]
Thm. 6.4.(%)
Quitte a agrandir le corps F, on peut supposer qu’il ne posséde pas de plongement,

réel. Le groupe G(R) est alors le produit de [F' : Q]/2 copies de SL,(C). La cohomolo-

gie continue de SL,(C) est canoniquement isomorphe & la cohomologie singuliere de

(*) On sait maintenant que I’application
HZ. (G(R),R) — H™(SL,(F),R)

est un isomorphisme quels que soient m et n [6].
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la variété SU,([4] 10.2 et 10.6), c’est par conséquent ([3] §21) une algebre extérieure
engendrée par des éléments de degré impair e, € chfl;l(SLn((C),R), 2<p<n
(le morphisme de transgression H??~1(SU,,R) — H??(BSU,,R) du fibré principal
universel sur BSU,, envoie la classe correspondant a e, sur la p-ieme classe de Chern).

Fixons un plongement complexe F' C C, notons o : X — BSL, (C)? 'application
classifiante du fibré plat associé & p et e}, € H*P~!(BSL,(C)®, R) la restriction de e,.
Pour montrer le Théoréme 3, il suffit de vérifier que

(5) a*(e,) =0sip>2.

2.5. Premiére preuve

2.5.1. Reznikov donne deux preuves de (5), qui ont chacune leur intérét propre. La
premiére utilise la description suivante des classes a*(e,). Soient G = SL,(C) et
K = SU, son sous-groupe compact maximal. Le G-fibré principal associé a E, divisé
par action de K, définit une fibration F — X de fibre G/K, dont les fonctions
de transition sont localement constantes. L’espace tangent & l'origine de G/K est
I’espace vectoriel p des matrices hermitiennes complexes n x n de trace nulle. Notons
Sy le groupe des permutations de N éléments et € : Sy — =1 la signature. La

formule
(6) wp(A1,. .y Azp1) = Y (=1t (A, 1) Arz) - - Ariap-1y) 5
TES2p-1
Ay, ..., Agyp_1 € p, définit une forme invariante fermée sur G/K. On lui associe une

forme fermée wy, sur F, qui est localement sur X I'image inverse de w, par la seconde
projection Fjy ~ U x G/K — G/K. Soit s : X — F une section quelconque de la
fibration F — X.

LEMME 2 ([28], 3.3).— Pour tout entier p > 2, la classe de cohomologie de s*(w})
est égale & (un multiple non nul de) a*(e;,).

2.5.2. Comme G/K est contractile, toutes les sections s sont homotopes et la classe
de s*(w,) ne dépend pas du choix de s. Supposons que p est semi-simple, c’est-a-dire
que son image n’est pas contenue dans un sous-groupe parabolique propre de SL,(C)
(en général, on notera que a*(e;) a la méme valeur pour p et sa semi-simplifiée, d’apres
1.5. b) et la Proposition 1 ci-dessous). Un théoréme de Corlette [11] et Donaldson
[15] permet alors de supposer que s est une section harmonique de F. D’aprés un
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résultat de Sampson [30], (cf. aussi [8] 2.2 et [27] 6.1), une telle section a la propriété
suivante. Si F; est la fibre de F au point z € X, notons

Ds:TEX — Ty Fo = p & C

la complexifiée de I’application tangente de s au point z. Alors I'image par Ds de
chacun des sous-espaces T2°X et TO'X de TCX est une sous-algébre abélienne de
o ® C. Puisque tout vecteur tangent réel en x est de la forme v + T avec v € TOX,
I’égalité (5) résulte du lemme suivant :

LEMME 3.— Quelles que soient Ai,...,Asp_1 des matrices complexes commutant
deux a deux, et A;, 1 <i<2p—1, leurs conjuguées, on a

wp(A1 + A1, Az + Ag, ... Agpo1 + App_y) = 0,
ol wy, est définie par la formule (6).

Preuve du lemme.— On développe 1’expression considérée en utilisant la linéarité de
wp. Comme A; et A;4+1 commutent on a

wp(B1, -, Bi—1, Aiy Aiz1, Biga, ..., Bap_1)
= —U)p(B1, e 7Bi—17Ai+17Ai’Bi+2a ey B2p—1) =0

pour tout choix des matrices Bj, j ¢ {4,¢+ 1}, 1 <4 < 2p—2; de méme avec A; et
Zi_,_l. De plus

wp(AhZZi A37 vee aZ2p——2a A2p—1)
= wp(Agp-1,A1,42,43,...,A22) =0

4 cause de la formule tr(AB) = tr(BA) et du fait que A; et Ay
commutent,. q.e.d.

2.6. Deuxiéme preuve

2.6.1. La deuxiéme preuve du Théoreme 3, valable quand X est une variété algébrique
complexe connexe, projective et lisse, utilise un théoréme (difficile) de Simpson : tout
fibré plat sur X admet une déformation C* vers un fibré plat provenant d’une famille
de structures de Hodge complexes polarisées [31], Cor. 9.2.1. Une telle famille [21] [13]

est la donnée d’un fibré C* complexe H sur X, d’'une décomposition H = +€B H™,
T+s=w

d’une connexion plate V sur H et d’une forme hermitienne nondégénérée (,) sur H,
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parallele pour V. La connexion V doit satisfaire la condition de transversalité de
Griffiths (loc.cit.), les H™® sont orthogonaux deux & deux, et la restriction de {,) &

H™* est définie positive (resp. définie négative) si I’entier r est pair (resp. impair).

En particulier I'image de la représentation d’holonomie de (H,V) est contenue
dans un groupe unitaire de type U(p,q),p + ¢ = n, et dans le groupe SU(p, q) si la
représentation initiale est unimodulaire.

2.6.2. Notons Im : H*(BSL,(C)®; C/Z) — H*(BSLy(C)®; R) le morphisme induit
par 'application de partie imaginaire C/Z — R. L’énoncé suivant relie les classes de
Borel et celles de Cheeger-Simons (voir aussi [23]) :

PROPOSITION 1 ([17], §7.4 - 7.6).— Si p > 2, la classe e}, € H**~!(BSL,(C)®; R)
est un multiple non nul de Im(¢,).

Plus précisément, avec les normalisations de [17], on a e}, = 2Im(&p).

2.6.3. Il résulte de (3) et de la Proposition 1 que les classes a*(e)), k£ > 2, sont
rigides. D’aprés le théoréme de Simpson, pour montrer (5) on peut donc supposer
que « classifie le fibré plat sous-jacent & une variation de structures de Hodge. Dans
ce cas le morphisme de corestriction Hg,,, (SLn(C); R) — H*(X;R) se factorise par
P’application

Hc.ont (SL'H((C) ; R) — Hc.ont (SU(pa q)>R) .

La nullité de o*(e},) résulte donc du lemme suivant :
LEMME 4.— La cohomologie continue de SU(p, q) est nulle en degrés impairs.

Preuve du lemme.— Soit K le sous-groupe compact maximal SU(p, q)N (U (p)xU (q))
de SU(p,q). La cohomologie continue de SU(p,q) est isomorphe & la cohomologie
singuliére de ’espace symétrique compact dual de SU(p,q)/K ([4], 10.2), c’est-a-dire
a la cohomologie du quotient SU(p + ¢)/K— une variété grassmannienne dont la
cohomologie est de degré pair. q.ed.

419



C. SOULE

3. FIBRES PLATS SUR LES VARIETES ALGEBRIQUES (cf. aussi [18])

3.1. Classes de Chern en cohomologie de Deligne

Soit X une variété projective complexe lisse. Si p € Z, posons Z(p) = (2mi)PZ C
C. On note Z(p)p le complexe de faisceaux sur X

Z(p) — Ox Lk 4 ... Lot

avec Z(p) en degré 0. La cohomologie de Deligne de X est I’hypercohomologie du
complexe

HB(X,Z(p)) =H"(X, Z(p)p) -

Si FP = (O™ — Q%% — ...) désigne la filtration de Hodge du complexe de de
Rham algébrique, Z(p)p est quasi-isomorphe au céne de ’application

d’ou1 une suite exacte longue

(7) ... = FPH"Y(X,C) - H"Y(X,C/Z(p)) -5 HP (X, Z(p))
— FPH"(X,C) — ... .

Le groupe de Chow CHP(X) des cycles algébriques de codimension p sur X, modulo
I'équivalence linéaire, est doté d’une application de classe fondamentale ([19] §7) :

X:CHP(X) — HZ(X,Z(p))

dont la restriction aux cycles homologiquement triviaux est I’application d’Abel-
Jacobi. En général, on connait peu de choses sur I'image de cette application [14].
Tout fibré algébrique E sur X possede, d’aprés Grothendieck, des classes de
Chern ¢,(E) € CHP(X) et donc aussi des classes de Chern c2(E) = A(cp(E)) dans
la cohomologie de Deligne. Supposons que E est un fibré plat algébrique, c’est-a-
dire que E est muni d’une connexion algébrique V : E — E ® Q% de carré nul.
Soit E* le fibré plat différentiable associé & E. Comme l'image de c,(F) dans
H?(X;C) est nulle, la classe cf,’ (E) est dans 'image de I'application @ de (7). Soit
e: H*(X;C/Z) — H* (X ;C/Z(p)) Dapplication induite par la multiplication par
(2mi)P sur les coefficients. Le résultat suivant est dit & plusieurs auteurs [2] [32] [20]

[7] (la preuve de [7] est aussi valable dans le cas quasi-projectif) :

420



(819) CLASSES CARACTERISTIQUES SECONDAIRES DES FIBRES PLATS

PROPOSITION 2.— On a I'égalité

c2(B) =080¢(5(E™)).

11 résulte donc du Théoréme 2 que les classes de Chern cf,’ (E) sont de torsion
dans la cohomologie de Deligne, ainsi que I’avait conjecturé Bloch [2].

Remarque.— C’est un probléme ouvert important que d’avoir une version de la Propo-
sition 2 pour ’espace classifiant BGL,(C)®. Grace & la Proposition 1, cela fournirait
en effet une comparaison précise entre le régulateur de Borel et celui de Beilinson.

3.2. Le cas des variétés abéliennes
Supposons que X = A soit une variété abélienne complexe. Comme le groupe
m1(A) est abélien, tout fibré plat sur A est extension de fibrés en droites plats et le
Théoréme 2 résulte de 1.5.b). Par contre les classes de Chern ne sont pas toujours de
torsion dans le groupe‘ de Chow, comme le montre I’étude par Bloch du groupe des
0-cycles
CHy(A) = CH%(A), d = dim(A).

Notons I = ker(CHo(A) — Z) le noyau du morphisme de degré et CHo(A) ®
CHy(A) 5 CHy(A) le produit de Pontryagin, induit par le morphisme d’addition
pu:Ax A — A Les puissances I*" de I pour le produit de Pontryagin définissent
une filtration décroissante de CHp(A). Soit Pic’(A) C Pic(A) = CH(A) le groupe

des classes de diviseurs algébriquement triviaux.

THEOREME 4 [1].
i) Le groupe I est divisible, I*™ est sans torsion sin > 2, I*(4t1) = ( et I*¢ est non
nul ;

ii) le groupe I*™ coincide avec I'image du produit d’intersection
Pic’(A)®" ® Pic(A)®(4~™) — CHy(A).

Tout élément de Pic®(A) est la classe ¢; (L) d’un fibré inversible plat L. On voit
donc que, si d > 2, I*¢ est un Q-espace vectoriel non nul engendré par les classes
ca(E), E plat de rang d sur X, alors que la classe ¢} (E) d’un tel fibré est nulle.

Pour toute variété projective complexe lisse X, on s’attend & ce qu’existe une
filtration décroissante, multiplicative et fonctorielle F*CHP(X)q de ses groupes de
Chow rationnels. On aurait F'CH(X)q = Pic®(X)q et FPtICHP(X)q = 0,
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F2CHP(X )q serait le noyau de I’application A ® Q et, pour tout fibré plat E, c,(FE)
appartiendrait & FPCHP(X)q, en accord avec le fait que A(cp(E)) est de torsion si
p>2[2] [22].

3.3. Les fibrés de Gauss-Manin

Soient f : X — S un morphisme propre et lisse de variétés algébriques complexes
non singulieres et Q% /s le complexe des formes différentielles relatives. Pour tout
entier n > 0, le faisceau Hp p(X/S) = R™f,(Qx/s) est localement libre sur S. 11 est
muni d’une connexion algébrique V de carré nul, la connexion de Gauss-Manin [25].
Le systéme local ker(V) est égal & R"f,C = (R"f.Z) ® C, et c'est un exemple de
variation de structures de Hodge. L’image de la représentation d’holonomie est donc
contenue & la fois dans un groupe arithmétique et dans un groupe unitaire U (p,q)-
Par I’argument de la seconde preuve du Théoréme 2, Corlette et Esnault en déduisent
le fait suivant (valable sans supposer que S(C) est compacte)

Théoréme 5 [12] : Quels que soient les entiersn > 0 et p > 1, les classes ¢,(R"f,C) €
H?*~=1($(C), C/Z) sont de torsion.
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