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Séminaire BOURBAKI Mars 1995
47¢éme année, 1994-95, n°® 798

LE MODELE DES CHEMINS
[d’aprés P. Littelmann]

par Olivier MATHIEU

INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie complexe simple (ou un groupe de Kag-Moody). Soit
M un G-module simple de dimension finie (resp. une représentation standard), et
notons p : G — GL(M) le morphisme correspondant. On sait que M peut étre
entierement décrit a l'aide de son caractére. De maniére informelle, le caractére
prescrit, pour chaque élément g € G, le spectre avec multiplicités de I'opérateur
p(g). En fait, soit H un tore maximal de G. On a H = (C*)%, ou £ est le rang de G.
Puisque tout élément semi-simple de G est conjugué & un élément de H, le caractére
de M décrit M comme H-module. Si on note P le groupe des caracteéres de H, on

M= My,

AEP

ou My={me M|h - m=Ah)mVYheH}.

a

Le caractére de M peut donc étre vu comme I’élément ch(M) de Z[P] défini

par :
ch(M) =) (dim My) e*.
A€eP

Il existe des formules théoriques (formules de Weyl et Steinberg) pour calculer
le caractere de M. Ces formules ont une grande importance théorique, mais ne sont
pas trés satisfaisantes du point de vue combinatoire. En effet, elles s’écrivent sous
la forme dim M) = Card(X())) — Card(Y(})), ou X (), Y ()) sont deux ensembles
définis de maniére intrinseque & partir de A et M. Il n’est pas combinatoirement
clair que le terme de droite soit > 0. Supposons G de dimension finie pour simplifier.
De méme, on peut définir les multiplicités de produits tensoriels Cf;,y N bar
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O. MATHIEU

M@N =0, Cﬁ,’ ~ L, ou M, N sont simples et L décrit I’ensemble des G-modules

simples. La formule théorique de Kostant, qui calcule les multiplicités C]%,,’ N contient
également de nombreux termes de signes distincts.

La nouveauté de la combinatoire de Littelmann consiste & décrire un ensemble
naturellement attaché & M et X tel que dim M) soit le cardinal de cet ensemble. En
fait, Littelmann décrit un objet M’ (le modele des chemins) qui est un H -module,
qui possede une base naturelle formée de chemins, tel que M’ et M soient isomorphes
comme H-modules. De méme, dans cette combinatoire, les multiplicités de produits
tensoriels sont décrites comme le cardinal d’un ensemble de chemins.

Remerciements : Je remercie P. Littelmann et P. Cartier pour d’utiles conseils.

1. LE MODELE DES CHEMINS EN RANG 1

Soit C I'ensemble des applications continues f : [0,1] — R avec f(0) = 0.
Suivant [Lil], nous allons définir deux applications E, F' : C — CU {0} ('utilité du
symbole formel () sera précisée plus bas).

Définition de E : Pour f € C, désignons par My son minimum. Si M §>—1,0n
dira que Ef n’est pas défini et on posera Ef = {).

On suppose maintenant que 'on a My < —1. Puisque l'on a f(0) = 0 et
My +1 <0, ona f([0,1]) 2 [Ms, My + 1]. Notons to,t; les premiers instants
auxquels f atteint les valeurs My + 1 et My respectivement. Formellement, on a :

to = min {t € [0,1]| £(t) = My +1},
ty = min {t € [0,1] | f(t) = My}

Notons que l'on a to < t;. Pour v € [to,t1], posons p(v) = min{f(¢)|t € [to,v]} —
(Mf+1). Ona @(to) =0, ¢(t1) = —1 et ¢ est décroissante. Sur la figure ci-dessous,
on a représenté le graphe de la fonction (t) = ¢(t) + My + 1. Elle est caractérisée
par le fait que v(t) est décroissante, ¥(t) < f(t) et 1 est maximale sur l'intervalle
[to, t1] avec ces propriétés (voir figure page suivante).

On pose :
Ef(t) = f(t) pour t < to,
Ef(t) = f(t) — 2¢(t) pour to <t < ty,
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(798) LE MODELE DES CHEMINS
Ef(t) = f(t) + 2 pour t > t;.

Cette nouvelle fonction E'f est continue, et 'on a Ef(1) = f(1) + 2.

Mg+1_ 4

Traits fins : graphe de f !

Traits gras : graphe de 9

Autre définition de E : Supposons & nouveau My < —1. Pour tout v dans
[My, My + 1], notons p(v) le premier instant auquel f atteint la valeur v. Formelle-
ment, p(v) = min{t € [0,1]| f(t) = v}. La restriction de f & l’ensemble P =
{p(v)lv € [Mys, Ms + 1]} est strictement décroissante et l’on a JfdP = -1 ot
dP est la mesure de Lebesgue de P. La fonction continue Ef est alors simplement
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définie par :
(Ef)' (u) = f'(u) siug?P
(Ef) (u) = —f'(u) siue?P.
Pour rendre cette définition rigoureuse, on pourra supposer f a variation bornée
(ou remarquer que (Ef) — f est automatiquement 3 variation bornée).

Notons enfin que E est invariant par reparamétrisation : si @ : [0, 1] — [0,1]
est un homéomorphisme avec ®(0) =0 et (1) =1, on a (Ef) o ® = E(f o ®).

Définition de F': Soit * : C U {0} — C U {0} I'involution définie par ) = § et :

(f)®)=f(1—-¢t)— f(1)  pour feC.
On pose F = x E x.

De maniére plus explicite, soient f € C et My son minimum. Si M r+1> f(1),
on pose F'f = () et on dit que Ff n’est pas défini. Si M; +1 < f(1), on a alors
f([0,1]) 2 [My, My +1]. Pour tout v € [My, My +1], on note d(v) le dernier instant
auquel f atteint la valeur v.

On note D = {d(v)|v € [My, My + 1]} I’ensemble des derniers instants. La
fonction f est alors croissante sur D et l'on a J f'dD =1 ot dD est la mesure de
Lebesgue de D. On définit alors F'f par :

(Ff) (u) = f'(u) siugD
(Ff)(u) ==Ff"(u) siueD.

Ona Ff(1) = f(1)—2.

Bien que ces opérateurs E et F' aient une définition trés élémentaire, ils semblent
ne pas avoir été considérés auparavant.

PROPOSITION 1.— Soit f € C.
a) SiEf#0, ona FEf = f.
b) Si Ff#0, ona EFf = f.

Posons Cint = {f € C| f(1) € Z}, et soit C Cjy; le C-espace vectoriel de base Ciy.
Les opérateurs E, F' définissent des endomorphismes linéaires de CCjy, (avec la con-
vention que Ef = 0ou F'f = 0si Ef ou F f n’est pas défini). Soit h I’endomorphisme
de CC iyt défini par hf = f(1) - f pour f € C, et soit A I’algébre d’endomorphismes
de CCint, engendrée par E, F' et h. L’algebre A est trés similaire & ’algebre envelop-
pante de ’algebre de Lie sl(2, C), ainsi que le montrent les lemmes suivants.
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(798) LE MODELE DES CHEMINS

Rappelons que sl(2, C) a pour base les matrices e = (8 (1]), h = (é _01)

et f= (2 8) (nous avons utilisé la méme notation h pour la matrice diagonale

de sl(2,C) et I’élément de A). Les représentations simples de dimension finie de
sl(2, C) sont classifiées par les entiers n > 0. L’espace de la représentation corres-
pondante, noté .L(n), s’identifie & ’espace des polynomes homogenes de degré n en
deux variables z,y. L’action de e, h, f est donnée par = -5%, x % -y a% et yg";
respectivement. En utilisant le fait que les mondémes z%y® (pour a + b = n) forment
une base de L(n), on vérifie aisément les faits suivants.

Lemme 2 : Soit M un sl(2, C)-module simple de dimension finie.
a) Soientm € Z etv € M —{0} avec h - v=mv. Sip,q sont les entiers positifs
définis par :
el -v#0 et ePtl . v =0,

fP-v#0 et fitt v =0,

onaq—p=metq+p=n si M est isomorphe a L(n).

b) Si M est isomorphe ¢ L(n), le spectre de h sur M est simple et ses valeurs
propres sont n,n —2,n—4,---, —n.

c) Si M est isomorphe a L(n) et v € M — {0} satisfait ¢ h - v = nv, alors
{f¢ - v|0< €< n} est une base de M.

d) Soientm € Z etv € M —{0} avech-v=mv. Sie-v #0, alors fe-v = \v,
ou A # 0. De méme, si f - v#0, alorsef - v=pv ot u#0. En général, X et p
sont différents de 1.

e) Soient n,m deuz entiers > 0. On a :
L(in)® L(m)=L(n+m)®Ln+m—2)®--- & L(|n — m)|).
Nous allons voir en quoi I'algeébre A est analogue & U(sl(2, C)). Posons :
Cti = {f € Cins | My > —1}.

Pour tout f € Ciﬁt, notons L(f) le A-module engendré par f.

On montre que, pour tout f € Cf , le A-module L(f) est simple et l'on a

CCint = P fect, L(f). De plus, les A-modules L(f) et L(g) sont isomorphes si et

seulement si f(1) = g(1). Les points a), b) et c) du lemme 2 se généralisent aux
modules L(f) comme suit.
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Lemme 3 : a) Soient m € Z et f € Ciny avec f(1) = m. Si p,q sont les entiers
positifs définis par :

EP - f#0 et  EPYL.f=40,
Fi.f#0 e  Fitl.f—y

onaq—p=m.

b) Soit f € Cl,. Le spectre de h sur L(f) est simple et ses valeurs propres sont
f), f(1) =2,---,=f(2).

c) Soit f € Ct,. Alors {F*® . 10 < €< f(1)} est une base de L(f).

La généralisation du point d) du lemme 2 est la proposition 1. On voit que la

structure de I’algebre des chemins est beaucoup plus simple que U(sl(2, C)). Ici, les
constantes A et u sont toujours 1.

Enfin, la généralisation du point €) du lemme 2 est la suivante. Pour f, g € Ciyt,
notons f * g la concaténation de f et de g, définie par :

(f = g)(t) = f(2t) pour 0 <t < %,
(F+ 9O =921+ 1) powrj<e<L

Pour f,g € Cl., notons L(f) * L(g) l'espace de base ¢ * 1 ol ¢, décrivent
respectivement les bases de L(f) et L(g) formées de chemins.

PROPOSITION 4.— L(f) * L(g) est un A-module et l’'on a L(f) * L(g) = @, L(f *
Ftg) ou £ décrit I’ensemble {0,---,inf(f(1),g(1))}.

On voit que le A-module L(f) x L(g) se décompose comme le U(sl(2, C))-module
L(f(1))® L(g(1)). Cependant, cette décomposition est beaucoup plus aisée
que dans le cas de sl(2,C). En effet, lorsqu’on décompose le U(sl(2, C))-module
L(n) @ L(m), les vecteurs de poids des composantes simples de L(n) @ L(m) sont
des tenseurs compliqués (en général, ils ne sont pas de la forme u @ v ou u € L(n),
v € L(m)). En revanche, la A-composante de L(f) * L(g) est simplement formée de
concaténations ¢ * 1 ot ¢ € L(f) et ¢ € L(g). Cela provient du lemme élémentaire
suivant.

Lemme 5 : Soient ¢, € Cint-
a) St M, < (1) + My, on a:

E(p x ) = (Ep) * 9.
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(798) LE MODELE DES CHEMINS

b) Sinon, on a E(p * ) = ¢ x E.
Dans ce lemme, on convient que @ * ¥ = * § = (.

Dans le cas du rang un, on peut retrouver l’action de sl(2, C) & ’aide de ’algebre

des chemins. Notons que les opérateurs E et F' sont localement nilpotents. Si l’on

pose :
e = Z Fr-l1gn
n>0
f — Z En—l Fn’
n>0
alors on a [e, f] = h, [h,€] = 2e, [h, f] = —2f. Malheureusement, une construction

aussi explicite n’est pas encore connue en rang > 1.

Remarque : Soit L(n) l'espace des polyndémes homogenes de degré n en z,y. La
multiplication par z/y ne stabilise pas L(n). Notons E 'opérateur de multiplication
par z/y tronqué, i.e. :

Bty — 2oty §ib>0
0 sinon,

+

et notons de méme F' I'opérateur tronqué de multiplication par y/z. Soit f € C,

avec f(1) = n. 1l est facile d’identifier le .A-module L(f) avec L(n).

2. LE MODELE DES CHEMINS EN GENERAL

Soit gr une algebre de Kat-Moody déployée sur R (voir I'annexe pour les
définitions). Notons [], . I’ensemble des chemins continus 7 : [0,1] — b} tels que
7m(0) = 0 et 7(1) € P. Soit a une racine simple. Puisque l'on a a(h,) = 2, on peut
identifier by & Ko R - § ou K, = Kerh,. Tout 7 € [[,,, s’écrit donc sous la
forme m(t) = m(t) + % f(t) @, ot m1(t) € K, et f € Cing. On définit des opérateurs
de chemins Ey, Fy : [1,,, — [l Y {0} en posant :

1
an=7r1+§(Ef)a,

1
FaW=W1+§(Ff)a,

avec la convention que Eo 7 = @) (ou Fo ™ = 0) si Ef n’est pas défini (ou si F f n’est
pas défini).
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Une définition analogue plus explicite est la suivante. Soit 7 € [[; . un chemin

qu’on supposera de longueur finie et soit « une racine simple. Notons M le minimum
de la fonction f(t) = (7(t) | hqa).

Si M > —1, on pose E, m = (). Sinon, la fonction f prend toutes les valeurs de
Vintervalle [M, M + 1] et pour tout v € [M, M + 1], on note p(v) le premier instant

auquel f atteint la valeur v. Enfin, on note P I’ensemble des premiers instants. On
définit E, 7 par :

(Eom) (u) = 7' (u) siugP
(Eom) (u) = sq 7' (u) siueP.
On définit de maniére analogue F,m. Si M + 1 > f(1), on pose Fom = 0.

Sinon, on note D ’ensemble des derniers instants auxquels f atteint les valeurs
v € [M, M + 1] et l'on définit F, 7 par :

(Fom) (u) = 7'(u) siugD
(Fom) (u) = o7 (u) siu€D.
Lorsque les opérateurs sont définis, on a :

E,m(1)=7(1) 4+«
Fym(l)=7(1) — a.

Soit R[]
des opérateurs linéaires dans R []

it 1'espace vectoriel de base [y Les opérateurs E,, F, définissent

it~ Leurs actions sont données par :

E, m=E,7 si E,, 7 est défini,
E, n=0 si BE,m=0,
et similairement pour F,. L’algebre de Cartan hgr de gr agit sur R [];,, par :
h-m=(r(1)|h) - m,

pour h € hr et m € [],,,- Soit A € P*. On appelle modéle de L(A) un hr-module
V qui soit diagonalisable, tel que dimV,, = dim L()), pour tout p € P. Cette
condition signifie que V et L()) sont des hr-modules isomorphes.

Soit A l’algebre des chemins, c’est-a-dire l’algébre des endomorphismes de

R [],,, engendrée par les E,, F, ou o décrit I’ensemble S des racines simples.

Un chemin 7 est dit dominant si I'on a (m(t) | he) > 0 pour tout ¢t € [0,1] et

a € S. Appelons quasi-base d’un espace vectoriel V' une collection B de vecteurs de
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V telle que 'ensemble des v € B, v # 0 soit une base de V. Autrement dit, dans
une quasi-base, on a éventuellement le méme élément qui apparait plusieurs fois et
éventuellement 0, mais, une fois éliminés O et les répétitions, on obtient une vraie

base.

THEOREME 6.— Soit A € Pt et soit m un chemin dominant tel que m(1) =
A. Posons Vp = A - . Alors V, est un modéle de L()\) et la collection B, =
(Fgn---F»m,0; €S, m; > 0) forme une quasi-base de V.

Ainsi, le modeéle V. a une base formée de chemins, et L(\), a pour dimension
le nombre des v € B, tels que v(1) = p.

Etant donnés deux chemins 7, 7’ dans []; ., on définit leur concaténation m * 7/

int?
comme précédemment. Pour simplifier, supposons que gg soit de dimension finie (ou
symétrisable) de sorte que ’on peut définir les multiplicités des produits tensoriels

C, (A v e Pt) par :

L) Q) L(w) = P CX,. L(v).

THEOREME 7 [Li2].— Soient w, 7’ des chemins dominants tels que m(1) = X et
m'(1) = p. Alors C3, est le nombre de chemins dominants 6 qui sont des con-
caténations de la forme m x ¢ ot @ € By et (1) =v — .

Les multiplicités C¥,, sont symétriques en A, u, v. Si, pour tout o € P*, on
définit o* par L(c*) = L(0)*, on a en effet : CY, = C}, et N = C’ﬁfu En
revanche, la combinatoire de Littelmann ne traduit pas de maniére évidente cette

symétrie. Cela suggeére l’existence de matrices R et ®.

Le théoréme est en particulier basé sur le curieux fait suivant difficile & prouver :
Lemme 8 : Soit ' € [],,, un chemin dominant. Pour tout ¢ € B, et toute racine
simple o, le minimum de la fonction t — (p(t) | ho) est entier.

L’approche dans cette section est théorique. Dans la section suivante, on va
voir une réalisation explicite de V.
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3. UNE REALISATION EXPLICITE DU MODELE DES CHEMINS

Soit A € P*. Si I'on prend un chemin dominant m arbitraire, avec m(1) = A
comme par exemple :

)

il est difficile d’obtenir une description explicite des chemins de B,. Le choix le plus
simple est de prendre le chemin droit 7, (¢) = tA. Littelmann a alors déterminé tous
les chemins de By,. Ces chemins sont appelés dans [Lil] les chemins de Lakshmi-
bai-Seshadri. Pour décrire ces chemins, nous aurons besoin de quelques définitions.

Soient a €]0,1[ et 7,0 € W/W) avec 7 > o. Posons s = £(7) — £(c). Une
a-chaine de forme A est une suite d’éléments 7 = kg > k1 > -+ > Kk, = o de W/Wy
avec £(k;) = £(1) — i tels que :

a - (K,z()\) - fii_l()\)) € Q

Comme k; = Sg, k;—1 pour une certaine racine réelle 3;, cette condition est en fait
équivalente & a (k;—1(\) | hg,) € Z. L'existence d’une a-chaine signifie donc que a
est un nombre rationnel avec une certaine condition sur le dénominateur.

A toute paire de suites (7, a), ot :

T:T1 > T >+ > T, est une suite d’éléments de W/Wy,

a:0=a; <ag <+ <a, =1 est une suite de réels,

on associe un chemin 7, 4 ou 7 : [0,1] — by, linéaire par morceaux, et dont les

points extrémaux sont 0, (a1 —ao) T1(N), (a1 —ao) Tt A+ (az—a1) T2 A, - -+, S0, (a;—
a;—1) T A - - -. La paramétrisation exacte de ce chemin est donnée par :
j—1
n(t) =D (@ — aim) (N + (t — a521) 5(N)
i=1

pour a;—; <t < a;. Par définition, 7 est dit de Lakshmibai-Seshadri de forme A si

et seulement si, pour tout ¢, il existe une a;-chaine reliant 7; & 7;4;. Cela implique
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que :

r—1

A=m(1)=A—-7A) + Z ai(7i+1(A) — 7i(A))

=1

est élément de @, donc (1) € P.

THEOREME 9 [Lil].— Soient A € Pt et u € P. La dimension de l’espace propre
L(\), est le nombre de chemins de Lakshmibai-Seshadri 7 de forme X tels que (1) =
.

En fait, on a un résultat plus précis. Pour w € W/Wj, L(\) est de dimension

Posons E,(A) = U(b) ey ol ey est une base de L(A)yx. Notons aussi Py, (A)
I’ensemble des chemins de Lakshmibai-Seshadri de forme )\ associés & une suite (7, a)
avec 71 < w. Le b-module E,,()\) est appelé module de Demazure.

THEOREME 10.— Soient A\ € Pt et p€ P. On a:
dim E,,(A), = Card {7 € Py, (A) | 7(1) = pu}.

Comparons le théoreme 9 avec les formules connues auparavant. Pour tout
1 € @, notons K(u) le nombre de maniéres d’exprimer y comme une somme de
racines positives (comptées avec multiplicités). Cette fonction K est classiquement
appelée fonction de Kostant et peut étre définie par la série génératrice :

(rappelons que A" est considéré comme un ensemble & multiplicités). La formule

classique suivante (due & Steinberg) :

dim LAy = ) e(w) K(w(A+p) = (1 + p))
weWw

a un intérét théorique considérable. Néanmoins, elle est combinatoirement peu pra-
tique : par exemple, il n’est pas combinatoirement évident que le terme de droite soit
> 0, a cause de la présence de signes + et —. La formule de Littelmann a ’intérét
de décrire les multiplicités comme le nombre d’éléments d'un ensemble (et non plus

comme différence de deux cardinaux).
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A ce stade, le modele des chemins n’a été utilisé que pour le chemin domi-
nant rectiligne 7(t) = tA. Cependant, des chemins dominants plus complexes sont
utiles pour trouver les multiplicités de produits tensoriels. Rappelons la formule

de Kostant. On supposera que ggr est symétrisable pour simplifier. Alors on a
L)@ L(k) = @ C%, L(v) o :

Clu= Y el@)e) KA+ p)+y(p+p)—(v+p).
z,yeWw

Par comparaison, Littelmann a obtenu (comme corollaire du théoreme 7) :

THEOREME 11.— Le coefficient C3, est le nombre de chemins de Lakshmibai-
Seshadri w de forme  tels que my * 7 soit dominant et wy * m(1) = v.

4. INTERPRETATION DES CHEMINS DE LAKSHMIBAI-SESHADRI EN TER-
MES DE POLYTOPES A SOMMETS ENTIERS

Soit X un ensemble simplicial, c’est-a-dire la donnée d’une collection de parties
I de X (appelées simplexes) de sorte que tout sous-ensemble d’un simplexe soit
encore un simplexe. Pour éviter des discussions techniques, nous allons supposer
X fini. Soit RX D’espace vectoriel de base X, et soit Ax le polytope associé a X,
i.e. Ax est le sous-espace de RX formé des combinaisons linéaires Zme x Gz T OU
az; >0, > a; = 1et {x]|a, # 0} est un simplexe de X. Tout simplexe I de X
correspond & un simplexe topologique Ay de Ax.

Une structure entiere sur Ay sera la donnée pour tout entier n > 0 d’un sous-
ensemble Ax(n) de Ax de sorte que, pour tout simplexe I de X, il existe un réseau
I'r de RI contenant I tel que :

1
A](’I’L) =Arn ;L_ ry,

ou A[(n) = Ax(n) NAJ.

Cette définition généralise la notion de polytopes a sommets entiers.

On peut vérifier ([D]) que la condition de a-chaine pour les chemins de Lakshmi-
bai-Seshadri est indépendante du choix de la chaine. Soient A € Pt et w € W/W,.
L’ensemble X(w) = {u € W/Wy|u < w} a une structure simpliciale avec, pour

simplexes, tous les sous-ensembles totalement ordonnés. Notons P, le polytope
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associé. Alors il existe une structure entiére naturelle sur P, de telle sorte que, pour
tout entier n > 0, il existe une bijection naturelle :

Pu(nA) ~ Py(n).

Cela permet d’interpréter les dimensions des modules de Demazure comme des
polyndmes d’Ehrhart. Je ne sais pas s’il est toujours possible de réaliser P,, comme
un polytope & sommets entiers. '

Pour une utilisation des bases de Littelmann, voir [S].

5. ANNEXE. ALGEBRES DE KAC-MOODY

Une matrice carrée A = (a4;)1<i,j<n est dite matrice de Cartan généralisée si

elle satisfait aux trois conditions suivantes :
i) a;; =2;
ii) a;; est un entier < 0 pour i # j ;

iii) a;; = 0 si et seulement si aj; = 0.

Une réalisation de A est la donnée d’un espace vectoriel réel h = hg et de
deux familles d’éléments h; € B, a; € b* tels que a;(h;) = aj;. On impose aussi
aux famille h;, a; d’étre linéairement indépendantes. Un calcul d’algébre linéaire
implique alors que dim b > 2n — rg(A). Lorsque cette inégalité est une égalité, la

réalisation est unique & isomorphisme pres.

L’algébre de Kac-Moody (réelle déployée) associée & la réalisation h de R est
lalgebre de Lie réelle gr (notée aussi g) engendrée par I’espace vectoriel b et des
générateurs f;, e; (1 < ¢ < n) soumis aux seules relations :

[h, k'] =0 pour h,h’ € b,

les, fi] = h; pour 1 < i < n,

lei, fi] =0pour 1 <i#j<n,

[h,e;]) = a;(h)e; pour 1 < i < n,

[h, fi] = —a;(h) fi pour 1 <3 < m,
et aux relations de Serre :

ad™ (e;)(e;) = 0,

ad™i (f:)(f;) =0,
oumi;=1—a;,pourl<i<netl<j<n.

Les éléments ; de h* sont appelés racines simples et les éléments h; les coracines
simples. Lorsque o est une racine simple, on notera hq la coracine correspondante.
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Pour toute racine simple «, on a a(hy) = 2. Donc s, = 1 — a@ h, est une
réflexion hyperplane de h*. Le groupe W engendré par ces réflexions est dit groupe de
Weyl. Puisque s2 = 1, tout élément w € W peut étre écrit sous la forme d’un produit
o1 -+ on de réflexions simples. Lorsque N est minimal, une telle décomposition est
dite réduite. On pose alors £(w) = N et £(w) s’appelle la longueur de w.

Un poids est un élément A € h* tel que A(hy) € Z pour toute racine simple .
L’ensemble des poids est noté P. Il existe un poids p tel que p(hq) = 1 pour toute
racine simple o.. Ce poids n’est pas unique, mais p —wp est indépendant du choix de
p pour tout w € W. Le réseau des racines est Q = @, <, Z o; (ce n’est vraiment
un réseau de h que lorsque dimbf =n). Ona Q C P. o

La chambre dominante de b est le convexe C = {\ € h* | A(hq) > 0 pour toute
racine simple a}. On pose Pt = PNC. Pour A € P, on notera W) le stabilisateur
de A. Toute classe de W/W) posseéde un unique représentant dans W de longueur
minimale. On identifiera ainsi W/W) & un sous-ensemble de W que 1’on munira de
l'ordre de Bruhat induit.

Si M est un h-module et A € P, on pose My = {m € M |h - m = A\(h)m pour
tout h € h}. On appelle My 'espace de poids A de M et sa dimension est la
multiplicité de A. Quand M = P xep M, on dit que M est diagonalisable.

L’algebre de Lie g est diagonalisable comme f-module pour la représentation
adjointe. On a g = h @ D,y a- Les éléments & € P — {0} tels que g, # 0 sont
appelés les racines. On considére ’ensemble A des racines comme un ensemble &
multiplicités (chaque racine a apparait avec multiplicité dim g,). Une racine o est
positivesil’on a a = ZlSiSn m; a; ou les m; sont des entiers > 0 (pour toute racine
a, o est positive ou —a est positive). L’ensemble des racines positives est noté A*.
On note b la sous-algebre de Borel h & @ cp+ ga- Pour A € P+, on note L(X) le
module cyclique sur U(g) engendré par un vecteur v soumis aux seules relations :

h - v = A(h)r pour h €,

e; - v=0pourl<i<n,

M v=0pour1<i<n, oum;=Ah;)+1

Lorsque A est symétrisable (i.e. A= DS ou D est diagonale et S symétrique),
le module L(\) est simple.

Ezemple : Soit A = (aij)1<i<n, la matrice de Cartan telle que :

ai; =2,
aj =-1  sili—j|=1,
a"ij=0 SllZ'—j|>1
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Notons h = R™ avec sa base canonique (€;)1<i<n. Soit (€})1<i<n la base duale
de h* et posons h; = €; — €441, a; = €] —€j,;. Alors (h,h1, -+, hp_1,01, -+, 0m_1)
est une réalisation de A et I’algebre de Kac-Moody associée est gl(n, R).

Dans le cas du g-module naturel de dimension n, les chemins de Lakshmibai-
Seshadri sont simplement les n chemins rectilignes ¢ — te;. Ce chemin sera sim-
plement noté ¢;. On a Pt = {3°1_ | m;e;|m; > miy1}. Donc pour qu'une con-
caténation €;, * ---* g;  soit un chemin dans C, il est nécessaire et suffisant que
I'on ait €;, + -+ + &, € PT pour tout 1 <r < m.

Montrons que ces chemins peuvent étre identifiés a des tableaux standard. On a
€y + - teEi, = Z;;l m;€; ou my > my---. Remplissons le diagramme de Young
avec les entiers 1,2, ---,m comme suit : on place I'indice r sur la ligne 4, et aussi &
gauche que possible. Par exemple, le chemin ¢; * €2 * €; * €3 * €; correspond au
tableau standard

1 3 5

2

4
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