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EQUATIONS DE KNIZHNIK-ZAMOLODCHIKOV ET
THEORIE DES REPRESENTATIONS

par Olivier MATHIEU

INTRODUCTION

Les équations de Knizhnik-Zamolodchikov sont des équations aux différences
totales de la forme d® = w.® avec w = 20§i<j§n Xij(d(z — z5))/(z: — 2), ou
X;,; sont des matrices a coefficients constants opérant sur un certain espace W.
De plus W est un produit tensoriel de m représentations d’une algebre de Lie
semi-simple et les matrices X; ; s’obtiennent comme des combinaisons d’actions
d’éléments de Casimir.

Ces équations apparaissent dans les travaux de Knizhnik, Zamolodchikov
[KZ], Belavin, Poliakov, Zamolodchikov [BPZ] comme des équations satisfaites
par certaines fonctions de corrélation (en théorie conforme des champs en genre
0).

D’apres les travaux de Drinfeld, Kohno et Jimbo, la monodromie de ces
équations peut étre calculée a ’aide de R-matrices associées aux représentations
des groupes quantiques.

Récemment Kazhdan et Lusztig ont établi un théoréme d’équivalence de
catégories entre représentations de groupes quantiques et représentations d’algébres
de Ka¢-Moody de niveau négatif a I’aide de constructions inspirées de la théorie
conforme des champs. En fait de telles équivalences de catégorie avaient été
suggérées dans les travaux de Moore, Seiberg, Drinfeld et autres, mais uniquement
pour des catégories de représentations de niveau positif. Ce résultat de Kazhdan
et Lusztig est un pas crucial vers la solution du probléme classique de déterminer
les dimensions (et plus généralement les caractéres) des représentations simples
des groupes algébriques en caractéristique finie.

Remerciements : Je tiens a remercier G. Georgiev et J. Lepowsky pour les
conversations que nous avons eues.
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O. MATHIEU

1. CALCULS DE QUELQUES REPRESENTATIONS DE MONO-
DROMIE DU GROUPE DES TRESSES

Soit Y, l’espace de tous les sous-ensembles & n-éléments de C et posons
Xn = {(21,..,2n) € Clz; # zjpour ¢ # j}. Le groupe fondamental de Y,, ad-
met la présentation suivante, due a E. Artin.

Générateurs : Sq,...,Sn_1.

Relations : S;S;S; = S;S:S; pour i = j £ 1, 5;S; = S;8S; pour |i — j| > 2.

Si on choisit {1,...,n} comme point base de Yy, alors le générateur S; est
réalisé par un chemin qui échange la position de i et de i 4+ 1, comme indiqué sur
le dessin.

e e e o o o L e ® o o o P

1—1 ? i+1 142

Ce dessin suggere d'ailleurs le nom classique de groupe de tresses pour B,.
Notons aussi que les générateurs de B, sont tous dans la méme classe de conju-

gaison. Par exemple le calcul suivant prouve que S; et Sy sont conjugués.
(515251)32(515251)—1 =5 (525152) (515251)_1
=51 (S15251) (515251)_1
= S].
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EQUATIONS DE KNIZHNIK-ZAMOLODCHIKOV

L’application naturelle 7 : X,, — Y,, (21,...,2n) — {21,..., 2n} €st un revéte-
ment galoisien de groupe S, (le groupe des permutations d’un ensemble & n
éléments). Le groupe fondamental de X,, i.e. le noyau du morphisme B, — S,
est appelé le groupe des tresses pures et noté P,. Le groupe P, est engendré par
S? et ses conjugués. Plus précisément pour i < j, posons I'; ; = (S;iSit1...Sj-1)
52 (8iSiy1...Sj-1)7". Alors P, est engendré par ces (n(n—1)/2) générateurs I'; ;.

Soit W un espace vectoriel complexe de dimension finie et une collection
d’endomorphismes (X; ;)1<icj<n. Alors la forme w = 7, X; ;(d(2 — 25))/
(2i — 2;) a valeurs dans End(W') définit une connexion sur le fibré trivial W x X,
au-dessus de X,. Un calcul simple prouve :

Lemme 1.1 (Kohno).— La connezion donnée par w est plate si et seulement si on
a:

[Xi,j, X,;’k + Xj’k] = [X,;,j + X',k,Xj’k] =0 pouri < _7 < k, et
[(Xij, Xkel =0 pour i, j, k, £ tous distincts.

Signalons une réciproque au lemme précédent. Considérons, dans 1’algebre
C < z;; > des séries formelles en les variables non-commutatives (z; ;)1<i<j<j,
l'idéal engendré par les éléments suivants :

[Tijy Tik + Zjk] = [Tij + Tjk,Tjk] =0 pouri<j<k, et

[T:,5, Tk,e] =0 pour i, j, k, £ tous distincts.

Notons A l'algebre quotient. Pour tout ¢, notons A, le sous-espace des
éléments de la forme P(z;;), ot P est un polyndme non-commutatif homogene
de degré £. Comme les relations définissant .4 sont homogenes de degré deux, on
aA= Hzgo A¢ et A A; C Aiy;. Pour tout entier m, notons u,, I’application
AP™ — A, (a1, ...,8m) — a1.3...am.

Considérons w = 37, . x;;(d(2; — 2;))/(2; — 2;) comme une 1-forme sur X,
a valeur dans A;. Pour tout entier m, w®™ est une m-forme sur (X, )™ & valeur
dans AP™, et i, (w®™) est & valeur dans Am. Pour tout chemin v : [0,1] —
Xnyt — (1)), notons v : Iy — (Xp)™, (t1, ..., tm) (1), -+, v(tm)), ot I,
est le m-simplexe {0 <t <3 <... <ty <1}.
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O. MATHIEU

Choisissons un point base p pour X,,. Définissons une application ¢ : P, — A
par la formule suivante :

(9) = Ym0, #m(w®™), ot v est n'importe quel lacet représentant
g€ P,.

Le terme de droite de la formule précédente est ’expression de la monodromie
en terme d’intégrales itérées de Chen. En fait, cette formule n’est qu'une refor-
mulation de la technique des itérées successives de Picard (de la forme & =1 et
O =@, + fw w.®,).

D’aprés ce qui préceéde, ¢ est un morphisme du groupe P, dans le groupe
multiplicatif des éléments de A de la forme 1+ 3. o pi, (p: € Ai).

Soit I I'idéal d’augmentation de C[P,], et notons B le complété de C[Py]
relatif aux puissances de I (i.e. B = lim.proj.C[P,]/I™).

THEOREME 1.2 (Aomoto, Hain, Kohno).— Le morphisme ¢ induit un isomor-
phisme v : B — A. De plus, ¢ : P, — A est injective.

Paraphrasons le théoréme 1.2. Rappelons la construction du complexifié de
la complétion pronilpotente d'un groupe discret. Soit G un groupe discret (que
I’on supposera de type fini pour éviter les détails techniques). Supposons d’abord
que G soit nilpotent. On peut associer un groupe de Lie nilpotent G(C) et un
morphisme 7 : G — G(C). La paire (G(C), ) est caractérisée par la propriété
universelle suivante. Toute représentation complexe de dimension finie p : G —
GL(W) telle que p(g) soit nilpotente pour tout g € G s’étend uniquement en une
représentation du groupe de Lie G(C). Lorsque G est un groupe commutatif, on
a G(C) = G ®z C. Pour un groupe G quelconque, on peut considérer la suite
centrale descendante : ---Gmy1 C Gm C - C G1 = (G,G) C G. Notons
Grromil-(C) la limite projective des G/Gn(C). Le groupe obtenu est une limite
projective de groupes de Lie nilpotents.

Soit £ la sous-algebre de Lie de A engendrée par les générateurs z; ;, et soit
T sa fermeture dans .A. Notons que les relations définissant A sont dans £. Donc
A est l'algebre enveloppante topologique de L. Essentiellement le théoréeme 1.2.
signifie que 1’algebre de Lie du complété pronilpotent P,{”""'"“(C) de P, est iso-
morphe 4 I’algebre de Lie £. De plus I'application P, — Prromil(C) est injective.

Le théoreme 1.2 ne concerne que les représentations nilpotentes du groupe
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EQUATIONS DE KNIZHNIK-ZAMOLODCHIKOV

P,. Néanmoins en utilisant I'injectivité de ’application ¢ : P, — A, Kohno en
déduit le résultat suivant (un analogue multidimensionel du XXIéme probleme de
Hilbert).

THEOREME 1.3 (Kohno).— Soit p : P, — GL(N) une représentation de P,
telle que 1 — p(T'; ;) est suffisamment petit pour tout 1 < i < j < n. Alors on peut
trouver des matrices N x N a coefficients constants X, ; telles que la connezion
w =) ; Xij(d(z: — 2;))/(2; — 2j) soit plate et de monodromie p.

Le théoreéme 1.3 réduit essentiellement le probléme de trouver des représenta-
tions linéaires des groupes de tresses pures a celui de trouver des endomorphismes
X;,j d’un espace vectoriel W satisfaisant aux relations

(X, Xik + Xjk] = [Xijj + Xjk, Xjk] =0 pouri <j <k, et

(1)
[Xi,j> Xkl =0 pour i, j, k, £ tous distincts.

De plus la représentation obtenue s’étendra au groupe des tresses B,, dés
que P’on disposera en plus d’une représentation = : S, — W compatible aux
endomorphimes X; ; (i.e. m(w)X;;m(w™") = Xy (3),u(;) PoUr tout w € W).

La théorie des algebres de Lie fournit des solutions a ce probleme. Nous allons
maintenant décrire les plus simples de telles solutions.

Soient g une algebre de Lie de dimension finie, U(g) son algebre enveloppante
et A:U(g) — U(g)®U(g) la comultiplication. Rappelons que A est un morphisme
d’algebre tel que A(z) =z ® 1+ 1® z pour tout = € g.

Pour tous entiers 0 < i < j < n, notons ©; ; le morphisme de U(g) ® U(g)
dans U(g)®™ défini par 0, ;(a®b) =1®1....Qa...® b 1..., ol a et b sont en
position 7 et j. Pour R € g® g C U(g) ® U(g), posons R; ; = ©; ;(R). Notons
que 'on a [R; 2,R23] €Eg®gRg.

Supposons donné un élément R € g ® g qui, pour simplifier, sera supposé
symétrique, i.e. invariant par ’échange des facteurs dans g ® g. Supposons de
plus que ’on ait :

(2) [Ri,2,R1,3+ Rz 3] = 0.

Soit W = V1 ® V... ® V, une représentation de g". Alors les endomorphismes
X j définis par I’action des R; ; seront une solution du probléme posé.
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Il y a une solution remarquable a ce probleme lorsque I’algebre de Lie possede
un produit scalaire non dégénéré (symétrique) invariant k. En effet, choisissons
une base orthonormée e, et posonst =) e, e, €g® g.

Lemme 1.4 (Drinfeld).— On a [t1,2,t1,3 +t2,3] = 0.

Indiquons la preuve, qui est trés courte. Puisque ¢ est le tenseur qui définit la
forme bilinéaire sur g* inverse de k, ce tenseur est invariant sous I’action diagonale.
On a donc [A(z),t] =0, pour tout z € g. Oronat;s+iez = ea ®1Qeq +
1®ex®eq = A1 2(€a) ® eq, d’oll le lemme.

Lorsque g est une algebre de Lie simple et « la forme de Killing, I’équation
aux dérivées totales d® = w.® associée a cette connexion (i.e. I’équation aux
dérivées partielles des sections horizontales) est appelée équation de Knizhnik et
Zamolodchikov.

Donnons d’abord un exemple de construction de représentations du groupe
de tresses comme monodromie de ces équations.

Soit g I’algebre de Lie sl(N). Dans ce cas la forme & est la forme de Killing
z,y — 2(N — 1)tr(zy). Soit V la représentation naturelle de dimension N et soit
W = V®", Soit A un parameétre complexe. Sur le fibré W x X,,, considérons la
connexion w = A", tij(d(2i — 25))/ (2 — 2;). Notons que la connexion est inva-
riante par S, donc le fibré & connexion (W, w) provient de Y,,. Ainsi la monodromie
définit une représentation du groupe des tresses By,.

Cette monodromie peut étre explicitement calculée, a ’aide de représentations
d’algebres de Hecke.

Soit ¢ un nombre complexe non nul, et supposons fixée une base E1,- -, En,
de V. Tout d’abord, définissons I'opérateur R? : V®V — V ®V par les conditions
suivantes :

RI(E; ® E;) = q.E; ® E;,
RYE;QFE;)=(E;®E;))+(q—q ") .E;®E; sii>j et
Rq(Ez®EJ)=EZ®EJ sii<j.

Cette matrice est appelée matrice de Lieb et Temperley.

THEOREME 1.5 (Kohno).— Pour une valeur générique de ), il existe un auto-
morphisme linéaire S de W tel que la monodromie de la connezion w est donnée par
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Si—q".S7'R],,,S, pour ¢ = e™ etv=(N-1)/2.N
Indiquons la preuve de ce théoréme, basée sur les propriétés élémentaires des
algebres de Hecke. Rappelons que ’algébre de Hecke H,(q) admet la présentation
suivante :
Générateurs : Ty, ...,Tn_1.
Relations : T;T;T; = T;T;T; pour i = j £ 1
T:T; =T,T; pour i —j| > 2
(T; —q)(Ti +¢71) =0.
Pour tout i, 1 < i < n, soit s; la transposition de S, qui échange i et i + 1.
Ces transpositions engendrent le groupe S,. Une décomposition w = s;, -+ 8,
d’un élement w de S, est dite décomposition réduite si on ne peut écrire w comme
un produit de ¢ transposition s; avec £ < k. Soit w = s;, - - - s;, une décomposition
réduite d'un élement w de Sp. L'élément T, = T, ---Ts,, est indépendant de
la décomposition choisie et la famille (T, ),ew est une base de ’algebre de Hecke
(en particulier sa dimension est finie et vaut n!). Pour ¢ = 1, I’algébre de Hecke
est isomorphe & C[S,]. Cette derniere est une algébre de matrice et n’admet que
des déformations triviales. Donc au moins pour q générique (en fait, comme I’a
montré Tits pour ¢ non racine de 1'unité), H,(q) est isomorphe & C[S,]. Pour la
preuve du théoréme, seule I’existence d’un tel isomorphisme est nécessaire.

Un calcul simple montre que T; +— RZ,- +1 fournit une représentation de H,(q)
sur V8™, Comme 3 ¢ = 1 la représentation obtenue est la représentation standard
de Sy, on en déduit de méme que, pour q générique, la représentation obtenue est
conjuguée a la représentation standard.

La présentation de 'algébre de Hecke se déduit de celle de C[P,,] uniquement
en ajoutant la derniére relation quadratique. Notons que cette relation signifie
que, dans toute représentation, T; agit comme un opérateur diagonalisable avec
seulement deux valeurs propres +¢¥! (du moins si ¢ # +i). Par conséquent une
représentation U du groupe de tresses provient d’une représentation de 1’algebre
de Hecke exactement quand S; agit de maniére semi-simple avec au plus deux
valeurs propres. En effet on pourra trouver alors deux nombres p et g tels que

1

ces deux valeurs propres soient u.q et —u.g!, et la représentation factorisera a

travers le morphisme C[P,] — H,(q), S; — p~1.T;.

Reste donc & prouver que dans la représentation de monodromie p associée
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la connexion w 'opérateur p(S;) a bien la propriété indiquée. Soit X’ le quotient
de X,, obtenu en identifiant (21, 29, 23, - -, 2n) €t (22, 21, 23, , 2n). Le revétement
X, — X' est galoisien de groupe {1,s1}. De plus p(S;) est la monodromie locale
autour de I'hypersurface (2; — 22)? = 0 dans X’. Le résidu de la connexion le long
de cette hypersurface est 1/2\.t1 2. Or V®QV se décompose en deux représentations
irréductibles sous I’action de sl(N), & savoir V® V = S%2V @ A%2V. Comme ¢t agit
scalairement sur chaque composante, on en déduit que I’action de t; 2 sur W est
semi-simple et ne possede que deux valeurs propres, proportionelles & A. Pour A
générique, la différence de ces valeurs propres n’est pas entiére, et donc p(S;) est
conjuguée 2 exp(im.ty,2), ce qui démontre la semi-simplicité et qu’il n’y a au plus
que deux valeurs propres. Enfin pour déterminer explicitement la valeur de q et
le facteur ¢”, il suffit de calculer explicitement ces valeurs propres. C.Q.F.D.

Remarque.— La présentation usuelle de P’algebre de Hecke est légerement diffé-
rente. En général, la relation quadratique est sous la forme T2 + (1 —q).T; +q = 0,
ou (T; + 1)(T; — q) = 0. Cette présentation est essentiellement la méme. En effet,
si Pon pose ¢’ = ¢/2 et T} = ¢'~1.T;, on obtient (T} — ¢')(T] + ¢~ ') = 0.

Soient maintenant g une algébre de Lie arbitraire, V' une représentation
irréductible et W = V®", La forme de Killing z,y € g — tr(ad(z) o ad(y))
permet de définir le tenseur ¢ de g ® g. A nouveau on considere la connexion
w= A, ti(d(zi— zj))/(z; — z;) sur le fibré W x X, au-dessus de X,. Comme
ce fibré et sa connexion sont S,, invariants, ils proviennent de Y,, et la monodromie
définit une représentation p de By, sur W. Pour identifier cette représentation, nous
allons & nouveau utiliser une matrice R. Cette matrice R sera une solution d’une

équation de Yang et Baxter obtenue & I’aide de la théorie des groupes quantiques.

Soit R € GL(V ® V). Alors Ri2 = R®id et Ry3 = id ® R sont des
automorphismes de V. ® V ® V. Les solutions de I’équation de Yang-Baxter sont
les matrices R satisfaisant a :

Ri20R230R12=Ry30R120R3.
A toute solution R de I’équation de Yang et Baxter, on peut associer une
représentation § de B, sur V®" en posant 6(S;) = Riiy1, ot Riiy1(v1 @ v2

Q) =v® - Qi1 ® R(v; ® vit1) ® viz2 ® ---. 1l est clair que cela fournit
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une représentation de B, car les relations de tresses sont dans ce cas exactement
équivalentes a I’équation de Yang et Baxter.

Soit U,(g) 'algébre enveloppante quantique de g, définie par Jimbo et Drin-
feld. Drinfeld a défini un élément R appartenant & une certaine complétion de
U,(g ® Uy(g)). L’action de g sur V peut étre déformée en une représentation
de Uy(g). Notons R I'automorphisme de V' ® V défini par R? = o o R, ou
0:V®V — V ®V dénote I’échange des deux facteurs.

THEOREME 1.6 (Drinfeld).— L’automorphisme R est une solution de l’équa-
tion de Yang et Bazter.

THEOREME (Kohno).— Pour \ générique et ¢ = exp(im.)\) la représentation
de monodromie p de By, sur W et la représentation déduite de la solution R, de
Uéquation de Yang et Baxter sont équivalentes.

Cette matrice R, n’est pas aussi explicite que dans le cas ol V' est la représen-
tation de base de sl(N). Dans de nombreux cas, elle a été calculée explicitement
par Jimbo.

2. EQUATION DE KNIZHNIK ET ZAMOLODCHIKOV

L’algebre W des champs de vecteurs a coefficients réguliers sur C* a pour base
(L = —2™*'d/d2)mez €t lon a [Ly, Ly] = (M —n) Ly 4n. L'algebre de Virasoro
Vir est une extension centrale de cette algebre. Elle a pour base (L,)mez,C et
les crochets sont donnés par [Lum,, Ln] = (m — n)Limtn + 6m,—n(m® —m)/12.c et
[c, L] = 0. Notons aussi que L, — L_, induit une anti-involution ¢ de Vir.

Donnons d’abord une définition de champ primaire, du moins la plus usuelle
dans la littérature de la physique mathématique. Soient V et U deux représenta-
tions de ’algebre de Virasoro. On supposera que U et V sont pré-hilbertiens, de
sorte que U et V soient des représentations pré-unitaires pour la sous-algebre de
Lie des points fixes de —t. On appelle champ primaire d’anomalie a un opérateur
®(2) : U — V tel que [Lp,, ®(2)] = (2™+1d/dz + a(m + 1)2™).®(z). En fait, ces
opérateurs ®(z) peuvent avoir un domaine de définition vide, mais leurs coefficients
matriciaux sont bien définis. En d’autres termes pour u,v dans un certain sous-
espace dense de U x V, le coefficient matriciel associé est bien défini. Ce coefficient
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est noté < v|®(2)|u >. Ces coefficients matriciaux sont supposés étre des fonctions
holomorphes multivaluées. Dans les exemples donnés plus bas, les champs ®(2)
seront décrits comme des séries formelles en z et en 27 1.

Décrivons d’abord les représentations de ’algébre de Virasoro qui nous inté-
resse. L’algebre de Virasoro Vir a une graduation naturelle, Vir = @,ezVir, (ou
Virn, = C.L,, pour n # 0 et Virg = C.Lo ® C.c). Posons Vir™ = @0 Vir, et
Bt = Virt @ Virg. Soit h, ¢ deux scalaires. Notons Cp, . le BT-module de dimen-
sion un pour lequel Vir™ agit trivialement, et Lo, ¢ agissent par multiplication par
h et c respectivement. Soit Vj, . le Vir-module induit. Ce module (appelé module

de Verma) posseéde un unique quotient simple Ly . Pour certaines valeurs de c, le
module Ly, . est pré-unitarisable.

FEzemple 2.1.— Donnons un exemple évident de champ primaire. Soit V = Lp, . un
module simple unitarisable. Définissons le champ primaire ®(z) : V. — V par la
formule ®(z) = ¥, cz 272 ™.Ln. Ce champ est d’anomalie —2. Un champ donné
sous la forme d’une série formelle a la fois en z et z~1 est appelé un opérateur
vertex.

Notons que, pour tout v € V, on a L,,.v = 0 pour m suffisamment grand.
Par conséquent ®(z).v est une série de Laurent en 2! (i.e. est une série formelle
en z~! et un polyndme en z). Il existe une graduation naturelle du module V,
V = @,V, compatible avec la graduation de Vir telle que Vo = Cp , et V, =0
pour n > 0. Considérons le sous-module V' = &(V,)* dans V*. Alors pour tout

v e V,v € V', le coefficient matriciel (v'|®(z)|v) est un polyndme de Laurent bien
défini.

L’intérét des champs primaires est d’intervenir dans la théorie des représenta-
tions des algebres de Kaé-Moody affines. Dans les quelques paragraphes qui
suivent, nous allons d’abord rappeler leur définition et la construction de leurs
représentations. Nous verrons ensuite comment construire des champs primaires
dans ce cas.

Soit g une algebre de Lie simple de dimension finie. Soit £ 'extension cen-
trale de Palgebre de Lie L(g) = g ® C[t,t~] définie par le cocycle C(f(t),g(t)) =
Res|i—ok(f(t)dg(t)), pour tous f(t),g(t) € L(g). Pour tout r € g, posons
z(n) = z ® t". Ainsi lalgebre de Lie £ est engendrée par les z(n) et un certain
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élément central encore noté c et les crochets de Lie sont donnés par la formule :
[z(n),y(m)] = [z,y)(n + m) + M.6m,—nc.

Malheureusement la théorie des algébres de Lie simples requiert un certain
nombre (élevé) de notations et définitions que je vais rappeler maintenant. Choi-
sissons une sous-algebre de Cartan b (i.e. 'algébre de Lie d’un tore maximal H
du groupe simplement connexe G d’algebre de Lie g) et une sous-algebre de Borel
(i.e. résoluble maximale) contenant h. Un tel choix est unique & isomorphisme
pres et 'on pose n = [b,b. On note P le groupe des caractéres de H. Via la
différentielle, P s’identifie & un sous-groupe de h*. L’action de H sur n est diago-
nalisable, et les caractéres des sous-représentations de dimension un sont appelés
les racines positives. Les racines correspondant aux caractéres de n/ [n,n] sont
appelées indécomposables et notées a;, - - - ,0q. Le centre de n est de dimension 1
et le caractére correspondant sera noté ap. La restriction de la forme de Killing &
b est non dégénérée. Pour toute racine @, il existe donc un unique élément h, € b
tel que h € h — h—a(h)h, soit une reflexion hyperplane orthogonale. Cet élément
est appelé la coracine associée 3 a. Quand « est 'ure des racines «;, la coracine
correspondante sera notée simplement h;. Notons que les (h;)o<i<¢ forment une
base de h* et que 'on a ho = 3", <i<eMih; olt les m; sont des entiers > 0. Posons
g=1+>",m; (nombre de Coxeter_dual).

Posons Pt = {\ € h*|A(h;) € N pour tout 1 <14 < ¢}. Toute représentation
simple L de dimension finie de g contient un unique vecteur v (4 un multiple
pres) tel que nv = 0. On a hoy = A(h).v pour tout h € h pour un certain
A = A(L) € P*. Le poids \ est appelé plus haut poids de la représentation
L et l'application L — A(L) est une bijection de I’ensemble des représentations
irréductibles de g sur P* (E. Cartan). On note la bijection inverse A — L(\). On

notera que les représentations simples sont classifiées par la donnée de ¢ entiers
20 A(h1), -+, Ahe).

Revenons aux algebres affines. Comme pour Palgebre de Virasoro, ’algebre
de Lie £ est graduée, £ = @, (o0 L, = g®t™ pour n # 0 et Lo = g® C.c).
Posons Lt = @,50L,, P = LT @ g0 C.c. Soit A € P+ et £ € C. Considérons
L(\) comme un P-module, pour lequel 'action de £+ est triviale, et ¢ qui agit
comme le scalaire £. Soit V;()) le module induit & £ (module de Verma généralisé)
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et soit Lg(\) 'unique quotient irréductible de V;(A) (en fait cette définition n’est
pas correcte quand £ + g = 0, cas que nous ne considérerons pas ici : dans cette
section on aura £ > 0, tandis que dans la section suivante, on aura £ + g < 0).
L’élément central c agit sur Ly(\) comme £.id et ce nombre ¢ est appelé le niveau
de la représentation. Plus généralement une représentation est dite de niveau ¢
si ¢ y agit comme le scalaire £. Une représentation p de £ est dite intégrable si

p(z(m)) est localement nilpotent pour tout élément ad-nilpotent x € g et tout
m € Z.

Lemme 2.2. (V. Ka¢).— La représentation Le()) est intégrable si et seulement si
£ est un entier et l'on a :

> A(hi) <8

Dans cette section nous supposerons désormais que les couples (), £) satisfont
aux conditions du lemme de Kaé. Notons O™ la catégorie de tous les L-modules
intégrables de niveau £ de longueur finie et pour lesquels £ agit de maniére locale-
ment nilpotente (i.e. tous les sous-L*-modules cycliques sont de dimension finie
et nilpotente). Ce lemme indique la nécessité de considérer ’extension centrale £
de L(g). En effet tout module intégrable de niveau 0 de la catégorie O est trivial.
Rappelons aussi :

THEOREME 2.3 (Deodhar, Gabber, Kac).— Toute représentation de Oy est
somme directe de modules L¢()\). En particulier, cette catégorie est semi-simple
avec un nombre fini d’objets simples.

Notons A le simplexe de tous les f-uplets de nombres réels (A1, Az, -+, Ae)
avec A\ > 0, 0 > 0,---, A, >0et 3, a; A < L. Alors les représentations simples
dans O sont exactement paramétrées par les points a coordonnées entieres du

simplexe £.A. On notera cet ensemble fini Pe.

Le théoreme suivant a été prouvé par de nombreux auteurs. Notons aussi ¢
’anti-involution de £, t : z(n) — z(—n).

THEOREME 2.4 (Garland, Ka¢, Lepowsky...).— Tout module intégrable L¢())
est pré-unitarisable relativement d Uanti-involution t.

Notons que lalgebre de Virasoro agit comme une algebre de dérivation de L.
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Le produit semi-direct Vir x £ est appelé algebre de courant. Les représentations
L¢()\) s’étendent en des représentations de l’algebre de courant. Ce fait n’est pas
difficile & montrer par une preuve abstraite, mais Shugawara a trouvé une remar-
quable formule explicite pour cette action. Décrivons maintenant cette formule
explicite. Pour tout ,y € g, définissons le produit ordre normal de z(n) et y(m)

en posant :

z(n)y(m) sin<m,
s z(n)y(m) := ¢ y(m)z(n) sim >mn,

1/2(z(n)y(m) + y(m)x(n)) sim=n.

Choisissons une base orthonormée e, pour g. Posons 2(¢ + g).Ln, = ®nez,a :
ea(—k),ea(n + k). Soit M € O et v € M. Comme on a eq(n).v = 0 pour tout
n > 0, la somme calculant L,.v est en fait finie. Ainsi L agit sur M.

THEOREME 2.5 (Sugawara) L’action des opérateurs Ly sur n’importe quelle
représentation M € O définit une représentation de Ualgébre de Virasoro.
Combinée avec l'action de L, on obtient ainsi une représentation de l’algébre de

courant.

Soient 7 : g — End(V') une représentation simple de dimension finie et soient
L,M € Oi"t. Un opérateur ®(u,z) : L — M est appelé primaire de type 7 s'il
satisfait les conditions suivantes:

e ®(u,z) est linéaireen u € V

o [X(m),®(u,2)] = 2™.®(X.u,z), pour tout X € g ;

o [Lm, ®(2)] = (z™*'d/dz + (a(m) /(1 + 9))(m + 1)2™).®(2),
ou a(m) est 'unique valeur propre du Casimir sur V.

Pour tout nombre b, notons M, 'action de I’algebre de Virasoro pour laquelle
L, agit comme b.2™ — 2™*1d/dz. De méme, étant donné une représentation V
de dimension finie de g, on peut définir une représentation M,(V') de ’algebre de
courant sur ’espace V ® C[t,t™1] en faisant agir les éléments X (n) de £ comme
X ®t" et les éléments L,, de Vir comme b.2™ — z™+1d/dz.

Considérons des champs donnés sous la forme ®(2) = > 271""®, d’une
série formelle en z et 21, des représentations U,V de Vir pour lesquelles I’action

de Lo est semi-simple et avec des valeurs propres dont la partie réelle est bornée
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supérieurement. Par une construction inverse a celle de I’exemple 2.1, on voit qu'un
champ primaire d’anomalie a, ®(z) : U — V s’identifie & un morphisme de Vir-
module ® : M,_;®U — V. De méme un champ primaire ®(z,u) : M — N de type
p: g — End(V) entre deux modules M, N dans O} s’identifie & un morphisme
pour ’algebre de courant @ : Ly(V)® M — N, avec b = ((a(m)/(£+g)) — 1.

Etant donnée une représentation L;()\) de L, le vecteur “vide” est un vecteur
non nul v de L(\) C Lg()) et tel que n.v = 0. Choisissons n représentations
simples V; de g, (n+1) poids A, -, An41 dans Py, et n champs primaires de type
Vi ®i(u,z2): Le(A;) — Le(Aig1), et posons W = (V, ® --- @ Vp)*.

THEOREME 2.6 (Knizhnik et Zamolodchikov).— La fonction 4 n points

(vide|®p (Un, 2n) 0+ 0 P1(u1, 21)|vide) est une solution multivaluée de l’équation
de Knizhnik et Zamolodchikov avec paramétre 1/(€ + g).

Du point de vue strictement mathématique, la procédure pour définir le pro-
duit ®p(Un,2n) 0 -0 ®1(uy,21) est difficile & justifier. Cette construction a été
rigoureusement décrite dans le travail de Tsuchiya, Kanie [TK], Tsuchiya, Kanie
et Yamada [TKY], au moins dans des cas importants.

Notons Yz()\, i, v) 'ensemble des champs primaires ®(u,2) : Le(u) — Le(v)
de type L()). Si l'on écrit ce champ sous la forme d’une série formelle en z et
z~1, alors le terme de degré zéro (appelé terme initial) définit un morphisme de
L(\) ® L(u) — L(v). De plus, si le terme initial est nul, alors le champ est
nul. Donc on peut considérer que ’on a : Yz(A, p,v) C Homg(L(A) ® L(p), L(v).
Posons dim(Ye(A, pu,v) = VY, et dim(Homg(L(A\)® L(u), L(v)) = K¥ . Il résulte
des propriétés usuelles du produit tensoriel des représentations que les coefficients
(bien connus) K7 , sont les constantes de structures d’une algebre associative. Il a
été constaté que les constantes VY, forment aussi les constantes de structures d’une
algebre associative. Aussi Moore et Seiberg ont-ils eu 'idée que la catégorie O
a une structure de catégorie tensorielle, liée aux groupes quantiques. Signalons
aussi un cas particulier ol 'une des formules de Verlinde calcule explicitement ces
nombres : on a pour tous A, u,v € Py

1 —
V)\VY# = E’UJGWg/W e(w).Kf\”’M (v+p) p’

ou W (respectivement W) désigne le groupe de Weyl affine. Ces faits sont main-
tenant établis (voir [TK], [TUY]).

60



EQUATIONS DE KNIZHNIK-ZAMOLODCHIKOV

Signalons que dans [GM] on calcule certaines multiplicités de décomposition
de produits tensoriels de représentations modulaires de groupes de Chevalley et on
observe que ces multiplicités sont les nombres V,\V, u dans le cas de groupes de type
ADE. Dans le cas de groupes de type non ADE, les multiplicités sont données par
une formule identique, avec un autre groupe de Weyl affine. Cette coincidence est
complétement élucidée par les équivalences de catégories prouvées par Kazhdan et
Lusztig et le travail de Finkelberg (voir [KL][F]).

3. TRAVAUX DE KAZHDAN ET LUSZTIG

Soit g une algebre de Lie simple de type ADE, soit G(C) le groupe connexe
et simplement connexe, et soit £ ’algébre de Lie affine associée & g (voir section
3 pour la définition). Pour un complexe x notons O la catégorie de toute les
représentations M de £ qui satisfont aux propriétés suivantes :

(1) M est de longueur finie et de niveau xk — g,
(2) Paction de L1 est localement nilpotente,

(3) comme g-module, M s’intégre 3 G.

En fait, Kazhdan et Lusztig s’intéressent principalement au cas ol k est
un nombre rationnel < 0. Dans ce cas, la catégorie O, ne contient aucune
représentation intégrable.

Voici quelques résultats principaux des travaux récents de Kazhdan et Lusztig.

THEOREME 3.1 [KL2] .— (k rationnel < 0) Il existe une équivalence de
catégorie entre Oy et la catégorie des représentations du groupe quantique Uy(g)
dq=e"/s,

Ce résultat s’inscrit dans le programme de Lusztig pour résoudre le probléme
suivant. Soit F la cloture algébrique d’un corps a p-éléments et soit G(F) le groupe
algébrique sur F “analogue” a G(C) (pour fixer les idées, si G(C) = SL,(C), alors
G(F) = SLy(F)). Les représentations (sur F) rationnelles irréductibles de G(F)
sont classifiées par le méme ensemble Pt qu’en caractéristique 0. En fait la cor-
respondance de Cartan, qui, & une représentation simple L, associe son plus haut
poids A(L), est construite comme en caractéristique 0, & ceci prés qu’il convient de
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remplacer les algebres de Lie par les groupes correspondants. Notons (Ly(A))aep+
ces représentations. Aux développements trés récents pres, peu de choses étaient
connues au sujet de ces représentations simples. Par exemple la dimension de
ces représentations n’était pas connue. En fait, on cherche plus généralement
a connaitre les caracteéres de ces représentations, c’est-a-dire les valeurs propres
et les multiplicités de l'action d’un élément générique de G(F). Bien que la
formule de Weyl (i.e. la formule analogue en caractéristique 0) ait été établie
depuis longtemps, en caractéristique finie méme 1’énoncé d’une conjecture a été
un probléme ouvert jusqu’en 1980 quand Lusztig a énoncé sa conjecture basée sur
la combinatoire des polyndmes de Kazhdan-Lusztig [L1].

Précisons que, dans ’énoncé de sa conjecture, Lusztig donne une borne ex-
plicite inférieure sur p (essentiellement p doit &tre au moins de la taille de g2). En

1988 Lusztig a proposé le programme suivant pour prouver sa conjecture.

Premiére étape. Rappelons que les problémes analogues en caractéristique
zéro sont bien connus (formule de Weyl). Le module L(\) peut étre défini sur
Z. Soit Lo(A\) une Z-forme de ce module. Alors Fp ®z Lo(A) contient Lp(X)
comme sous-quotient. En particulier on a dim L,(A) < dim L(X). De plus pour
beaucoup de A cette dimension est strictement inférieure. Donc il est impossible
de “remonter” L,(A) en caractéristique zéro. Or Lusztig a prouvé que lorsque g
est une racine de 'unité, la réduction modulo p d’une certaine forme de U,(g) est
exactement |’(hyper-)algebre ordinaire de G(F). D’ou la premiere étape proposée
par Lusztig est de relever en caractéristique zéro les représentations de G(F) en des
représentations de I’algébre enveloppante quantique & une racine p-ieme de I'unité
(plus précisement pas toutes les représentations car cela serait impossible, mais
au moins celles qui sont restreintes, i.e. celles dont le plus haut poids satisfait a
0 < A(h;) < (p—1)). Cette étape a été résolue récemment par Andersen, Jantzen
et Soergel [AJS], mais avec une borne inférieure pour p non explicite.

Deuziéme étape. Prouver une équivalence entre représentations de groupes
quantiques aux racines £-iémes de I'identité et les représentations de niveau —¢—g
de lalgebre de Kag-Moody affine associée. Pour des algebres de Lie de type ADE,
cela est couvert par le théoréme 3.1. De plus, le preprint [L2] explique comment
modifier [KL1] pour prouver le théoréme 3.1 en général.

Troisiéme étape. Prouver une formule de caractéres pour les représentations
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des algebres de Lie affines au niveau négatif. Une contribution est apportée dans
un preprint de Casian [C]. En fait [C] annonce ce résultat, mais un point de la
preuve est encore P’objet de discussions d’experts(?).

Donnons quelques détails sur la preuve du théoréme 3.1. qui est le résultat
principal d’une série de cinq articles [KL]. Notons que la catégorie des représenta-
tions d’un groupe quantique est naturellement une catégorie tensorielle (de plus
tressée). Le point crucial est de démontrer a priori que la catégorie Oy est une
catégorie tensorielle (tressée). Notons que le produit tensoriel ordinaire de deux
représentations de niveau k— g est de niveau 2k —2g. Donc pour définir un produit
tensoriel sur O,, il est nécessaire d’utiliser une nouvelle approche.

Comme indiqué au précédent paragraphe, des structures de produits ten-
soriels extra-ordinaires avaient été dégagées pour les catégories de représentations
intégrables, en particulier de niveau > 0. Le fait qu’on puisse définir un produit
tensoriel en niveau négatif semblait inattendu.

Indiquons brievement la construction du produit tensoriel T'(Us, Us) de deux
modules Uy, Us € O,.

Définissons d’abord la notion de vecteur lisse. Soit M une représentation
arbitraire de £. Un vecteur v est dit lisse si le P-module N engendré par v est de
dimension finie et qu’en outre N est un £*-module nilpotent. Le sous-espace des
vecteurs lisses est un £-module et de plus on peut étendre I’action & 1’algebre de
Lie L= C.cog® C[t™1,t]] (ou C[t™1,¢t] désigne le corps des séries de Laurent).
Rappelons que le corps des fonctions rationnelles sur P! est isomorphe 2 C(2).
En outre tous les autres générateurs y de ce corps se déduisent de z par une
homographie, i.e. y = (az + b)/(cz + d). Ces générateurs forment une variété de
dimension 3 et les paramétres en un point qui sont des générateurs du corps en
forment une sous-variété de dimension deux. Appelons ces paramétres spéciaux.

Le produit tensoriel modifié n’est pas intrinséque. Il dépend du choix de trois
points py,p2 et P sur P! et du choix de parameétres spéciaux e;, €2, € en chacun de
ces points. De maniére imagée, on va placer U; en p;, Uz en ps et “a Parrivée” on

(1) Ajout octobre 94 : les formules de caractéres au niveau négatif sont main-
tenant prouvées dans le preprint suivant :
M. KASHIWARA ET T. TANISAKI - Kazhdan-Lusztig conjecture for affine Lie
algebras at the negative level, RIMS preprint 983 (juin 94).
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va obtenir le produit tensoriel placé en P.

Soit A Dl’anneau des fonctions régulieres sur P! \ {p1,p2, P}. Notons
I' = g® A @ C.c 'extension centrale de g ® R définie par n’importe lequel des
deux 2-cocycles suivants (qui sont égaux par la formule des résidus) :

(X ® f,Y ®g) — k(z,y)(Resp, (fdg) + Resp, (fdg)

(X ® f,Y ®g) — —r(z,y)(Resp, (fdg),
pour tout X,Y € get f,g € A

Pour f € A, notons fi, fa, F les séries de Laurent en ¢ telles que fi(e1) =
fa(e2) = F(e) = f(t) (autrement dit f1, f2, F sont les développements en séries de
Laurent de f aux points p;,p2 et P).

Posons £, 2 = (€ ® L£)/C.(c, —c). Nous noterons encore ¢ I'elément de L2

qui est Pimage de c,0. Définissons a : T' — L2 et b : T' — L par les formules
suivantes :

a(X ® f(t)) = (X ® f1(t), X ® fa(t)),
a(c) =c,

(X Qf(t)=XQF(t), blc)=—c.

Soit F; 'idéal d’augmentation L' (Z+) deU (Z*). Définissons une filtration
décroissante Fy, de U (Z+) par les formules récurrentes Fy = U (Z+) et Fropp =
F,.F, pour n > 0 (cette filtration est simplement la filtration par les puissances
de I'idéal d’augmentation). Posons G, = b~1(F,). Posons aussi A = k — g.

La construction du produit tensoriel extraordinaire est la suivante. Posons
W = U; ® Us. Puisque U; et U; sont des £L-modules lisses de méme niveau A, W
est un £, 2-module, donc un I-module (utiliser le morphisme a). Le niveau de ce
module est A. Considérons maintenant W= lim.proj.W/G,.W. Le morphisme
b:T — L est simplement le morphisme de complétion de I' au point P. Par
une démonstration un peu analogue (mais un peu plus compliquée) du fait que les
vecteurs lisses forment une sous-représentation, on montre que W est naturelle-
ment un Z-module. Ainsi W est un £-module. Son niveau est maintenant —\.

Tordant le module par I’involution —t, on obtient un module (W\)‘t de niveau .
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Par définition le produit tensoriel extraordinaire de U; et de U est le sous-module
des vecteurs lisses de (W),

Pour vérifier des conditions de compatibilité du produit ainsi défini, Kazh-
dan et Lusztig sont conduits & définir des produits tensoriels extraordinaires d’un
nombre arbitraire de représentations et plusieurs places “a I’arrivée” situées sur
plusieurs copies de P!. Nous omettrons cette définition plus générale.

Pour décrire les contraintes de commutativité et d’associativité, Kazhdan
et Lusztig construisent des fibrés & connexion qui généralisent les connexions de
Knizhnik et Zamolodchikov. Les variétés sur lesquelles sont définis ces fibrés ne
sont plus des espaces X,,, mais des espaces du type suivant :

Ensemble Z,, formé de (2n + 1)-uplets P, 21, ...., 2n, €1, ..., €, modulo ’action
de SL(2), ou P, 2y, ...., 2, sont (n + 1)-points distincts de P!, et ol €1, ..., €, sont
des coordonnées spéciales en 21, ..., 2,. Partant de n représentations, Kazhdan et
Lusztig définissent un espace de covariant (de leur produit tensoriel). Cet espace
de covariant est un module sur l'algebre des fonctions régulieres sur Z,. Les
opérateurs de Sugawara sont alors utilisés pour construire une connexion sur ce
fibré. Cela montre que ce module est celui des sections d’un fibré vectoriel. Ceci
montre déja que le produit tensoriel extraordinaire ne dépend pas des choix faits
(mais non canoniquement). Ensuite, Kazhdan et Lusztig ont & construire des

contraintes de commutativité et associativité.
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