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Séminaire BOURBAKI Mars 1994
46eme année, 1993-94 n° 784

RESULTATS RECENTS
SUR I’APPROXIMATION DES MORPHISMES
EN ALGEBRE COMMUTATIVE
[d’aprés André, Artin, Popescu et Spivakovsky]

par Bernard TEISSIER

0. INTRODUCTION

On sait bien que pour un systéme d’équations algébriques en n variables & coef-
ficients entiers, les solutions dont les coordonnées sont des nombres algébriques sont
denses parmi les solutions complexes. Si 1’on considére des équations algébriques
dont les coefficients sont eux-mémes des polynomes, disons en z1,.. ., 2,, on peut
se demander si parmi les solutions qui sont des séries formelles ou convergentes
en z1,...,%p celles qui sont algébriques (en un sens convenable) sur I’anneau
Clz1,. .., zp] des polyndmes sont encore denses.

Ce type de question, depuis sa solution affirmative par M. Artin & la fin des
années 60, porte le nom d’approximation d’Artin. A la fin des années 70, il est
apparu que ces résultats d’approximation étaient des conséquences d’un résultat
d’approximation (au sens maintenant de limite inductive) de morphismes réguliers
entre anneaux noethériens par des objets de méme nature mais de type fini, ce qui
est une sorte de résolution des singularités relatives. Les nombreuses conséquences
de ce résultat, démontré par Popescu et André d’une part et Spivakovsky d’autre

part, forment le sujet de cet exposé.

1. ’ENONCE

Soit 0: A — B un morphisme d’anneaux. Le morphisme o est dit régulier
s'il est plat et si pour tout idéal premier P de A, la k(P)-algtbre B ®4 x(P)
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B. TEISSIER

est géométriquement réguliere, ou k(P) = Ap/PAp est le corps résiduel de Ap.
Cela veut dire que B ® 4 K est encore un anneau ncethérien régulier pour toute
extension finie K de x(P). Une condition équivalente ([22]) est que pour tout idéal
premier Q de B la A-algebre Bg obtenue de B par localisation soit formellement
lisse pour la topologie Q-adique.

Ezxemples de morphismes réguliers :

— Si A et B sont des corps, un morphisme injectif A — B est régulier si et
seulement si il fait de B une extension séparable de A.

— Le morphisme naturel A — S4(M) de A dans lalgébre symétrique d’un
A-module M est régulier si et seulement si M est un A-module projectif.

— Si 'anneau A est ezcellent, ce qui est le cas des anneaux de la géométrie
algébrique ou analytique usuelle, pour tout idéal I de A, ’homomorphisme A — A
de A dans son complété I-adique est régulier (cf. [22], scholie 7.8.3).

— Pour tout anneau ncethérien excellent A et tout entier n, I'inclusion naturelle

A — A[[Xy,...,X,]] est un morphisme régulier.

— Le composé de deux morphismes réguliers est régulier et si le composé Yo¢ de
deux morphismes entre anneaux ncethériens est régulier, et si 9 est fidelement plat,
alors ¢ est régulier. En particulier, si k&{ X1, ..., X, } est un anneau de séries conver-
gentes sur un corps valué non discret de caractéristique zéro, il est excellent ([23]) et
il résulte de ce qui préceéde que ’homomorphisme k[X7, ..., X,] = k{X1,..., X}
est régulier.

— Soient k un corps et (R,m) une k-algébre locale réguliere telle que
’homomorphisme naturel & — R/m soit séparable. Alors I'inclusion k¥ — R est
un morphisme régulier.

— Soient k& un corps de caractéristique zéro algébriquement clos et V une
k-algebre (non nécessairement ncethérienne) qui est un anneau de valuation; le
morphisme k — V est régulier (cf le §3 ci-dessous).

— Soit V' — V' un morphisme local entre deux anneaux de valuation discrete.
C’est un morphisme régulier si :
-Onamy.V' =my-.
- Le corps des fractions de V' est une extension séparable de celui de V.

- Le corps résiduel de V' est une extension séparable de celui de V.
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APPROXIMATION DES MORPHISMES EN ALGEBRE COMMUTATIVE

— Soit K un sous-ensemble de Stein de C? compact, connexe, et tel que pour
tout sous-ensemble analytique V de C? 'intersection K NV n’ait qu’un nombre
fini de composantes connexes (par exemple un polycylindre fermé de C9). Soit
A Panneau des fonctions analytiques sur K. L’anneau Ag est noethérien et de
dimension d, et ’homomorphisme naturel C|z1, ..., 24] — Ak est régulier.

(cf. [16], Prop. 4.6).

— Soit  une variété de Nash compacte, et soit N (€2) I’anneau des fonctions
de Nash sur Q. Son inclusion naturelle V() — O(£2) dans ’anneau des fonctions
analytiques réelles sur 2 est un morphisme régulier d’anneaux noethériens (cf [15]).

Rappelons que le faisceau des fonctions de Nash sur R? est défini ainsi:
Pour tout ouvert connexe de R¢, N'(U) désigne I’anneau des fonctions analytiques
réelles sur U qui sont algébriques sur ’anneau de polynémes Rz, ..., z4]. Etant
donné z € R, I’anneau local N, des germes de fonctions de Nash en un point
est le hensélisé du localisé en ce point de anneau de polynémes R|zy,...,z4].
Une variété de Nash est un espace topologique séparé annelé en anneaux locaux et

localement isomorphe & un ouvert de R% muni du faisceau des fonctions de Nash.

Régularité et lissité :

Un homomorphisme d’anneaux A — C fait de C une de A-algebre de type
fini si C est engendré en tant que A-algébre par un nombre fini d’éléments, ce
qui revient & dire que la A-algebre C est isomorphe & un quotient d’un an-
neau de polyndémes en un nombre fini d’indéterminées & coefficients dans A. Si
A est supposé ncethérien, cet idéal est de type fini. Une A-algébre de type fini
C = Aluy,...,uy]/J est dite lisse en un idéal premier Q € SpecC correspondant
a Q' € SpecAluy,...,uy] s'il existe un entier r, des polynémes g,...,g, dans
I'idéal J dont les images dans Afuy,...,u,]o engendrent JA[uy,...,u,]o et r
indices i1,...,4, tels que 'image dans C' du déterminant jacobien det(glgff) €

5

Aluy, ..., un] n’appartienne pas & Q’. Si r = n, on dit que le morphisme Ap — Cg
est étale , ou P est 'image réciproque de Q dans A. On sait ([22]) que si C est
une A-algébre de type fini, ’homomorphisme A — C est lisse (c’est-a-dire lisse
en Q pour tout Q € SpecC), si et seulement si il est régulier au sens ci-dessus.
La différence entre régulier et lisse tient donc dans la condition de finitude, qui
permet de donner un critére jacobien de lissité.
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1.1 Théoréme (Popescu [34],[35],(36], Spivakovsky [42]; voir aussi [32] et [5]).—
Soit 0: A — B un homomorphisme d’anneauz neethériens. Il est régulier si et

seulement si 1l fait de B une limite inductive filtrante de A-algébres de type fini
lisses.

On peut voir (cf [8], Lemme 5.2) que I'assertion du théoreéme est équivalente
a ’énoncé suivant :

Pour toute A-algébre de type fini C et tout A-homomorphisme
s:C — B, il existe un A-homomorphisme \:C — D de C dans une A-algébre

de présentation finie lisse, et un A-homomorphisme t: D — B tels que to A = s.

o

A —— B

| 7

C=AW)] —— D

2. APPLICATIONS

Commengons par montrer quelques avatars de ce résultat. Le premier résultat
de cette nature est dii & Néron, motivé par des problémes de Géométrie arithmétique
(réduction des variétés abéliennes).

2.1 Théoréme (Désingularisation de Néron, cf [30]).— Soit o:V — V' un mor-
phisme entre deux anneauz de valuation discréte. S’il est régulier, la V -algébre V'

est limite inductive filtrante de V -algébres lisses de type fini.

Par ailleurs, I’analogue du théoreme 1.1 dans la catégorie des algébres an-
alytiques sur un corps de caractéristique zéro (c’est-a-dire des algébres qui sont
des quotients d’algebres de séries convergentes & coefficients dans un corps valué
non discret de caractéristique zéro) a été démontré par A. Ploski en 1974. Ce
résultat va aussi nous montrer le lien entre ’approximation par des algebres lisses
de type fini et 'approximation de solutions formelles de systémes d’équations par
des solutions analytiques, qui avait été démontrée en 1968 par M. Artin.

2.2 Théoréme (Ploski [33]).— Etant donné un corps k de caractéristique zéro valué

non discret, soient n, p et q des entiers; posons x = (21,...,2p), ¥ = (Y1,...,Yy).
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Soient f1(z,Y),..., fqo(x,Y) des séries convergentes sans terme constant dans
k{z,Y}. Posons f(z,Y) = (f1(z,Y),..., fo(z,Y)).

S’il existe une solution formelle S(z) = (S1(),. .., 5n(x)) € k[[z]]" des équations
f(z,Y) = 0, formée de séries sans terme constant, alors il existe un entier m,
des séries convergentes sans terme constant (T1(z,A),...,Tn(z,A)) € k{z,A}",
ot A = (A1,...,An) est une famille finie d’indéterminées, et des séries formelles

sans terme constant Hy(z),. .., Hy,(z) telles que:

F(z,T(z,A) =0 et &(z)=T(z,H(z)).

Ce résultat implique facilement ’énoncé suivant, en remarquant que I’on peut
remplacer k{z} par une algebre k-analytique quelconque:

Soit A une algébre analytique, notons my l’idéal mazimal de A et 0: A — A
le morphisme naturel de A dans son complété m 4-adique. Considérons une “A-
algébre analytique de type fini” C, c’est-a-dire une algébre de la forme
A{Y}/(f1,---,fq), et supposons-la munie d’un A-homomorphisme C — A, ce
qui correspond a la donnée d’une solution formelle des équations f; = 0 (I’image
de Y ). Alors il existe une C-algébre analytique de type fini D lisse sur A et munie

d’un A-homomorphisme D — A faisant commuter le diagramme ci-dessous:

o

A — B=A

| _— ]

C=AY}/(f1,....f) — D=A{A}.

Puisque les algebres analytiques sont des anneaux locaux ncethériens excel-
lents ([23]), le morphisme o: A — A est régulier, et d’apres le théoréme des fonc-
tions implicites, une algebre analytique de type fini lisse sur A est de la forme
A{A}. Le résultat principal est donc une généralisation & tous les morphismes
réguliers entre anneaux noethériens du résultat obtenu par Ploski dans la catégorie
des algebres analytiques.

Le résultat de Ploski entraine le célébre théoréme d’approximation d’Artin :

2.3 Théoréme (Artin [6]).— Soient n, p et q des entiers; posons z = (z1,...,Tp),

Y = (Y1,...,Y,) et soient fi(z,Y),...,fy(=,Y) des séries convergentes
sans terme constant dans C{z,Y}.
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S’il existe une solution formelle (Sy(z),...,Sn(z)) € C[[z]]* des équations
fi(z,Y) = -+ = fo(z,Y) = 0, formée de séries sans terme constant, alors
pour tout entier N il existe une solution convergente (S1(z),...,S.(z)) € C{z}"
telle que, notant mcy) l’idéal mazimal de C[[z]], on ait, pour 1 < j < p,

Autrement dit, les solutions convergentes sont denses parmi les solutions
formelles pour la topologie mcy,)-adique de Cl[z]]".

Etant donné un entier N, il suffit en effet de choisir des séries convergentes
H J(-N) (x) assez proches des séries formelles H;(x) du théoréme de Ploski pour avoir

les inclusions Ty (z, HN) (z)) — Ty (x, H(z)) € mg[[m”. Les Ty (z, HN)(z)) forment
alors une solution approchée a l'ordre N et convergente.

Une premiere conséquence nouvelle, et la motivation principale, de la conjec-
ture d’Artin-théoréme de Popescu et Spivakovsky, est la preuve en toute généralité
d’une autre conjecture d’Artin dont de nombreux cas particuliers étaient déja
établis ([7],[8],[39]). Rappelons d’abord que l'on dit qu’un couple (A, r) formé d’un
anneau ncethérien A et d’un idéal r de A posséde la propriété d’approrimation si,
pour tout systéme fini d’équations polynomiales & coefficients dans A, I’ensemble
de ses solutions dans A est dense pour la topologie r-adique dans ’ensemble de
ses solutions dans le complété r-adique A de A.

Par ailleurs, on dit qu’un tel couple (A, r) est un couple hensélien si, pour toute
A-algébre B qui est étale sur A et telle que le morphisme induit A/r — B/rB
soit un isomorphisme, il existe un A-morphisme B — A. On suppose que r est
contenu dans le radical de A. On rappelle (cf. [23]) qu’étant donné un anneau local
A, on dit qu'une A-algébre locale B est strictement essentiellement étale si B est
A-isomorphe 3 une algébre C,, localisée d’une A-algebre étale en un idéal premier,
telle que le morphisme A — Cj soit local et induise un isomorphisme des corps
résiduels.

La limite inductive (filtrante) de toutes les A-algeébres strictement essentielle-
ment étales est le hensélisé A* de A. Cette limite inductive est un anneau local,
ncethérien si A Dest, et le couple (A", m4») est hensélien. Etant donnée une inclu-

sion d’anneaux ncethériens A C B, le hensélisé de A dans B est la limite inductive
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des sous- A-algeébres de B qui sont étales sur A. On peut alors définir le hensélisé
d’un couple (A,r) comme le hensélisé de A dans son complété r-adique A.

Il résulte du lemme de Hensel ([13]) que tout couple (A,r) qui possede la
propriété d’approximation est hensélien; une équation satisfaisant I’hypothese du
lemme de Hensel a une solution dans A, et par I’approximation elle en a donc une
dans A, ce qui prouve que (A,r) est hensélien. Artin avait conjecturé la réciproque

sous I’hypothése que A est excellent, et en effet on a le :

2.4 Théoréme (Popescu, Spivakovsky).— Soit (A,r) un couple hensélien tel que
le morphisme naturel o: A — A de A dans son complété r-adique soit régulier.

Alors le couple (A,r) posséde la propriété d’approzimation.

En particulier, si (A,m4) est un anneau local hensélien excellent, il possede

la propriété d’approximation pour la topologie m4-adique.

Démonstration : montrons qu’'un couple hensélien (A,r) ayant la propriété que
’homomorphisme de complétion o: A — A est limite inductive filtrante de A-

algebres de type fini lisses possede la propriété d’approximation.

2.5 Lemme.— Soit 0: A — B un morphisme d’anneauz neethériens qui fait de B
une limite inductive filtrante de A-algébres lisses de type fini. Alors B est limite

inductive filtrante de A-algébres de type fini étales sur des A-algébres de polynémes.

Etant donnés une A-algebre de type fini
C=Aluy,...,u)/J

et un A-morphisme p:C — B, d’aprés I’hypothése, le morphisme C — B se
factorise en C' — D — B ou D est une A-algebre de type fini lisse. Nous pouvons
donc supposer que C est lisse de type fini sur A. Alors l’algébre symétrique S
du C-module J/J? est aussi lisse de type fini sur A. D’aprés le lemme d’ Elkik
(lemme 3.6 ci-dessous) appliqué & V = SpecC, nous pouvons présenter S comme
quotient d’une algebre de polynémes A[vy, ..., vy,] par un idéal (que nous noterons
encore J) engendré par une suite de m— (dimS —dimA) éléments, donc comme une
intersection compléte relative au-dessus de SpecA. Utilisant la propriété universelle
de algebre symétrique et le fait que J/J? = J® A[u) A[u]/J, on peut étendre & S le
morphisme p: C — B en assignant des valeurs arbitraires dans B aux générateurs
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de J, et ainsi se ramener au cas ou C est une intersection compléte relative lisse sur
A, c’est-a-dire que C = Aluy, ..., un)/(f1,- -, fa—r) avec ht(f1,..., fo—r) =n—r.
A Paide du critére jacobien de lissité, on peut se ramener enfin au cas ou C est
une extension étale de type fini de Afus, ..., u,|.

Terminons la preuve de la propriété d’approximation: nous revenons au cas ol
B = A, et nous sommes maintenant en mesure de raisonner comme dans le cas ana-
lytique: fixons un entier N et, pour chaque ¢ € {1,...,n}, choisissons un élément
z; € A tel que p(u;) —x; € oV A, et posons Rn(u;) = z;. L’homomorphisme
Rn:Aluy,...,u,] — A ainsi défini induit modulo r™¥ Alus, ..., un] + (f1,-.., fr),
c’est-a-dire sur C/r"VC le méme homomorphisme que p. Notons encore u; 'image
dans C de la variable u;. L’algébre C1 = C/(u1 — z1,...,u, — ), qui est une A-
algebre étale, posséde donc mod.r" un A-homomorphisme dans A. Par la propriété
hensélienne de (A,r), cet homomorphisme est induit par un A-homomorphisme
C; — A. Par composition avec le morphisme canonique C — (', on obtient un
A-morphisme py:C — A, qui coincide avec p mod. r"V. Cela montre bien que
(A, r) posséde la propriété d’approximation.

Remarquons que le théoréme de Popescu et Spivakovsky entraine le résultat
de Ploski dans le cas oti les équations sont polynomiales en (Y') ; en effet & toute
algebre de type fini sur une algébre analytique A on peut associer son analytisée, so-
lution du probléme universel évident pour les morphismes dans des A-algebres ana-
lytiques, et Panalytisée d’une A-algébre locale étale sur une algebre de polynomes
3 coefficients dans A est une algébre de séries convergentes & coefficients dans A.
Dans ce qui suit nous nous interesserons particulierement au hensélisé de ’anneau
localisé k[z1,...%r)(g,,...,z,) de I'anneau des polynomes en I'idéal maximal des
polyndmes qui s’annulent & l'origine. Cet anneau local ncetherien hensélien sera
noté k(xy,...z,); il est de plus excellent, et lorsque k est un corps valué non dis-
cret, il est contenu dans I’anneau des séries convergentes. Le théoreme de Popescu

et Spivakovsky a aussi pour conséquence un théoréme d’algébrisation dit a Artin:

2.6 Théoréme.- Soient k un corps, n, p, et q des entiers; posons x = (&1,...,%p),
Y = (Ya,...,Ys) et soient f1(z,Y),..., fo(x,Y) des séries sans terme constant
dans k(z,Y). S’il existe une solution formelle (81(z),...,5n(2)) € k[=z]|" des

équations fi(z,Y) = --- = fo(z,Y) = 0, formée de séries sans terme constant,
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alors il existe un entier m, des séries sans terme constant (T (z,A), ..., Tn(z,A)) €
k{z,A), ot A = (A1,...,An) est une famille finie d’indéterminées, et des séries

formelles sans terme constant Hy(z), ..., Hy(z) telles que:
F(z,T(z,A) =0 et S(z)=T(z,H(z)).

Si nous appliquons le théoréme non plus au morphisme régulier k(z) — k{[z]]
de k(z) dans les séries formelles mais au morphisme régulier k(zx) — k{z} dans
’anneau des séries convergentes lorsque k est un corps valué complet non discret,
cet énoncé a la conséquence géométrique suivante:

Soit (X,0) c (k%,0) un germe d’espace analytique défini par des équations
(Si(z) = 0,...,S.(z) = 0,0l les S;(z) € k{z} sont des solutions d’un systéme
d’équations fi1(z,Y) = --- = fq(z,Y) = 0 polynomiales en Y d coefficients dans
k(z1,...,zq). Alors il existe un entier m, un sous-espace (X,0) C (k¢ x k™,0)
défini par des équations algébriques Sy(z,A) = -+ = Sp(z,A) =0 avec Si(x,A) €
k{zy,...,z4,A1,...,Am) et une section analytique s: (k%,0) — (k% x k™,0) telle
que X = X N s(k?).

Autrement dit, tout germe analytique X défini par des équations qui sont
des solutions d’équations polynomiales & coefficients dans I’anneau des fonctions
algébriques est une section analytique d’un espace algébrique.

Si lon peut s’assurer en ajoutant a (Si(z),...,S8.(z)) des fonctions
supplémentaires et aux f;(z,Y) des équations algébriques auxiliaires que 1’espace
X est suffisamment équisingulier le long de {0} x k™, en approximant la section
s par une section algébrique s, on obtiendra un espace algébrique X N s'(k%)
qui est équisingulier avec X, et on aura prouvé que tout germe analytique est
équisingulier (par exemple homéomorphe par un homéomorphisme stratifié¢) & un
germe algébrique. Souvent les équations supplémentaires font intervenir des fonc-
tions dépendant de moins de variables, et ’on souhaite que les solutions algébriques
aient la méme propriété. C’est une des motivations du théoréme d’approximation
cylindrique que nous verrons plus bas.

Une autre conséquence du théoréeme de Popescu-Spivakovsky est le résultat
suivant, démontré par Denef et Harbater ([16]) dans des cas particuliers:

2.7 Théoréme.— Soit Ap l’algébre des fonctions analytiques sur un polycylindre
fermé P de C¢, et soit A‘;,lg le hensélisé de A = Clz1,...zq4) dans Ap. Alors pour
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tout systéme d’équations polynomiales & coefficients dans Ap, les solutions dans

1 ) . .
A%E sont denses pour la norme uniforme parmi les solutions dans A p.
P

Nous avons vu que linclusion A — Ap est un morphisme régulier; la
démonstration suit le méme chemin que la démonstration de la propriété
d’approximation vue plus haut, ’argument final étant remplacé par une version
normée du théoréme des fonctions implicites que I'on trouve dans [16].

L’application du théoréme de Popescu et Spivakovsky au morphisme
N(Q) — O() du §1 a permis récemment & M. Coste, J. Ruiz et M. Shiota ([15])
de résoudre plusieurs problémes de la théorie des fonctions de Nash. Le résultat
de base est le suivant, oit N'(£2, Q') désigne I’espace des morphismes de Nash entre
deux variétés de Nash, et O(Q2, Q') celui des morphismes analytiques:

2.8 Théoréme ([15]).- Soient @ C R?, Q' C R? deuz variétés de Nash, avec
Q0 compacte. Soient Fy,...,Fy:Q x ' — R des fonctions de Nash. Alors toute
solution analytique y = f(x) , f € O(Q,Q'), du systéme

Fi(z,y) = = Fy(z,y) =0

peut étre approzimé pour la topologie de Whitney par des solutions des mémes
équations, qui sont des fonctions de Nash globales y = g(x), g € N(Q,9).

Une conséquence est qu’un morphisme analytique f:Q — Q' entre variétés de
Nash, avec Q0 compacte, peut étre approché par un morphisme de Nash g. Si
S C et S CQ sont des sous-ensembles semi-algébriques tels que f~1(S') = S,
on peut choisir g tel que g~*(S’) = S puisque cela ne fait qu'imposer des relations
algébriques.

L’APPROXIMATION CYLINDRIQUE

Soient fi(z1,...,%n,Y1,...,Yp) = - = fo(21,...,%0,Y1,...,Yp) = 0 des
équations. Il arrive, en particulier en théorie de I’équisingularité, ou en théorie
des équations aux dérivées partielles, que I’on connaisse des solutions formelles ou
analytiques telles que y,(2),...,y;(z) ne dépendent que des variables z1,..., i,
ou 7; croit avec j. On se demande si ’on peut approximer ces solutions par des
solutions analytiques ou algébriques ayant la méme propriété. On savait, et nous
verrons plus bas, que la réponse est négative en général lorsque les équations fi sont

analytiques (Gabrielov [20]), et le fait qu’elle soit positive dans le cas d’équations
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algébriques n’est démontré que gréace au théoréme de Popescu-Spivakovsky. Il s’agit
essentiellement de montrer que des anneaux comme k[[z1,...,2:|](2r41,-- -, 2n),
ont la propriété d’approximation, ce que les techniques antérieures ne permettaient
pas. La preuve de I’énoncé qui suit, qui sert en théorie de I’équisingularité, est
inspirée des preuves d’un résultat un peu plus faible (2.9 ci-dessous) rédigées par
G. Pfister (communication directe), D. Popescu ([36]), et M. Spivakovsky ([42]).

2.9 Théoréme.— Soit

(3] Qi1
Ay, — Ay — 0 Ay — A — - Ap=A
Jval Jsz “ee Jdi_l JVGi “ e lamza
B Bi-1
B, — B — -+ By — Bi — .-+ B,=B

un diagramme d’anneaut neethériens tel que les o; soient des morphismes réguliers.
Posons A} = A; et, pour chaque i > 2, A = A; ®a,_, Bi—1. Supposons que pour
chaque @ lanneau A est neethérien et que pour i > 2 le morphisme
o, =0; ® Bi—1: A — B; est régulier.

Soit C' = Aluy,...,un)/J une A-algébre de type fini munie d’un A-morphisme
p:C — B tel que en fait pour chaque j, p(u1),...,p(u;) proviennent d’éléments
de B;,, les i; croissant avec j. Pour chaque indice k, il eriste une Ag-algébre de
type fini Dy, étale sur une Ag-algébre de polynémes et munie d’un Ag-morphisme
Dy — B telle que les p(u1),.. ., p(u;) proviennent en fait d’éléments de D;,.

Soit donc C' = Aluy,...,un]/J une A-algébre de type fini munie d’un
A-morphisme p: A — B possédant les propriétés ci-dessus. Notons Ul,...,Uj les

variables dont I'image dans B provient de B;. Remarquons que pour chaque 3

I’homomorphisme p: C — B peut s’écrire comme composé
C—- (A ®Ai_1 Ai_l[ul, e ,ujl._l])[uj,._l_u, e ,un]/J — B ,
ol la premiére fleche est un isomorphisme.

Choisissons des éléments wy, ..., w, tels que wi,...,w;, € B;, et que les wy
pour £ < j; soient les images des éléments correspondants dans les By, avec ’abus
de notation nécessaire, et que p(uj,) = Bp_10---o0 Bi(wj, ). Pour chaque entier
¢, 1 <7< m, posons

Cl = A;[ul,...,Uji]/J,; + (u1 -1®w,...,u;,_, —1 ®wj,-_1))
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ou J; désigne I'idéal JNA;[us, . .., u;]. Nous pouvons considérer C; comme une A’-
algebre de type fini, engendrée par les images des u;,_,41,...,uj, et la conjonction
du morphisme naturel o] = 0; ® Bi—1: A} — B, et des évaluations pf(ux) = wy
pour j;—1 +1 < k < j;, détermine un A;-morphisme p): C; — B;. Puisque par
hypothese le morphisme o;: A — B; est régulier, on peut trouver une A’-algebre
de type fini D; étale sur une Aj-algébre de polynémes et un morphisme D, — B
factorisant le morphisme p;. Une algebre étale sur une algébre de polynémes étant
décrite par un nombre fini de polynémes, donc de coefficients, la Aj-algebre D! est
en fait définie sur une sous-A;-algébre de type fini de A}, que ’on peut supposer
de la forme A; ®4, , C/’; ou C}"_, est une A;_;-algebre de type fini munie d’un
A;_1-morphisme dans B;_; dont 'image contient les wj, ,41,...,wj,_,. Puisque
le morphisme o;_; est régulier, la A;_;-algebre C; ; est dominée par une A;_;-
algebre D;_; étale sur une algebre de polyndémes, munie d’'un A;_;-morphisme
pi: Di—1 — B;_1, qui est I’algebre cherchée. On effectue cette construction d’abord
pour i = m, et on se trouve avec A,,_1, Bm—1 et C,_; exactement dans la méme
situation que pour A, B, et C. On démontre ainsi par récurrence descendante

Pexistence des A;-algebres D;. Ceci achéve la preuve du Théoréme.

Supposons maintenant donné un idéal r de A, notons r; I'image réciproque de
r dans A;, et r; B; 'image de r; dans B;. Supposons que chacun des couples (4;,r;)
est hensélien, et que le passage aux complétés r;-adiques induit des isomorphismes
./ii = Bi.

2.10 Corollaire (Théoréme d’approximation cylindrique, [42], Th. 10.2).- Etant
donnée une A-algébre de type fini C = Alu,...,uy)/J, pour tout entier N et tout
A-morphisme p:C — B tel que pour chagque i, p(u1),...,p(u;;) proviennent de
B;, il existe un morphisme pn:C — B tel que pour chaque %, pn(u1),. .., pn(uj;)
proviennent de A; et que py(ug) — p(uy) provienne d’un élément de (r;B;)N pour
1<k <.

Fixons un entier N, et choisissons dans A; des éléments 3i,...,5; congrus
mod. (r; B;)N aux images de u1, . .., u;, . Exactement comme dans la démonstration
du théoréme d’approximation, en utilisant le fait que D; est étale sur une A;-
algébre de polyndomes, on montre que l'on peut trouver dans A; des éléments
81,...,8;5 congrus mod. rY¥ aux images de uy, ... ,uj, et définissant un A;-mor-
phisme C] — A;. Cela fait, on peut fixer u; = si1,...,u;, = s;, dans toute la
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situation, recommencer avec Aj, et continuer ainsi jusqu’a A,,, ce qui prouve le
résultat.

L’exemple privilégié est celui oli, étant donné un anneau Ay équipé d’une
norme multiplicative, par exemple un corps valué complet non discret, on a
A; = Ao{z1,...,2i), Bi=Ao{z1,...,2}, oubien B; = Ag|[z1,...,2i]].

Soit n un entier, posons Y = (Y7,...,Y,), et donnons-nous un systéme d’équations
(f1(2,Y),..., f4(2,Y)) € A[Y]? et une solution ¥ € B" telle que

ﬁ(z), ce ,}A’j‘.(z) € Ao[[zl, . ,Z,’]] H
alors pour tout entier N il existe une solution telle que I'on ait

Y1(2),...,Y;,(2) € Ao(z1,...,2i) , et
Yi(z) — f’k(z) € (zl,...,zi)NAo[[zl,...,zi]] pour 1<k <j; .

LA CONJECTURE DE BASS-QUILLEN

Soit k un corps; la conjecture de Serre: tout module projectif de type fini
sur une k-algébre de polynémes est libre, démontrée par Suslin et Quillen, peut
étre reformulée en : tout module projectif de type fini sur klui,...,u,] est de la
forme V®gklu,...,u,] 00V est un k-espace vectoriel de dimension finie. Bass et
Quillen ont demandé si I’énoncé restait vrai lorsque k était remplacé par un anneau
ncethérien régulier. D’apres un théoréme de recollement de Quillen ([38]), il suffit
de prouver le résultat lorsque B est un anneau local ncethérien régulier. Lindel a
prouvé le résultat dans le cas “géométrique”, plus précisément sous I’hypothése
que ’anneau local B est lisse de type fini sur un corps. Le théoréme de Popescu-
Spivakovsky permet de s’affranchir de I’hypothése de finitude, pour prouver la

conjecture de Bass-Quillen dans un cas plus général :

2.11 Théoréme (partie de la Conjecture de Bass-Quillen, cf [42]).~ Soit B un
anneau nethérien régulier. Supposons que, pour chaque idéal mazimal m de B,
Vanneau localisé By, contient un corps ou un anneau de Dedekind local (A, )
tel que m ¢ m? et que Uextension de corps A/(m) — B/m soit séparable (en
particulier, le morphisme d’inclusion A — By, est régulier). Alors, pour tout entier
n, tout Blui, ..., un]-projectif de type fini M est de la forme My ®p Blu, ..., Un]
ot Mo est un B-module projectif de type fini (isomorphe ¢ M/(u1,...,u,)M).
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De méme, par réduction au cas de type fini, Spivakovsky prouve dans un
grand nombre de cas une autre conjecture de Quillen:

Dans la situation ci-dessus, considérons pour un idéal mazimal m un élément
u € By, tel que u et T soient linéairement indépendants dans le By, /m-espace vec-

toriel m/m?, ou que = soit inversible dans B, Alors tout (Bp, )y-module projectif
de type fini est libre.

C’est une version locale d’une autre conjecture de Quillen encore: Etant
donnés un schéma affine régulier X et un diviseur non singulier Z C X, tout
fibré vectoriel sur X \ Z s’étend en un fibré vectoriel sur X.

3. QUELQUES ELEMENTS DE DEMONSTRATION

Les premieres démonstrations des théorémes d’approximation par Artin dans
le cadre formel/analytique ou formel/hensélien concernaient des morphismes
0:A— fl, donc des morphismes sans extension résiduelle entre anneaux de méme
dimension, et de plus A était soit un anneau de séries convergentes soit le hensélisé
d’un anneau de polyndmes, disons en d variables, et B I’anneau des séries formelles.
Elle procédaient par récurrence sur d au moyen du théoréme de préparation de
Weierstrass. Dans le cas général cette méthode est inapplicable. La démonstration
de Popescu et celle de Spivakovsky doivent surmonter deux types de difficultés:
faire diminuer par des extensions de type fini C — C’ le lieu critique (la par-
tie “résolution” de la démonstration) et se ramener au cas o 0: A — B est un

morphisme d’anneaux locaux & extension résiduelle triviale.

L’IDEAL CRITIQUE D’UNE A-ALGEBRE DE TYPE FINI

Soient A un anneau ncethérien et C = Aluy, ..., u,]/J une A-algébre de type
fini. Considérons I'idéal Hg/4 de C engendré par les images dans C de tous les
élements de Afuy, . .., u,] delaforme cAy ;, ot r est un entier, g = (g1,...,9-) C J,
J = (Jir,---»Jir), Ag,j est le déterminant jacobien det((%%f:), 1<i, k<retc
appartient & l’idéal résiduel (g) : (f), ce qui signifie que l'on a c.(f) C (g). Il
résulte du critére jacobien que I'idéal Hg 4 définit le lieu de non-lissité de SpecC

sur SpecA: Etant donné un idéal premier Q de C, I’algebre localisée Cg est lisse
sur A si et seulement si Hg/q ¢ Q.
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Un intérét de cette définition un peu alambiquée est que Hc /4 définit encore
le lieu de non-lissité en restriction & chaque composante irréductible de SpecC,
quelle que soit sa dimension. Une présentation plus générale de cette construction,
en rapport avec la cohomologie d’André, se trouve dans [5]. L’idée générale des
démonstrations est de faire des extensions de type fini C — C’ telles que I'image
dans B de Hcr 4 soit plus grosse que celle de Hg, 4. Pour cela on travaille d’abord
dans l'algebre localisée de B en un idéal premier minimal de Hg /4 B.

(CO)HOMOLOGIE D’ANDRE

Soit 0: A — B un homomorphisme d’anneaux, et soit W un B-module.
Dans [4], André associe & ces données pour chaque entier i > 0 des B-modules
H;(A, B,W) et H{(A, B,W); la remarquable construction d’André est purement
algébrique; on peut en obtenir une interprétation plus géométrique et des
généralisations a ’aide du complexe cotangent de Grothendieck et Illusie ([26]).

Nous n’utiliserons ici que les propriétés fondamentales suivantes :

Notant Q25,4 le B-module des A-différentielles de Kéhler de B , on a :

3.1 Proposition ([4], Prop. 16.12, Prop. 16.13).— On a :

Ho(A,B,W)=Qp/a®s W , H°A,B,W)=Dery(B,W).

Un point fondamental est que les A-algébres lisses sont des objets acycliques

pour cette (co)homologie:

3.2 Proposition ([4], Prop. VIL.23, Prop. XVI.17, Th. 30).- Pour un morphisme
d’anneauz nethériens 0: A — B, les conditions suivantes sont équivalentes :

1) o est régulier,

2) H;(A, B,W) = 0 pour tout i > 0 et tout B-module W,

3) Hi(A, B,W) = 0 pour tout idéal premier Q de B et tout x(Q)-espace vectoriel
w,

4) H'(A, B,W) = 0 pour tout idéal premier Q de B et tout k(Q)-espace vectoriel
w,

5) H'(A, B,W) = 0 pour tout idéal premier Q de B, tout k(Q)-espace vectoriel W
et tout ¢ > 0.
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En fait, o est régulier si et seulement si H;(A4,B,B) = 0 et Qp/4 est un
B-module plat. Une A-algebre de présentation finie est lisse si et seulement si le
B-module Hy (A, B, B) est nul pour k = 1 et projectif pour k = 0. Dans ce cas, les
H;(A,B,W) et H(A, B, W) sont nuls pour tout B-module W et tout 7 > 1.

La suite exacte de cohomologie prend la forme suivante (dite de Jacobi-
Zariski) :

3.3 Proposition ([4], Chap 5).— Soient F — B un morphisme de A-algébres et
W un B-module. Il y a deuz suites ezactes longue s:

- = Hp(A, F,W) - Hy(A,B,W) - H,(F,B,W) > H,_1(A, F,W) — - ..

et
-+ — H"Y(A,F,W) - H"(F,B,W) — H"(A,B,W) —» H*(A,F, W) — - --

Les propriétés ci-dessus de la cohomologie d’André et le fait qu’elle commute
aux limites inductives filtrantes ([4], Chap. III, Prop. 35) impliquent aussitot que
si 0: A — B est limite inductive filtrante de A-algébres de type fini lisses, o est
régulier. Il faut montrer la réciproque.

La démonstration de Popescu est tres bien refondue a l’aide de la cohomologie
d’André dans [5] (On consultera aussi [3]).

Voici un plan de la démonstration de Spivakovsky, qui est plus géométrique et
plus facile a esquisser. Pour une partie, elle est guidée par I’analogie suivante: soient
k un corps algébriquement clos et V' une k-algebre qui est un anneau de valuation
du corps des fonctions d’une variété algébrique sur k. Alors le morphisme £k — V'
est régulier parce que le calcul des groupes de cohomologie d’André commute aux
limites inductives filtrantes d’algebres et que V' est limite inductive filtrante de k-
algebres lisses essentiellement de type fini (localisées d’algebres de type fini); c’est
un avatar du théoréme d’uniformisation locale de Zariski ([46]), et les k-algebres
lisses dominant une k-algébre essentiellement de type fini donnée sont construites
par des éclatements. L’exemple donné au §1 utilise en outre le fait que le corps
des fractions d’une k-algébre est limite inductive filtrante de corps de fonctions

algébriques sur k.
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3.4 Proposition ([42], Prop. 4.1).— Supposons que B soit un anneau local d’idéal
mazimal Q, et que A — B soit régulier. Posonsm = QNA et supposons l’extension
résiduelle A/m — B/Q triviale. Soit C = A[u]/J une A-algébre de type fini munie
d’un A-morphisme p: C — B. Supposons qu’il ezxiste (g1,...,9r) C J et un entier
N tels que QN C > Qg,;B et mAfu] C V/(9) : J. Alors il existe une A-algébre
de type fini lisse faisant commuter le diagramme:

o

A —— B

|

C=Au)/J — D

et telle que \/Hp,cB = Q.

La derniere hypothese est un peu plus faible que de demander que C soit
intersection compléte & singularité isolée au-dessus de A. La partie essentielle de
la démonstration est de se ramener par une suite d’éclatements généralisés au
cas ou l'idéal J est engendré par des formes linéaires en les u;. On se rameéne
d’abord, en remplagant A par une A-algébre de polynémes, au cas ot @ = mB.
Puisque I’extension résiduelle est triviale, on a l'inclusion p(C) C o(A) + Q. Soit
(#21,.-.,2K) un systéme de générateurs de m. Il existe des éléments c; € A tels
que p(u; — ¢;) € Q. Il existe puisque mB = Q des éléments 7;; € B, 1 <4 <
n, 1< j <k tels que p(u; —¢;) = Z§=1 T;,;0(2;). Introduisons des indéterminées
vij, 1<i1<mn,1<j<ket’homomorphisme de A-algébres m,: Aju] — A[v]
déterminé par: m,(uw;) = ¢; + E§=1 v;,j25. Notons f Timage de f par 7, et
C1 Dalgebre quotient A[v]/(f(})). Par construction, C; admet un A-morphisme
p1:C1 — B tel que si nous continuons de noter 7, le morphisme C — Cj, on ait
p1 07 = p. L’homomorphisme 7,: C — C; est appelé éclatement généralisé de m
par rapport au systeme générateur (z). Si A est un anneau local et (2) un systéme

minimal de générateurs de m, I’éclatement généralisé ne dépend pas du choix de

(2).

3.5 Lemme.- Soit 7,:C — Cy un éclatement généralisé; on a Uinclusion
vmHc/aC1 C He,/a, avec égalité si m contient tous les idéaux premiers as-
sociés de A, en particulier si A est local.
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Nous allons désormais, pour montrer Iidée dans un cas simple, considérer

seulement le cas ol J est principal: C' = Aluy, ..., u,]/(f). Notons J(f) I'idéal de

B engendré par les dérivées partielles 321{1— yeens 3%% et I(f) I'idéal de A engendré par
les coefficients a, du polynéme f = 3~  aqu®. On a l'inclusion J(f) C I(f)®4 B.

On calcule ensuite J(f() et I(f(1) et la formule de Taylor donne:
J(FD) =mI(f), 1(fV) @4 B CmI(f) +m*1(f) @4 B.

Utilisant le lemme d’Artin-Rees, on montre qu'’il existe un entier N tel que, aprés
N éclatements généralisés, on arrive & la situation ot J(f(M) = I(f(M) @4 B,
avec une A-algebre Cy = A[UM)]/(f). Si 'on note (ay,...,as) un systéme
minimal de générateurs de I(fV)), on peut écrire fN) = 3. a;g; ;9; € Afu™)].
On considére la A-algebre Co = A[G1,...,G]/(3; aiG;), ot les G; sont de nou-
velles indéterminées; elle admet un morphisme Cop — Cy déterminé par G;  g;.
L'égalité J(fN)) = I(f\N)) ®4 B entraine que (ay,...,as) induit un systéme
minimal de générateurs du B/Q-espace vectoriel J(fN))/QJ(f(N), et de cela on
déduit que Hey /¢, ¢ QN Cyn. Finalement on se raméne & lissifier ’algébre Cj.
C’est-a-dire que I'on est ramené au cas ol I'idéal J est engendré par des formes
linéaires!

Ce cas se traite par une généralisation du théoréme de D. Lazard selon lequel
tout A-module plat est limite inductive filtrante de A-modules libres de type fini.

Le cas général sans extension résiduelle se raméne sans trop de peine au cas d’une
intersection compléte grace au:

3.6 Lemme (Lemme d’Elkik, [17] Lemme 3).— Soient A un anneau nethérien et C
une A-algébre de type fini. Choisissons une présentation C = Aluy, ..., u,]/J et un
systeme de générateurs (f1,. .., fq) de J. Notons S lalgébre symétriqgue SymsJ/J?
du C-module J/J?. Soit V un ouvert de SpecC' lisse sur SpecA; notons V' l’image
réciproque de V par le morphisme canonique SpecS — SpecC. L’ouvert V' de
SpecS est lisse sur SpecA et la dimension de ses fibres est constante et égale a n.
Il existe une présentation S = A[Us,...,Ugy2,]/K telle que, sur toute immersion
ouverte SpecD — SpecS au dessus de SpecA dont limage est contenue dans V',
le S-module K/K? induise un D-module libre de rang q + n. Ainsi il eziste un
voisinage dans SpecA[Un,...,Ust2n] de limage de SpecDdans lequel S est une
intersection compléte relative, définie par q + n équations.
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Il reste le travail tres délicat d’exorciser les extensions résiduelles. Ici la co-
homologie d’André joue un réle crucial. Spivakovsky démontre la version suivante

du théoréme de Cohen, qui est trés proche de résultats de Nica-Popescu ([31]):

3.7 Théoréme (Nica-Popescu, Spivakovsky).— Soit 0: (A,m) — (B, Q) un mor-
phisme régulier entre anneaur locaur nethériens. Notons BQ le complété de B.
Alors il existe une A-algébre locale neethérienne A* qui est limite inductive de

A-algébres lisses de type fini et un diagramme commutatif:

AL»B

Lo

*

[o4

A* —— Bg

ou o* est aussi limite inductive de A*-algébres lisses de type fini et induit un

isomorphisme des corps résiduels.

En fait, posant k = A/m, K = B/Q, onadimA* > dimA+dimgH; (k, K, K),
et on peut choisir A* ayant cette dimension, ou bien celle de B. Ici on a dii aller
dans le complété de B. Finalement, dans la situation du Théoréme, on obtient
pour chaque idéal premier Q minimal de Ho /AB un diagramme commutatif :

A —— B Bg —Bg

{
C®4 A —¢—> D

ol A’ est une A-algebre locale ncethérienne qui est limite inductive fltrante de
A-algebres de type fini, de méme dimension que BQ et avec extension résiduelle
triviale. Le bas du diagramme résulte du cas sans extension résiduelle appliqué au
morphisme A’ — BQ. Il reste enfin & approximer ce diagramme dans la topologie
Q-adique pour obtenir un morphisme dans Bg, puis & globaliser.
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Spivakovsky montre aussi que si A est réduit et si pour tout idéal premier
minimal P de A, le quotient B/PB est de degré de transcendance infini sur A/P,
alors B est limite inductive de ses sous-A-algebres lisses de type fini.

4. EXEMPLE DE GABRIELOV

Partons de I’exemple di & Osgood (cf [1], [2]) de Pinjection

¢: C{ylayZayS} — C{x17m2}

définie par
d(y1) = 1, d(y2) = T122, P(y3) = z1€™

Suivant Gabrielov ([20]), on peut vérifier que la série
=1
S(y1,v2,vs) Zn' i lys = ) v )

=0

est divergente mais que ¢(3) € C|[[z1, z2]] est convergente, ol ¢ désigne extension

de ¢ aux anneaux de séries formelles. Cela permet de définir un morphisme

®: C{y1,y2,y3,ya} = C{z1,z2}

par

B(y1) = 21, B(y2) = 7122, B(ys) = 71", B(ya) = $(S) = S(d(v1), $(v2), $(y3)))

dont on peut montrer qu’il est injectif mais dont 1’extension aux anneaux de séries

formelles

&: Clly1, y2, Y3, va]] — Cl[z1,z2]]
n’est pas injective puisque son noyau contient y4 — S(y1,v2,y3)-

Posant = (z1,%2) , ¥ = (¥1,%2,¥3), la formule de Taylor

fly) = o(f) = Z(y o)) *F@(¢(y))
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nous montre que 1’égalité ¢(f) = h(z) dans C[[z,y]] équivaut & Iexistence de séries

A;(z,y) telles que
3
h(z) = fy) + > Az, y) (i — o).
i=1

Choisissant h(z) = ¢(3), considérons cela comme une équation linéaire en les
inconnues f, Ay, Az, Az & coefficients dans C{z,y}. D’apres ce qui précede elle a
une solution formelle, avec f = § (y), qui est donc indépendante de x mais si elle
avait une solution convergente f(y) telle que f soit indépendante de x , on aurait
en se restreignant au sous-espace de C2? x C3 défini par les équations y; = ¢(y;)
(le graphe du morphisme analytique C?> — C3 correspondant & ¢) une relation
analytique ¢(f) = #(3) dans C{z,,z,}, donc ys — f(y) appartiendrait au noyau
de ®, contredisant 'injectivité de ®.

Ceci montre que le théoréme d’approximation cylindrique n’est pas vrai pour
des équations analytiques sans condition supplémentaire. Cette présentation de
I'exemple de Gabrielov est due & Becker ([11]).
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