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Séminaire BOURBAKI Novembre 1993
46éme année, 1993-94, n°776

THEORIE HOMOTOPIQUE DES GROUPES DE LIE
[d’aprés W.G. Dwyer et C.W. Wilkerson]

par Jean LANNES

0. INTRODUCTION

Un groupe de Lie compact possede la propriété suivante : c’est un
espace de lacets (voir ci-apres) dont I’homologie modulo un nombre pre-
mier p est de dimension finie. De tels espaces sont a peu de choses pres ce
que Dwyer et Wilkerson appellent des groupes p-compacts. Ils montrent
que ces objets partagent une grande partie de la riche structure interne
des groupes de Lie (tores maximaux, groupe de Weyl,...) et entrepren-
nent leur classification [DW3][DW4][DW5]. Cet exposé est un rapport
sur leur travail ; il porte essentiellement sur ’article [DW3].

Précisons quelques-unes des notions évoquées ci-dessus.

Définition 0.1. Un espace de lacets X est la donnée d'un triplet
(X,BX,e) ou X est un espace, BX un espace pointé connexe, et
e : X — QBX une équivalence d’homotopie de X sur l’espace QBX
des lacets pointés de BX.

Avec cette définition un groupe topologique X est bien un espace de
lacets. En effet soit BX D’espace classifiant de X alors il existe une
application canonique X — QBX qui est une équivalence d’homotopie.
Ceci justifie la notation BX de la définition 0.1.

Définition 0.2. Un groupe p-compact X est un espace de lacets dont
I’homologie modulo p est de dimension finie et qui satisfait en outre la
condition (technique) suivante :

(C) Le groupe 7 X est un p-groupe fini et les groupes abéliens 7, X, n > 1,

sont des modules de type fini sur Z,.

S.M. F.
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Variante de la condition (C), p-complété d’un espace

Dans [BK] Bousfield et Kan construisent un endofoncteur X +— X
de la catégorie des espaces, appelé p-complétion (I’espace X est appelé
le p-complété de ’espace X) et une application naturelle nx : X — X.
Dans le cas ou X est simplement connexe et ou les groupes d’homotopie
de X sont de type fini, les groupes d’homotopie de X sont les p-complétés

de ceux de X : 7, X =Z, ® 7, X. On dit que X est p-complet si nx est
une équivalence d’homotopie.

Voici quelques-unes des propriétés de la p-complétion des espaces :

- La p-complétion préserve a homotopie pres les sommes disjointes
arbitraires et les produits finis.

- Une application f : X — Y qui induit un isomorphisme en homolo-
gie modulo p induit une équivalence d’homotopie f : X — Y. Plus géné-
ralement si f induit en homologie modulo p une application n-connexe
(c’est-a-dire bijective en degré strictement inférieur a n et surjective en
degré n) alors F est également n-connexe ; en particulier si Hy(X; F,)
est nul pour k£ < n alors X est n-connexe (prendre pour Y le point qui
est p-complet).

- L’application nx induit “trés souvent” un isomorphisme en homolo-
gie modulo p ; on dit alors que X est p-bon. C’est le cas, quand X est
connexe, sous I'une des hypotheses suivantes : H;(X;Fp,) =0; 71X fini ;
X nilpotent.

- Si X est connexe et si 1 X est un p-groupe fini alors les espaces
Q(X) et (2X)” ont le méme type d’homotopie.
On peut maintenant reformuler la condition (C) de I'une des deux facons

suivantes :

(C-bis) L'espace X est p-complet et le groupe mo X est un p-groupe
fini.

(C-ter) L’espace BX est p-complet.
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THEORIE HOMOTOPIQUE DES GROUPES DE LIE

Exemples exotiques de groupes p-compacts

Si X est groupe de Lie compact, disons connexe, alors le p-complété
X est un groupe p-compact. Pour p impair la proposition suivante, diie
a D. Sullivan, donne des exemples de groupes p-compacts qui ne sont pas
de cette forme.

Proposition 0.— Soient p un nombre premier impair et n un entier
qui divise p — 1. Alors le p-complété de la sphére S*"~1 posséde une
structure de groupe p-compact.

Démonstration. Soit W 'unique sous-groupe de Z; de cardinal n (qui
s’identifie via la réduction modulo p & I'unique sous- groupe de F de car-
dinal n). Le groupe W opére sur I'espace d’Eilenberg-MacLane K(Z,,2)
si bien que l'on peut considérer la construction de Borel
Y = EW xw K(Z,,2) (la notation EW désigne comme & ’ordinaire
I'espace total du W-fibré principal universel). On vérifie alors que Pes-
pace X = QY ale type d’homotopie du p-complété de S2”~!. Don-
nons quelques détails. Comme le cardinal de W est premier & p on a
H*(Y;F,) 2 (H*(K(Zp,2);F,))V ; H*(K(Z,,2); F,) est lalgébre de
polynémes F,[v] sur un générateur v de degré 2, H*(Y;F,) est l'alge-
bre de polynémes Fp[v"] Comme H'(Y;F,) est nul on a H*(}’> F,) =
H*(Y;F,). Ce qu1 précede montre que la cohomologie modulo p de X
est celle de S?"~! et les propriétés de la p-complétion impliquent finale-
ment que X' a bien le type d’homotopie du p-complété de S2*~1 (qui est
p-complet).

On montre que la structure de groupe p-compact de (S2"~1)™ exhibée
ci-dessus est “unique” [DMW2] ; on montre en fait que si la cohomologie
modulo p d’un espace p-complet Z est isomorphe & celle de I’espace Y
qui apparait ci-dessus alors il existe une application Y — Z qui réalise
cet isomorphisme. Cette unicité est le type-méme de sous-produit de la
théorie que nous allons exposer, voir 6.1.

Il est beaucoup plus difficile d’exhiber un groupe 2- compact qui ne soit pas
le 2- complete d’un groupe de Lie compact. En fait ’on n’en connaissait
pas jusqu’a ce que Dwyer et Wilkerson, & la fin des années 80, construisent
un remarquable groupe 2-compact DI(4) [DW2] (qui mériterait peut-étre
le nom de G3 ?) dont nous reparlerons un peu en 6.2.
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1. THEORIE NON ORTHODOXE DES TORES MAXIMAUX
DES GROUPES DE LIE COMPACTS

La théorie des tores maximaux des groupes p-compacts que dévelop-
pent Dwyer et Wilkerson est I’analogue d'une théorie (non orthodoxe)
des tores maximaux d’un groupe de Lie compact X dont les étapes
sont décrites ci-dessous ; pour pouvoir s’étendre aux groupes p-compacts
cette théorie non orthodoxe doit étre la plus “homotopique” (et méme
“p-homotopique”) possible.

1.1. Premiére étape

On montre qu'il existe dans la composante connexe d'un groupe de
Lie compact non discret des éléments d’ordre p.

Méthode : Faire apparaitre les homomorphismes de groupes comme les
points fixes d’une action du groupe source.

Un élément dont le carré est 1’élément neutre n’est rien d’autre qu’un
point fixe de l'involution de X, x — 27!, La généralisation de cette
observation est la suivante. Soient G' et X deux groupes (par groupe
on entend dans cet exposé, sauf mention expresse du contraire, groupe
topologique ou simplicial). On note Hom(G, X) I’espace des homomor-
phismes de G dans X et Map(G, X ) ’espace de toutes les applications de
G dans X ; Map(G, X) est un groupe et le sous-espace formé des appli-
cations constantes en est un sous-groupe qui s’identifie & X. Le groupe
G opere naturellement sur I’espace Map(G, X)) et sur I'espace homogene
Map(G, X)/X. L’espace Hom(G, X) s’identifie a I’espace des points fixes
de cette action de G sur Map(G, X )/X :

(F) Hom(G, X) = (Map (G, X)/X)% .

On peut vérifier cette affirmation de la fagon suivante. L’espace homogene
Map(G, X)/X s’identifie a I’espace Map, (G, X ) des applications pointées
de G dans X, c’est-a-dire I’espace des applications envoyant élément neu-
tre sur élément neutre ; 'action de G sur Map,(G, X) se traduit alors
par

(9-p)(7) = p(vg)(p(g))~" -

Voici maintenant une version “relative” de la formule (F'). Soient H un
sous-groupe de G et ¢ un homomorphisme de H dans .X. On note
Hom?(G, X)) le sous-espace de Hom(G, X) formé des homomorphismes
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prolongeant o et Map?(G, X) le sous-espace de Map(G, X) formé des
applications H-équivariantes, H opérant sur X wvia o ; soit Hom?(G, X)
le sous-espace de Hom(G, X) formé des homomorphismes prolongeant o.
On a comme précédemment

Hom(G, X) = (Map?(G, X)/X)€ .

Revenons maintenant au probléme des éléments d’ordre p d’un groupe de
Lie compact connexe non trivial.

Pour montrer qu'il existe des éléments d’ordre p on invoque I'un des deux
théorémes de points fixes suivants (on laisse au lecteur le soin de préciser
ce que l'on entend par “action raisonnable” dans les deux énoncés ci-
dessous, par exemple une action différentiable sur une variété compacte
est raisonnable).

Théoréme 1.1.1.— Soit X un complexe fini muni d’une action raison-
nable d’un p-groupe fini G. Alors la caractéristique d’Euler de XC est
congrue modulo p a la caractéristique d’Euler de X :

X(X%) = x(X) mod p .

Théoréme 1.1.2.— Soit X un complexe fini muni d’une action raison-
nable d’un groupe cyclique fini G. Alors la caractéristique d’Euler de X €
est égale au nombre de Lefschetz de I'action d’un générateur g de G sur
H*(X;Q) :

X(X€) = Ag) .

Observation. Un argument élémentaire de théorie de Galois montre que
le nombre de Lefschetz A(g) est indépendant du générateur g de G ; on
le notera A(X; G) ci-apres.

Si 'on veut montrer qu'un groupe de Lie compact connexe non trivial
X possede des éléments d’ordre p en invoquant le théoreme 1.1.1 il faut
calculer x(X'). On va montrer de facon “homotopique” que cette caracté-
ristique est nulle si la cohomologie modulo p de X est non triviale.

Comme X est un groupe la cohomologie rationnelle H*(X; Q) est une
algebre de Hopf. Puisque H*(X; Q) est de dimension finie c’est une alge-
bre extérieure sur des générateurs primitifs de degré impair, ey, eq, -+ -, e, ;
Pentier r s’appelle le rang rationnel de X (bien sir r sera au bout du
compte le rang du groupe de Lie X au sens habituel).
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Lemme 1.1.3.— Si H*(X;F,) est non trivial alors il en est de méme
pour H*(X; Q).

Démonstration. Supposons par exemple p = 2, la démonstration est
analogue dans le cas p > 2. A nouveau H*(X;F;) est une algebre de
Hopf ; cette fois I’algebre sous-jacente est isomorphe & un produit tensoriel

(fini et non vide) d’algébres de la forme Fy[u]/u2" (avec h > 0). On en
déduit que x(X) est pair.

Scholie 1.1.4.— Si H*(X; F,) est non trivial alors le rang rationnel de
X est non nul et sa caractéristique est nulle.

Le théoreme 1.1.1 montre maintenant que 1’espace Hom(Z/p, X) est non
réduit & I’homomorphisme trivial. On a en effet

x(Hom(Z/p, X)) = x(Map(Z/p, X)/X) mod p
et
x(Map(Z/p, X)/X) = x(X?~1)=0.

Si 'on veut invoquer le théoreme 1.1.2 il faut calculer le nombre de Lef-
schetz A(Map(Z/p, X)/X;Z/p).

Lemme 1.1.5.— Le nombre de Lefschetz A(Map(Z/p, X)/X;Z/p) est
égal a p”, r désignant le rang rationnel de X.

Démonstration. Pour simplifier on suppose p = 2. L’involution
a:X — X, r+— 27!, induit antipode de 1’algebre de Hopf H*(X; Q).
On a donc a*e; = —e; et le nombre de Lefschetz de a est 27.

1.2 Deuxiéme étape

On montre que tout homomorphisme de Z/p dans X (il s’agit tou-
jours d’un groupe de Lie compact connexe, disons non trivial) se prolonge
en un homomorphisme de Z/p> dans X (la notation Z/p™ désigne la
limite inductive des groupes Z/p™).

On suppose encore p = 2. On doit montrer que tout homomorphisme de

7/2" se prolonge & Z/2"*t1, en d’autres termes, que tout élément z de X
tel que 22" est I’élément neutre est un carré ou encore que l’application
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b: X — X, y — zy™', posseéde un point fixe. Pour cela on applique &

nouveau le théoreme 1.1.2. Puisque bob est la conjugaison par z, b définit
une action de Z/2"*! sur X. Puisque X est connexe les applications a
et b sont homotopes et le nombre de Lefschetz de b est toujours 2".

1.3. Troisiéme étape

On considere 'adhérence de I'image d’un monomorphisme de Z/p>
dans X (de tels monomorphismes existent d’aprés les deux premiéres
étapes). Cette adhérence est un sous-groupe, disons A, non trivial con-
nexe abélien (connexe parce que tout homomorphisme de Z/p* dans un
groupe fini est trivial).

1.4. Quatrieme étape

On considere le centralisateur dans X de A, disons C, et le quotient
Y = C/A. La dimension du groupe de Lie Y est strictement inférieure 3
celle de X si bien que I’on peut supposer par récurrence que Y posséde
un tore maximal U ; on vérifie alors que I'image inverse T de U dans X
est un tore maximal.

1.5. Cinquiéme étape

Soit NV le normalisateur dans X de T ; puisque T est un tore maximal
le quotient W = N/T est un groupe fini (discret). On observe que I’espace
des points fixes de ’action de T sur X/T s’identifie 4 W. En appliquant
le théoréme 1.5 ci-dessous on en déduit que la caractéristique d’Euler de
X/T est égale au cardinal de W.

Théoréme 1.5.— Soit X un complexe fini muni d’une action raison-
nable d’un tore T'. Alors la caractéristique d’Euler de X7 est égale a la
caractéristique d’Euler de X :

X(XT) = x(X) .

La méme méthode montre que tous les tores maximaux de X sont con-
jugués.
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1.6. Sixiéme étape
On montre que si X est connexe alors T est son propre centralisateur.

Dans le cas contraire le monomorphisme T' — X s’étend en un monomor-

phisme T' x G — X, G désignant un groupe cyclique, disons d’ordre un
nombre premier p. On a :

- x((X/T)T*C) = x((X/T)C) d’aprés 1.5 puisque ’espace de points
fixes (X/T)T*C s’identifie & 'espace de points fixes ((X/T))7T ;

- x((X/T)%) = A(X/T;G) d’aprés 1.1.2 ;
- AN(X/T;G) = x(X/T) puisque X est connexe.

Il en résulte que l'espace (X/T)T*C est non vide. Il existe donc un
monomorphisme de T' x G dans T (induit par une conjugaison dans X).
Ce qui est absurde.

1.7. Septieme étape

On prouve l'isomorphisme H*(BX; Q) & (H*(BT;Q))" ; on prouve
au passage que le rang rationnel et le rang d’un tore maximal coincident.
On en déduit que si X est connexe alors W est un groupe fini engendré
par des réflexions qui laissent invariant un réseau.

On pose R = H*(BX;Q) et S = H*(BT;Q) ; R est un anneau de
polynoémes a r générateurs de degrés pairs, r désignant le rang rationnel
de X (parce que H*(X; Q) est une algebre extérieure sur des générateurs
primitifs de degré impair), et S est un anneau de polynémes a s géné-
rateurs de degré 2, s désignant le rang du tore 7. On note ¢ : R — S
I’homomorphisme d’anneaux induit par I’application BT — BX ; S est
un R-module via ¢. On fait les observations suivantes :

- La suite spectrale de Serre de la fibration X/T — BT — BX
montre que S est un R-module de type fini (on utilise ici que R est
noethérien).

- Puisque la caractéristique de X /T est non nulle ’existence du trans-
fert de Becker-Gottlieb pour la fibration X/T — BT — BX montre que
¢ est injectif. Un argument de degré de transcendance (ou de dimen-
sion de Krull) montre alors r = s. Un argument d’algebre commuta-
tive montre ensuite que S est un R-module libre (voir par exemple [Ma]
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Theorem 23.1). On en déduit H*(X/T;Q) = Q ®r S. Cet isomor-
phisme montre que H*(X/T;Q) est concentrée en degrés pairs. On a
donc dimq H*(X/T; Q) = x(X/T) et la dimension du R-module libre S
est égale au cardinal de W. Enfin un peu de théorie de Galois montre que
le monomorphisme H*(BX; Q) — (H*(BT;Q))" est un isomorphisme.

L’étape précédente montre que si X est connexe W s’identifie & un sous-
groupe d’automorphismes de H?(BT; Z) ; le fait que I’anneau d’invariants
(H*(BT;Q))" est polynomial implique que ce sous-groupe est engendré
par des réflexions (voir par exemple [Bo] Ch. 5, §5, n° 5.5).

1.8. Etape supplémentaire

On termine ce paragraphe en décrivant une méthode non orthodoxe
pour montrer que la cohomologie modulo p du classifiant d’un groupe de
Lie compact est noethérienne (c’est-a-dire engendrée comme F,-algebre
par un nombre fini d’éléments).

Soit N, I'image inverse dans N d’un p-groupe de Sylow de W. On mon-
tre tout d’abord que H*(BN,;F,) est noethérienne (a coup de suites
spectrales de Serre...la méthode de Venkov est interdite !). On en déduit
ensuite que H*(BX;F,) est noethériennne en utilisant le transfert de
Becker-Gottlieb de la fibration X/N, — BN, — BX et le lemme suivant
(que I'on peut appliquer parce que la caractéristique d’Euler de X /N, est
premiere a p) :

Lemme 1.8.— Soit f : Ry — R, un homomorphisme d’anneaux
gradués commutatifs. On suppose que Ry est noethérien et qu’il existe
un homomorphisme de Ry-modules g : R, — R, tel que le composé
g o f soit I'identité de R,. Alors R, est noethérien.
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2. THEOREMES DE POINTS FIXES HOMOTOPIQUES

La stratégie de Dwyer et Wilkerson nécessite le remplacement des

théoremes de points fixes du §1 par des théorémes de points fixes homo-
topiques.

La notion de point fixe homotopique

Soit X un espace muni d’une action d'un groupe G. On définit I’espace
des points fixes homotopiques X" de cette action comme I’espace fonc-
tionnel Map®(EG, X) des applications G-équivariantes de EG dans X
(rappelons que EG désigne l'espace total du G-fibré principal universel
dont la base BG est le classifiant de G). On note X} le quotient homo-
topique, c’est-a-dire la construction de Borel EG x¢ X. On vérifie que
I'application évidente de X" dans I'espace de sections I'(X,g — BG)
de la projection de X vers BG est un homéomorphisme.

Cohomologie modulo p de I’espace des points fixes homotopiques
d’une action d’un p-groupe abélien élémentaire

On fixe un nombre premier p. Pour alleger la notation on désigne simple-
ment par H*(—) la cohomologie modulo p d’un espace. Cette cohomologie
est le type méme de ce que I’on appelle une algebre instable sur I’agebre
de Steenrod modulo p ou A-algebre instable (voir par exemple [La]) ; la
catégorie des A-algebres instables est notée K.

Soit maintenant V' un p-groupe abélien élémentaire (i.e. un groupe iso-
morphe & (Z/p)® pour un certain entier s).

La A-algebre instable H*(X,y) est munie d'un homomorphisme de A-
algebres instables H*BV — H*(X}y) (induit par la projection X,y —
BV') en d’autres termes H*(X v ) est un objet de la catégorie des A-alge-
bres instables au-dessous de H*BV que ’on note H*BV | K.

L’application d’évaluation e : BV x X"V = BV x I'(Xpy — BV) — Xy
est une application d’espaces au-dessus de BV ; elle induit donc un
(H*BV | K)-morphisme H*(e) : H*(Xny) — H*(BV x X"V) =
H*BV ® H*X" . Par “general nonsense” le foncteur K — H*BV | K,
L — H*BV ® L, admet un adjoint a droite que 'on note Fixy :
H*BV | K — K. On a donc tout fait pour avoir un K-morphisme
naturel vy vy : Fixy H*(Xv) — H* X"V, a savoir adjoint de H*(e). On
montre dans [La] Ch. 4 que vx y est “souvent” un isomorphisme. Par
exemple :
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Théoréme 2.1.— Soit X un V-espace. On suppose que X et X"V
sont p-complets et que H* X et Fixy H*(X}y) sont de dimension finie en
chaque degré. Alors le K-morphisme naturel

vx,y : Fixy H*(Xpy) — H* X"V

est un isomorphisme.

Théorie de Smith pour les points fixes homotopiques d’une ac-
tion d’un groupe cyclique d’ordre p

Etant donné les applications que 1’on a en vue on se limite maintenant
au cas ou V est cyclique d’ordre p.

On note cy un élément non nul de H'BV pour p = 2 et de H2BV
pour p > 2. Le théoréme suivant ([DW1], pour une démonstration con-
currente voir [LZ]) est un analogue algeébrique du théoréme de localisation
de la théorie de Smith classique pour les V-actions :

Théoréme 2.2.— Soit K une A-algébre instable au-dessous de H* BV
qui est de type fini comme H* BV -module. Alors la A-algébre instable
Fixy K est de dimension finie et le localisé

Klcy']) = H*BV[c;'] ® Fixy K

du K-morphisme K — H*BV @ Fixy K adjoint de I'identité de K est un
isomorphisme.

Pour abréger les énoncés on dira ci-dessous qu’un espace ou une paire
d’espaces sont p-finis si leur homologie modulo p est de dimension finie.
Les théorémes 2.1 et 2.2 impliquent le théoréme suivant (Papplication
d’évaluation e permet de parler de la “paire” (X,y, BV x X hVYY

Théoréme 2.3.— Soit X un espace muni d’une action d’un groupe V

cyclique d’ordre p. On suppose que X est p-fini et que X et X"V sont
p-complets. Alors I’espace X"V et la paire (X,y, BV x X hV') sont p-finis.
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Version homotopique des théorémes 1.1.1, 1.1.2, et 1.5.

Le théoreme 2.3 conduit & une version homotopique des théoremes
1.1.1 et 1.1.2. Pour pouvoir énoncer la version homotopique de 1.1.2 il

nous faut introduire au préalable le substitut adéquat de la cohomologie
rationnelle. On pose :

Hap(X) =Q®H"(X;Z,) = Q,®z, H(X;Z,) .

(Attention Hg differe en général de H*(X; Q) oude Q,0qH*(X;Q)!)
L’utilité dans le contexte présent du foncteur Hép(—) tient au lemme
suivant dont la démonstration est laissée en exercice au lecteur :

Lemme-Définition 2.4.— Si une paire d’espace (X,Y) est p-finie,
alors H(*Q,, (X,Y) est de dimension finie sur Q,, et la caractéristique d’Euler

du F,-espace vectoriel gradué H*(X,Y') est égale a celle du Q,-espace
vectoriel gradué Hg (X,Y) :

X(H*(va)) = X(Hap(X>Y)) :

La valeur commune de ces caractéristiques d’Euler est appelée la caracté-
ristique d’Euler de la paire (X,Y) et notée x(X,Y).

Théoréeme 2.5.— Soit X un espace p-fini muni d’une action d’un
p-groupe fini G. On suppose que pour tout sous-groupe K de G I'espace
X" est p-complet. Alors Pespace X"® est p-fini et sa caractéristique
d’Euler est congrue modulo p a celle de X :

X(X"¥) = x(X) mod p .

Théoréme 2.6.— Soit X un espace p-fini muni d’une action d’un
p-groupe fini cyclique G. On suppose que pour tout sous-groupe K de G
Pespace XK est p-complet. Alors I’espace X" est p-fini et sa caractéris-
tique d’Euler est égale au nombre de Lefschetz de ’action d’un générateur
de G sur Hg (X) :

X(X"9) = A(X;G) .
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Démonstration de 2.5 et 2.6 dans le cas ot G est cyclique d’ordre p.

Le fait que X" est p-fini est déja contenu dans 2.3, il reste donc
a vérifier les affirmations concernant la caractéristique d’Euler de X"C.
On montre d’abord

(R)  x(H*(EG x X,EG x X"%)) = px(H*(Xnq, BG x X"%)) .

Pour cela on considere H*(EG x X, EG x X"%) comme la cohomolo-
gie a coefficients locaux H*(Xsg, BG x X" F,[G]), on filtre F,[G] par
les puissances de 'idéal d’augmentation, et on utilise “I’additivité de la
caractéristique d’Euler”. Toujours grace a cette additivité on obtient

X(X) = x(X"%) = px(Xna, BG x X"%)
En utilisant I'isomorphisme
Hg,(Xhe, BG x X"%) = (Hy (EG x X, EG x X"%))¢

on a ensuite

pX(H,(Xne, BG x X")) =
X(HQ,(EG x X,EG x X")) + (p - 1)A(EG x X, EG x X"%;@G) ,

A(EG x X, EG x X"%;G) désignant le nombre de Lefschetz de I’action
d’un générateur de G sur Hg,(EG x X, EG x XhG). En utilisant 2.4 et

en comparant avec la relation (R) ci-dessus, on a
AEG x X,EG x X"¢:G)=0.
Par “additivité du nombre de Lefschetz” on obtient
X(X"F) = A(X;G) .

Enfin Dwyer et Wilkerson proposent la version homotopique suivante de
1.5 qui est essentiellement conséquence de 2.6 :

Théoréme 2.7.— Soit X un espace p-fini muni d’une action du groupe
discret © = (Z/p>)*. On suppose que pour tout sous-groupe fini K de
O l'espace X" est p-complet. Alors pour tout sous-groupe fini K de ©
I'espace X" est p-fini et sa caractéristique d’Euler est égale & x(X). Si
X(X) est non nulle alors I'espace X"®© est non vide.
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3. DICTIONNAIRE THEORIE CLASSIQUE-THEORIE
HOMOTOPIQUE

On pose les définitions qui permettent de traduire le §1 en termes de
groupes p-compacts. Pour 3.1 et 3.3 on procede de la fagon suivante. On
interprete tout d’abord les définitions de la théorie des groupes en termes
de points fixes (voir par exemple le début du §1). On identifie ensuite les
espaces de points fixes homotopiques correspondants. Le résultat conduit
aux définitions de la théorie homotopique.

3.1. Homomorphismes

Un homomorphisme f : G — X d’espaces de lacets est une applica-
tion pointée Bf : BG — BX. Deux homomorphismes f,g : G — X sont
conjugués si Bf et Bg sont librement homotopes, c’est-a-dire homotopes
en tant qu’applications non pointées. Un homomorphisme f est un iso-
morphisme si Bf est une équivalence d’homotopie et est trivial si Bf est
homotope a I'application triviale.

Motivations

Voici une motivation de la définition ci-dessus d’homomorphisme
d’espaces de lacets. Soient G et X deux groupes. On a vu au §1 que

lespace Hom(G, X ) s’interprete comme l’espace de points fixes
(Map(G, X)/X)€. Posons donc :

hHom(G, X ) = (Map(G, X)/X)"C .

On peut voir hHom(G,X) comme l’espace des applications §
G x EG — X vérifiant

£(gh,w) = &(g, hw)&(h, w)

ou encore comme ’espace des homomorphismes croisés du groupe G dans
le groupe Map(EG, X) muni de 'action de G induite par I’action de G
sur EG. Soit Map,(BG, BX) l'espace des applications pointées de BG
dans BX ; on vérifie que ’on a un diagramme commutatif :

Hom(G,X) — Map,(BG,BX)

! !

hHom(G,X) — F(G,X)

dans lequel :
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- la fleche horizontale du haut et la fleche verticale de gauche sont
les applications évidentes ;

- la fléche horizontale du bas et la fleche verticale de droite sont des
équivalences d’homotopie dont le but commun F(G, X) est un espace qui
dépend fonctoriellement des groupes G et X.

Justifions maintenant la définition d’homomorphismes d’espaces de
lacets conjugués. L’application Hom(G,X) — Map,(BG,BX) est
X-équivariante si I’on munit les espaces Hom(G, X) et Map,(BG, BX)
des actions induites par 1’action par conjugaison de X sur lui-méme. Le
quotient homotopique (Map, (BG, BX)),x a le type d’homotopie de Ies-
pace Map(BG, BX).

(En fait on peut choisir un modeéle pour EX de telle sorte que les
propriétés suivantes soient vérifiées :

- Pespace EX est un groupe, X en est un sous-groupe, BX est
Pespace homogéne EX/X (ou X\EX) ;

- la restriction & X de 'action de EX sur BX coincide avec celle
induite par ’action par conjugaison de X sur lui-méme ;

- pour tout espace S 'inclusion Map, (S, BX) — Map(S, BX) induit
un homéomorphisme EX x x Map, (S, BX) — Map(S, BX).)

3.2. Espaces homogénes, monomorphismes

Soit f : G — X un homomorphisme d’espaces de lacets. L’espace
homogéne X/ f(G) (ou X/G si f est implicite) est défini comme la fibre
homotopique de 'application Bf : BG — BX. Dans le cas ou G et
X sont des groupes p-compacts on dit que f est un monomorphisme
(resp. épimorphisme) si X/G (resp. Q(X/G)) est p-fini. On dit que
1—- X" - X — X” — 1 est une suite eracte de groupes p-compacts
si la suite BX’ — BX — BX" est fibrée ; dans ce cas X’ — X est un
monomorphisme et X — X"’ est un épimorphisme.

Exercice. Vérifier qu'un homomorphisme de groupes p-compacts qui est
a la fois un monomorphisme et un épimorphisme est un isomorphisme.

Motivation

Soit f : G — X un homomorphisme de groupes. La fibre homo-
topique de I’application Bf a le type d’homotopie, de 1’espace homogene
usuel X/f(G) si f est injectif, de I’espace classifiant B(Kerf) si f est
surjectif.
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Remarque. Une fois démontré que la cohomologie modulo p du classifiant
d’un groupe p-compact est noethérienne (théoréme 4.12) on dispose de la
caractérisation suivante des monomorphismes de groupes p-compacts :

Proposition 3.2.— Un homomorphisme f : G — X de groupes p-
compacts est un monomorphisme si et seulement si H*(BG;F,) est de
type fini comme H*(BX;F,)-module via (Bf)*.

3.3. Centralisateurs

Soit f : G — X un homomorphisme d’espaces de lacets. Le cen-
tralisateur de f(G) (ou de f) dans X, que l'on note C'x(f(G)) (ou sim-
plement Cx(G) si f est implicite), est I'espace Qg Map(BG, BX) des
lacets de Map(BG, BX) d’origine Bf ; ’espace classifiant BC'x(f(G))
est la composante connexe de Bf dans Map(BG, BX). L’évaluation au
point base de BG fournit un homomorphisme Cx(f(G)) — X ; on dit que
f est central si cet homomorphisme est un isomorphisme. On dit qu'un
espace de lacets A est abélien si 'identité de A est un homomorphisme
central.

Motivation

Soit X un groupe. On sait que 'espace des lacets libres Map(S!, BX)
a le type d’homotopie de la construction de Borel EX x x X, X opérant
sur lui-méme par conjugaison. Voici une maniere de s’en convaincre. On
choisit & nouveau un bon modeéle pour EX (voir plus haut). Alors 1’é-
quivalence d’homotopie X — QBX = Map,(S!, BX) est X-équivariante,
X opérant sur lui-méme par conjugaison et sur Q2BX par l'action induite,
et I'on a un diagramme de fibrés de groupe structural X :

EX xx X — FEX xx Map,(S',BX) = Map(S', BX)

! !

BX LN BX

dans ce diagramme, la fleche horizontale du haut est une équivalence
d’homotopie et la fleche verticale de droite, vue comme une application
de Map(S!, BX) dans BX , est I’évaluation au point base.

Soit maintenant p : G — X un homomorphisme de groupes. L’action
par conjugaison de X sur lui-méme induit vie p une action de G sur X ;
Iespace des points fixes X (qui est un groupe) est le centralisateur de
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p(G) dans X. L’espace des points fixes homotopiques X*C s’identifie au
sous-espace de Map(BG, EX x x X) “formé des applications qui relevent
Bp” ; on a donc une équivalence d’homotopie naturelle entre X*C et
le sous- espace de Map(BG,Map(S!, BX)) “formé des applications qui
relevent Bp”, c’est-a-dire I'espace de lacets Qp, Map(BG, BX).

4. RESULTATS DE LA THEORIE DES TORES MAXIMAUX
DES GROUPES p-COMPACTS

Comme nous ’avons déja dit, Dwyer et Wilkerson obtiennent ces
résultats en remplagant dans la théorie décrite au §1 les théoremes de
points fixes par les théorémes de points fixes homotopiques. Signalons
qu’ils doivent développer au passage une version cohomologique ad hoc
du transfert de Becker-Gottlieb pour les fibrations a fibre p-finie ([DW3]
9.12) car les versions habituelles supposent que la fibre est un complexe
fini ; pour diverses généralisations voir [Dw]. Signalons également que si
’on suppose que I'algébre H*(BX; F,) est integre et de degré de transcen-
dance fini sur F,, (ce qui est le cas en particulier si H*(BX;F,) est une
algebre de polynomes), et que p est impair, alors 1’essentiel de la théorie
se trouve déja dans [DMW2] ou sont abordées en outre les questions de
classification (voir §5).

Proposition 4.1.— Soit X un groupe p-compact connexe non trivial,
alors il existe un homomorphisme non trivial de Z/p dans X .

(Démonstration pour p = 2. On se convainc tout d’abord de ce que 'es-
pace Map, (BZ/2, BX) ale type d’homotopie de I’espace des points fixes
homotopiques de I'involution de R BX qui a un lacet fait correspondre son
inverse. On applique ensuite les théoremes 2.5 ou 2.6. On sait donc que
la caractéristique d’Euler x(Map,(BZ/2,BX)) est différente de 1. Or
la composante connexe dans Map,(BZ/2, BX) de I’application triviale
est contractile. En effet I’espace de lacets, en ’application triviale, de
cette composante a le type d’homotopie de 1’espace Map,(BZ/2,X) qui
est contractile d’aprés [Mi]. On observera au passage que ceci signifie
que ’homomorphisme trivial de Z/2 dans X est central ... ce qui est
rassurant !)

Proposition 4.2.— Soit X un groupe p-compact connexe, alors tout
homomorphisme de Z/p™ dans X se prolonge & Z/p™*1.
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Définition 4.3. Un tore p-compact de rang s est un groupe p-compact
tel que BT est un espace d’Eilenberg-MacLane de type K((Z,)*,2).

L’énoncé de définition 4.5 nécessite la proposition suivante dont 1’ana-
logue classique est une trivialité :

Proposition 4.4.— Soit f : T — X un homomorphisme d’un tore
p-compact dans un groupe p-compact. Alors f se reléve canoniquement
en un homomorphisme f : T — Cx(f(T)) de T dans le centralisateur de

f(T).

Définition 4.5. Un tore mazimal pour un groupe p-compact X est la
donnée d’un tore p-compact T’ et d'un monomorphismes : ' — X tel que
Pespace homogene Cx(i(T))/i(T) est homotopiquement discret (on dit
qu’un espace est homotopiquement discret si chacune de ses composantes
est contractile).

Théoréme 4.6.— Tout groupe p-compact posséde un tore maximal
“unique & conjugaison pres”.

Comme dans le contexte classique l'unicité a conjugaison pres est un cas
particulier de ’énoncé suivant.

Proposition 4.7.— Soient X un groupe p-compact,i: T — X un tore
maximal, et f : T — X un homomorphisme d’un tore p-compact dans
X. Alors il existe un homomorphisme g : T' — T tel que io g et f soient
conjugués.

Proposition 4.8.— Un tore maximal d’un groupe p-compact connexe
est son propre centralisateur : ’homomorphisme i : T — Cx(i(T)) de la
définition 4.5 est un isomorphisme.

Définition 4.9. Soient X un groupe p-compact et ¢ : T — X un tore
maximal. Si Bi : BT — BX est une fibration ’espace de Weyl Wr(X)
est défini comme ’espace des applications w de BT dans BT vérifiant
w o Bi = Bi ; dans le cas général Wr(X) est défini en remplacant au
préalable B: par une fibration. La composition des applications fait de
Wr(X) un monoide (topologique).
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Proposition-Définition 4.10.— Soient X un groupe p-compact et
i: T — X un tore maximal, alors I'espace de Weyl Wr(X) est homo-
topiquement discret et le monoide discret moWr(X) est un groupe fini.
Ce groupe est noté Wr(X). A automorphisme intérieur prés Wr(X)
est indépendant du choix de T ; pour cette raison Wr(X) est appelé le
groupe de Weyl de X.

Le rang rationnel r d’un groupe p-compact X est défini comme dans
le cas des groupes de Lie compact : I'algébre de Hopf H¢g (X) est une
algebre extérieure sur r générateurs primitifs de degré impair et I’algebre
H 6P(BX ) est une algébre de polynémes sur r générateurs de degré pair.

Théoréme 4.11.— Soient X un groupe p-compact et ¢ : T' — X un
tore maximal.

(a) Le rang s de T est égal au rang rationnel r de X.

(b) Si X est connexe, ’homomorphisme
Wr(X) — Aut(H*(BT;Z,)) = GL,(Z,)
induit par laction de Wr(X) sur BT (on suppose que Bi est une fi-

bration) est un monomorphisme dont I'image est un sous-groupe fini en-
gendré par des pseudo-réflexions.

(c) L’homomorphisme
Hg (BX) — (Hg, (BT))Wr(X)
induit par Bi est un isomorphisme.
Remarque. Soit X un groupe de Lie compact connexe. Il résulte par
exemple du théoréme ci-dessus que le groupe de Weyl du groupe

p-compact X coincide avec celui de X (et est donc indépendant de p).

Théoréme 4.12.— Soit X un groupe p-compact. Alors la F,-algébre
H*(BX;F,) est engendrée par un nombre fini d’éléments.
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5. LE PROBLEME DE LA CLASSIFICATION DES GROUPES
p-COMPACTS

Les recherches dans ce domaine ne sont pas actuellement terminées.
Le lecteur est donc invité & redoubler d’esprit critique lors de la lecture
de ce paragraphe.

Soient X un groupe de Lie compact connexe, T' un tore maximal de X,
et N le normalisateur de T dans X. On sait que la classe d’isomorphisme
de X est déterminée par celle de N (pour le cas o X est semi-simple
voir [CWW]), aussi est-on amené a faire une conjecture analogue dans le
contexte des groupes p-compacts.

Définition 5.1. Soient X un groupe p-compact et ¢ : T — X un
tore maximal. On note BA/(T) la construction de Borel de l’action de

Wr(X) sur BT. Le normalisateur de T, noté N (T'), est espace de lacets
QBN(T).

(Attention, si Wz (X) n’est pas un p-groupe fini alors N'(T') n’est pas un
groupe p-compact.)

Conjecture 5.2. Soient X un groupe p-compact connexe et ¢ : T' — X
un tore maximal. La classe d’isomorphisme de X est déterminée par celle
du normalisateur A (T'), c’est-a-dire par le type d’homotopie de I’espace

BN(T).

L’espace BN (T) est a homotopie prés I’espace total d’une fibration de
base BWp(X) et de fibre BT ; son type d’homotopie est donc déter-
miné par une classe v appartenant & H?(Wrp(X); Hy(BT;Z)). On ob-
serve que l’on a un isomorphisme canonique H*(Wy(X); Ho(BT; Z)) =
H?(Wz(X);0), © désignant le groupe discret Ho(BT; Z/p>) = (Z/p™)"
qui doit étre considéré comme “une approximation discrete” de T (voir
[DW3] §6). La donnée de v est donc équivalente a celle d’'une extension
de groupes discrets 1 — © — ' — Wr(X) — 1 (que l'on note encore v) ;
il est a noter que la donnée de I' détermine a son tour ’extension «y car

© peut étre caractérisé comme le plus petit sous-groupe (normal) de I'
d’indice fini.

On associe donc & un p-groupe compact X un triplet (L(X), W(X),v(X))
du type (L, W,~) suivant :
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- L est un Z,-module libre de dimension finie, on pose L(X) =
Hy(BT;Z) = mT ;

- W est un sous-groupe fini de Aut(L) engendré par des pseudo-ré-
flexions, W(X) est le groupe de Weyl de X ;

- 7 est un élément de H*(W;(Z/p™®) ® L), y(X) est Punique k-
invariant de BN/ (T).

On peut maintenant reformuler la conjecture 5.2 de la fagon suivante :

Conjecture 5.2 bis. Soient X un groupe p-compact connexe et i : T —
X un tore maximal. La classe d’isomorphisme de X est déterminée par
celle du triplet (L(X), W(X),v(X)).

Si l’on croit & cette conjecture alors le programme est le suivant :

- déterminer les triplets (L, W,v) qui correspondent & des groupes
p-compacts ;

- vérifier qu’un tel triplet est réalisé par un seul groupe p-compact
(a isomorphisme pres).

Oublions I’extension . Le couple (L, W) est “somme directe” de couples
“irréductibles” dont la liste (& isomorphisme prés) a été faite par Clark
et Ewing [CE] (le point de départ de Clark et Ewing est la classifica-
tion par Shepard et Todd des sous-groupes finis des GL,(C) engendrés
par des pseudo-réflexions [ST]). Il n’existe qu'un nombre fini de classes
irréductibles (L, W) en plus de celles correspondant aux groupes de Lie
compacts connexes simples. Pour p = 2 il n’en existe qu’une qui est
réalisée par le groupe 2-compact DI (4) ; on conjecture en fait que tout
groupe 2-compact connexe est isomorphe au produit du 2-complété d’un
groupe de Lie compact connexe par un certain nombre de copies de DI(4)
(pour un pas dans cette direction voir [DW4]). Pour p > 2 il semble aussi
que toutes les classes irréductibles (L, W) “exotiques” soient réalisables
(C. Xu, Aguadé-Broto-Notbohm-Oliver).

Revenons a I’extension 7. Il résulte de [Ti] que si X est le p-complété d’un
groupe de Lie compact connexe alors 7 (resp. 27) est nul pour p impair
(resp. pair). Selon Dwyer et Wilkerson l’analyse des classes irréductibles
(L, W) exotiques semble montrer que vy est encore nulle dans le cas des
groupes p-compacts connexes pour p impair.
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Terminons ce paragraphe en énoncant le théoréme ci-dessous qui découle
facilement de la théorie du §4 et qui confirme la conjecture 5.2 bis dans
le cas particulier ol p ne divise pas l'ordre de W (il est & observer que
pour p = 2 cette condition implique en fait que W est trivial).

Théoréme 5.3.— Si p ne divise pas 'ordre de W alors BX a le type
d’homotopie du p-complété de la construction de Borel EW xw K(L,2).

Remarque. Si p ne divise pas l'ordre de W alors H*(BX;F,) est iso-
morphe & 'algébre d’invariants (H*(K(L,2);F,))". Dwyer, Miller, et
Wilkerson montrent dans [DMW?2] que si la cohomologie modulo p d’un
espace Y est isomorphe comme A-algebre instable & (H*(K(L,2); F,))V

alors la p-complétion de Y a le type d’homotopie de celle de
EW xw K(L,2).

6. ILLUSTRATIONS

6.1. Sur les sphéres dont le p-complété admet une structure de
groupe p-compact

Soit S™ une sphere dont le p-complété admet une structure de groupe
p-compact de classifiant B. Nécessairement m est impair, m = 2n — 1,
par exemple parce que Hap(Sm) = Q,[e]/e? admet une structure d’alge-
bre de Hopf ; on a H, ap(B) = Q,[z] avec x de degré 2n. Le rang rationnel
est 1, le groupe de Weyl W est donc un sous-groupe fini de Z;. L’isomor-
phisme Hg (B) = (Hg (K(Z,, 2)))" montre que n est égal au cardinal
de W. On distingue alors les cas p > 2 et p = 2.

Pour p > 2 le cardinal de W est premier a p si bien que 'on peut
appliquer 5.3. On retrouve les exemples de Sullivan : B a le type d’ho-
motopie du p-complété de la construction de Borel EW xw K(Z,,2).

Pour p = 2 lentier n prend les valeurs 1 et 2 . Dans les deux cas
la structure de groupe 2-compact correspondante est la 2-complétée de
la structure de groupe de Lie de S?"~1. Le cas n = 1 est trivial puisque
B est par définition un espace d’Eilenberg-MacLane K'(Z,2). Le cas
n = 2 nécessite le joli résultat de [DMW1] : un espace 2-complet dont la
cohomologie modulo 2 est isomorphe & celle de BS® a le type d’homotopie
du 2-complété de BS®.
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6.2. Sur le groupe 2-compact DI(4)

Le groupe 2-compact DI(4) construit par Dwyer et Wilkerson dans
[DW2] est le dernier d’une série de quatre groupes 2-compacts. Les trois
premiers sont les 2-complétés des groupes de Lie compacts, Xo = Z/2,
X, = SO(3), Xy = G2. On pose X3 = DI(4) ; DI(4) n’est pas le
2-complété d’un groupe de Lie compact. Les X,, 0 < n < 3, posse-
dent les propriétés ci-aprés (dans le cas de DI(4) on se permet les abus
de langage suggérés par le §3 et méme davantage, en particulier chaque
fois que 1’on parle d’action du groupe de Weyl sur le tore maximal le
puriste aura intérét a remplacer celui-ci par son approximation discrete
© = Hy(BT;Z/p>) &£ Z/p>*°®m T ; pour alleger la notation on supprime
ci-dessous 'indice n) :

- Le rang de X est n.

- Soit F le sous-groupe d'un tore maximal 7' formé des éléments
dont le carré est I’élement neutre (on a donc F' =~ (Z/2)"). Le tore T
est d’indice 2 dans le centralisateur Cx (F'), Paction du quotient Cx (F')/T
sur T correspond a l'involution ¢ — ¢!, et 'extension1 — T — Cx(F) —
Cx(F)/T — 1 est triviale.

L’action du groupe de Weyl W sur F' induit un épimorphisme de W
sur Aut(F') dont le noyau est Cx(F)/T.

L’extension :
(A) 1= Cx(F))T - W — Aut(F) — 1

est scindée pour n = 3 grace au déterminant W — {£1} C ZJ, on
a donc alors un isomorphisme W ~ SL3(F2) x {£1} (ce groupe est le
sujet de l’exercice 4 de [Bo] Ch. 5, §5 ou 'on demande notamment de
montrer qu’il n’est pas un groupe de Coxeter). Le fait que 'action tau-
tologique de Aut(F') sur F se prolonge en une action de Aut(F') sur
T (“préservant l’orientation”) se traduit par ’existence d’'un homomor-
phisme SL3(F2) — SL3(Z3) qui est une section de la réduction modulo 2,
SL3(Z2) — SL3(F2). Signalons que (A) est également scindable pour
n=2.

- Larestriction & F de l'extension1 — T — Cx(F) — Cx(F)/T — 1
fournit un sous-groupe E de Cx(F) isomorphe & (Z/2)"*!. On a cette
fois : Cx(FE) = E. Soit Nx(FE) le normalisateur de E dans X. L’appli-
cation canonique Nx(E)/E — Aut(E) est un isomorphisme. L’inclusion
de F dans X induit un isomorphisme

H*(BX;F,) & (H*(BE; Fy))Avt(®)
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(Cet isomorphisme explique la notation DI(4) : H*(BDI(4);F;) est
l’algebre de Dickson d’ordre 4.)

- Tous les éléments d’ordre 2 de X sont conjugués. Soit G le cen-
tralisateur d'un tel élément alors la caractéristique d’Euler de I’espace
homogene X/G est 2" — 1 (ici 'on suppose n non nul).

Pour n = 3 le groupe 2-compact G est isomorphe au 2-complété de

Spin(7).
Quelgques informations sur la construction de BDI(4)

L’espace BDI(4) est construit comme la limite directe homotopique
d’un foncteur contravariant o défini sur une certaine catégorie C et a
valeurs dans la catégorie des espaces. Les objets de la catégorie C sont
les 2-groupes abéliens élémentaires Ej, = (Z/2)*,1 < k < 4, et ses mor-
phismes sont les monomorphismes de groupes de Ej dans E,. Le type
d’homotopie de o(E}) est celui du 2-complété du classifiant du centralisa-
teur dans Spin(7) d’un sous-groupe contenant le centre et isomorphe a Ej,
(en particulier a(E;) a le type d’homotopie du 2-complété de BSpin(7)
et a(FEy) celui de BE,). La possibilité de définir o sur Aute(FE3) tient a
Iexistence de la section SL3(Fg) — SL3(Zy) de la réduction modulo 2
évoquée ci-dessus.
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