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SOLUTIONS EN GRAND TEMPS
D’EQUATIONS D’ONDES NON LINEAIRES

par Claude ZUILY

L’équation des ondes est sans conteste 'une des plus importantes équations
aux dérivées partielles. Elle sert de modele & la théorie générale des équations
hyperboliques et ses applications en physique théorique sont multiples. De tres
nombreux travaux lui ont été consacrés depuis plus de deux siecles et encore
aujourd’hui elle est I'objet de recherches trés actives dans ses versions linéaire
et non linéaire.

La question de ’existence de solutions pour le probleme de Cauchy est centrale
dans sa théorie. Dans le cas non linéaire, ’existence d’une solution pour des temps
petits est en principe acquise (au moins pour des données assez réguliéres). Des
lors se pose le probleme de I’évolution de cette solution. Existe-elle pour tout
temps? Sinon peut-on déterminer son temps de vie, décrire ’ensemble de ses
singularités, connaitre son comportement au voisinage de cet ensemble? etc ...
Autant de questions qui dans la plupart des cas sont encore largement ouvertes.
Cependant il est au moins deux cas ou des réponses profondes & certaines de
ces questions ont été données. Le premier est celui ol les données sont petites, le
second celui des équations d’ondes semi-linéaires dispersives. L’objet de cet exposé
est de rendre compte des progres récents dans ces deux domaines. En particulier
nous détaillerons la preuve d’un résultat de J. Shatah et M. Struwe qui traite des
équations dispersives avec puissance critique.

Pour la rédaction de la premiére partie de ce texte nous avons bénéficié des
excellentes notes de L. Hormander [Ho4] auxquelles le lecteur intéressé est vivement
invité & se référer. Concernant les équations dispersives nous renvoyons aux récents
survols de W. Strauss [St4] et M. Struwe [Stru2] pour les résultats antérieurs.

S.M. F.
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C. ZUILY

0. PRELIMINAIRES

0.1. Notations

On notera dans ce qui suit zo et z = (z1,...,Zn) € R™ les variables de temps et
d’espace ; on supposera o > 0, le cas des temps négatifs étant ici analogue. Pour
u € C! on notera v’ = (8;u);=o,...n OU 8; = 6—8—

Tj

L’opérateur des ondes O est défini par

(0.1) O=08;—-A avec A=) 8.

=1

C’est le modele des opérateurs différentiels du second ordre strictement hyper-
boliques par rapport aux surfaces o =constante.

Il sera commode, pour des raisons qui apparaitront plus loin, de supposer que
toutes les fonctions considérées ici — coefficients, données, solutions ... — sont a
valeurs réelles.

Nous étudierons le probléme de Cauchy pour des équations du second ordre
strictement hyperboliques quasi-linéaires. Les éventuelles extensions & des cas
complétement non linéaires seront discutées dans les commentaires. Il s’agira de
résoudre le probleme :

n

(0.2) 2u — E ajk(u,u’)0;Oku = f(u,u’)
3,k=0
(03) ’U.(O, ZL‘) = ’U,O(I) > 80“(0, ZII) =u (I) :

Les fonctions aj, f, uo, u1 sont des données. On supposera que les a;x et f sont
C> sur R x R*"t1. La régularité des données initiales uo,u; sera, quant a elle,
précisée dans les énoncés. On supposera d’autre part

(04) ago = O, f(0,0) =0

et, ce qui ne restreint pas la généralité du probleme,

n

(0.5) O=02— Y a;x(0,0)8;.

3,k=0
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SOLUTIONS D’EQUATIONS D’'ONDES NON LINEAIRES

L’hyperbolicité de I’équation (0.2) se traduira dans le fait que les solutions
éventuelles se devront de vérifier, sur leur domaine de définition D la condition

(0.6) EXCo>0 tq Y a(u,u)&ék > Colél?, V(zo,z)€ D, VEER™.
Jsk=1

Les solutions de classe C? du probléeme (0.2), (0.3) sont appelées solutions
classiques. Dans certains cas il peut exister des solutions a régularité plus faible,
cependant, & part quelques allusions au § 2, nous n’aborderons pas ici ce probleme.

Nous aurons a utiliser les espaces de Sobolev H*(R™). Rappelons que si s >
% +k, ol k € N, cet espace s’injecte dans celui des fonctions k fois différentiables
dont les dérivées d’ordre au plus k tendent vers zéro a linfini.

0.2. Existence en temps petit de solutions classiques

Le résultat suivant, qui assure, sous des conditions assez générales, ’existence
locale en temps, est classique (cf. [Kal], [Ho4]).
Théoréme 0.1. - Soient s un entier, s > 2 +2, et ug € H*(R™), u; € H*~}(R™).
Posons vg = (u1,up) et supposons
(0.7)

n

EXCo>0 tel que Z ajk(’uO,'vo)éjfk > Colflz, Ve R®, V&R
jk=1

Il existe alors T > 0 et une unique solution classique u sur [0,T] x R™ du probléme
(0.2), (0.3) telle que Bu € C°([0,T], H*~#(R™)), 0< j < 2.

Schéma de la preuve

On utilise un procédé itératif d’approximation. L’existence a4 chaque étape
d’une solution approchée utilise la théorie hyperbolique linéaire, la convergence
est montrée a ’aide de [’inégalité d’énergie et des estimations des fonctions non
linéaires dans les espaces de Sobolev.

L’inégalité d’énergie

Elle concerne les solutions d’équations hyperboliques linéaires. Plus précisément
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C. ZUILY

soit u une solution classique de I’équation linéaire

(0.8) Bu— Y 1kBidhu=g, 0<zo<T, z€R"
j,k=0

ol 00 = 0, 8*yjx € C°([0,T] x R*) N L™ pour || < 1 et j,k =0,...,7n,
f e L>([0,T),L?) et
(0.9)

EXa>0,8>0:al¢?< Y vir&i&k <BlE®, V(z0,2,€) € [0,T] xR* xR™.
dik=1

Supposons que pour Zo € [0, T, u(zo,z) = 0 pour |z| assez grand. Alors
(0.10)

Il existe C; > 0,C2 > 0 ne dépendant que de n,a, telles que
o To ,
|14 (@0, Mlzz < Ca (I (0, Iz + / llg(r, Mz dr ) exp (Co / Iy (r)dr)

ou
n

(0.11) W= > sup [8ivk(r,z)l.

i, k=0 7ER”

Estimation des fonctions non linéaires

Soient U € (H*(R™"))V,N>1,seN,s>%Zet f€ C*° (RN) telle que f(0) = 0.
Alors f(U) € H*(R™) et
(0.12) FO)ls < CS U L) U]ls

ot C(£,IUlle) = sup & FOIUIE.
1STT0T oo
Le point capital ici est que le membre de droite de l'inégalité (0.12) croit
linéairement avec ||U]|s.

110



SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES NON LINEAIRES

Commentaires 0.2.

(i) La solution u du théoreme 0.1 vérifie en fait 0°u € L°°([0, T, L*(R™)) pour

|a| < s. En particulier elle est C* si les données initiales sont dans ﬂ H?(R™).
>0

(ii) Il existe bien siir des versions du Théoréme 0.1 plus générales ou I’équation
(0.2) est remplacée par une équation hyperbolique de la forme

8u + F(zo, z;u,u',u") = 0.

(iii) Dans le cas des équations semi-linéaires c’est-a-dire lorsque le membre de
gauche de (0.2) est égal & Ou, la condition sur s peut étre affaiblie en s > % + 1.
Le fait de savoir si on peut améliorer cette borne inférieure a fait 1’objet d’études
récentes. On renvoie aux travaux de Klainerman-Machedon [KIM] et Ponce-Sideris
[PoS] qui traitent du cas semi-linéaire en trois dimensions d’espace.

(iv) Une conséquence de la preuve du Théoreéme 0.1 est la suivante. Un réel T > 0
étant donné, on peut résoudre le probleme (0.2), (0.3) jusqu’au temps T pourvu
que la quantité ||uo||s + ||u1]|s—1 soit assez petite. Plus précisément si par exemple
les fonctions a;r et f sont bornées dans C®°(R™ x R™*1) le temps d’existence T'

fourni par la preuve vérifie

const.

0.13 .
(0.13) 2 Taalle + Tfaallocs

En I'absence d’hypothése supplémentaire ’ordre de grandeur donné dans (0.13)
est le meilleur.

(v) Si Ty désigne le sup des T fournis par le Théoréme 0.1, on peut montrer que,
soit T, = 400, soit T, < 400 et

(0.14) Tm_7, Y 116°u(t, )|z = +oo

la|<k

ou k = 2 dans le cas quasi-linéaire, k = 1 si I’équation est semi-linéaire et k = 0
pour I’équation Ou = f(u).

(vi) Cependant la taille des données peut influencer de maniére plus significative
le temps de vie. Ce fait est illustré sur 1’exemple simple suivant.
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Considérons en trois dimensions d’espace le probleme
3
(0.15) Ou= Z(aju)2 —(Bou)?; u=0, 8ou=wu € CL(R?) si zo=0.

Il est facile de voir que la fonction v = e* est solution du probleme linéaire :
Ov=0,v=1, 8yv = u; si zg = 0. Par conséquent,

(0.16) v(zo,z)=14w ou w(zo,z)= Z—i/ u (T + zow) dw.
|lw|=1

Cette formule montre que u existe tant que zo||ui||r~ < 1. Mais d’autre part,
puisque u; s’annule & 'infini, on peut écrire :

/w| 1/z __[Ul (x + sw)]dsdw =

To Foo
=——/ / Zw, :c-l—sw)dsdw
T Jw|=1 Jzo — T4

too 1 8u1 2
< 47r /w| 1/ xz( +sw)|s dsdw

3
1 / |8u1
< (
471'.’20 ly|>zo ; BI,;

et donc

1
(20,2)] < 7

En résumé :
si xol||lui|lze <1 ona |w(ze,z)| <1

)| < |l zeo - luallee

si zol||lui|lre >1 ona |w(zo,z g

Par conséquent si 2-||ui||ze - |lujllzr < 1 onav = 1+w > 0 pour tout

(zo,z) € Ry x R? et donc le probleme (0.15) admet une solution classique globale

i.e. T, = +oo. Il est facile de voir que cette condition est en général nécessaire et
)

que si elle n’est pas satisfaite, Ty est de I'ordre de W

Nous allons voir que dans le cas o1 les données sont petites on peut effectivement
améliorer le temps de vie des solutions.
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SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES NON LINEAIRES

1. LE CAS DES DONNEES INITIALES PETITES

1.1. L’amélioration du temps de vie

On supposera dans la suite que les données initiales sont de la forme
(1.1) uj(z) =ep;(z), @; € C°(R™) j=1,2, €>0 petit.

La condition de support compact pourrait &tre affaiblie mais une décroissance
suffisante & l'infini est indispensable pour la validité des résultats a venir. Les
équations étudiées sont des perturbations quasi-linéaires au moins quadratiques
de ’équation des ondes. Afin de ne pas alourdir le texte nous supposerons que ces
perturbations ne dépendent que de u’ (cf. commentaires). Il s’agit donc d’étudier

le probléme

(1.2) .‘;0 gjk(u')8; pu = f(u')

(1.3) ;(0— z) =epo(z), Oou(0,z) = ep1(z)
(1.4) goo =1, iﬂ 9ix(0)8; 8, =0

(1.5) £(0) = f’((;; ; 0.

Nous poserons
(1.6) T.=sup {T >0 tq EXu e C*®°([0,T] x R™) solution de (1.2), (1.3)}.

T. sera appelé le temps de vie de la solution. Il est bien défini compte tenu du
Théoreme 0.1 et de I'unicité. On a 0 < T, < 400.
Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.
Théoréme 1.1. - Sous les conditions (1.4), (1.5) il existe des constantes C > 0,
€o > 0 telles que pour tout € €)0,&o[ on ait :
(i) Sin=1 T.>¢<
(ii) Sin=2 T.>%
(i) Sin=3 T.>exp<
(iv) Sin>4 T.=+oo.

113



C. ZUILY

L’énoncé ci-dessus est ’aboutissement de nombreux travaux qui commencent
en 1963 avec ceux de Segal [Sel]. 1l doit beaucoup aux travaux successifs de John
[J01,4,6,8] et & ceux de Klainerman [KI1-4] qui avaient préalablement obtenus

des versions plus faibles. Sous la forme présente il est dit & Klainerman [K14] et
John-Klainerman [JoK].

Esquisse de la preuve

Tllustrons la démarche sur ’équation Ou = (8ou)?. Les précisions sur le temps
de vie proviennent du fait que 'on tiendra compte de la décroissance asymptotique

des solutions. En effet rappelons que la solution v de Ov = 0, v et Gpv dans Cg° si
zo = 0 vérifie

(1.8) llv(zo, )|z = O((1 + 20) T°), 0> 0.

Soit 7. le temps de vie d’une solution de (1.2), (1.3). Supposons que ’on puisse
montrer une inégalité de type Sobolev qui tienne compte de la décroissance a

Dinfini. Plus précisément supposons que l’on ait :
1—-n n
(19) [l (z0, Mz SCA+20) T [W(20, Mlso: 50>75, 0<z0<Te,

ol || - ||s, est une norme pour laquelle :
a) Les fonctions non linéaires s’estiment comme en (0.12).

b) On a une estimation d’énergie analogue & (0.10), i.e.
(1.10)

(@0, Mleo < O (10, Moo + [ @2 o) 020 <Te
0
On aura donc, d’apres (0.12),

(1.11) 1180w (7, Nlso < Call(Bow)(,)llze - [1(Bo)(T, llso

de sorte qu’en combinant (1.9), (1.10), (1.11) on obtient
(1.12)

xo e
(@0, Mleo < O (00, Moo + [ (14T (I dr), 020 <Te
0
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Soit alors z la solution du probléme

(1.13) { 2'(z0) = Cs(1 -l-a:o)%ﬂzz(xg), 20 >0

2(0) = Cs][w'(0,)lls, = Cse(ll@ollso+1 + ll1llso)

alors z est certainement définie sur [0,7%[ ot 0 < 7% < 400 et

T,
€ —_n 1
(1.14) 032(0)/ 1+ Fdr <
0
et on a
(1.15) z2(zo) = 2(0) 0<zo<T,.

1-C32(0) [7°(1+7) % dr’
Supposons T; < T alors ( 1.12)...(1.15) montrent que

(1.16) (|4 (z0,)|]so < 2(z0) < 2(0), 0<zo<T.

N =

ce qui entraine une estimation du type
(1.17) llu(zo, )L + |1/ (2o, )l < Cle, 0,01),  0<zo<T.

et contredit (0.14). Enfin, la condition (1.14) donne les bornes inférieures (i) ... (iv)
du Théoréme.

S. Klainerman a rempli le programme décrit en (1.9), (1.10) en utilisant les
propriétés d’invariance de I’équation des ondes par le groupe de Lorentz et par les
dilatations. Les générateurs infinitésimaux de ces transformations sont :

[ Z; =9,
ij:.rjak-l'kaj 1<j<k<n
(1.18) $ Zok =200k + 7480 1<k <n

n
p = szaj.
\ =0
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L’espace vectoriel sur R engendré par ces champs de vecteurs est une algébre de
Lie. En outre on a les relations de commutation suivantes :

[ZJ"D] = [ij>D] = [ZOk,D] =0
O,p] =20.

(1.19)

Si I est un multi-indice de longueur |I| = k on notera Zr un composé de k champs
de vecteurs du type (1.18). On a alors le :

Théoréme 1.2. Inégalité de Klainerman [KI6]. — Il eziste une constante C' > 0
telle que pour tout T > 0, tout u € C=([0,T),S(R™)) et tout (zo,z) € [0,T] x R™,

(1.20) (1+zo +|a)* T T (1 + |ao — |2]))"/2 |u(zo,z)| < C Z || Zru(zo, -)|| L2
in<fz]+

On prend alors pour s € N : ||u||s = ( Z ||ZIu||L2)
[I|<s

L’inégalité (1.9) résulte du Théoreme 1.2 et pour démontrer (1.10) on dérive
Z; fois l’équation, les propriétés de commutation (1.19) permettant d’utiliser la
technique standard d’inégalité d’énergie.

Voici une petite idée de la preuve. Si zo +|z| < 1, (1.20) résulte de I'inégalité de
Sobolev usuelle. Si zg + |z| > 1 on localise coniquement. Supposons u supportée
dans |z| > 3 zo. L'inégalité de Sobolev usuelle dans 10, +oo[xS™~ ! donne

(1.21) llu(zo, )} <C D 1185 07u(zo, lz2

la|+k<so

en notant (r,w) les coordonnées polaires et so = [%] + 1. On utilise alors les faits
suivants :
n
a) 2 Iawiulz = Z Iijulz)
i=1 1<j<k<n
b) [Buw;,Z;k) est une combinaisons linéaire & coefficients réels de Z,q, 1 <p <
g<mn,
c) O, =L1p—2dpet ok = Z aki; p 3 o les aki; sont des fonctions bornées
iti<k
dans la région r > %xg.
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On déduit alors de (1.21)

25 Hu(zo,z)* < C Z/ |(Z1u)(zo, rw)|? 25~ dr dw
|I|SSO 1‘0521‘

<C' Y 1Zrulzo, )22
[T1<s0

ce qui montre en partie (1.20).
Dans les autres régions la preuve est plus délicate et il faut utiliser tous les
champs de vecteurs (1.18) ; nous renvoyons a [K16], [Ho4] ou & [Jo9] pour les détails.

Commentaires 1.3.

(i) Les bornes inférieures du temps de vie données au Théoréme 1.1 sont liées
au caractére quadratique des perturbations. La preuve montre aisément que ces
bornes croissent avec ’ordre d’annulation des perturbations. Par exemple si les
gijk — 0k et f s’annulent respectivement a ’ordre p et p + 1 en zéro, (p > 1), les
solutions existent globalement si p(n — 1) > 2; si p(n — 1) < 2 elles existent au
moins jusqu’au temps T tel que &P fOT(l + T)P‘%‘"' dr < C. En particulier si p = 2
ona T, =+o0o0 dés que n > 3 et TEZexp% sin=2.

(i) L’inégalité d’énergie (0.10) ne fournit d’estimation que pour ||u/(zo,)||z2;
une estimation pour ||u(zo,-)||12 exigerait de perdre un facteur zp au membre de
droite; ceci explique pourquoi les termes en u et u’ ne peuvent étre traités de
maniere symétrique. De fait, les perturbations quadratiques en u ne donnent pas
lieu & des temps de vie aussi longs que ceux décrits au Théoréme 1.1. Il existe
des résultats analogues pour des perturbations non linéaires dépendant aussi de u
(voir [K14], [LiY1,2,3], [Lin2]). Par exemple H. Linblad [Lin2] a montré qu’en trois
dimensions d’espace, pour une équation du type

Ou + G(u,v/,u") =0

ou G(0,0,0) = G’'(0,0,0) =0 on a :
a) Si G4,(0,0,0) =0 T. >exp<
b) Si G1.,(0,0,0) #0 T.> §.
On peut montrer que ces ordres de grandeur sont en général optimaux.
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(iv) I y a une théorie analogue pour les perturbations non linéaires de 1’équation
de Klein-Gordon i.e. Ou + u + G(u,u’,u”) = 0. Dans ce cas l'inégalité d’énergie
fournit aussi une estimation de ||u(zo,-)||z2 de sorte que les roles de u et u’ sont
symétriques. D’autre part la décroissance & l'infini est meilleure que dans le cas
des ondes. Elle est de I’'ordre de (1+420)7 , [W1], [B]. La méthode de Klainerman
est applicable; il faut utiliser les champs (1.18) excepté le champ radial p. Pour ce
type d’équations Klainerman [K17] et Shatah [Sh1,2] par une méthode différente
ont montré que dans le cas des perturbations quadratiques on a T, = +o00 dés que
n > 3. Les cas n =1 et 2 ont été examinés par Hormander [Ho4]. Pour n =1 on
a ev/T: — +00 et pour n = 2 eLogT. — +0o sans que ces résultats apparaissent
comme optimaux.
(v) Le cas de I’équation des ondes amortie, Ou + au; + G(u,v’,u”) = 0,00 a > 0,
est plus facile. On a T, = 400 dés que n > 1, [Mat].

La dualité classique en e.d.p. — méthode d’inégalités, construction de solutions
approchées — est aussi présente dans ce domaine. Nous allons voir que cette
derniere méthode permet de démontrer des résultats plus précis.

1.2. Précisions sur les bornes inférieures du temps de vie lorsque n <3

Compte tenu de la structure des données il est naturel de chercher une solution
approchée du probleme (1.2), (1.3) de la forme u = u® + eu! + ... Il est facile de
voir que u® =0 et que u! est solution du probléme homogene

ou! =0, = dou' = 1 si o =0.

Si les données ¢; sont & support dans {|z| < M} il résulte de la propagation a
vitesse finie et du principe de Huygens que la contribution principale de ul se
trouve dans la région ot % < |z| < xo + M.

Friedlander [F1] a montré que u! est de la forme
n 1 )
(1.22) ul(zo,z)=rl”FF(w,;,r—zo), si r>2M,

ol z = rw, F étant une fonction C* sur S~ x [0, 7}7] x R dont la partie
principale Fo(w,r — o) = F(w,0,7 — zo) est appelé le champ de Friedlander.

Celui-ci s’exprime aisément & 1’aide de la transformée de Radon des données. En
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SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES NON LINEAIRES

effet rappelons que si v € C§°(R™), sa transformée de Radon, R(w, s;v) est la
fonction C* & support compact sur S*~! x R définie par :

On a alors

1 1-n 1-n aR
123 Fow,q) = 30T x,T » [Rlw,101) = 5 (0, 00)]
Oflxi(s)={8a/r(a+1) zzgsi%a> —let & Xizxilsxaec En

Lg-1/2 > O
particulier si n = 3, x7 + =dpetsin=2 y, + s) (Y' . Ensuite,

avec les notations de (1.2) & (1.5) on écrit :

gik(u) = gjk(0) + ) _ gjkedeu + O(IW']2), |u'| <1
(1.24) =0

F) =3 fudu-Bu+O(lW'P), <1
7,k=0
puis on pose

n
Gw)= > gjkel;Onive
Jrk,€=0

(1.25) " ot = (-1,w), wes"1,
F)= )" fixo;in
Jik=1

Le résultat suivant est di & John [Jo6-9] et Hormander [Ho3-4].
Théoréme 1.3. - Supposons n = 3. Posons

(1.26) A=[ e ,M(aaf;"(w 6w - 52, q)F(w))]hl
alors

(1.27) lim eLogT. > A.

e—0
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Dans le cas de la dimension n = 2, lorsque f = 0, Hormander [Ho4] a montré
que

: 8 Fo -t
1.2
(129 ly eI > [ g ) i (0]

et pour les équations semi-linéaires Du = f(u') Godin [Go| a prouvé

(1.29) li?n(l) eVT: > [I(I(:% (— %F?O(w,q)F(w))] _l,

Remarque 1.4. - Il n’est pas difficile de voir que la quantité A définie en (1.26)
est strictement positive et finie sauf si F = G =0 ou (ug,u1) = (0,0).

Esquisse de la preuve du Théoréme 1.3

Pour montrer le Théoreme 1.3 on construit pour tout B < A et tout € <ep
une solution u qui vivra jusqu’au temps expg-. Cette solution sera de la

forme u = uq, + ¥ ol u, est une solution approchée, au sens ou la quantité

3
E gik(ul)8; B ua — f(ul) sera petite, qui vivra jusqu’au temps exp 2. Une fois
3,k=0

u, construite il faut montrer qu’il existe u tel que u, + % soit une solution ex-
acte. La solution approchée u, est construite en deux étapes : jusqu’a un temps
de ordre de % les effets non linéaires ne se font pas encore sentir de sorte qu'il
n’est pas déraisonnable de prendre pour u, la solution de 1’équation linéaire avec
les données (1.3). Par contre dans une zone de temps comprise entre CTI et expf-
les interactions non linéaires interviennent, et c’est la quantité e Logzo (le temps
lent) qui va devenir le parametre pertinent. Compte tenu de la forme (1.22) des
solutions libres il est naturel alors de chercher u, sous la forme

€
(1.30) Ugq = ;U(w,sLogxo,r——xo).
Lorsque zo est grand mais e Logzo encore petit il est naturel de prendre

(1.31) U(w,0,7 — z0) = Fo(w,r — x0).

120



SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES NON LINEAIRES

Dans la zone mtermedlalre € < 70 < € on recollera ces deux solutions & 'aide

d’une troncature.
Compte tenu de la vitesse finie de propagation et du principe de Huygens, dans
la zone exg > C’' on aura zo — M < |z| < 2o + M de sorte que |zo — 7| < M

3
et & <2 <r<zo+M. Onpose R= Z gik(ub)0j Ok uq — f(uy). Le terme
3,k=0
2 A
principal de R s’écrit f:o ( 2 Basgq +G(w) %Z %qU —F(w )(%(qi) ) ouU =U(w,s,q).

On prendra pour U la solution du probleme

(1.32)
-2%—{- (w)%_g.%(q]_j~ (@(%%)2:0, weS? |g <M, s>0
U(w,0,q) = Fo(w,q).
On commence par résoudre le probleme :
2?_6’( Yo ———F(w)v weS? lgl <M, s>0,

1.33
- vleco = 2204, q)
8=0 = 8q 7q

dont on montre qu’il conduit & une solution de (1.32).

L’équation apparaissant dans (1.33) est une équation de Burger modifiée dont

on sait calculer le temps de vie. La solution existe pour 0 < s < A ol A est défini
n (1.26).

Il faut ensuite montrer des estimations précises sur u, et sur R pour ensuite
passer a la preuve de ’existence d’une solution exacte vivant jusqu’au temps exp ?—.
L’extréme technicité de la preuve ne permettant pas d’en dire ici beaucoup plus,
on renvoie & [Hod4] pour les détails. Le cas de la dimension deux est compliqué par
le fait que I’on ne dispose que du principe de Huygens faible et que le champ de
Friedlander n’est pas & support compact par rapport a la variable g. Cependant
ce fait est compensé par des estimations précises du type symbole sur ce champ.

La quantité A définie en (1.36) cesse d’avoir un sens si F(w) = G(w) = 0
Cependant dans ce cas le Théoréme 1.3 suggere que I’on peut améliorer le temps
de vie de la solution. Cette question a été résolue par S. Klainerman [K18] et par
Christodolou [Chr| dans le cas de la dimension trois d’espace.
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La condition nulle

L’équation (1.2) satisfait la condition nulle si, avec les notations de (1.24) on
a:

(1.34) > gikeéibrbe= Y fir&i& =0 lorsque & =& +...+¢&,

j,k,£=0 4, k=0
(voir aussi [HJ] pour une condition similaire).

D’apres (1.25) cette condition entraine que F(w) = G(w) = 0 Vw € S"~!. Dans
ce cas Klainerman [KI8] et Christodolou [Chr] ont démontré le :

Théoréme 1.5. — Supposons n = 3. Si I’équation (1.2) satisfait la condition nulle
on a pour £ assez petit T, = +00.

En dimension n = 2, dans le cas des équations semi-linéaires Du = f(u’) Godin

[Go] a montré que la condition nulle (1.34) n’était pas suffisante pour avoir exis-

1
tence globale d’une solution. Plus précisément notant Fj(z) = Z Jaa f(0) 2~
lal=5
la partie homogene d’ordre j et F(w,q) le champ de Friedlander, Godin montre
que

0 51 Fi) =0 ono i ot > [ { - ) (0)')]

e—0 w,q
b) Si Fp(w) = F3(w) =0 on a T = +o00 pour ¢ assez petit.
11 montre ensuite sur un modele que T, < exp ?C; dans le cas a).

1.3. Bornes supérieures du temps de vie

Compte tenu de la précision avec laquelle la solution approchée a été construite
au cours de la preuve du Théoreme 1.3, il est difficile de douter, comme le dit
Hérmander [Hod], de optimalité de la borne inférieure du temps de vie décrite
en (1.26), (1.27). Cependant dans le cas général des équations (1.2) cette question
est encore largement ouverte. Le seul cas ol la réponse est connue est celui étudié
par John [Jo5] en dimension n = 3 (voir aussi Godin [Go] dans le cas semi-linéaire
et n = 2). Il considere le probleme

3
8%u — *(Bou) Au=0, ot A= &7,

(1.35) =1

u = eug, Oou = euy si ro =0.
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Ici ¢ est une fonction C* sur R vérifiant
(1.36) c(0)=1, (0)#£0.

La condition ¢/(0) # 0 exprime le fait que la condition nulle n’est pas satisfaite, (et
que les valeurs propres du systéme associé & (1.35) sont vraiment non linéaires).
L’hypothese suivante sur les données est cruciale.

(1.37) Les données u; sont dans C3°(R®) et radiales.

Dans ce cadre John a montré le
Théoréme 1.6. — Pour le probléme (1.35), (1.86), (1.37) on a

lim._,o eLogT. = A

ot A est défini en (1.26).
Remarquons que dans ce cas particulier on a A = # ol a = ¢/(0) est supposé
positif et K = sup3(2¢'(A) + A" (A) — (X)) — ' (X)) ot ug = ¢(r), ug = (r).
A€ER

Expliquons pourquoi la radialité des données est ici essentielle. Dans ce cas la
solution u est aussi radiale et le probléme (1.35) est ramené au probleme en une
variable d’espace

(1.39) B2 (ru) — c2(8ou) 3%(ru) = 0.

Compte tenu de (0.14) on s’attend bien siir & ce que des dérivées d’ordre < 2
de u “explosent” lorsque ¢ — T, (mais il n’est pas clair que toutes les dérivées
explosent). L’équation (1.39) se rameéne & un systéme hyperbolique du premier
ordre en une variable d’espace qui est 'un des rares cas ou l’on connaisse de
maniere un peu générale des quantités pertinentes susceptibles d’exploser (en T,
et non pas apres) (voir [Jo9], [Ho3]). Si on écrit le systeme 8oU + a(U)8,U = 0,
ces quantités sont les composantes de 3,.U dans une base de vecteurs propres
normalisés de la matrice a(U).

Dans le cas de ’équation (1.39) ces quantités s’écrivent

1 1
(1.40) wy = 2—0(—808,'0 +cdv), wo = —2-2(80 0,v + c0%v) ol v =ru.
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D’autre part I’équation (1.39) a deux familles de caractéristiques

dr dr

= — 2. 2 —
" dzo c(Bou), r(0) = A, r,: = c(Bou), 7(0) =

D’apres le Théoreme 1.3 on sait que le probléme (1.35) admet une solution u de
classe C* dans [O,expg] x R3 ou B < A, qui vérifie ||Gpul|r~ < Ce. Alors

lc(Bou)| < Me et les caractéristiques existent jusqu’au temps exp-?. On montre
que :

a) Sur T} dio wy = <L wy (wy —ws) + £ uy(3wy + w2)

(1.41) T}

b) Sur I'Z d:o wo = —"wz(wz —wy) + %ut(3w2 +wy).
Puisque v = ru = eFo(r — zo) + O(¢?),z0 > M, on a w; = eFy(r — zo) +
O(e?) pour zo > M. D’autre part comme Fp(A) est a support compact et non
identiquement nul F prend des valeurs strictement positives. Soit Ao tel que
F!(Mo) = max F”(\) > 0. On a |Ao| < M si le support des données est contenu
dans {|z| < M}. Considérons la caractéristique T'} , on a r(zo) & Zo + Ao de
sorte que wy (2M, 7(2M)) = e F/(Ao) +O(e?). Ce que John démontre, par une trés
subtile et délicate récurrence continue qui utilise les deux équations a), b) ci-dessus

c’est que le long de I‘}‘O, wo et u; restent bornés de sorte que le terme dominant
dans le membre de droite de 1’équation que vérifie w; est le terme —,—wl On a

donc le long de T} , G4 N ﬁg\l—wl, wy(2M,r(2M)) =~ e F§ (o). Le temps de vie

d:l:()
d’une telle solution vérifie eLogTe: < m, ce qui est précisément la borne
0

supérieure cherchée. On renvoie & [Jo5], [Ho3] pour les détails.

Commentaires 1.7.
2

(i) En dimension deux d’espace, pour les équations Z gjk(u')0; Oru = 0, Alinhac
j,k=0

[A1,2,3], en construisant une solution approchée beaucoup plus précise, a montré

queT. >T. = —g + (1) avec égalité dans le cas invariant par rotation de John

(cf. (1.35)). 11 montre en outre une dégradation effective des dérivées secondes &

P’approche de T.. Plus précisément

) xOSTe-

(ii) Dans [Ho6] Hormander donne une version complétement non linéaire du
Théoreme 1.3.
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(iii) L’équation Du = |u|? a fait ’objet de nombreux travaux que faute de place
nous n’aurons pas la possibilité de décrire; voir [Gl1-4], [Jo9], [Sil-3], [Ka2], [S1],
[As1], [Ts], [Ku] et dans le cas des variétés hyperboliques [CaC], [Chol,2]. Nous
ferons cependant une exception pour les travaux de Caffarelli-Friedman [CF1,2]
car ce sont les seuls travaux qui étudient ’ensemble d’explosion i.e. la frontiére
de {(z0,z) : |u(zo,z)] < +00}. Pour des équations du type Ou = F(u) ol
F(u) ~ AuP, u — 400, p > 1, ils montrents sous des hypothéses convenables
sur les données de Cauchy et en dimension n < 3, que I’ensemble d’explosion est
une surface de type espace : t = ¢(z) avec ¢ € C et |V¢| < 1.

2. EQUATIONS SEMI-LINEAIRES DISPERSIVES

Lorsque les données sont quelconques, le comportement en grand temps des
solutions du probleme de Cauchy est beaucoup moins bien compris. Le seul cas ot
I’étude a dépassé le stade de I’exemple est celui des équations d’ondes dispersives.

Il s’agit du probléeme

Ou+ f(u) =0,z >0,z € R,
2.1) f(u) 0
u=1ug, Qu=1u; si 2o =0
(2.2) Flu) = / f()dt>0 VueR.
0

L’étude mathématique de ce probléme a été commencée dans les années soixante
avec les travaux de Jorgens [Jor], Segal [Sel], Strauss [St2], Lions [Lio] etc ...
Il est malheureusement impossible, faute de place, de rendre compte dans le
détail de I’ensemble des travaux qui, depuis trente ans, ont été consacrés a ce
probléme. Le lecteur intéressé pourra consulter les récents survols de Strauss [St4]
et Struwe [Stru2]. Je me bornerai ici & résumer briévement I’état du sujet avant la
contribution de Shatah-Struwe qui sera détaillée par la suite.

1. Il est possible dans des situations assez générales (uf(u) > 0 Vu ou bien (2.2)
et I%S)L[ — 400 |u| — +00) d’obtenir des solutions faibles globales en temps (i.e.

faiblement continues & valeurs dans 'espace d’énergie Xy qui est relié 3 H! x L2,
cf. [Sel], [St2], [Lio]). Les méthodes basées sur la compacité ne donnent ni ’unicité
ni la régularité qui sont encore des questions ouvertes.
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2. Une des difficultés étant de mesurer la croissance a l'infini de f(u), I’essentiel
des travaux a porté sur le cas ol f croit polynomialement. L’exemple majeur est
f(u) = u|u[P~!; apparait alors une valeur critique pour p : p, = 2£Z. Lorsque
1 < p < p«, & la suite de nombreux travaux, Ginibre et Velo [GV1] ont montré
P’unicité et ’existence d’une solution fortement continue & valeurs dans ’espace
d’énergie. Ils utilisent pour cela une résolution locale du probléme par contraction

puis une globalisation. La valeur critique apparait dans le fait que le temps de vie

__c
de la solution locale peut &tre minoré par C||(uo,u1)|| xo P

3. En poursuivant dans cette voie, Brenner-Von Wahl [BrW] et Pecher [P3] ont
obtenu une solution classique globale pour 1 <p <p, et n <9.

4. Dans le cas critique p = p. les méthodes précédentes atteignent leurs limites
(voir cependant le récent article de Ginibre-Soffer-Velo [GSV] dans le cas radial).
Une autre approche initiée par Jorgens [Jor] qui consiste & obtenir des estimations
L*® sur les solutions locales du Théoreme 0.1, a permis & Grillakis [GR1], & la
suite de travaux de Rauch [Ra] et Struwe [Strul], de résoudre le cas de ’équation
Ou + u® = 0 en trois dimensions d’espace. Ce méme auteur a étendu son résultat
aux dimensions n < 5, [GR2], avant que Shatah et Struwe [ShS] ne prouvent le :
Théoréme 2.1. — Supposons 3 < n < 7. Soient up € C(R"), w1 € C3(R™),
f € C%(R). Supposons

n+ 2

—_ pe—1 —
23) fw) =l 20, po= 222

Le probléme (2.1) admet alors une solution classique globale u € C?([0, +oo[xR™)
(et u € C™ si toutes les données sont C™).

Commentaires 2.2.

(i) Tl est bien entendu naturel de s’interroger sur la pertinence des bornes imposées
3 la dimension et & lexposant p. Force est de constater qu’elles apparaissent
aujourd’hui comme des contraintes techniques. Les calculs numériques effectués
par Strauss-Vasquez [StV] et par Linblad pour ’équation Ou +u” = 0 en dimension
trois ne font pas apparaitre de dégradation de la solution mais une accélération
des oscillations, ce qui rend le pronostic délicat. Cependant sans qu’une conjecture

étayée ait été formulée, on pense généralement que le cas surcritique en dimension
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quelconque ne devrait pas faire apparaitre de différence majeure.
(ii) On renvoie aux travaux de Kapitanski [K1,2], Ginibre-Soffer-Velo [GSV] pour
d’autres résultats dans le cas critique.

2.1. Preuve du Théoréme 2.1.

Le probléme (2.1) admet une solution classique locale et si T, est le temps de vie

de cette solution on a soit T, = +o00 soit T, < +00 et tlirgl' [lu(t, )|l = +oo. Il

existe alors un point (7, z,) et une suite (zon, T, ) tendant vers ce point telle que
limp oo [U(Zon, Zn)| = +00. L'objectif est de contredire ce fait en démontrant
des estimations L sur u dans des cones rétrogrades de sommet (T}, z,) = z,.

Voici un résumé (inversé) de la preuve. Pour montrer que uw est L™ dans
le cone il suffit, d’aprés les inégalités de Sobolev, et puisque n < 7, d’avoir
9°u € L*™([0,Ty[; L?) pour |a] < 4. Ceci peut s’obtenir & I’aide de I’inégalité
d’énergie usuelle si Ou = —f(u) € H? En dimension n < 7, compte tenu de
la forme de f(u), ce fait est impliqué par : u € W29 (pour un certaint gq).
Pour montrer que u est dans W29 on dérive deux fois ’équation, on applique les
estimations LP — L7 pour I’équation des ondes linéaire et une estimation nouvelle
due a Shatah-Struwe.

Introduisons d’abord quelques notations. Dans ce qui suit on notera t (au lieu
de xo) la variable de temps. Si 29 = (¢9, o) € R4 x R™ on introduit
(2.5)

K(z) = {z = (t,z) € [0,%0] X R™ : |z — 20| < to — t}, le cone rétrograde
M(z) = {z = (t,z) € [0,t0] X R™ : |z — 20| = tp — t} , le manteau
D(t,z) = {:c ER™ : |z —zo| <tg— t}, la section du c6ne au temps t.

Si @ C R x R™ on pose

(2.6) Qs ={(t,z)eQ:S5<t<T}.

On introduit également

1
(2.7) e(u) = E(u';'7 +|Vzul?) + F(u), la densité d’énergie
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(2.8) E(u,D(t,2)) = / e(u)dz, Dénergie locale au temps ¢
D(t,zo)

11— 2
(2.9) dzo(u) I 00 0~ Vau| + F(u), la densité de flux

2 |:c—:c0|ut

(210)  Flux(u, MZ (20)) = / doo(u)dor, le flux.
MZ (zo0)
A. L’estimation d’énergie

Proposition 2.3. — Soit zo € Ry x R™. Soit u une solution classique de l’équation
(2.1) dans K(z0) \ {z0}. Alors pour 0 < S <T <tp ona:

(211)  B(uw,D(T,20)) + % Fluz(u, MT (20)) = E(u, D(S, 20)).

Preuve. —On a :

0=wuOu+ f(u) = %e(u) —div (u¢ - Vyu) = divy

d’ou

0= / divp' = / (p,7) do
KT (z0) 8KT (20)

ol 71 est la normale extérieure & K2 (29). Cela fournit (2.11) par un calcul simple.
Conséquences 2.4.

(i) La quantité E(u, D(S, 2)) est décroissante en S et admet donc une limite
lorsque S tend vers to.

(ii) (2.12) lims_, Flux(u, M¥ (20)) = 0.
B. Les estimations L? — L9

Il y a une vaste littérature consacrée a ce type d’estimations (voir [Str1,2], [Lit],
[MSW], [BS], [GV1]). La version utilisée ici est celle de Strichartz.

Théoréme 2.4. — Soit w une solution classique d’un probléme de Cauchy

Ow=f pour t>0, w=up, Bow=1u; pour t=0.

128



SOLUTIONS D’EQUATIONS D’'ONDES NON LINEAIRES

On a alors
213)  [lwllze@esry < C(Ifllzo@nsny + luollzasa + llullg-s/2)

ou C ne dépend que de la dimension et

2(n+1) 2(n+1)
14 _Antl) _dntl)
(2.14) n+3 7 n—1
On a noté ici ||ul| g. = |||§|°4]| L2®n)-

Remarquons que le couple (p, q) décrit en (2.14) est entierement déterminé par
I’homogé-
néité de I’estimation (2.13).

Nous aurons besoin d’introduire les espaces de Besov et de Sobolev homogenes
(voir [T]). Pour s € R, 1 < p,q < +00 on pose

s3] n / _ jsq q 1/q
By (RY) = ueS/P lullg, = (32 lIusllpgn) < +00
j€z
ou u = Zuj est une décomposition de Littlewood-Paley de u et P ’espace des
JEZ
polynémes. On pose aussi

H:(R™) = {u €SP : (A€ L”(R”)}

que 'on munit de la norme évidente.
On a alors les inclusions suivantes :

B, — H: sia<?

(2.16) Hp — Bpg si f22
H,f‘—»H;’_ si s > o avec —1—21—5_0 > 0.
Te T n
On posera dans ce qui suit :
(2.17) B2 = BYenre oy —=1_ L
& q 2n
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que I’on munit de la norme de B(}éz.

Comme 3342 = [H;,Lq*]%’q, il résulte de (2.16) que

(2.18) BYZ e L.

D’autre part les fonction non linéaires s’estiment aisément dans ces espaces.

Proposition 2.5. — Soit f € C'(C,C) telle que |f'(z)] < C|z[P*~! pour un
Px € [1,400[. Soient 1 < o, < 400, 1 <1 < 400 et % = i—— % Il existe
alors C' >0 t.q. :

(2.19) 15 @lgrz < Cliellgare - el e

pour toute ¢ € LY pour un v dans [1,+oo[ telle que le membre de droite de (2.19)
ait un sens.

Ensuite si V est un ouvert de R™ on pose

[l gy vy = 10 [0l gy my  vlv = 1w, v € BY(R™) }.

Il résulte de (2.18) que

(2.20) BIA(v) - L (v), —=

1
- >0
qx q

2n

En appliquant (2.13) & (—A)2w (ce qui a un sens par propagation & vitesse finie
si les données sont & support compact), on obtient en utilisant (2.16)

(2.21) [[wll Lo, ;512 @ny) < C(”fl|Lp(]R+;B;/ﬂ(]Rn))+||vu0HL2(R")+I|u1”L2(]R")) :

Un argument d’unicité précisée dans les cones Kg(z«) permet de localiser cette
estimation dans ces cOnes. Avec les notations de (2.5), (2.6) on pose

llullg,sr = ull pogs mmi2 Dty 055 <7 <Ts

On démontre & partir de (2.21) :

(2:22) ollasr < C(Ifllpsr +E((S, ), D(S,2.)))
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C. Le Lemme fondamental

Lemme 2.5. - Soit u une solution classique de (2.1) dans K(z*) \ {2*}. Alors

(2.23) lims_z., / lufP-+ldz = 0
D(S,z.)

Preuve. — On peut supposer que z, 0. Multiplions I’équation (2.1) par

tus + = - Vu + 251 u. On obtient lidentité :

n—1

(2.24) 0=5 (th + utu) —div(tP)+ R o

Qo=e-i-ut(—:;E -Vu)

z (|ue|? — [Vul?  |ulPt? z n—1u
=T B o s 20Y)
0 t( 5 e T 1 + Vu ut+t Vu + 2 3

1
R0:—IUP'+1.
n

On integre (2.25) sur le cone KZ et on fait tendre T vers zéro. On obtient :

-1
/ {SQO + n utu} dr + Rydzdt
D(S) 2 K

1 n—1
+ﬁ/1wg{th+ D) utU+.’B'P0}d0’=I+II+III=O.

Sur M3 on a |z| = —t ce qui permet d’écrire

HI:%/Mg{_|x||ut_xi;|7u|2+n;1(ut_fl'x_T“)}da

paramétrant Mg par y — (y, —|y|) et posant v(y) = u(y, —|y|) il vient

III = —/D(S,O)T%{Iy-Vv-f- n;1|2_ (ngl)zvz}dy

—1y- 2
+/ poy Vv V( )dy.
p(s,0) 4 |yl
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Intégrant par parties et revenant aux coordonnées originales on obtient

2 n—1
11 = — do + / u?do
\/_ M"t aD(S,0)
-1
IIT > n u*do + So(1)
aD(S,0)
ot o(1) — 0 lorsque S — 0, en vertu de (2.12).
Ensuite
1 n—-1z |2 n—-1z-Vu
I=—-/ {s |v s S - e
D(S,0) [2 2 a2 2 |z/?
1/n—1\2 v?  |uy/P-H! n—1
_5( 2 )W+p*+1]+“t( ' 2 “)}dz
_ 1 W+ n—12z 12 (n=1)(Mn-3) «2 |up*!
L= [ Sl glves 7 gl + = 2 B
n—1 u?
LR
+ut( u)}dz%—/D(S’O){S 1 |f'3|} o
P«t+1 —
Iz—/ sl 4y 1 1/ w?do.
D(S,0) Px+1 4 Jap(s)
Comme I > 0 on obtient —S [}, g o [ulP**'dz + So(1) <0 et -5 =|S]. %

Proposition 2.6. — Soit u une solution classique de (2.1) sur K(z.)\ {z«}. Alors
u est bornée dans LI([0, T*[,B,}N(D(t,z*))) et

lullg0,r, < C(2«, E(u, D(0,z,)).

Preuve. - Pour s assez proche de T, et 7 €]5, Ty[ il résulte de (2.22) que

(2.25) ullg,s.r < C (NP [1p,5.7 + Blw, D(S,2.)) ).

P«

D’apres (2.19) |||u

P~ lzer = ||u

p.s < Cllullg,s.|[[u

1}}2170‘1?2—(?*_1)171 pow 27? '_—t‘ , d’olt

p‘—1||LP1, %‘i'(ll: 1—1, et

(2:26) ullg.s.r < C(llullg,s.rlullfs" + Blu, D(S,2.)) ).
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Ensuite B;/z C L ou l % — 5. 0nap,+1<py<retLP?= (LT, LP++1]4 oul
0= . On déduit que sur D(t, z*) ona:

ety Mlzes < Nt I -1l M < Nt My e, M
d’ou
1-6 0
lellirs e < ( gup Hete M) - Dl
En utilisant (2.26) il vient

)(1—9)(Pc+1)

q,S,7

llullg,s,r < C(E(u, D(S, 2)) + |[ul[ &P~ (si‘?i [t )l zoess

avec O(p, —1) = - et (1 -0)(p. — 1) = —('n_—l')%n_—ﬂ‘
Comme DPénergie est décroissante, E(u, D(S,z.)) < E(u, D(0,2,)). D’autre part

(1_0)(77*—1) £
d’apres le Lemme 2.5 pour S > S, ( sup |u(t, ')||Lp.+1) < — donc
S<t<lr C
pour § > S
¥ N n+3
Hu”q’S’T = DE(u,D(O,z*)) +5”u”q,5,r ou vy = n—1 >1

On en déduit que pour € < &g ol &g ne dépend que de E(u, D(0, z,)) c’est-a-dire
de Dénergie des données on a [[ul|g,s, < 2C E(u, D(0, ,)). QED

Lemme 2.7. — Sous les hypothéses de la Proposition 2.6 on a Du € L9 (K (24)).
Preuve. - On dérive ’équation (2.1) ce qui donne

ODu=—Du-f'(u) ot |f'(w)| < ClufP~" pour |u| > 1.

On applique l'inégalité (2.13) localisée dans le coéne K(z4)

1Dullzaguez 2. < (11D% - £ @)lliracz ey +E(Du, D(S, 20)))
(1)

On a (1) < [|1Dullpaqg) - 1/ (W)l () < |Dullpagiy) llulB3;? ot py = 2042,

n-—2
On a vu dans la preuve de la Proposition 2.6 que

6
”u”L”i‘(Kg) <C Sssl:IS)T HU(t, )HLP‘+1 ”u“q,S,T .
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On déduit

(1-6)(p.—1) 0(p.—
) ANl

|1 Dul|La(xzy < C'(SSSl:gT Ju(t, )| Lpetr a5 1DullLa(kz)+Co.

Si S est assez proche de T, on déduit du Lemme 2.5 et de la Proposition 2.6 que
Du € LIY(K(z,)).

Corollaire 2.8. — Soit u une solution classique de (2.1) dans K(z.) \ {z+}. Alors

lims_,7, E(u,D(S,2)) =0.

Preuve. — Ce Corollaire renforce le lemme 2.5 et montre que toute I’énergie tend
vers zéro. Il suffit de montrer que | D(S,2.) |Du|?dz tend vers zéro. D’apres la

conséquence 2.4 i) et le Lemme 2.5, cette quantité tend vers une limite £. D’autre
part

n—1
n n+1
[ ipu< ([ pup ) K )
Kg*(24) Kg*

< M- u(KF (2)™7 < M(T, - S)?

puisque 2 2 = ¢. Donc fg‘ (fD(t‘z') |Du|?dz) dt < M(T, —S)?. Ceci montre que
£=0.

D’apres le Corollaire 2.8 il existe Sy tel que E(u, D(So,2)) < % ou €p est
défini dans la Proposition 2.6. Par décroissance on a E(u,D(S,z.)) < ¢ pour
So < S < T,. Par continuité puisque u est C? a 'intérieur du cone il existe § > 0
tel que flw—xolsT.—SoJr& e(u)(S,z)dz < €o. Considérons le point Z € (T + 6, T4).

z

/\z*‘ t="T,

D(Sa Zx)

D(S,7)
Nous allons travailler dans le cone tronqué Kg*(Z) pour s € [So,T.[. Comme
D(S,Z)={z: |z — 1. < T+ 86— S} on a E(u,D(S,Z)) < eo pour So < S <Tx

134



SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES NON LINEAIRES

car ’énergie est décroissante et donc :

sup |[|u(S, )|Lret1(D(sz)) < €0, So <7 <Ti.

0<S<T
Par conséquent on peut répéter la preuve de la Proposition 2.6 et du Lemme 2.7
dans les cones tronqués K%(Z) ou Sp < S <7 < T, et on en déduit :

(2.27) Du € LYK (2))

Fin de la preuve du Théoréme
On travaille désormais sur les cones tronqués KZ(z),0 < S < T < T.,. L’objectif
est de montrer que D?u € Lq(Kg *(2)). On dérive donc deux fois I’équation, on
obtient :
00; Oku + 0; Oku - f'(u) + (8;u) (k) f'(u) = 0.

Par un raisonnement identique a celui de la preuve du Lemme 2.7 on obtient
(2.28) 11 (w)9; Okull Lok

Do
llullg @5 118; Bl La iy + Co.

) (1-0)(pu— o,

<O( sup_flut, )l[zps
S<t<T

Considérons le second terme. Deux cas se présentent :

a) Sin > 6: on aalors f/ € L. En notant D une dérivée partielle on obtient
IF"(u)(Du)?||» < C||Dul|2,,. D’aprés Pinégalité de Sobolev, W1« < L™ on
=5~ g be r = 22 Dautre part [L9, L]y = L% si § = 228 €0, 1.
On en déduit

(2.29)

9on n-s n
17" () (Du)?|ls < ClIDullT - ID?u]|,T,  avec

<1 puisque n < 7.

En utilisant (2.28), (2.29), le Lemme 2.5, le fait que limg_, 7, HDuIILq(KST.) =0
qui résulte de (2.27) et en utilisant les estimations L? — LI on déduit que
D?u € LI(K2* (%)) pour S > 8.

b) Si n < 6 : Dans ce cas |f”(u)] < Clu

P+=2 pour |u| > C d’ou

1" (w)(Dw)?||Le < Cl[u

P=2. Du- Dul|z» < C|||u

||« - |Dul|ze - || Dul| L
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oua= 2—7"_;*712 Comme (px —2)a < p, + 1 il vient

1" () (Du)?||zr < C' |lullf374s - 1 Dullz - [|1D%ul|za

et on conclut grace au Lemme 2.5 et a (2.27).

On a donc montré que :
(2.30) ue WrI(KI(2)).

Compte tenu de la forme de la non linéarité on montre facilement le
Lemme 2.9. - Sin <7 on a f(u) € W22(KI*(z)).
L’estimation d’énergie classique permet d’en déduire

(2.31) 8% € L® ([o,:r*[, Lz(D(t,E))) . el < 3.

Comme W32(D(t, %)) C L®(D(t,z)) si n < 6 on déduit que u € L=®(K2*(Z)) si
n < 6. Pour traiter les dimensions n = 6 et 7 on doit avoir recours a la dérivée
d’ordre quatre i.e. on montre :

(2.32) 8% € L°°<[O,T*[, L2(D(t,2))) si |a < 4.
On utilise pour cela I'inégalité d’énergie ainsi que l'inégalité de Gronwall.
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