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SOLUTIONS EN GRAND TEMPS

D’ÉQUATIONS D’ONDES NON LINÉAIRES

par Claude ZUILY

107

Séminaire BOURBAKI

46ème année, 1993-94, n° 779

Novembre 1993

L’équation des ondes est sans conteste l’une des plus importantes équations
aux dérivées partielles. Elle sert de modèle à la théorie générale des équations
hyperboliques et ses applications en physique théorique sont multiples. De très
nombreux travaux lui ont été consacrés depuis plus de deux siècles et encore

aujourd’hui elle est l’objet de recherches très actives dans ses versions linéaire
et non linéaire.

La question de l’existence de solutions pour le problème de Cauchy est centrale
dans sa théorie. Dans le cas non linéaire, l’existence d’une solution pour des temps
petits est en principe acquise (au moins pour des données assez régulières). Dès
lors se pose le problème de l’évolution de cette solution. Existe-elle pour tout

temps? Sinon peut-on déterminer son temps de vie, décrire l’ensemble de ses

singularités, connaître son comportement au voisinage de cet ensemble ? etc ...

Autant de questions qui dans la plupart des cas sont encore largement ouvertes.

Cependant il est au moins deux cas où des réponses profondes à certaines de
ces questions ont été données. Le premier est celui où les données sont petites, le
second celui des équations d’ondes semi-linéaires dispersives. L’objet de cet exposé
est de rendre compte des progrès récents dans ces deux domaines. En particulier
nous détaillerons la preuve d’un résultat de J. Shatah et M. Struwe qui traite des

équations dispersives avec puissance critique.
Pour la rédaction de la première partie de ce texte nous avons bénéficié des

excellentes notes de L. Hôrmander [Ho4] auxquelles le lecteur intéressé est vivement
invité à se référer. Concernant les équations dispersives nous renvoyons aux récents
survols de W. Strauss [St4] et M. Struwe [Stru2] pour les résultats antérieurs.

S. M. F.

Astérisque 227** ( 1995)



0. PRELIMINAIRES

0.1. Notations

On notera dans ce qui suit xo et x = (xl, ..., xn) E Rn les variables de temps et

d’espace ; on supposera 0, le cas des temps négatifs étant ici analogue. Pour
u E C~ on notera u’ _ où 8~ = 

L’opérateur des ondes 0 est défini par

C’est le modèle des opérateurs différentiels du second ordre strictement hyper-
boliques par rapport aux surfaces xo ==constante.

Il sera commode, pour des raisons qui apparaîtront plus loin, de supposer que
toutes les fonctions considérées ici - coefficients, données, solutions ... - sont à

valeurs réelles.

Nous étudierons le problème de Cauchy pour des équations du second ordre

strictement hyperboliques quasi-linéaires. Les éventuelles extensions à des cas

complètement non linéaires seront discutées dans les commentaires. Il s’agira de

résoudre le problème :

Les fonctions f, uo, ui sont des données. On supposera que les a;k et f sont

C°° sur R x La régularité des données initiales u0, u1 sera, quant à elle,

précisée dans les énoncés. On supposera d’autre part

et, ce qui ne restreint pas la généralité du problème,



L’hyperbolicité de l’équation (0.2) se traduira dans le fait que les solutions

éventuelles se devront de vérifier, sur leur domaine de définition D la condition

Les solutions de classe C2 du problème (0.2), (0.3) sont appelées solutions

classiques. Dans certains cas il peut exister des solutions à régularité plus faible,
cependant, à part quelques allusions au § 2, nous n’aborderons pas ici ce problème.

Nous aurons à utiliser les espaces de Sobolev Rappelons que si s >

~ + k, où kEN, cet espace s’injecte dans celui des fonctions k fois différentiables
dont les dérivées d’ordre au plus k tendent vers zéro à l’infini.

0.2. Existence en temps petit de solutions classiques

Le résultat suivant, qui assure, sous des conditions assez générales, l’existence
locale en temps, est classique (cf. [Kal], [Ho4]).
Théorème 0.1. - Soient s un entier, s > 2 +2, et uo E ul E 

Posons vo = (u1, u’0) et supposons

Il existe alors T > 0 et une unique solution classique u sur ~0, T] du problème
(0.2), (0.3) telle que E C°([O,TJ, o  j  2.

Schéma de la preuve

On utilise un procédé itératif d’approximation. L’existence à chaque étape
d’une solution approchée utilise la théorie hyperbolique linéaire, la convergence
est montrée à l’aide de l’inégalité d’énergie et des estimations des fonctions non
linéaires dans les espaces de Sobolev.

L’inégalité d’énergie

Elle concerne les solutions d’équations hyperboliques linéaires. Plus précisément



soit u une solution classique de l’équation linéaire

où qo,o * 0, aO:1’jk E J x R") nL°° pour 1 et j, k = 0, ... , n,

Supposons que pour Xo E ~O,T~, u(xo, x) = 0 pour ~~~ assez grand. Alors

Estimation des fonctions non linéaires

Le point capital ici est que le membre de droite de l’inégalité (0.12) croît

linéairement 



Commentaires 0.2.

(i) La solution u du théorème 0.1 vérifie en fait E T~ , pour

s. En particulier elle est C°° si les données initiales sont dans n 
s>0

(ii) Il existe bien sûr des versions du Théorème 0.1 plus générales où l’équation
(0.2) est remplacée par une équation hyperbolique de la forme

(iii) Dans le cas des équations semi-linéaires c’est-à-dire lorsque le membre de

gauche de (0.2) est égal à Du, la condition sur s peut être affaiblie en s > 2 + 1.
Le fait de savoir si on peut améliorer cette borne inférieure a fait l’objet d’études
récentes. On renvoie aux travaux de Klainerman-Machedon [KIM] et Ponce-Sideris

[PoS] qui traitent du cas semi-linéaire en trois dimensions d’espace.
(iv) Une conséquence de la preuve du Théorème 0.1 est la suivante. Un réel T > 0
étant donné, on peut résoudre le problème (0.2), (0.3) jusqu’au temps T pourvu
que la quantité ~u0~s + soit assez petite. Plus précisément si par exemple
les fonctions a;k et f sont bornées dans x le temps d’existence T

fourni par la preuve vérifie

En l’absence d’hypothèse supplémentaire l’ordre de grandeur donné dans (0.13)
est le meilleur.

(v) Si T* désigne le sup des T fournis par le Théorème 0.1, on peut montrer que,
soit T* = +00, soit T*  +00 et

où k = 2 dans le cas quasi-linéaire, k = 1 si l’équation est semi-linéaire et k = 0
pour l’équation Du = f (u).
(vi) Cependant la taille des données peut influencer de manière plus significative
le temps de vie. Ce fait est illustré sur l’exemple simple suivant.



Considérons en trois dimensions d’espace le problème

Il est facile de voir que la fonction v = eU est solution du problème linéaire :

Dv = 0, v === 1, 80v = ui si xo = 0. Par conséquent,

Cette formule montre que u existe tant que  1. Mais d’autre part,

puisque ui s’annule à l’infini, on peut écrire :

Par conséquent si  1 on a v = 1 + w > 0 pour tout

(xo, x) E I~+ x 1~3 et donc le problème (0.15) admet une solution classique globale
Le. T~ == +00. Il est facile de voir que cette condition est en général nécessaire et

que si elle n’est pas satisfaite, T* est de l’ordre de 

Nous allons voir que dans le cas où les données sont petites on peut effectivement

améliorer le temps de vie des solutions.



1. LE CAS DES DONNEES INITIALES PETITES

1.1. L’amélioration du temps de vie

On supposera dans la suite que les données initiales sont de la forme

La condition de support compact pourrait être affaiblie mais une décroissance

suffisante à l’infini est indispensable pour la validité des résultats à venir. Les

équations étudiées sont des perturbations quasi-linéaires au moins quadratiques
de l’équation des ondes. Afin de ne pas alourdir le texte nous supposerons que ces

perturbations ne dépendent que de u’ (cf. commentaires). Il s’agit donc d’étudier
le problème

Nous poserons

Te sera appelé le temps de vie de la solution. Il est bien défini compte tenu du

Théorème 0.1 et de l’unicité. On a 0  +00.

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.
Théorème 1.1. - Sous les conditions (1.,), (1.5) il existe des constantes C > 0,
~0 > 0 telles que pour tout ~ ~]0, ~0[ on ait :



L’énoncé ci-dessus est l’aboutissement de nombreux travaux qui commencent

en 1963 avec ceux de Segal [Sel]. Il doit beaucoup aux travaux successifs de John

[Jol,4,6,8] et à ceux de Klainerman [Kll-4] qui avaient préalablement obtenus

des versions plus faibles. Sous la forme présente il est dû à Klainerman [KI4] et

John-Klainerman [JoK].

Esquisse de la preuve

Illustrons la démarche sur l’équation Du = (Bou)2. Les précisions sur le temps
de vie proviennent du fait que l’on tiendra compte de la décroissance asymptotique

des solutions. En effet rappelons que la solution v de Dv = 0, v et 80v dans Cô si

xo = 0 vérifie

Soit Te le temps de vie d’une solution de (1.2), (1.3). Supposons que l’on puisse

montrer une inégalité de type Sobolev qui tienne compte de la décroissance à

l’infini. Plus précisément supposons que l’on ait :

où !! ’ est une norme pour laquelle :

a) Les fonctions non linéaires s’estiment comme en (0.12).

b) On a une estimation d’énergie analogue à (0.10), i.e.

On aura donc, d’après (0.12),

de sorte qu’en combinant (1.9), (1.10), (1.11) on obtient



Soit alors z la solution du problème

alors z est certainement définie sur [o, T~ [ où 0  Te  +00 et

Supposons Te  Te alors (1.12)... (1.15) montrent que

ce qui entraîne une estimation du type

et contredit (0.14). Enfin, la condition (1.14) donne les bornes inférieures (i) ... (iv)
du Théorème.

S. Klainerman a rempli le programme décrit en (1.9), (1.10) en utilisant les
propriétés d’invariance de l’équation des ondes par le groupe de Lorentz et par les
dilatations. Les générateurs infinitésimaux de ces transformations sont :



L’espace vectoriel sur R engendré par ces champs de vecteurs est une algèbre de

Lie. En outre on a les relations de commutation suivantes :

Si l est un multi-indice de longueur III = k on notera Z~ un composé de k champs
de vecteurs du type (1.18). On a alors le :
Théorème 1.2. Inégalité de Klainerman [K16]. - Il existe une constante C > 0

telle que pour tout T > 0, tout u E T], et tout (xo, x) E [0, T] 

L’inégalité (1.9) résulte du Théorème 1.2 et pour démontrer (1.10) on dérive

ZI fois l’équation, les propriétés de commutation (1.19) permettant d’utiliser la

technique standard d’inégalité d’énergie.
Voici une petite idée de la preuve. Si Jzo + H  1, (1.20) résulte de l’inégalité de

Sobolev usuelle. Si xo + Ixl > 1 on localise coniquement. Supposons u supportée

dans Ixl ( > 1 xo . L’inégalité de Sobolev usuelle dans ]0, +oo [ x donne

en notant (r, w) les coordonnées polaires et so = [~] + 1. On utilise alors les faits
suivants :

b) est une combinaisons linéaire à coefficients réels de Zpq, 1  p 

9~

c) 8r = 1 r 03C1 - x0 r 9o et 8/l = 03A3 a kj j p’ 8Ô où les akij sont des fonctions bornées

dans la région r > ~o.



On déduit alors de (1.21)

ce qui montre en partie (1.20).
Dans les autres régions la preuve est plus délicate et il faut utiliser tous les

champs de vecteurs (1.18) ; nous renvoyons à [K16], [Ho4] ou à [Jo9] pour les détails.

Commentaires 1.3.

(i) Les bornes inférieures du temps de vie données au Théorème 1.1 sont liées
au caractère quadratique des perturbations. La preuve montre aisément que ces
bornes croissent avec l’ordre d’annulation des perturbations. Par exemple si les

f s’annulent respectivement à l’ordre p et p + 1 en zéro, (p > 1), les
solutions existent globalement si p(n -1 ) > 2 ; si p(n -1 )  2 elles existent au
moins jusqu’au temps T tel que (1 + T)p’~ dr  C. En particulier si p = 2
on a T~ = +~ dès que n ~ 3 et T~ ~ expC ~ si n = 2.
(ii) L’inégalité d’énergie (0.10) ne fournit d’estimation que pour ~)~~L2 ;
une estimation pour (u(xo, ~ ) ~ ~ L2 exigerait de perdre un facteur xo au membre de
droite; ceci explique pourquoi les termes en u et u’ ne peuvent être traités de
manière symétrique. De fait, les perturbations quadratiques en u ne donnent pas
lieu à des temps de vie aussi longs que ceux décrits au Théorème 1.1. Il existe

des résultats analogues pour des perturbations non linéaires dépendant aussi de u
(voir [K14], [LiY1,2,3], [Lin2]). Par exemple H. Linblad [Lin2] a montré qu’en trois
dimensions d’espace, pour une équation du type

On peut montrer que ces ordres de grandeur sont en général optimaux.



(iv) Il y a une théorie analogue pour les perturbations non linéaires de l’équation
de Klein-Gordon Le. Du + u + G(u, u’, u") = 0. Dans ce cas l’inégalité d’énergie
fournit aussi une estimation de ~u(x°, ~ ) ~ ~ L2 de sorte que les rôles de u et u’ sont
symétriques. D’autre part la décroissance à l’infini est meilleure que dans le cas

des ondes. Elle est de l’ordre de (1 + xo ) 2 , [Wl~, [B~ . La méthode de Klainerman
est applicable; il faut utiliser les champs (1.18) excepté le champ radial p. Pour ce
type d’équations Klainerman [K17] et Shatah [Shl,2] par une méthode différente
ont montré que dans le cas des perturbations quadratiques on a Te = +00 dès que
n > 3. Les cas n == 1 et 2 ont été examinés par Hörmander [Ho4]. Pour n = 1 on

+00 et pour n = 2 ~LogT~ ~ +00 sans que ces résultats apparaissent
comme optimaux.

(v) Le cas de l’équation des ondes amortie, Du + aut + G(u, u’, u") = 0,où a > 0,
est plus facile. On a Te = +00 dès que n > 1, [Mat].

La dualité classique en e.d.p. - méthode d’inégalités, construction de solutions

approchées - est aussi présente dans ce domaine. Nous allons voir que cette

dernière méthode permet de démontrer des résultats plus précis.

1.2. Précisions sur les bornes inférieures du temps de vie lorsque n  3

Compte tenu de la structure des données il est naturel de chercher une solution

approchée du problème (1.2), (1.3) de la forme u = u° + eui + ... Il est facile de
voir que u0 = 0 et que ui est solution du problème homogène

Si les données 03C6j sont à support dans M} il résulte de la propagation à

vitesse finie et du principe de Huygens que la contribution principale de ui se

trouve dans la région  xo + M.

Friedlander [FI] a montré que ui est de la forme

où x = F étant une fonction C°° sur x [0, 2M ~ x R dont la partie
principale Fo(w, r - xo) - F(w, 0, r - xo) est appelé le champ de Friedlander.
Celui-ci s’exprime aisément à l’aide de la transformée de Radon des données. En



effet rappelons que si v E sa transformée de Radon, est la
fonction C°° à support compact sur x R définie par :

On a alors

avec les notations de (1.2) à (1.5) on écrit :

Le résultat suivant est dû à John [Jo6-9] et Hôrmander [Ho3-4].
Théorème 1.3. - Supposons n = 3. Posons



Dans le cas de la dimension n = 2, lorsque f - 0, Hörmander [Ho4] a montré
que

et pour les équations semi-linéaires ou = f (u’) Godin [Go] a prouvé

Remarque 1.4. - Il n’est pas difficile de voir que la quantité A définie en (1.26)
est strictement positive et finie sauf si F - G - 0 ou (uo, u1) _ (0, 0).

Esquisse de la preuve du Théorème 1.3

Pour montrer le Théorème 1.3 on construit pour tout B  A et tout ~  e B

une solution u qui vivra jusqu’au temps Cette solution sera de la

forme u = ua + il où ua est une solution approchée, au sens où la quantité
3

y~ sera petite, qui vivra jusqu’au temps exp1. Une fois
j ,k=O

ua construite il faut montrer qu’il existe u tel que ua + il soit une solution ex-

acte. La solution approchée ua est construite en deux étapes : jusqu’à un temps
de l’ordre de ~ les effets non linéaires ne se font pas encore sentir de sorte qu’il
n’est pas déraisonnable de prendre pour ua la solution de l’équation linéaire avec

les données (1.3). Par contre dans une zone de temps comprise entre É~ et exp f
les interactions non linéaires interviennent, et c’est la quantité ~ Logx0 (le temps
lent) qui va devenir le paramètre pertinent. Compte tenu de la forme (1.22) des

solutions libres il est naturel alors de chercher ua sous la forme

Lorsque io est grand mais ~ Logx0 encore petit il est naturel de prendre



Dans la zone intermédiaire ~  Xo  É~ on recollera ces deux solutions à l’aide
d’une troncature.

Compte tenu de la vitesse finie de propagation et du principe de Huygens, dans

la zone ~x0 ~ C’ on aura Xo - M  |x| (  xo + M de sorte que Ixo - ri  M
3

et 2e  2  r  xo + M. On pose R = ~ Le terme
~ 

principal de R s’écrit ::0 (-2 a2U +G(w) -F(w) aU 2 où U = g).
On prendra pour U la solution du problème

On commence par résoudre le problème :

dont on montre qu’il conduit à une solution de (1.32).
L’équation apparaissant dans (1.33) est une équation de Burger modifiée dont

on sait calculer le temps de vie. La solution existe pour 0  s  A où A est défini

en (1.26).
Il faut ensuite montrer des estimations précises sur ua et sur R pour ensuite

passer à la preuve de l’existence d’une solution exacte vivant jusqu’au temps exp B .
L’extrême technicité de la preuve ne permettant pas d’en dire ici beaucoup plus,
on renvoie à [Ho4] pour les détails. Le cas de la dimension deux est compliqué par
le fait que l’on ne dispose que du principe de Huygens faible et que le champ de
Friedlander n’est pas à support compact par rapport à la variable q. Cependant
ce fait est compensé par des estimations précises du type symbole sur ce champ.

La quantité A définie en (1.36) cesse d’avoir un sens si F(a;) = 0.

Cependant dans ce cas le Théorème 1.3 suggère que l’on peut améliorer le temps
de vie de la solution. Cette question a été résolue par S. Klainerman [KI8] et par
Christodolou [Chr] dans le cas de la dimension trois d’espace.



La condition nulle

L’équation (1.2) satisfait la condition nulle si, avec les notations de (1.24) on
a :

(voir aussi [HJ] pour une condition similaire).
D’après (1.25) cette condition entraîne que F(w) = G(w) = 0 Va; E Dans

ce cas Klainerman [K18] et Christodolou [Chr] ont démontré le :

Théorème 1.5. - Supposons n = 3. Si l’équation (1.2) satisfait la condition nulle
on a pour £ assez petit Te = +00.

En dimension n = 2, dans le cas des équations semi-linéaires ~u = f(u’) Godin

[Go] a montré que la condition nulle (1.34) n’était pas suffisante pour avoir exis-

tence globale d’une solution. Plus précisément notant Fj (z) = 

la partie homogène d’ordre j et q) le champ de Friedlander, Godin montre

que

Il montre ensuite sur un modèle que exp ~ dans le cas a).

1.3. Bornes supérieures du temps de vie

Compte tenu de la précision avec laquelle la solution approchée a été construite

au cours de la preuve du Théorème 1.3, il est difficile de douter, comme le dit

Hôrmander [Ho4], de l’optimalité de la borne inférieure du temps de vie décrite

en (1.26), (1.27). Cependant dans le cas général des équations (1.2) cette question
est encore largement ouverte. Le seul cas où la réponse est connue est celui étudié

par John [Jo5] en dimension n = 3 (voir aussi Godin [Go] dans le cas semi-linéaire

et n = 2). Il considère le problème



Ici c est une fonction C°° sur R vérifiant

La condition c’(o) ~ 0 exprime le fait que la condition nulle n’est pas satisfaite, (et
que les valeurs propres du système associé à (1.35) sont vraiment non linéaires).

L’hypothèse suivante sur les données est cruciale.

(1.37) Les données uj sont dans et radiales.

Dans ce cadre John a montré le

Théorème 1.6. - Pour le problème (1.35), (1. 36), (1. ~7) on a

où A est défini en (1.26).
Remarquons que dans ce cas particulier on a A = ak où a = c’(0) est supposé

positif et K = sup2 (2~’(~) + ~~~~~a~ _ ~~~~ _ ~~~~a~~ où uo = ~(r), ui = ~(r).
03BB~R

Expliquons pourquoi la radialité des données est ici essentielle. Dans ce cas la
solution u est aussi radiale et le problème (1.35) est ramené au problème en une
variable d’espace

Compte tenu de (0.14) on s’attend bien sûr à ce que des dérivées d’ordre  2
de u "explosent" lorsque t --j T* (mais il n’est pas clair que toutes les dérivées

explosent). L’équation (1.39) se ramène à un système hyperbolique du premier
ordre en une variable d’espace qui est l’un des rares cas où l’on connaisse de
manière un peu générale des quantités pertinentes susceptibles d’exploser (en T*
et non pas après) (voir [Jo9], [Ho3]). Si on écrit le système 80U + a(U) 8rU = 0,
ces quantités sont les composantes de 8rU dans une base de vecteurs propres
normalisés de la matrice a(U).

Dans le cas de l’équation (1.39) ces quantités s’écrivent



D’autre part l’équation (1.39) a deux familles de caractéristiques

D’après le Théorème 1.3 on sait que le problème (1.35) admet une solution u de

classe C°° dans x R~ où B  A, qui C é. Alors

Me et les caractéristiques existent jusqu’au temps On montre

que :

Puisque v = ru = eFo(r - xo) + 0(~Z), xo > M, on a wl - xo) +

0(~2) pour xo > M. D’autre part comme Fo(À) est à support compact et non

identiquement nul F~ prend des valeurs strictement positives. Soit Ào tel que

= max F"(À) > 0. On a  M si le support des données est contenu

dans M . Considérons la caractéristique fio’ on a xo + Ào de

sorte que r (2M ) ) _ ~ Fô’ ( ~o ) ~- 0 (~Z ) . Ce que John démontre, par une très

subtile et délicate récurrence continue qui utilise les deux équations a), b) ci-dessus

c’est que le long de w2 et ut restent bornés de sorte que le terme dominant

dans le membre de droite de l’équation que vérifie wi est le terme ~ wi . On a
donc le long de wl(2M, r(2M)) ~ ~F~ (~o). Le temps de vie

d’une telle solution vérifie qui est précisément la borne

supérieure cherchée. On renvoie à [Jo5], [Ho3] pour les détails.

Commentaires 1.7.
2

(i) En dimension deux d’espace, pour les équations ~ 9jk(U’)8j 8kU = 0, Alinhac
j,k=0

[Al,2,3], en construisant une solution approchée beaucoup plus précise, a montré

avec égalité dans le cas invariant par rotation de John

( cf. (1.35)). Il montre en outre une dégradation effective des dérivées secondes à

l’approche de Te. Plus précisément

(ii) Dans [Ho6] Hörmander donne une version complètement non linéaire du

Théorème 1.3.



(iii) L’équation Du = a fait l’objet de nombreux travaux que faute de place
nous n’aurons pas la possibilité de décrire; voir [Gll-4], [Jo9], [Sil-3], [Ka2], [SI],
[Asl], [Ts], [Ku] et dans le cas des variétés hyperboliques [CaC], [Chol,2]. Nous
ferons cependant une exception pour les travaux de Caffarelli-Friedman [CF1,2]
car ce sont les seuls travaux qui étudient l’ensemble d’explosion i.e. la frontière
de {(xo, x) : (u(xo, x))  +oo}. Pour des équations du type Du = F(u) où
F(u) - +00, p > 1, ils montrents sous des hypothèses convenables
sur les données de Cauchy et en dimension n  3, que l’ensemble d’explosion est
une surface de type espace : t = ~(~) avec § E CI et ~V~~  1.

2. EQUATIONS SEMI-LINEAIRES DISPERSIVES

Lorsque les données sont quelconques, le comportement en grand temps des
solutions du problème de Cauchy est beaucoup moins bien compris. Le seul cas où
l’étude a dépassé le stade de l’exemple est celui des équations d’ondes dispersives.
Il s’agit du problème

L’étude mathématique de ce problème a été commencée dans les années soixante
avec les travaux de Jorgens [Jor], Segal [Sel], Strauss [St2], Lions [Lio] etc ...

Il est malheureusement impossible, faute de place, de rendre compte dans le

détail de l’ensemble des travaux qui, depuis trente ans, ont été consacrés à ce
problème. Le lecteur intéressé pourra consulter les récents survols de Strauss [St4]
et Struwe [Stru2]. Je me bornerai ici à résumer brièvement l’état du sujet avant la
contribution de Shatah-Struwe qui sera détaillée par la suite.

1. Il est possible dans des situations assez générales (u f (u) > 0 Vu ou bien (2.2)
et F ,~ -~ +00) d’obtenir des solutions faibles globales en temps (i.e.
faiblement continues à valeurs dans l’espace d’énergie Xo qui est relié à H1 x L2,
cf. [Sel], [St2], [Lio]). Les méthodes basées sur la compacité ne donnent ni l’unicité
ni la régularité qui sont encore des questions ouvertes.



2. Une des difficultés étant de mesurer la croissance à l’infini de f (u), l’essentiel
des travaux a porté sur le cas où f croît polynomialement. L’exemple majeur est

f(u) = apparaît alors une valeur critique pour p : p~ = ~~. Lorsque
1  p  p*, à la suite de nombreux travaux, Ginibre et Velo [GV1] ont montré
l’unicité et l’existence d’une solution fortement continue à valeurs dans l’espace

d’énergie. Ils utilisent pour cela une résolution locale du problème par contraction

puis une globalisation. La valeur critique apparaît dans le fait que le temps de vie

de la solution locale peut être minoré par 

3. En poursuivant dans cette voie, Brenner-Von Wahl [BrW] et Pecher [P3] ont
obtenu une solution classique globale pour 1  p  p* et n  9.

4. Dans le cas critique p = p* les méthodes précédentes atteignent leurs limites

(voir cependant le récent article de Ginibre-Soffer-Velo [GSV] dans le cas radial).
Une autre approche initiée par Jorgens [Jor] qui consiste à obtenir des estimations
L°° sur les solutions locales du Théorème 0.1, a permis à Grillakis [GR1], à la

suite de travaux de Rauch [Ra] et Struwe [Strul~ , de résoudre le cas de l’équation
u5 = 0 en trois dimensions d’espace. Ce même auteur a étendu son résultat

aux dimensions n  5, [GR2], avant que Shatah et Struwe [ShS] ne prouvent le :

Théorème 2.1. - Supposons 3  n  7. Soient uo E ul E 

f E C2(IR). Supposons

Le problème (2.1 J admet alors une solution classique globale u E C2(~O, 
(et u E C°° si toutes les données sont COO J.

Commentaires 2.2.

(i) Il est bien entendu naturel de s’interroger sur la pertinence des bornes imposées
à la dimension et à l’exposant p. Force est de constater qu’elles apparaissent

aujourd’hui comme des contraintes techniques. Les calculs numériques effectués

par Strauss-Vasquez [StV] et par Linblad pour l’équation []u+u7 = 0 en dimension

trois ne font pas apparaître de dégradation de la solution mais une accélération

des oscillations, ce qui rend le pronostic délicat. Cependant sans qu’une conjecture

étayée ait été formulée, on pense généralement que le cas surcritique en dimension



quelconque ne devrait pas faire apparaître de différence majeure.
(ii) On renvoie aux travaux de Kapitanski [K1,2~, Ginibre-Soffer-Velo [GSV] pour
d’autres résultats dans le cas critique.

2.1. Preuve du Théorème 2.1.

Le problème (2.1) admet une solution classique locale et si T* est le temps de vie

de cette solution on a soit T* = +00 soit T*  +00 et +~. Il

existe alors un point (T* , x* ) et une suite tendant vers ce point telle que

xn)~ _ +oo. L’objectif est de contredire ce fait en démontrant
des estimations L°° sur u dans des cônes rétrogrades de sommet (T*, x*) = z*.

Voici un résumé (inversé) de la preuve. Pour montrer que u est L°° dans
le cône il suffit, d’après les inégalités de Sobolev, et puisque n ~ 7, d’avoir

8au E L°° ([0, T* [; L2) pour 4. Ceci peut s’obtenir à l’aide de l’inégalité
d’énergie usuelle si Du = - f (u) E H2. En dimension n  7, compte tenu de
la forme de f (u), ce fait est impliqué par : u E w2,q (pour un certaint q).
Pour montrer que u est dans w2,q on dérive deux fois l’équation, on applique les
estimations LP - Lq pour l’équation des ondes linéaire et une estimation nouvelle
due à Shatah-Struwe.

Introduisons d’abord quelques notations. Dans ce qui suit on notera t (au lieu
de xo) la variable de temps. Si zo = (to, xo) E I~+ x I~n on introduit

Si Q ~ R  Rn on pose

On introduit également



A. L’estimation d’énergie

Proposition 2.3. - Soit z~ E 1~+ Soit u une solution classique de l’équation

(~.1) dans {zo}. Alors pour 0  S  T  to on a :

Preuve. - On a :

où  est la normale extérieure à KS (zo). Cela fournit (2.Il) par un calcul simple.
Conséquences 2.4.

(i) La quantité E(u, D(S, zo)) est décroissante en S et admet donc une limite

lorsque S tend vers to.

(ii) (2.12) limite = 0.

B. Les estimations LP - L~

Il y a une vaste littérature consacrée à ce type d’estimations (voir [Strl,2], [Lit],

[MSW], [BS], [GV1]). La version utilisée ici est celle de Strichartz.

Théorème 2.4. - Soit w une solution classique d ’un problème de Cauchy



On a alors

où C ne dépend que de la dimension et

Remarquons que le couple (p, q) décrit en (2.14) est entièrement déterminé par
l’homogé-
néité de l’estimation (2.13).

Nous aurons besoin d’introduire les espaces de Besov et de Sobolev homogènes
(voir [T]). Pour s E R, 1  p, q  +00 on pose

où u = est une décomposition de Littlewood-Paley de u et P l’espace des
j~Z

polynômes. On pose aussi

que l’on munit de la norme évidente.

On a alors les inclusions suivantes :

On posera dans ce qui suit :



que l’on munit de la norme de 

Comme B~ = [~L~ ~ il résulte de (2.16) que

D’autre part les fonction non linéaires s’estiment aisément dans ces espaces.

Proposition 2.5. - Soit f E CI(C,C) telle que ~ If’(z)1  pour un

p* E Soient 1  a,,Q  +oo, 1  r  +~ et 1 s = 1 03B1 - 1 03B2. Il existe

alors C’ > 0 t. q. :

pour toute cp E L7 pour un ~y dans [1, +oo( telle que le membre de droite de (2.19)
ait un sens.

Ensuite si V est un ouvert de Rn on pose

Il résulte de (2.18) que

En appliquant (2.13) à (-~)l~Zw (ce qui a un sens par propagation à vitesse finie
si les données sont à support compact), on obtient en utilisant (2.16)

Un argument d’unicité précisée dans les cônes permet de localiser cette

estimation dans ces cônes. Avec les notations de (2.5), (2.6) on pose

On démontre à partir de (2.21) :



C. Le Lemme fondamental

Lemme 2.5. - Soit u une solution classique de (~.1) dans K(z*) B {z*}. Alors

Preuve. - On peut supposer que z* - 0. Multiplions l’équation (2.1) par
tut + x . Vu + On obtient l’identité :

On intègre (2.25) sur le cône KS et on fait tendre T vers zéro. On obtient :

Sur Mg on a Ixl = -t ce qui permet d’écrire

paramétrant MS par y - (y, -Iyl) et posant v(y) = u(y, il vient



Intégrant par parties et revenant aux coordonnées originales on obtient

où 0(1) --~ 0 lorsque S ~ 0, en vertu de (2.12).
Ensuite

Comme l l  0 on obtient -S d~ + So(1) -  0 et -S = Ô

Proposition 2.6. - Soit u une solution classique de (,~.1) sur K(z*) B {z*}. Alors

u est bornée dans L9((O,T*~,Bq~2(D(t,z*))) et

Preuve. - Pour s assez proche de T* et T E]S, T* [ il résulte de (2.22) que



Ensuite C Lr = 1 _ 1 2n. On a p* + 1  p2  r et LP2 = où

0 = n-1. On déduit que sur D(t, z* ) on a :

En utilisant (2.26) il vient

avec ~ - 1) ~ ~ et (1 - ~(p. - 1) = ~~.
Comme l’énergie est décroissante, E(u,D(S,z*))  E(u,D(0,z*)). D’autre part
d’après le Lemme 2.5 pour ~ > ~o f sup !~,-)!!~.+’~’~*~ ~ -~ donc~ C*

pour 6’ > .So

On en déduit que pour ~  ~o où ~o ne dépend que de E(u, D(o, z*)) c’est-à-dire
de l’énergie des données on  2C E(u, D (o, z* ) ) . QED
Lemme 2.7. - Sous les hypothèses de la Proposition 2. 6 on a Du E 
Preuve. - On dérive l’équation (2.1) ce qui donne

On applique l’inégalité (2.13) localisée dans le cône 

On a (1)   où p2 = 2~.
On a vu dans la preuve de la Proposition 2.6 que



On déduit

Si S est assez proche de T* on déduit du Lemme 2.5 et de la Proposition 2.6 que
Du E 

Corollaire 2.8. - Soit u une solution classique de (~.1) dans K(z*) B {z*}. Alors

Preuve. - Ce Corollaire renforce le lemme 2.5 et montre que toute l’énergie tend

vers zéro. Il suffit de montrer que tend vers zéro. D’après la

conséquence 2.4 i) et le Lemme 2.5, cette quantité tend vers une limite l. D’autre

part

puisque 2 ~ = q. Donc J~ M(T~ -9)~. Ceci montre que
~==0.

D’après le Corollaire 2.8 il existe 5o tel que E( u, D(So, z*))  ~ où ~o est
défini dans la Proposition 2.6. Par décroissance on a E(~D(6’,~))  ~ pour
So  S  T* . Par continuité puisque u est C~ à l’intérieur du cône il existe ~ > 0

tel que  60. Considérons le point z e (T* + !),~).

Nous allons travailler dans le cône tronqué KS’ (z) pour s E ~So, T* [. Comme
D(S,z) = {x : ~~ - x* ~  T* + 8 - S} on a E(u, D(S, z))  eo pour So  S  T*



car l’énergie est décroissante et donc :

Par conséquent on peut répéter la preuve de la Proposition 2.6 et du Lemme 2.7
dans les cônes tronqués où 80  S  T  T* et on en déduit :

Fin de la preuve du Théorème

On travaille désormais sur les cônes tronqués 0  S  T  T*. L’objectif
est de montrer que D2U E (z)). On dérive donc deux fois l’équation, on
obtient : 1

Par un raisonnement identique à celui de la preuve du Lemme 2.7 on obtient

Considérons le second terme. Deux cas se présentent :
a) 6 : on a alors f" ~ L°°. En notant D une dérivée partielle on obtient

D’après l’inégalité de Sobolev, ~ où

~ = ~ - ~Tr ~-1 - "ë~. ° D’autre part L~ si () = ~ 
On en déduit

(2.29)

En utilisant (2.28), (2.29), le Lemme 2.5, le fait que limS-+T. = 0

qui résulte de (2.27) et en utilisant les estimations LP - Lq on déduit que
D2u E pour S > Si .
b) Si n  6 : Dans ce cas f"(u)~  pour lui > C d’où



où a = ~E~. Comme (p* - 2) a  p* + 1 il vient

et on conclut grâce au Lemme 2.5 et à (2.27).
On a donc montré que :

Compte tenu de la forme de la non linéarité on montre facilement le
Lemme 2.9. - Si n  7 on a f (u) E W 2~2 (Kô * (z) ) .

L’estimation d’énergie classique permet d’en déduire

Comme W3~2(D(t, z)) C Loo(D(t, z)) si n  6 on déduit que u E L°°(Kô * (z)) si

n  6. Pour traiter les dimensions n = 6 et 7 on doit avoir recours à la dérivée

d’ordre quatre i.e. on montre :

On utilise pour cela l’inégalité d’énergie ainsi que l’inégalité de Gronwall.
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