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Séminaire BOURBAKI Février 1992
44éme année, 1991-92, n° 754

TRAVAUX DE HERMAN SUR LES TORES INVARIANTS

par Jean-Christophe YOCCOZ

0. Cet exposé se veut une introduction aux spectaculaires récents résultats
de M. Herman en dynamique symplectique ([H1] a [HT7]).

Apres quelques rappels dans les deux premiers paragraphes, le troi-
siéme est consacré a la construction d’un contre-exemple, dans la catégorie
des champs hamiltoniens, au C* closing lemma.

Le paragraphe 4 tourne tout entier autour de l'existence de tores dio-
phantiens, invariants ou translatés, de codimension 1. De méme que pour
les courbes translatées de Riissmann ([R1], [H9]), ces tores apparaissent
déja dans des situations non conservatives. Dans un cadre conservatif (flots
hamiltoniens, diffomorphismes préservant le volume), ils produisent des
contre-exemples a plusieurs conjectures : Hypotheése quasi-ergodique, con-
jecture de Pesin, . ..

Dans le paragraphe 5 on présentera quelques uns des résultats de Her-
man sur les tores invariants lagrangiens . La géométrie de ces tores dépend
alors tres fortement de la signature de la torsion; on posseéde aussi de nom-
breuses informations sur la dynamique sur le tore générique.

Pour alléger ’exposition, nous nous placerons fréquemment, pour pré-
senter les résultats, dans un cadre simple, mais pas optimal. En particulier,

on se place toujours, sauf mention contraire en classe C°.

S. M. F.
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1. COURBES INVARIANTES PAR LES DIFFEOMORPHIS-
MES DU CYLINDRE

1.1. On pose A = T! x R; on note § € T, r € R les coordonnées
canoniques sur A. On considére la 1-forme v = rdf sur A et la 2-forme
symplectique w = dv = dr A d6.

Soit f:(8,r) — (©(6,r), R(6,r)) un difféomorphisme de A, isotope a
Pidentité. On écrit

O(6,r) =60+ ¢(6,7), ¢ € C(A).

DEFINITIONS.— Le difféomorphisme F est
- monotone positif (resp. négatif) si 8,¢ > 0 (resp. 0,¢ < 0) sur A ;
- symplectique st F*w = w ;
- exact symplectique s: la 1-forme F™*v — v est ezacte ;
- complétement intégrable si R(6,r) = r, et ¢(0,r) = I(r) ne dépend
pas de 6.

1.2. Théorie de Birkhoff ([B1],[H9],[F],[L3])

Soit F' un difféomorphisme monotone positif de A.

Premier théoréme de Birkhoff : Supposons que F laisse invariant le

graphe d’une fonction 1 € C°(T'). Alors ¢ est lipschitzienne et on a, pour
presque tout € T

o-R ,__ 090

On suppose maintenant de plus que F est symplectique (il suffirait que

F préserve une mesure de Radon chargeant tous les ouverts).

Deuxiéme théoréeme de Birkhoff: Supposons que F' préserve un ouvert
U de A ayant les propriétés suivantes :

- Il eziste 1o < 1, tels que T x (—o0,79) CU C Tt x (—o0,7y) ;

- U est difféomorphe a A ;

- U est lintérieur de son adhérence.
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(754) TRAVAUX DE HERMAN SUR LES TORES INVARIANTS

Alors la frontiére de U est le graphe d’une fonction 1 € C°(T?) (lips-

chitzienne d’aprés le premier théoréme).

Conséquences : Soit F' un difféomorphisme symplectique monotone posi-
tif de A; pour ro > 0, considérons ’ensemble C(rg) des courbes simples,
homotopes & {r = 0}, de A qui sont invariantes par F', et contenues dans
T x [~rg,7o). Toute courbe C € C(rq) est graphe d’une application ¢,
lipschitzienne de rapport inférieur ou égal & K(rp). L’union des courbes
C € C(ro) est compacte, de méme que l'ensemble des ¢ (pour la C°

topologie). Si I'on écrit

F(6,9c(8)) = (fc(6),¥c(fc(6))),

et qu’on note pc le nombre de rotation de fe, 'ensemble des p¢ est com-
pact. De plus, si pc est irrationnel et C' € C(rp) est distincte de C, on a
soit pcr < pc, Yer < Yo soit por > peyber > Ye.

Remarque : Pour que C(ry) soit non vide, il faut que F soit ezact symplec-
tique. Mais cette condition n’est pas suffisante comme le montre I’exemple

suivant :

Fy(6,7) = (6 + 7,7+ cos2n(8 + 7)), Fg(0,0) = (0,n).

1.3. Courbes diophantiennes : forme normale de Birkhoff

Pour v > 0, 7 > 0, on pose :

CD(y,7) ={a € R;Yg 2 1,Vp€ Z,|qa — p| 2 v¢"' 77},

CD(r)= |J €D(y,7), €D =] CD(7).
>0 >0
Un nombre @ € CD est dit diophantien. On dit qu’une courbe (simple)
C, invariante par un difféomorphisme F' est diophantienne si F//C préserve
'orientation et si le nombre de rotation de F/C est diophantien.Si F' et C

sont lisses, d’apres le théoréme de conjugaison global des difféomorphismes
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du cercle ([H8],[Y]), il existe sur toute courbe diophantienne C une coor-

donnée 6 € T? telle que F/C soit une translation dans cette coordonnée.

PROPOSITION ([B2]).— Soient F' un difféomorphisme symplectique de A,
1sotope 4 l'identité, et C une courbe invariante diophantienne, homotope d
{r = 0}. Pour tout entier n > 0, il eziste un difféomorphisme symplectique
H de A, 1s30tope d Uidentité, tel qu’on ait H(C) = {r =0} et :

HoFoH™'(6,r)= <9+Zbiri +oz,r) + O(r"t1),
1

ot a € CD est le nombre de rotation de F/C et les nombres b;, 1 > 1 sont
uniquement déterminés (invariants de Birkhoff).

On dit que la torsion de F' le long de C est positive si b; > 0, négative
si by < 0, dégénérée si b, = 0.

Ezercice : Si le difféomorphisme symplectique F' est monotone positif, la
torsion de F' le long de toute courbe invariante diophantienne, homotope a

{r = 0}, est positive. Ceci n’est plus nécessairement vrai si la courbe n’est

pas homotope a {r = 0}.

1.4. Le théoréme de la courbe translatée.

Le théoréme de la courbe translatée, du & H. Rissmann ([R1],[H9]),
est une forme plus flexible, car valable sans hypotheése de conservativité, du
théoréme de la courbe invariante de J. Moser ([Mol]).

Soit L(6,r) = (6+!(r),r) un difffomorphisme complétement intégrable
de A. On suppose que [(0) = a est diophantien , et que I'(0) # 0. Pour
p € R on note T, la translation : (6,7) — (6,7 + ) de A.

THEOREME.— §i F est un difféomorphisme de A, assez proche de L
dans la C™-topologie, il existe un réel up proche de 0, et une fonction
Yp € C®(T?Y) petite dans la C™-topologte, tels que le graphe de p soit

une courbe invariante, de nombre de rotation o, par T, o F'.

Remarques.— 1) L’application F' — (pp, ¢ ) définie au voisinage de L, est
une bonne application de classe C* au sens de Hamilton ([Hal],[H10],[Bo]).
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2) Soient 7 > 0,y > 0, & > 0. Supposons que I'(r) # 0 pour r € [—§, d];
posons K = [([—6,6]) N CD(y, 7). 1l existe alors, pour tout k£ > 27 + 3, un
voisinage de L dans la C*-topologie telle que la conclusion du théoréme soit
valide pour tout nombre de rotation dans K. La dépendance de ¥r, pp
par rapport au nombre de rotation est lisse au sens de Whitney ( [La],[Po]).

3) Soit F' un difféomorphisme exact symplectique monotone positif de
A. Soit @ un nombre réel diophantien .

- Si F ne préserve pas de courbe , homotope a {r = 0}, de nombre de
rotation a, il en est de méme pour toute perturbation de F' .

- Si F préserve une courbe lisse , homotope a {r = 0}, de nombre de

rotation a, il en est de méme pour toute perturbation ezacte symplectique

de F.

1.5. Zones d’instabilité.

Soit F' un difféomorphisme exact symplectique monotone positif de
A. L’union des courbes invariantes par F' homotopes & {r = 0} est une
partie fermée de A. Les composantes connexes du complémentaire qui sont
bordées par deux telles courbes sont appelées zones d’instabilité de F; la
dynamique de F' dans ces zones est loin d’étre parfaitement comprise,mais
de nombreux progres ont été enregistrés récemment,dont il ne nous est pas

possible de rendre compte ici;nous renvoyons le lecteur aux références :

[An], [B-H], [Ch], [L1] & [L4], [M1] & [M5].

2. QUELQUES RAPPELS DE DYNAMIQUE SYMPLECTI-
QUE

2.1. Une variété symplectique est une paire (M,w), ou M est une variété
(de dimension paire 2n) et w une 2-forme fermée partout non dégénérée.
Soit N une variété de dimension moitié.Une immersion j : N — M est

lagrangienne si j*w = 0. Soit H € C*°(M);le champ X défini par:
w(Xg,.) = dH()

est dit champ hamiltonien associé au hamiltonien H.
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Si une hypersurface V de M est variété de niveau de deux hamiltoniens
H,, H; sur M les champs associés Xp,, Xy, sont colinéaires sur V' et les

flots qu'ils engendrent ont, sur V', les mémes orbites.

2.2. Le fibré cotangent p : T*V — V d’une variété V est canoniquement
une variété symplectique : on pose w = dv , ou la 1-forme v au point { de
T*M est définie par:

oY) =UTp(Y)), Y € T((T*M).

Une section s : V. — T*V, c'est-a-dire une 1-forme sur V', est alors un

plongement lagrangien si et seulement si s est fermée.

PROPOSITION (Weinstein)[W].— Si N est une sous-variété lagran-
gienne plongée d’une variété symplectique M il existe un difféomorphisme
symplectique d’un voiwsinage de N dans M sur un voisinage de la section

nulle dans T*N (envoyant N sur la section nulle).

2.3. Pour 2n > k > 0,on munit T?* % x R* des coordonnées
61,62,...,000_x € T ,ry,...,r € R. Pour H € C®°(T?" % x RF), on
pose

VH =!(0y,H,...,0, H).

Soit A € GL(2n,R) une matrice antisymétrique ; la forme symplectique (&

coefficients constants) telle que
wa(AVH,.)=dH(.)

est dite associée a A.

2.4. On identifiera T*(T") a T" x R" qu’on notera A". La forme sym-
plectique canonique est alors w = dv = Y, dr; Adb;, v=> rdb;.

Soit F' un difféomorphisme de A™ homotope a 'identité. On écrit:
F(8,r) = (©(8,r),R(8,r)) = (6 + ¢(6,7), R(6,7)).

DEFINITIONS.— On dit que F est

- symplectique 81 F*w = w ;
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- exact symplectique st F*v — v est ezacte ;

- monotone si 0,¢ est partout inversible ;

- fortement monotone si pour tout 8 € T™,r — ¢(6,r) est un difféo-
morphisme de R" ;

- complétement intégrable si R(6,r) = r et ¢(6,7) = I(r) ne dépend
pas de 6.

Si L: (8,r) — (8+I(r),r) est complétement intégrable et symplectique
la différentielle Di(r) est pour tout r € R™ une matrice symétrique. On a
| = DI ,pour une certaine fonction [ e C°(R™).

Si le graphe d’une fonction 3 € C*°(T",R") est une sous-variété la-
grangienne,on a ¥ = [¢] +di) avec 3 € C°(T™),[¢)] = [ ¥dm(ott on notera
dm la mesure de Lebesgue sur T").

2.5. Conditions diophantiennes.

Soient v > 0,7 > 0,n > 1. On définit:

CDH,(7,7) = {(as,...,an) € R",Vk € Z" — {0}, lz k,.a,.|
> y(suplki))' ™"},

CDHu(7) = | | CDHu(7,7), CDHn=|J CDHu(7)

>0 >0
CDa(7,7) = {(01,...,00) € R",Vk € Z" — {0}, VI € Z, |l + ) _ kicxi]
> y(suplki)™"77},

CD"(T) = U CDn(‘YaT)a CD, = U CDn(T)
¥>0 >0
Pour 7 > 0, CD,(7) et CDH,(7) sont de mesure de Lebesgue pleine,
mais maigres au sens de Baire (pour n > 2 dans le cas de CDH,). Les
translations entiéres préservent les CD,(v,7); on note de la méme fagon

leurs images dans T".
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2.6. Théoréemes de conjugaison locaux sur les tores

Pour @ € T",on note R, la translation § — 6 + a de T". Pour
a € R"on note X4 le champ de vecteurs ) a;d,. On note Diffg°(T™)
I’ensemble des difféomorphismes h de T™ qui sont homotopes & l'identité
et vérifient [(h(6) —6)dm =0

THEOREME.— $oit o € CD,. Tout difféomorphisme f de T™ suffisam-
ment proche de R, s’écrit de facon unique f = Ryoho Ry o h™! |avec
A € T" proche de 0 et h € Diffg°(T™) proche de Videntité.

THEOREME.— Soit « € CDH,.Tout champ de vecteurs X sur T"
suffisamment proche de Xo 8’écrit de fagon unique X = X + hoX,, avec
A € R™ proche de 0 et h € Diffg°(T™") proche de l'identité.

L’application f — (A, k) (resp. X — (A, h)) définie au voisinage de R,
(resp. de X4 ) est une bonne application de classe C* au sens de Hamilton
([Hal],[H10},[Bo)).

Si f préserve la mesure de Lebesgue (resp. si X est de divergence
nulle) la conjugaison h préserve la mesure de Lebesgue, car R, (resp. X4)
est uniquement ergodique (c’est-a-dire la mesure de Lebesgue est 'unique
mesure de probabilité invariante).

De fagon beaucoup plus élémentaire, on a :

PROPOSITION.— Soient « € CDH,, ¢ € C®°(T"), ¢ > 0. Il existe

un unique nombre réel ¢ > 0 et un unique difféomorphisme h € Diff°(T")
tels qu’on ait Y X4 = heXca-

2.7. Forme normale de Birkhoff

Soit F' un difféomorphisme symplectique d’une variété symplectique
(M,w). Un tore T , de dimension k, invariant par F', est dit diophantien
s’il existe a € C Dy et un difféomorphisme h : T* — T tels que hoRgoh™! =
FyT.

Remarques.— 1) Si on remplace h par ho A, A € GL(k,Z), on remplace
par A™la.

318
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2) La 2-forme h*(w;T), étant invariante par la translation ergodique
R,, est a coefficients constants. Si la forme symplectique w est exacte (par

exemple M = T*V'), on doit avoir h*(w;T) = 0; ceci implique k¥ < 1 dim M.

Soit T un tore invariant diophantien lagrangien.

PROPOSITION.— Pour tout n > 0, il eziste un plongement sym-
plectigue H d’un voisinage de T" x {0} dans T" x R" dans M tel que
H(T" x {0})=T et

H Y oFoH(8,r) = (0 + Xm: li(r) + a,r) +O([r[|™ ),

ot, pour 1 < ¢ < m, l;(r) est une application polynimiale homogéne de
degré i de R™ dans R" de la forme Di; (ot I; est un polynéme homogéne

de degré i + 1 dans R™ ).

Remargque.— Si on remplace H par HoT*A, A € GL(n,Z), on remplace I;

par [iot A~1La signature de la forme quadratique [ reste inchangée.

DEFINITION.— On dit que le tore T a une torsion dégénérée, positive,
négative,indéfinie, nul.le, suivant que la forme quadratique I, est dégénérée,
positive, négative, indéfinte, nulle.

Ce qui précéde posséde un analogue pour les champs hamiltoniens:
au voisinage d’un tore lagrangien diophantien invariant,un champ hamil-
tonien est approché ,a un ordre arbitraire, par un champ hamiltonien

complétement intégrable.

2.8. Théorémes KAM

Nous renvoyons a [Bo] pour un exposé trés complet et une bibliographie
trés détaillée sur les différentes variantes de théoremes KAM. Nous nous

contentons ici d’en citer une.

THEOREME.— Soient (M?" ,w = dv) une variété ezacte symplectique
et Fy un diffécomorphisme ezact symplectique de (M,w). Soient a € CD,

et ho : T" — M un plongement (automatiquement lagrangien) tels que
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To = ho(T™) soit invariant par Fy et qu’on ait :
hoo Ry o hy' = Fy[Ty.

Pour tout diffécomorphisme ezact symplectique F suffisamment proche de
Fy, 1l existe un plongement (lagrangien) hp : T" — M, proche de hy, tel
que Trp = hp(T™) soit invariant par F et qu’on ait

hp o Ryohp' = Fig,.

L’application F' — hFr est une bonne application de classe C™ au sens
de Hamilton.

3. UN CONTRE-EXEMPLE AU C*-CLOSING LEMMA POUR
LES CHAMPS HAMILTONIENS

3.1. Le ”closing lemma”

Etant donnés une variété M et un difféomorphisme f de M ( ou un
flot (f*)ser associé & un champ de vecteurs X), on dit qu’un point z € M

est (positivement) récurrent si
- s _
Liminf d(f*(z), z) = 0.

Le probléme du ”closing lemma” est le suivant : peut-on perturber f
(ou X) de maniére que le point z devienne périodique ? Ce probléme se
pose pour les difféomorphismes les plus généraux, mais aussi a l'intérieur
de classes plus restreintes de difféomorphismes ou de champs de vecteurs :
difféomorphismes préservant le volume, difféomorphismes symplectiques,
champs de vecteurs hamiltoniens, difféomorphismes biholomorphes, ...

Les réponses a ces questions dépendent de fagon essentielle de la topolo-
gie dans laquelle sont permises les perturbations. En ce qui concerne la
classe de tous les difféomorphismes, la réponse est trivialement positive en
C°-topologie; en C'-topologie, la réponse est encore positive, mais c’est
un théoréme difficile de Pugh ([Pu]). En C2-topologie, Gutierrez [Gu] a

construit un champ de vecteurs sur T? possédant un point récurrent = # 0
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qu’on ne peut rendre périodique par une C%-perturbation & support com-
pact dans T2—{0}. La question est totalement ouverte pour la C2-topologie
sur une variété compacte.

Le résultat de Pugh a été étendu a la classe des champs de vecteurs
hamiltoniens par Pugh et Robinson ([P-R]) : si z est récurrent pour le
champ hamiltonien Xpg,, on peut perturber Hy dans la C2-topologie en un
hamiltonien H tel que z soit périodique pour X .

L’exemple ci-dessous a été introduit par Zehnder ([Z1]) pour mon-
trer qu’ une surface d’énergie compacte d’'un hamiltonien ne contient pas
nécessairement d’orbites périodiques. Herman a démontré que ce méme
exemple fournit un contre-exemple au ”closing lemma” en topologie C* (k

assez grand), dans la classe des champs de vecteurs hamiltoniens.
3.2. Soient a € CDH3,_1, et A une matrice antisymétrique dans GL(2n,R)
de la forme :

B ‘'a
A—(_a 0) , BeM(2n-1,R).

Munissons T2"~! x [—§, 6] de la forme symplectique constante w4 associée
3 A (cf. 2.3).

Posons Hy(6,7) = r. Sur chaque surface d’énergie {r = o}, le champ
hamiltonien X g, coincide avec le champ de vecteurs constant X, sur T2"~1,

Considérons maintenant un hamiltonien H € C*®(T?"~! x [-§,6)]),
C-proche de Hy et ro € [~6/2,6/2]. La surface de niveau {H = ro} est
le graphe T d’une fonction ¥ € C®°(T?"~1 [-§, §]).

Posons K(6,r) = r — 9(6), de sorte que T = {K = 0}. Les champs
Xy et Xk sont colinéaires sur T'.

Le champ Z = —BVgy + X, sur T?2"~! est la projection de X /T.
Comme B est antisymétrique, Z a une divergence nulle. Comme Z est

proche de X,, on peut ’écrire (cf. 2.6)
Z =Xx+ hiXq,
ot h € Diffo(T?"~!) préserve la mesure de Lebesgue.
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Oron a

/de =qa= /h*Xadm,

Le champ X sur T est donc conjugué a X,; d’apres 2.6, le champ
Xpg sur T est conjugué a X,, pour un certain ¢ proche de 1.

Ceci démontre le :

donc A = 0.

THEOREME ([H1], [H2]).— Pour tout hamiltonien H suffisament proche
de Hy, et toute surface d’énergie {H = 1o}, |ro| < 6/2, le chamyp de vecteurs
Xy sur {H = o} est conjugué @ un champ diophantien X .o, ¢ > 0. En
particulier, la région {|H| < §/2} ne contient pas d’orbites périodiques de
Xy.

Remarques.— 1) On peut plonger I’exemple précédent dans T?", puis écla-
ter symplectiquement des points de T2", pour obtenir une famille dénom-
brable de variétés symplectiques compactes sur lesquelles se produit le
phénomeéne précédent. On ne peut cependant plonger cet exemple dans une
variété symplectique exacte (cf. 2.7), sauf si n = 1. Le ”"closing lemma”
pour les champs hamiltoniens sur un fibré cotangent (par exemple) demeure
une question ouverte.

2) En prenant @ € CDHz,-1(0), il suffit d’exiger dans le théoréme
précédent que H soit C*-proche de Hy, pour tout k donné > 2n.

3) On verra au prochain paragraphe une illustration plus subtile de ce

phénomeéne de rigidité du nombre de rotation.

4. TORES INVARIANTS DE CODIMENSION 1

4.1. Le théoréme du tore translaté ([H7])

Pour n > 1,6 > 0, on pose B® = T" x R, B*(§) = T" x [—6,+6], et
on note p; : B® — T" et p; : B® — R les deux projections.

Pour (A, p) € B", on note Ry , la translation (6,7) — (6 + A, 7 + p).

Considérons un plongement Fy : B™(§) — B", de classe C°, qui
vérifie Fy(6,0) = (6 + a,0), ot a appartient & CD5.
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THEOREME.— Pour tout plongement F : B"*(6) — B" suffisamment
proche de Fy, il existe une translation Ry, de B", une application 3 €
C>°(T™) de moyenne nulle, et un difféomorphisme h € Diffg°(T™) tels que:
1) le plongement F= Ry, o F préserve le graphe de ¢ ;
2) pour 6 € T", on a

F(6,%(6)) = (£(8),¥(f(8))) avec f =hoRsoh™.

Compléments.— 1) Pour F = Fy,ona A= p=0,9 =0,h =id; pour F
proche de Fp, si l'on exige que A, p, ¢ soient petits et h proche de ’identité,
ils sont uniquement déterminés par les propriétés du théoréme.

2) Le bon cadre (du moins, le plus agréable et le plus flexible) pour
formuler de nombreux théorémes de petits diviseurs est celui de Hamilton
([Hal),[Ha2],[H10],[Bo]) ; il définit des notions de “bon espace de Fréchet”
et de “bonnes applications de classe C”” entre bons espaces de Fréchet, pour
lesquelles le théoréeme d’inversion locale (ou des fonctions implicites) reste
valide (il faut cependant vérifier l'inversibilité de la différentielle sur tout
un voisinage du point considéré). Je renvoie & [Bo] pour de plus amples
renseignements. La démonstration du théoréme, dont nous donnons une
vague indication ci-dessous, montre qu’alors 'application F' — (X, u,9, h)
est une bonne application de classe C* au sens de Hamilton.

3) Fixons 7 > 0,y > 0. Pour tout o' € CD,(v,7), on peut appliquer
le théoréme a R,/ _q,0 0 Fp ; on obtient alors pour F' dans un voisinage Uy

de Fy, Aoty ftaty Yar, har tels que

F(6,%a(0)) = (fo (6), Yo' (far(8))) = (Ao, ),
fa’ = hu’ o Ra' o h;,l.

Les deux faits suivants sont vitaux pour les applications :

— L’intersection des Uy, lorsque o' décrit CD,(y,7), est encore un
voisinage de Fjp.

— L’application o' — (Aa’, fta?, Par, hat) est lisse au sens de Whitney.

Pour démontrer ceci & peu de frais, la remarque suivante de Bost est

fondamentale : considérons la démonstration du théoréme, pour o fixé,
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dans le cadre de Hamilton ; elle fait intervenir de bons espaces de Fréchet
F\,F,,... et de bonnes applications L; : F; — F;,.... Considérant ensuite
o comme un paramétre, remplacons Fy, Fy par Fy = C?(CDyn(v, 1), F1),
F’g = CP(CDn(7,7),F;) et L, par: L : f‘l — F’g. Alors IT’l, ﬁz sont encore
de bons espaces de Fréchet et L, une bonne application, ce qui permet de
conclure.

4.2. Quelques indications sur la démonstration

Soit F} un difféomorphisme de T" x T! = T™*! qui coincide avec Fj
au voisinage de T" x {0}. Posons

Ci = (g € C=(T"), [ pdm =0},
Cy; =C} C C®(T",R"),
Ci={ge€ C°°(T"+‘,R"+1),g/T,,X{O} =0}.

Pour ¢ € C,, définissons

Ky(0,r) = (6,7 + ¢(8)).
Pour ¢ € C,, définissons

Ho(6,) = (84 p(8), 7).
Pour ¢ € Cj3, définissons

7,(6,7) = (6,7) + g(6,7).
Nous voulons montrer que ’application

®:T" x R x C; x Cy x C3 — Diff°(T™*")
(/\,/J,’QL‘,(P,Q)HRA,“OK¢OH¢OJ90F1 OH;I OKJI-)

définie au voisinage de l'origine (0,0, 0,0, 0), est un bon difféomorphisme de
classe C*° au sens de Hamilton d’un voisinage de l'origine sur un voisinage
de Fy dans Diff®(T™*!). 1l suffit pour ceci de vérifier les hypothéses du
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théoréme d’inversion locale de Hamilton. Nous n’indiquons ici que la raison

pour laquelle la différentielle Do® de @ a l'origine est inversible.
Ona
DOQ(’\aﬂ‘;d],‘Pag) = (’\7ﬂ) +go Fi+ 5+ Sa,

$1(8,7) = (¢ o p1 o F1(6,7),0) — D(o,r F1((6),0),
52(07 7‘) = (07 1/" op1 0 Fl(ea T)) - D(O,r)Fl(O') ¢(0))
En posant a(6) = 8,(pz o F1)(6,0), on a :

$1(8,0) = (1(6 + @) — ©(6),0),
$2(8,0) = (0, (6 + o) — a()$(6)).

Donnons-nous 7; € C®(T"!, R"), n, € C®°(T"*!,R), et considérons
I’équation

DOQ()‘a K, TIJ,(P, g) = (7717772)'

On doit avoir

71(6,0) = A + ¢(8 + @) — ¢(6)

ce qui détermine de fagon unique A € R", ¢ € Cs.

On doit aussi avoir

72(6,0) = p + (6 + &) — a(6)1(6)
ce qui détermine de fagon unique g € R,y € C; : on écrit a(f) =

. 0(6)
CEDX

a* #0,b>0,logb € Cy, puis on résout (cf.[HI])
B(6 + a)na(6, 0) — pb(6 + a) = bip(8 + a) — bip(6)a”.

Finalement on doit avoir

go Fi(6,r) = (n(6,r) — 11(8,0),72(6,7) — 12(6,0)),

ce qui détermine uniquement g.

On a ainsi montré que Dy® est inversible.
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4.3. Rigidité du nombre de rotation

Le lemme ci-dessous est une étape cruciale dans ’application du théo-
réeme 4.1 qui sera donnée en 4.5.

Soient 0 < k < n deux entiers, U un ouvert de R¥. Munissons T?"~* x
U d’une forme symplectique constante w ; notons p; : T?2"~% x U — T2n—Fk
la projection canonique.

Soient H € C®°(T?"* x U) un hamiltonien, Xy le champ associé,
AeR™F X\ =3 X0/06;,Y = Xgg + X

Lemme :Supposons que :

1) Y soit tangent au graphe T d’une fonction lisse ¢ de T2"* dans
U;

2) on ait p1+(Y/T) = hi(Xa), ot h est un difféomorphisme homotope
d Uidentité de T2"~* et X, un chamyp constant ergodique sur T2"~%,

Alors A\ — a est w-orthogonal & R?™~* x {0}.

Démonstration. — Identifions T?"~* 3 T?"~¥ x {0} ; posons j(6) = (6, ¥(6)),
wy = w/TZ"_k, wy = j*w.

Comme j est homotope & linclusion : T2"*% x {0} — T?"~* x R*, les
formes w; et w; sont cohomologues ; comme h est homotope a I'identité,
wq et h*w, sont cohomologues. Les formes w; et h*wy sont a coefficients
constants (puisque X, est ergodique) et cohomologues, donc égales.

Posons Y; = p;1+(Y/T). Le champ Y est symplectique, donc iyw est
fermée ; on a j*(iyw) = iy, w2, et cette forme est cohomologue a h*(iy,wz) =
ix,wi. D’autre part iyw = ix,w +ix,w, OU tx,w = dH est exacte, et
J*(ix,w) est cohomologue a 1 x,w:.

Donc ix,w; et ix,w; sont cohomologues ; étant a coeflicients cons-

tants, elles sont égales, ce qu’on voulait démontrer.

4.4. L’hypothése quasi-ergodique

L’hypothése quasi-ergodique est une tentative (désespérée, on va le
voir) d’assurer les fondements mathématiques de la mécanique statistique.
L’hypothése ergodique de Boltzmann (“les moyennes temporelles sont

égales aux moyennes spatiales”), en langage moderne (Birkhoff, Koopman
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[B-K]) signifie que pour (presque) tout hamiltonien propre H sur une variété
symplectique (M, w) et (presque) toute valeur de I’énergie, le champ X est
ergodique sur (chaque composante connexe de) ce niveau d’énergie. Cette
hypothese est mise en défaut par les théoremes KAM : pour un ouvert de
Hamiltoniens H et un ouvert de valeurs de ’énergie, on trouve sur chaque
niveau d’énergie un ensemble de tores diophantiens lagrangiens invariants
de mesure positive.

Au lieu d’exiger que le champ Xp soit ergodique sur chaque com-
posante connexe de presque tout niveau d’énergie, on peut ne demander
que la propriété (considérablement plus faible) suivante : que, pour un en-
semble dense de valeurs de l'énergie, le champ X gy ait une orbite dense
sur chaque composante connexe de ce niveau d’énergie. On obtient ainsi
I’hypothese quasi-ergodique ([Eh],[P]).

Cette hypothése est trivialement vraie si dim M = 2 ; si dim M = 4,
elle est fausse d’aprés les théorémes KAM, puisque les tores diophantiens
invariants séparent la surface d’énergie. Au numéro suivant, nous expli-
querons, suivant Herman, pourquoi, sur certaines variétés symplectiques
(non exactes), il existe un ouvert de hamiltoniens, et un ouvert de niveaux
d’énergie pour lesquels un ensemble de Cantor de tores invariants dio-
phantiens de codimension 1 exclut ’existence d’une orbite dense dans la

surface d’énergie.
4.5. Un contre-exemple a I’hypothése quasi-ergodique ([H7])

Munissons T?" x [—§,+6]? (coordonnées 8, ...603,,71,77) de la forme
symplectique constante w4 associée a une matrice A € GL(2n + 2,R) an-

tisymétrique de la forme :

0 0 0 1

_ 0 B t,B t,@’
A4=1o 5 0 o
-1 -4 0 0

ot Be€ M(2n-1,R),p' € CDyp_q,8 € R*1 3 # 0.
Soit Hy € C*([—6,+6]*) un hamiltonien ne dépendant que de ry,rs.
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On suppose que

Ho(o, 0) = 3,1 H()(O, 0) = 0,
arzHO(Ov 0) # 0 7é 631H0(070)

THEOREME.— Soient H € C®(T?" x [—6,+6]?) un hamiltonien suf-
fisamment proche de Hy, et b une valeur de l'énergie proche de 0. Le champ

XH, sur la surface d’énergie {H = b} préserve un ensemble de Cantor de

tores diophantiens de dimension 2n, qui sont C* voisins de T?" x (0,0).

Esquisse de démonstration.— 1) On choisit ¥ > 0,7 > 0 de facon que
s = 0 soit point de densité de I’ensemble des s € R tels que B’ — s €
CDyna(7,7).

2) La surface d’énergie {H = b}, au voisinage de T?" x (0,0), a pour
équation

K(0,r1,m2) =72 —n(6,r1) = 0.

Les champs X, X sur {H = b} sont colinéaires. La projection sur {r; =

0} de X est le champ Z sur T?" x [—¢, +¢] (0 < € < §) défini par :
Z = (1’ —Bvoﬂ - ﬂarln + ﬂ'a (ﬂ, VOTI))

Le champ Z est une petite perturbation C*> du champ constant horizontal
(1,4',0).

Le temps un du flot de Z préserve {6; = 0} et y induit un difféomor-
phisme qu’on notera F'.

On identifie T?"~1 x R a {0} x T?"~! x R.

3) Pour A € [-1,+1]*""!, notons Z, le champ Z + (0, ,0) et F) la
restriction a T?"~! x R du temps un de ce flot.

Fisons r; proche de 0 et s proche de 0 tel que @ = f'—fs € CD3p—1(7, 7).
D’apreés le théoréme du tore translaté (4.1), il existe A(A) € R?"™1 u()\) €
R tels que B = RA(0),u(n) © Fx préserve le graphe d’une fonction lisse de
T2"~1 dans R, de moyenne r;, et y soit C*°-conjugué a la rotation R,.

4) On vérifie aisément que A — A()) est un difféomorphisme au voisi-
nage de lorigine, et qu’il existe donc un unique A\g = Ao(ry,s) tel que

A(X) = 0.
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On a|02 1(6,0)| > k > 0 ; on peut donc choisir r; = r;(s) de fagon que
Xo(r1(8), 8) soit (euclidiennement) orthogonal a §.
5) Montrons que p(Ao(r1(s),s)) = 0.

Soit w4 la forme symplectique constante sur T?"~! x R associée a :
B -p
, —
A= ( e ) .

Le difféomorphisme F= Fy(ri(s),s) €8t exact symplectique (6, est le para-
métre d’une isotopie hamiltonienne reliant I'identité & F). Si d est la
forme volume associée & w4, la forme F*Q — Q est exacte. Mais alors, un
tore translaté est en fait invariant.

6) Montrons finalement que Ag(r1(s),s) = 0. On applique le lemme
de rigidité (4.3) 8 Y = Zjx,(r,(s),s) : On conclut que le vecteur (1,a) —
(0, Ao(r1(8), 8)) est w4-orthogonal & R®" x (0,0), donc combinaison linéaire

de (1,8') et (0,8). Donc Ag(r1(s),s) et B sont colinéaires. Comme il sont

aussi orthogonaux, Ao(r1(s),s) =0.

4.6. Tores invariants de codimension 1 dans un cadre non hamil-

tonien

4.6.1. Courbes non planaires
Soit ¢ : [-6,+6] — R™ une application de classe C*°. On munit R
de la norme euclidienne. Soient 0 < a < 5. On dit que ¢ est (a,b) non
planaire si, pour |z| < §,v€S™ ! ona:
a< sup [(v, Dig(e))] < b
1<5<
En particulier, pour tout z € [—6,+6], les vecteurs Dy(z),...,D"p(z)

forment une base de R™.

Ezemple.— (t) = (¢,t2,...,t").

De nombreux mathématiciens russes, autour de Sprindziik, se sont
intéressés a la question de savoir quelles approximations diophantiennes
vérifient presque tout point d’une courbe non planaire. Nous n’avons ici

besoin que du résultat élémentaire suivant, di & Pyartli ([Py]).
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PROPOSITION.— Soit 7 > n2 — 1. Ii eziste une constante C =

C(a,b,7,8) > 0 telle que, si ¢ : [-6,+6] — R" est (a,b) non planaire,
on ait :

m{z € [-8,+8], ¢(z) ¢ CDa(y,7)} < Cy/™.

Remarque.— Sprindziik conjecture (lorsque ¢ est analytique) que l'estima-
tion précédente vaut encore pour tout r > 0. Méme obtenir + = o(n?)
semble difficile !

4.6.2. Considérons un plongement Fy de B"(6) dans B™ (cf. 4.1) de la
forme

Fo(6,7) = (6 +£(r),r).
Supposons que, pour certaines constantes 0 < a < b, Papplication ¢ soit
(a,b) non planaire.

Fisons 7 > n?—1et 4 > 0 suffisamment petit. Soit F : B"(6) — B™ un
plongement proche de Fy. Appliquons le théoréme du tore translaté : pour
@ € CDu(v,7) et r € [-6/2, +6/2], il existe une translation R(r,a),u(r,0)
de B™ et une fonction 1 sur T" de moyenne r telles que Rx(r,a),u(r,0) © F
préserve le graphe T, , de ¢ et y soit conjugué a R,.

Pour F' = Fy, on aurait yg(a,r) = 0, Ao(a,r) = a—£(r). L’application
(a,r) — Ma,r), définie sur CDn(v,7) x [-6/2,6/2], s'étend en une appli-
cation de classe C* de R™ x [~§/2,6/2] dans R" (cf. 4.1), C*®-proche
de Xg. L’équation A(a,r) = 0 définit alors implicitement une fonction
lr :[-6/2,6/2] - R™, telle que A(€p(r),r) = 0. La fonction £p étant C"
proche de £, elle est (a/2,2b) non planaire.

Sirg € [~6/2,+6/2] est tel que Lp(r) € CD,(y,7), le tore Ter(ro),ro
est verticalement translaté par F ; ceci se produit, d’apres la proposition

4.6.1, pour un ensemble K de valeurs de ry qui a une grande mesure relative
(pour 7 petit) dans [—§/2,6/2).

4.6.3. Difféomorphismes préservant le volume

Dans la situation précédente, supposons que F préserve le volume df) =
d(rd6, A ... AdB,), et que le lux de F soit nul, c’est-a-dire que la forme
F*) — Q soit exacte. Chacun des tores translatés doit alors étre invariant.
On obtient donc :
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THEOREME ([H7]).— Pour tout plongement F : B*(§) — B", préser-
vant le volume, de fluz nul, suffisamment proche de Fy, il existe un ensemble
de Cantor K C [—6/2,6/2), de mesure positive, et une application r — 3,
de K dans C°(T") tels que :

(i)Vre K, / Yrdm =r; |Dy,.|| <e;
Tn

(i1) Vr € K, le graphe de 3, est un tore diophantien T, invariant par
F;

(iii) Vunion des T, est de mesure de Lebesgue positive dans T™ x R.

L’existence de ces tores invariants de codimension un, lorsque n = 2
et F est analytique, a été démontrée par Cheng et Sun ([C-S]). Un résultat
similaire semble avoir été obtenu indépendamment (mais postérieurement)

par De la Llave. Le résultat plus général et plus précis ci-dessus est di a
Herman ([H7]).

4.6.4. Plongeons T" x [—6,+6] dans un ouvert de carte d’une variété
compacte arbitraire M"*!. Considérons un difféomorphisme Gy de M™+!,

dont la classe d’isotopie peut étre prescrite arbitrairement, qui coincide avec
36 36
77
Pour tout difféomorphisme G dans un voisinage U de Gy dans Diff (M),

Fy sur T™ x [— ] Observons que T™ x {0} sépare M.

nous avons la remarquable alternative suivante :

— Soit G laisse invariant un ensemble de Cantor de tores invariants,
dont 'union est de mesure de Lebesgue positive, sur lesquels il induit des
rotations diophantiennes.

— Soit G n’est pas transitif par chaines, c’est-a-dire qu’il existe des
points z,z' de M qui ne sont dans la méme orbite d’aucune C°-perturbation
de G.

Si la perturbation G préserve une mesure de probabilité y chargeant
tous les ouverts, le second terme de l’alternative ne peut se produire. Ob-
servons qu'’il est essentiel de considérer un voisinage de Gy dans la C®°-
topologie : Oxtoby a en effet montré ([O]) que, dans le groupe Homeo, (M)
des homéomorphismes d’une variété compacte M préservant une mesure de
probabilité u (sans atomes, chargeant tous les ouverts), la propriété d’avoir

une orbite dense est générique au sens de Baire.
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Dans le cas ou la mesure p est équivalente a la mesure de Lebesgue,
'union des tores invariants est une partie de p-mesure positive sur laquelle
tous les exposants de Lyapunov de G sont nuls : ceci donne un contre-

exemple a une conjecture de Pesin ([Pe]).

5. GEOMETRIE ET DYNAMIQUE DES TORES INVARIANTS
LAGRANGIENS

5.1. Le premier théoréme de Birkhoff

Soit F' un difféfomorphisme exact symplectique, fortement monotone
de A™ (cf. 2.4). Un relévement F de F a R™ x R™ s'écrit

F(6,r) = (8,R) = (8 + v1(6,7),02(6, 7)),

ol @1, 2 sont Z"-périodiques en 6.
Ecrivons F*v—v = dH , et choisissons 6, © comme coordonnées globales
sur R" x R™ ; la fonction H, définie a une constante additive pres, s’appelle

la fonction génératrice de F. Elle vérifie
H6+kO©+k)=H(6,0), keZ"

0sH(0,0) = —r
0oH(6,0) =R.

F(6,r) = (©,R) < {
DEFINITION.— On dit que F (ou F) est globalement positif si H vérifie
lune des conditions équivalentes suivantes :

(i) H est minorée :

(ii) V6 € R*, © — H(6,0) est minorée :

(iii)) VO € R*, 6 — H(6,0) est minorée :

iv lim ©—6|"1H(,0) = +oo.

(), lim 061" H(5,0)
DEFINITION.— Le graphe d’une application 3 € C°(T",R™) est dit
C°-lagrangien s’il existe c € R™, n € C(T™) tels que 3 = c+dn (de fagon
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équivalente, si v, vue comme section du fibré cotangent T*(T™), est fermée

au sens des distributions).

THEOREME ([H6)).— Soit F un difféomorphisme globalement positif de
A™. Supposons que F préserve le graphe C°-lagrangien d’une fonction ¥ €
C°(T",R™). Alors ¢ est lipschitzienne ; de plus, s1 on pose f‘(ﬂ, ¥(0)) =
(©,%(0)), on a, pour presque tout § € T" :

Dy(8) 2 —5H(8,0),

Dy(©) < 93H(6,0)

relation d’ordre entre matrices symétriques).
Y q

Esquisse de démonstration.— Posons $(8) = (c,8)+n(8) (cf. déf. ci-dessus)

et notons f I’homéomorphisme de R" tels que
F(8,%(6)) = (£(6), $(f(6))-

Posons K(6,0) = H(6,0) + $(6) — $(0©).
Ona
0pK(6,0) =0 <> O = f(6) <= 0o K(6,0) =0.
Comme ||6—10i|fr—lv+oo K(©,6) = +00, la variété critique {© = f(6)} réalise le
minimum de K. Les distributions 6 — 65Kle=f(0) et © — 0§K|9=f_1(e),

3 valeurs dans les matrices symétriques, sont donc positives. Le théoreme

en résulte.

5.2. Deuxi¢me théoréme de Birkhoff (version perturbative)

La grassmannienne lagrangienne A(n) de C* = R" @ :R" ~ T*R"
s'identifie & U(n)/O(n), le point base étant le sous-espace horizontal ho =
R™ x {0}. L’application 6 : U(n)/O(n) — S*

6:u s (detou)?
induit des isomorphismes : m;(A(n)) = m1(S?), H(S',Z) — H'(A(n), Z).
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DEFINITION.— Soit j : N — A™ une immersion lagrangienne. L’in-
dice de Maslov de (N,j) est la classe J*(t) € HY(N,Z), ou 7 est le
générateur canonique de H'(A(n),Z) et J : 2 — Tj(T,N) est Uapplication
de N dans A(n) déduite de j.

THEOREME (Viterbo [V]).—Un tore lagrangien plongé homotope d {r =

0} dans A™ a un indice de Maslov nul.

DEFINITION.— Soit f une application continue d’un espace métrique
(X,d) dans lui-méme. Un point z € X est récurrent par chaines si pour
toute > 0 sl exssten > 0 etz = zg,21,...,2, = @ tels que d(fz;,zip1) <€
pour 0 £ ¢ < n. L’application f est récurrente par chaines si tout point est
récurrent par chaines.

Pour R > 0 posons A®(R) = T" x [-R, +R]".

THEOREME ([H6)).— Soit L(6,7) = (6 + £(r),r) un difféomorphisme
symplectique complétement intégrable de A™(R). On suppose que DE(r) > 0
pour tout r € [-R,+R]".

Soit ¢ > 0. Tout plongement symplectiqgue F : A"(R) — A", C!
suffisamment voisin de L, a la propriété suivante : s N C A™(R) est
une sous-variété compacte, conneze, lagrangienne, d’indice de Maslov nul,
invariante par F, et s1 F/N est récurrent par chaines, alors N est un tore,
graphe d’une application ¢ € C*(T",R") vérifiant || Dy|| < e.

Le point crucial de la démonstration est le suivant : notons L: A"(R)x
K(n) — A™(R) x K(n) (on K(n) est le revétement universel de A(n))
Papplication déduite de TL ; si (z,?z) € A™(R) x K(n) est récurrent par

chaines pour une petite perturbation C° de E, alors la projection de h dans

A(n) est proche du plan horizontal hg.

Pour des généralisations non perturbatives du deuxiéme théoreme de

Birkhoff, voir [Bi],[B-P2],[Pol].
5.3. Dynamique générique ([H5])
Considérons comme précédemment, un difféomorphisme symplectique
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complétement intégrable de A™”(R) :
L(8,7) = (6 + £(r),7)

et supposons encore qu’on a D{(r) > 0 pour tout r € [-R,+R]".

Pour un plongement symplectique F' : A"(R) — A", C'-proche de
L, notons IT*°(F) 'ensemble des tores invariants lisses diophantiens qui
sont homotopes a {r = 0}. Un tel tore est automatiquement lagrangien
(cf. 2.7) et son indice de Maslov est nul d’apres le théoréme de Viterbo.
D’apres le théoréme 5.2 ci-dessus, il existe donc un voisinage Y de L dans
la. C'-topologie tel que, pour F € U, tout tore T de IT°°(F) est graphe
d’une fonction ¢ € C*°(T",[- R, +R|") vérifiant ||Dyr|| < 1.

Munissons ’espace S des applications lipschitziennes de T™ dans
[-R,+R]", de constante de Lipschitz < 1, de la C°-topologie. L’espace S
est compact. Considérons, via l’application T — ¥, 'ensemble IT*°(F)
comme une partie de S, et notons IT(F') son adhérence dans S. Pour tout
Y € IT(F), le graphe T, de 1 est un tore invariant par F', C°-lagrangien.

Pour tout F' € U, et tout ¢ € IT(F), la restriction F//Ty, est récurrente
par chaines: en effet Ty est limite de tores diophantiens, et la propriété
d’étre récurrent par chaines est fermée.

Pour tout F' € U, et un ensemble résiduel de ¢ € IT(F) :

— lapplication v est de classe C! ;

— la restriction de F' a Ty, est minimale, uniquement ergodique, et son
nombre de rotation est un nombre de Liouville.

Finalement, pour une application générique F' € U, et un ensemble
résiduel de ¢ € IT(F'), la restriction de F' & Ty, a une entropie topologique
nulle, n’est pas mélangeante, est faiblement mélangeante, et son unique
mesure invariante est singuliére et méme supportée par un borélien de di-
mension de Hausdorff 0.

Ces dernieres propriétés, spécialement le mélange faible, montrent com-
bien la dynamique sur le tore générique differe de celle d’une rotation !

Nous renvoyons [H5] pour des propriétés génériques supplémentaires
et pour les démonstrations, qui montrent toute la puissance des méthodes

basées sur la catégorie de Baire.
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Remarque.— Un tore lagrangien invariant par le diffomorphisme symplec-
tique générique d’une variété symplectique M2" peut-il contenir une orbite
périodique? Il est facile de voir que non si n = 1; M.C.Arnaud ([A]) a

prouvé que c’est impossible pour n = 2. La question est ouverte pour
n> 2.

5.4. Torsion indéfinie ([H4))

5.4.1. Les hypothéses sur F' dans les numéros précédents 5.2, 5.3 sont en
particulier satisfaites par tout difféomorphisme symplectique au voisinage
d’un tore lisse invariant lagrangien diophantien, quand la torsion de ce tore
est positive (cf. 2.7) : cela résulte de la forme normale de Birkhoff. Un
énoncé analogue vaut bien siir également lorsque la torsion est négative.
Lorsqu’on perturbe un difféomorphisme complétement intégrable dont

la torsion est dégénérée ou indéfinie, la situation change dramatiquement.
5.4.2. Ezemple
Considérons

L(6:,63,71,72) = (61 + 12,62 + 11,71,72)

F(6,,65,m1,72) = (61 + 12,62 + 71,71 + €p(61 + 72),72),
ou

0<e<<l ¢eC>(ThH, / pdm = 0.
T!

Pour tout o € R, la sous-variété M, = {r, = a} est invariante par F.
Pour n > 0,0n a: F*(6;,62,71,a) = (eﬁ"’, G)g"), Rg"),a) avec
( @ﬁ") = 6; + na

O = 6, +nry + Y (n—i)p(6y +ia)
1

n
R =r +e) o6 +ia)
\ 1

ler cas : 1’équation
P(61 + @) = 9(61) = ¢(61 + )
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admet une solution ¥ € C°(T?), / pdm = 0. Clest le cas (avec ¥ €
T1

C>(T")) si @ est diophantien. Les tores T, d’équation {r; = e9(61) +
¢,r; = a} sont invariants par F' et leur union est M,. Sur T, F est

CP-conjugué a la rotation Rq . si et seulement si I’équation

(61 + @) — n(61) = $(61)
a une solution n € C°(T?).

2e cas : I’équation

P(61 + a) — 9(61) = ¢(61 + a)

n’a pas de solution ¢ € C°(T!). D’aprés Gottschalk et Hedlund , pour
tout (6;,02,71,a) € M,, on a

sup |[R{"”| = +oo.
n>1
Supposons qu’une infinité de coefficients de Fourier de ¢ soient non nuls :

— pour presque tout & € R, M, est union de tores invariants lisses
lagrangiens,

— pour un ensemble G4-dense de a, 'orbite de tout point de Mq n’est
pas bornée.

1l est facile de vérifier qu’aucune inégalité a priori ne peut étre satisfaite
par les tores invariants lagrangiens. En conjuguant F' par un difféomor-
phisme exact symplectique proche de I'identité, on peut obtenir des tores
invariants lisses lagrangiens diophantiens, homotopes & {r; = r; = 0}, qui

ne sont pas des graphes.

5.4.3. Instabilité de la torsion

Si F' est une perturbation d’un difféomorphisme symplectique comple-
tement intégrable L a torsion positive comme en 5.2, 5.3, il n’est pas difficile
de voir que tout tore invariant T' € IT°°(F') a encore une torsion positive ;
c’est en particulier le cas lorsque F' décrit (via la forme normale de Birkhoff)
la dynamique d’un difféomorphisme symplectique au voisinage d’un tore

lagrangien diophantien invariant de torsion positive.
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La situation est radicalement différente si la torsion est indéfinie. Soient
F' un difféomorphisme symplectique d’une variété symplectique (M, w), et
T un tore diophantien lagrangien (lisse) invariant par F. Supposons que la

torsion de F' le long de T soit dégénérée ou indéfinie.

THEOREME.— On peut pertu'rber dans la C*°-topologie, F en un dzﬁeo-
morphisme F de fagon que F préserve un tore diophantien lagrangien T
C>®-proche de T, et que la torsion de Fle long de T ait une signature, non

wdentiguement nulle, arbitrairement prescrite.

On ne sait qu'il est possible d’annuler complétement la torsion par
petite perturbation C°.

5.4.4. Instabilité de la géométrie des tores

Une partie de la pathologie de ’exemple 5.4.2 persiste, sous I’hypothese
de torsion indéfinie, dans un cadre plus général.

Considérons un difféomorphisme symplectique complétement intégra-
ble de A™ L(6,r) = (6 + £(r),r). Supposons que D{(0) soit indéfinie, ou
dégénérée ; soit v € R™,v # 0 un vecteur tel que (v, D€(0))v) = 0.

Quitte a perturber L (parmi les difféomorphismes symplectiques com-
pléetement intégrables), on peut supposer que £(0) € Q", v € Q",

(v, D3f(v,v)) # 0. A changement de coordonnées linéaire et revétement
fini pres, on se rameéne a £(0) = 0, v = (1,0,...,0).
La fonction E(r) telle que DZ = £ satisfait alors :

Z(rl,()) =ard + O(r}), a#0.

Considérons le hamiltonien :

H(,r)= ?(r) — gcos2mb; + Z Birs,
1

ou 0 < |B1],---, |6l le] << 1.
Le champ associé Xy possede n intégrales en involution : ro,...,7,, H.
Lorsqu’on fixe les valeurs 7, = ... = r, = 0 des n—1 premiéres intégrales, et

qu’on fait varier la valeur de la derniére intégrale H, les variétés invariantes
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obtenues sont produit de T"~! (coordonnées 65, ... ,6,) par les courbes de
niveau de la fonction : (6;,r1) — ?(rl ,0)—¢ cos 2m6; +P1r1. On a représenté
les courbes de niveau sur la figure ci-dessous (pour a > 0,8, < 0).

Le temps un du flot de Xy est une petite perturbation F de L (qui cor-
respond a € = f; = ... = ff, =0) dans la C°°-topologie. Le difféomorphis-
me F' posséde des tores invariants lagrangiens lisses diophantiens (pour un
bon choix des $;) qui ne sont pas des graphes, et qui s’accumulent méme,
pour la topologie de Hausdorff, sur un compact invariant qui n’est pas une
variété.

Qui plus est, on peut faire en sorte qu'un tel tore ait a nouveau une

torsion indéfinie, ce qui permet d’itérer la construction précédente...
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