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Séminaire BOURBAKI Juin 1991
43éme année, 1990-91, n° 740

STABILITE PAR DEFORMATION NON-LINEAIRE
DE LA METRIQUE DE MINKOWSKI
[d’aprés D. Christodoulou et S. Klainerman)]

par Jean-Pierre BOURGUIGNON

On doit & Henri Poincaré (cf. [38]) et & Hermann Minkowski (c¢f. [32]
et [33]) la formulation de la Relativité Restreinte comme géométrie d’un
espace vectoriel de dimension 4 muni d’une forme bilinéaire de signature
(= + ++), d’ott le nom d’espace de Minkowski donné & cet espace, et de
groupe de Poincaré* & son groupe d’invariance affine.

La Théorie de la Relativité Générale, introduite par Albert Einstein
dans une série d’articles dont la publication commenga en 1913 (cf. [18])
et culmina en 1916 (cf. [17]), interpréte la Gravitation comme une modifi-
cation de la géométrie locale de ’espace-temps. Elle identifie le champ de
gravitation & une métrique lorentzienne, et les équations d’Einstein, qui
sont les équations de la théorie, égalent une partie de la courbure de cette
métrique (le tenseur d’Einstein, ¢f. 1.3) au tenseur d’impulsion-énergie
qui se déduit des autres interactions qui ont lieu dans ’espace-temps.
Ces équations sont un systéme d’équations aux dérivées partielles non
linéaires du second ordre dont tout covecteur est caractéristique. Il peut
étre rendu hyperbolique par choix approprié de coordonnées. Résoudre

exactement ce systéme est un probléme mathématique ardu.

* Auparavant, pour expliquer les effets de contraction sur les électrons aux
grandes vitesses, Hendrik A. Lorentz avait introduit dans [31] les transforma-
tions de l’espace-temps portant aujourd’hui son nom dont Poincaré montre
dans [38] qu’elles forment le groupe d’invariance de la géométrie pré-citée.

S.M.F.
Astérisque  201-202 (1991)
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J.-P. BOURGUIGNON

Dans R*, toute métrique invariante par translation est une solution
(triviale) de ces équations, et on peut identifier I’espace-temps & I’espace
de Minkowski. Dimitri Christodoulou et Sergiu Klainerman ont donné
en 1989 dans [15] une solution rigoureuse au probléme de la perturbation
de cette solution triviale.

THEOREME (cf. [15]).— Toute donnée initiale de Cauchy suffisam-
ment proche de la donnée triviale de I’espace de Minkowski et fortement
asymptotiquement plate sur R® se développe en une unique métrique
lorentzienne sur R*, solution des équations d’Einstein du vide, qui est

réguliére, compléte et globalement hyperbolique.

L’objet de ce rapport est de présenter ce résultat (en commengant
par les différentes notions apparaissant dans le théoréeme). Cet énoncé
est souvent interprété comme la preuve de la stabilité non-linéaire de la
métrique de Minkowski : “stabilité” parce que la topologie de I’espace-
temps n’est pas modifiée et qu’aucune singularité n’y apparait, et on
ajoute ’adjectif “non-linéaire” pour insister sur le fait que c’est bien le
systeme des éqﬁations d’Einstein que ’on résout, et non pas une version
linéarisée.

Les difficultés pour parvenir au résultat sont assez formidables, et
il faut meéler de facon complexe des estimées analytiques et des idées
géométriques. Comme la preuve, rédigée soigneusement dans [15], fait
pres de 600 pages, dans ce rapport il ne peut étre question que de relever
quelques-unes des idées nouvelles (tant géométriques qu’analytiques) né-
cessaires pour commencer le travail. En fait ce théoreme fournit un
prétexte pour présenter quelques-unes des tendances actuelles les plus
intéressantes de la Géomeétrie Différentielle : outre le passage du local
au global (mentionné ici seulement pour mémoire), I’étude de conditions
asymptotiques sur des espaces non compacts, les propriétés particuliéres
des espaces de basse dimension, la réémergence de la géométrie conforme,
I’étude de singularités, et bien sir les stimulations venant de problemes

de la Physique mathématique.
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(740) STABILITE DE LA METRIQUE DE MINKOWSKI

1. LE CADRE MATHEMATIQUE DE LA RELATIVITE GE-
NERALE*

1.1. Pour nous, un espace-temps désignera une variété lorentzienne (X, )
de dimension 4 ol y est un champ de formes bilinéaires symétriques de
signature (— + ++) supposé suffisamment régulier. Les vecteurs v € TL
tels que g(v,v) > 0 sont dits de type espace, ceux tels que g(v,v) =0 du
type lumiére (on dit aussi isotropes), et ceux tels que g(v,v) < 0 du type
temps. De la méme facon, une courbe sera dite causale si son vecteur-
vitesse est du type temps ou lumiére, une hypersurface M C ¥ du type
espace si tous les vecteurs (non nuls) de TM sont du type espace.

Pour que ¥ puisse modéliser un espace-temps, nous supposerons que
Y est orientée et temporellement orientée. Sur une telle variété nous par-
lerons d’une courbe causale (identifiée & la trajectoire d’un observateur)
orientée vers le futur (resp. orientée vers le passé) si son vecteur-vitesse a
une orientation temporelle positive (resp. négative) ou est adhérent & des
vecteurs ayant une telle orientation. Pour écarter aussi d’autres patholo-
gies de nature causale, nous ne considérerons que le cas ou ’espace-temps
(3, 7) est globalement hyperbolique, i.e. nous supposerons qu’il existe dans
¥ une hypersurface M qui n’est coupée qu’une seule fois par toute courbe

causale. Ceci signifie en particulier que ¥ est difféomorphe & M x R.

1.2. D’un point de vue tensoriel, la géométrie lorentzienne se développe
de facon tout a fait parallele & la géométrie riemannienne. Aussi les nota-
tions que nous introduisons maintenant valent aussi bien pour les variétés
riemanniennes (qui apparaitront dans la suite) que pour les variétés lo-
rentziennes. Dans un espace-temps (X,7), il existe une et une seule
dérivation covariante V7 qui soit métrique et sans torsion comme la
dérivation covariante de Levi-Civita sur une variété riemannienne. Nous

notons RY la courbure de Riemann-Christoffelde V? (rappelons que, pour

* Les introductions a la Relativité Générale accessibles & un mathématicien
sont nombreuses, par exemple [22], [34], [39], et aussi [44] qui vieillit bien.
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pPEY, u,v,weETL,

R (u,v)w = V}(VIW) = VI(VIW — V[A’U’V]W
ou U, V et W désignent des extensions au voisinage de p de u, v et w
respectivement). Nous notons Ric” la courbure de Ricci de v obtenue &

partir de R” en prenant la trace de la fagon suivante
Ric”(u, v) = Trace (w — R (w, u)v) .

Nous notons enfin Scal” = Tr,Ric” la courbure scalaire de v qui est la
trace de Ric” par rapport a 7.
Toutes les intégrations que nous aurons a faire sur ¥ seront faites

par rapport & la mesure canonique v., définie par la métrique ~.

1.3. Les équations d’Einstein sont des équations intrinséques qui s’écri-
vent alors

(1.4) Ric” — % Scal”y =8rT

ou le membre de gauche est le tenseur d’Finstein de v (qui ne dépend que
de la géométrie), et ou T' désigne le tenseur d’impulsion-énergie déterminé
par le contenu physique de ’espace-temps. Dans le cas d’un champ
électromagnétique par exemple, représenté par une 2-forme différentielle
extérieure w, le tenseur impulsion-énergie T* s’écrit T = w.,w — %|w|,27 07
(o ., désigne le produit une fois contracté utilisant la métrique lorentzi-
enne 7y et | |, la norme déduite de ). Dans le cas du vide, nous avons
bien évidemment T = 0, et les équations d’Einstein prennent une forme
plus simple puisqu’en prenant la trace de (1.4) nous obtenons Ric” =0 :
les espaces-temps vides sont donc les espaces-temps & courbure de Ricci
nulle. Une des approches possibles des équations d’Einstein du vide (due
a David Hilbert, cf. [24]) est de les considérer comme 1’équation aux vari-
ations & support compact de la fonctionnelle v +— S(y) = [; Scal” v,

(souvent appelée potentiel de gravitation de 1’espace-temps).
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(740) STABILITE DE LA METRIQUE DE MINKOWSKI

1.5. Dans ¥ = R* rapporté au systéme global de coordonnées linéaires
(t,z,y, z), la métrique de Minkowski s’écrit € = —dt?+dz? +dy? +dz? (on
notera que (R*%,¢€) est un modele d’espace-temps dans lequel les unités
ont été choisies de telle sorte que la vitesse de la lumiere soit égale & 1).
On constate trivialement que la dérivation covariante associée a € est la
dérivation ordinaire dans R*, et que la courbure de cette variété lorent-
zienne est identiquement nulle. L’espace-temps de Minkowski est donc
bien une solution globalement définie dans R* des équations d’Einstein
du vide.

Les courbes causales issues d’un point p de 'espace-temps de Min-
kowski remplissent les nappes futures et passées du cone issu de p trans-
laté du cone quadratique défini par la métrique € de sommet ’origine O,
soit CO = {v | v € R%, €(v,v) = 0}. Cette distribution de cones car-
actérise la classe conforme de la métrique de Minkowski, i.e. la détermine

a multiplication prés par une fonction.

L’espace de Minkowski admet le groupe de Poincaré comme groupe
de symétrie : c’est le produit semi-direct du groupe de Lorentz qui est
de dimension 6 par le groupe des translations de R* ce qui porte sa
dimension & 10 (le maximum pour le groupe des isométries d’une variété
lorentzienne de dimension 4). Le groupe des transformations conformes
(quelquefois appelé groupe de Poincaré conforme) est, lui, de dimension
15 et contient en plus les homothéties et les inversions. Une base de son
algebre de Lie est fournie par les champs de vecteurs de R* suivants : les 4
champs de vecteurs constants 9/t (du type temps futur), 8/0z, 8/0y et
0/0z (tous trois du type espace) ; les 6 champs de vecteurs engendrant les
transformations de Lorentz, soit Q.,(= t0/0x + x9/0t), Qys, N+ (dont
le type dépend du point ot on les considere), Q. (= z9/dy — yd/dx),
et encore (), et §,, (tous de type espace) ; le champ de Liouville L =
t0/0t +20/0x + yd/dy + 2 0/0z (de type variable) et les inverses des
translations I;(= 2t L + (22 + y? + 22 — t2) 8/8t) (du type temps futur),
I(= =2z L+ (2® + y?> + 22 — t2) 8/8z), I, et I, (tous trois de type

espace).
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1.6. La fonction ¢ : (R*€) — R est (comme sa dénomination le
suggere) une fonction du type temps ce qui signifie que ses surfaces de
niveau sont du type espace ou que, ce qui est équivalent, sa différentielle
dt vérifie e~1(dt,dt) < 0 (pour une métrique -y, 7~ désigne la métrique
naturellement induite sur les covecteurs en se souvenant que sa matrice
dans un systéme de coordonnées (z*), soit (y#"), est la matrice inverse
de la matrice (7,,) de 7).

Il est utile de donner I’expression de la métrique de Minkowski € en
introduisant les coordonnées sphériques habituelles (r,0, ) sur I’espace
My = {0} x R3 et les fonctions u = ¢t —r et v = t 4+ . Nous avons
€ = —dudv + r%(d6? + sin® 6 dp?). Notons (pour un usage futur) que les
fonctions u et v vérifient I’équation eikonale €' (du, du) = e~ (dv, dv) = 0
(c’est pourquoi on les appelle souvent des fonctions optiques), et aussi la
normalisation €~!(du,dv) = —2. Les surfaces de niveau de u sont les
nappes orientées vers le futur des cones de lumieére et celles de v les
nappes orientées vers la passé des mémes cones.

Il est & noter que les sphéres pour la métrique euclidienne e, sur M,
centrées en O; € M, pour t > 0 peuvent étre obtenues comme intersection
des cones de lumiere CO' centrés en Oy € M/, autrement dit comme les
feuilles du feuilletage de codimension 2 défini par la fonction optique u

et la fonction t.

1.7. Revenons a la description d’un espace-temps général. Pour mieux
comprendre la nature des équations d’Einstein, il est utile d’écrire ex-
plicitement ce systéme en ayant choisi un systeéme de coordonnées locales

z*) au voisinage d’un point p, soit
g

3
1 82’7 62’)/ 32,), 827
(7 _ 7¢) loid B - ub - =
(Ric"),, = 5 azﬁ=07 <3IL‘°‘8.’£'B + 92h0z” Oz’ Oz (’)m#é)xﬁ)

3
(18) + Z (F“ﬁa l-\”aﬂ _ Fﬁﬁa Fpau) ,
a,B=0

ol les symboles de Christoffel (I',*,) sont reliés aux coefficients (y,4) de
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(740) STABILITE DE LA METRIQUE DE MINKOWSKI

la métrique par la formule (classique)

_1 23: Oup | O1vs _ v
L 2 = ozv B:n" ozh |

Il ressort de la formule (1.8) que toute direction cotangente  est ca-
ractéristique puisque le symbole principal de ’opérateur qui & une métri-
que lorentzienne 7 associe sa courbure de Ricci Ric” = p s’annule pour
toutes les formes bilinéaires symétriques £ on (ou 7 est une 1-forme ar-
bitraire et o le produit symétrique). Ces directions de dégénérescence
sont la trace analytique de ’action du groupe des difféomorphismes de
I’espace-temps sur ’espace des métriques lorentziennes. En effet la ver-
sion infinitésimale de la relation de naturalité Ric¥™” = ¥*(Ric”) valable
pour tout difféomorphisme 3 dit que, pour tout champ de vecteurs X,
I’image par le linéarisé de la courbure de Ricci de Lx7 est Lxp, donc un
opérateur différentiel du premier ordre dans le champ de vecteurs X.

Cependant, si les coordonnées sont reliées a la métrique par la con-
dition d’harmonicité Zi,ﬁ:o g*PT s = 0 (exprimant que la carte vue
comme application d’un ouvert U de (X,v) dans (R*, €) est harmonique),
alors on voit facilement* que le seul terme contenant des dérivées secon-
des qui reste dans (1.8) est le premier terme dont le symbole princi-
pal s’identifie & —y~1(£,€). Dans un tel systéme de coordonnées, les
équations d’Einstein forment un systéme hyperbolique sous forme dia-
gonale. C’est Yvonne Choquet-Bruhat qui a établi en 1952 (c¢f. [11])
lexistence de solutions locales du probléme de Cauchy (& données sur
une hypersurface du type espace) pour les équations d’Einstein en mon-
trant justement 1’existence de systémes de coordonnées harmoniques et
en s’appuyant sur la théorie des équations hyperboliques mise au point
par Jean Leray (cf. [29]).

Cette nécessité d’imposer aux coordonnées des conditions impliquant

la métrique (qui est l'inconnue) est une des principales difficultés dans ce

* L’idée avait déja été formulée par Einstein.
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probleme. L’autre vient de ce que, pour estimer des quantités vectorielles
ou tensorielles, il est nécessaire d’utiliser un produit scalaire et que celui-
ci est justement défini au fur et & mesure que nous résolvons ’équation.
Ceci impose d’obtenir sur la solution un contréle extrémement strict. Ces
difficultés sont communes aux problémes ayant trait & la courbure de Ricci
(¢f. [8] pour un rapport sur les progrés récents dans le cas riemannien).
La spécificité du probléme lorentzien traité ici est de ne prendre tout son
sens que dans le cas d’un espace non compact, le champ cherché ayant
un comportement asymptotique fixé (cf. 4.).

2. METRIQUES DE SCHWARZSCHILD

2.1. Il y a seulement un petit nombre de familles de solutions exactes
des équations d’Einstein. Elles ont toutes des symétries particulieres ou
se déduisent de métriques spéciales par des constructions géométriques
simples. La premieére famille de ces solutions & avoir été trouvée est celle
des métriques de Schwarzschild €3, introduite par Karl Schwarzschild en
1916 dans [42] pour modéliser le champ de gravitation & I’extérieur d’une
étoile sphérique. Dans les coordonnées déja introduites dans R*, elles

sont définies par

-1
(2.2) €5 = — <1 - 2—’”) de* + <1 - 27"‘) dr® + r*(d6® + sin® 0 d?)

r

oll m est une constante positive ou nulle. Bien siir, €5 = e.

La métrique e,sn est a priori définie sur ¢, = R x (R3 -—Fzm) ou B,
désigne la boule ouverte de rayon r centrée & l’origine de R3.

En fait €5, est aussi une solution des équations d’Einstein dans le
domaine intérieur !, = R x (Ba,, — {0}). La géométrie (lorentzienne)
de cette région differe de celle de ¢, car les courbes du type temps
y atteignent la singularité » = 0 en un temps fini ce qui signifie que
cet espace-temps n’est pas complet (voir 2.4. pour une discussion de ce

point).
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2.3. Les métriques de Schwarzschild ont les propriétés de symétrie sui-
vantes :

- elles sont statiques, i.e. elles admettent un champ de vecteurs de
Killing (nom traditionnel des isométries infinitésimales) du type temps
dont la distribution orthogonale est intégrable. Ce champ est le gra-
dient (pour €5,) de la fonction ¢ (il est méme paralléle pour la dérivation

covariante de Levi Civita de €,) ;

- elles sont & symétrie sphérique, i.e. elles sont invariantes par 1’action
du groupe SOj3 sur les variables spatiales (z,y, z) de R* dont les orbites

sont les sous-variétés a r et t constants.

Ces propriétés les caractérisent comme 1’a établi George D. Birkhoff.

THEOREME (cf. [5]).— Tout espace-temps vide statique & symétrie
sphérique tel que la fonction mesurant aire des sphéres orbites du groupe

SOg3 soit réguliére est un espace-temps de Schwarzschild.

2.4. Mais le phénomene le plus intéressant a trait aux singularités de
ces métriques (pour une discussion historique, cf. [25] pages 231-239).
L’expression (2.2) de la métrique de Schwarzschild €5, présente a priori
deux singularités : 'une pour r = 0, ’autre pour r = 2m. Lorsque
r — 0 dans &¢ , €5,

de courbure tend vers 'infini dans cette limite.

est bien singuliére en r = 0 car la norme du tenseur

La singularité que ’on rencontre pour r = 2m est, elle, seulement
apparente, et n’est qu’une singularité du systéme de coordonnées. Il est

possible de compléter I’espace-temps en une extension maximale £, de
S

m comme cela a été mis en évidence par Martin D. Kruskal dans [28]

€
(pour une discussion détaillée, voir [22]). Comme =5 contient aussi bien
¥¢, que %, les espaces-temps de Schwarzschild (£3,,¢5) ne sont donc

pas géodésiquement complets.

On peut accomplir une partie de cette extension comme suit : en
définissant les coordonnées optiques u =t — r* et v = t 4 r* aprés avoir
posé r* = r + 2m log(r — 2m), on peut introduire deux régions dans

lesquels ’expression de €5 dans les variables (u,7,6,¢p) d’une part et
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(v,r,0,¢) d’autre part s’étend pour toute valeur de r. Dans ces deux
régions, la sous-variété r = 2m joue un rdle spécial : elle permet aux
courbes du type lumiére ou temps de passer de la région r > 2m i la
région r < 2m lorsqu’elles sont dirigées vers le futur dans le premier
cas, et lorsqu’elles sont dirigées vers le passé dans le second cas. Clest
la formulation précise du phénomene de trou noir et de son symétrique
temporel le trou blanc. La surface séparant ces différentes régions (qui
fonctionne comme une membrane semi-perméable) est appelée un horizon
apparent.

2.5. La derniere propriété des métriques de Schwarzschild qu’il convient
de mettre en évidence est leur comportement & ’infini spatial. En effet,
pour tout m > 0, €5, est asymptotiquement plate ce qui signifie que la
métrique riemannienne g,, induite sur les hypersurfaces du type espace
M, = {t} x R3 vérifie, lorsque r — +00, la propriété suivante : il
existe une métrique euclidienne e sur M; telle que g, —e =0(r71) ;1a
différence D9~ — D° des dérivations covariantes de Levi-Civita de g,, et
e est O(r=2) ; enfin la courbure de g,, vérifie |R9|, = O(r=3).

En étudiant le comportement a 'infini, il est aussi possible de don-
ner une interprétation de la constante m qui apparait dans la définition
de €5,. Lorsqu’on considére une géodésique radiale s — (r(s)) de cette
métrique, son comportement pour r assez grand est donné par 1’équation
différentielle d?r /ds? = —m/r?24+O(r~3) analogue & celle d’une particule-
test dans le champ de gravitation newtonien d’un corps de masse m. La
constante m s’identifie donc a la masse de 1’étoile dont nous modélisons
le champ de gravitation*. Nous revenons sur le fait que la constante m

doit étre prise positive dans la section 4.

* Le fait que m semble exprimée dans une unité de longueur tient & nos
choix d’unités.
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3. LES EQUATIONS D’EINSTEIN COMME EQUATIONS
D’EVOLUTION

3.1. Pour étudier le systéme hyperbolique non-linéaire des équations
d’Einstein dans un espace-temps (X,7) supposé globalement hyperboli-
que, il est naturel de considérer le probléme de Cauchy pour des données
non caractéristiques, i.e. sur une hypersurface du type espace. Ce point
de vue a été introduit par André Lichnerowicz (cf. [30]), mais sa systéma-
tisation est souvent attribuée & Robert Arnowitt, Stanley Deser et Charles
W. Misner.

Sur (X, ), prenons donc une fonction du type temps, soit ¢, dont le
gradient pour 7 est noté F, et notons i, : My — ¥ le feuilletage de ¥ par
les sous-variétés des points de date ¢t que nous appellerons un feuilletage
temporel. Notonsencore g, = i;(y) la premiére forme fondamentale de M;
qui est une métrique riemannienne, et k; = —% 1} (L) sa seconde forme
fondamentale. La dérivation covariante de Levi-Civita de g; sera notée
D!, son tenseur de courbure de Riemann-Christoffel R, sa courbure de
Ricci Ric! et sa courbure scalaire Scal’. Nous omettrons de mettre I'indice

0 pour tout ce qui a trait a la date t = 0.

Le feuilletage temporel (M;) permet de construire un difféomorphis-
me de ¥ avec R x M de telle sorte que y = —¢? dt?+g; . Il est traditionnel
d’appeler la fonction ¢;, définie sur M, par ¢; = (—y(F,F))~1/2, le
décalage associé a la fonction ¢ ( “lapse function” en anglais). Il est facile
de voir que k; = —1 ¢! 9g/0t.

3.2. Dans cette approche, il importe de traduire la géométrie de (X, v) en
celle de la courbe t — (gy, k1, ¢;) tracée dans le produit du fibré tangent

de ’espace des métriques riemanniennes sur M par un fibré trivial.

Une partie de cette traduction exprime les équations générales de
structure d’une hypersurface qui donnent les composantes de la courbure
de (¥,7) dans la décomposition TS = R.F @ TM. Les équations de
Gauss proviennent des composantes de R” ne contenant pas F, celles de

Codazzi des composantes contenant F une seule fois. Hormis le tenseur
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de courbure de (X,7), ces deux familles d’équations ne font intervenir
que des quantités définies sur M en termes de g et de k. Une derniére
famille d’équations exprime les composantes de R? contenant deux fois
F. Celle-la fait intervenir le 1-jet de t — k.

3.3. Comme, par les équations d’Einstein, nous ne connaissons que
la trace de R?, il nous faut prendre la trace des équations générales
précédentes sauf pour la derniére qui ne faisait intervenir que Ric”. Les
équations que I’on obtient ainsi peuvent se regrouper en deux familles :

celles de la premiére, généralement appelées équations d’évolution, s’écri-

vent
% — —26k
(3.4) o
57 = ~Ddo + ¢ (Ric' + (Trg ko) — 2ke.g,ke) ;

celles de la seconde, appelées équations de contrainte, s’écrivent

(Sgt kt - d(r.[‘l‘gt kt) =0
Scal’ — |k¢|2, + (Trg ki) =0,

ou 69 désigne la codifférentielle des champs de formes bilinéaires symé-
triques qui est la trace de la dérivation covariante de la métrique g.
Cette terminologie mérite une explication :
- les équations d’évolution déterminent 1’évolution de la courbe
t — (g4, ki) en définissant son vecteur-vitesse pour chaque temps t ;
- les équations de contrainte portent ce nom car on peut montrer
que, si elles sont satisfaites sur M = M, alors elles sont satisfaites sur

M; pour tout ¢ dans le domaine de définition de la courbe t > (gy, ky).

3.5. Arthur M. Fischer et Jerrold E. Marsden montrent dans [19] que
cette approche peut s’interpréter plus ou moins comme la recherche de
géodésiques dans ’espace des métriques riemanniennes sur M avec des
contraintes, d’olt le nom de formalisme hamiltonien quelquefois donné a

ce point de vue.
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Ils en tirent une preuve différente du théoréme d’existence locale
(cf. [20]). C’est cette approche que Klainerman et Christodoulou mettent

en ceuvre dans [15].

3.6. Il est & noter que les équations d’évolution contiennent 13 inconnues
(6 pour g, 6 pour k; et 1 pour ¢) alors que nous n’avons écrit que 12
équations. Il nous reste seulement la liberté de fixer la fonction du type
temps t.

La donnée du feuilletage par les hypersurfaces M; ne définit la fonc-
tion t qu’a un changement de variables au but pres. Il semble a priori
que le choix le plus naturel soit ¢ = 1. C’est celui (habituel en géométrie
riemannienne) qui correspond a prendre I’exponentielle normale & une
hypersurface M comme carte pour un voisinage tubulaire de M. Ici il
faut prendre garde que des équations (3.4) avec ¢ =1 découle

8(Trg, kt)

1
= = [kilg, > 3 (Trg,ke)?

ce qui aboutit & une explosion en un temps fini dés que Trg, k; est positive
en au moins un point de M par le lemme de Gronwall.

Ceci conduit a faire jouer un rdle particulier aux sous-variétés M
dont la seconde forme fondamentale k est & trace nulle (en géométrie
lorentzienne on parle de sous-variétés mazimales, le pendant des sous-
variétés minimales de la géométrie riemannienne). Notons qu’il ressort
de la deuxiéme équation de contrainte qu’une sous-variété maximale d’un
espace-temps vide est nécessairement & courbure scalaire positive.

Christodoulou et Klainerman travaillent avec des sous-variétés maxi-
males ce qui revient a choisir une fonction du type temps particuliére. La
possibilité de feuilleter ’espace-temps avec des hypersurfaces maximales
de type espace, établie dans [2], permet donc de lever I'indétermination
qui demeurait sur la formulation des équations d’Einstein du vide. Dans
la situation qui est la leur, & savoir une perturbation de I’espace de
Minkowski, il convient d’ajouter une condition & l'infini qui rend ellip-
tique le probleme dont la fonction de décalage ¢ est solution. On prend

en général ¢ — 1 a l'infini de ’hypersurface M supposé difféomorphe
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a Pextérieur d’une boule dans R3. Ceci revient & demander que la fonc-
tion ¢ tende vers l’abscisse curviligne des courbes intégrales du champ
de vecteurs F' issues de points s’éloignant indéfiniment dans M. Nous

développons ce point dans la section 4.

PROPOSITION (espace-temps vide & partir d’une hypersurface maxi-
male).— Etant donnée une variété riemannienne (M,g) de dimension 3

et un champ de formes bilinéaires symétriques k défini sur M et vérifiant
les équations de contrainte,

Trgk=0
(3.7) k=0
Scal? = |k|§ ,

résoudre les équations d’Einstein du vide & partir des conditions initiales
(M, g, k) revient d trouver un développement de ces données initiales, i.e.

une courbe t — (g4, ki) et une courbe de fonctions t — ¢, solutions des

équations d’évolution

% — 26k,
(3.8) ok
5 = ~Dd¢ + ¢ (Ric* — 2ky.g,k1) ;

et de léquation

(ot Ag désigne l'opérateur de Laplace-Beltrami d’une métrique g).

L’espace-temps recherché, solution des équations d’Einstein du vide,
feuilleté par des hypersurfaces mazimales, s’écrit (I x M,—¢? dt® + g;)

ou I désigne lintervalle d’existence de l’équation d’évolution.
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4. METRIQUES ASYMPTOTIQUEMENT PLATES

4.1. L’espace-temps vide recherché par Christodoulou et Klainerman est
une perturbation (finie) de 1’espace de Minkowski, mais ils exigent en
plus de lui qu’il soit asymptotiquement plat. Nous avons introduit cette
notion dans la section 2 a propos des métriques de Schwarzschild. En fait
c’est une version un peu plus forte qu’ils utilisent dans leur travail (voir
4.5). Cette restriction est justifiée par les considérations suivantes.

Pour un espace-temps asymptotiquement plat (modélisant un syste-
me isolé), il est possible (aprés Arnowitt-Deser-Misner, cf. [1]) de définir
sa masse*. Par définition un espace-temps asymptotiquement plat (X, )
admet une hypersurface du type espace, soit (M, g), dont une partie non
compacte est difféomorphe par un difféomorphisme v avec ’extérieur
d’une boule dans (R?,e) et y vérifie les estimations suivantes pour tout

champ de vecteurs constant X dans R3 :
[¥*g—ele=0("), |Lx(W"g)le =0(r"?), |LxLx(¥*g)le = O(r~?)
en ce qui concerne sa premiere forme fondamentale g, et

[¥*kle = O(r=2), |Lx(4*k)|e = O(r~?)

en ce qui concerne sa seconde forme fondamentale k. Ces conditions
de décroissance assurent que les tenseurs de courbure de g et de 7 sont
O(r=3) le long de M.

4.2. On définit la masse my d’un espace-temps (X,~) supposé asympto-
tiquement plat en posant

my, = lim i
97 1500 167

/S (6°(4*9) — d(Tre ¥* g))(N) a ,

* 11 peut paraitre paradoxal que dans une théorie de la Gravitation comme

la théorie de la Relativité Générale la notion de masse soit difficile & définir.
En fait la seule notion de masse connue est globale et non additive, et ne

vaut que pour les systemes isolés. La recherche d’une définition de masse qui
soit quasi-locale est toujours un des themes actifs de recherche en Relativité
Générale.
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ou N désigne le champ des normales a la sphere euclidienne S, et a,
son élément d’aire. Il est facile de voir que la masse de la métrique de
Schwarzschild €3, est précisément m.

Il existe d’autres notions de masse en Relativité Générale comme la
masse de Bondi. Elle s’évalue aussi de fagon asymptotique, mais cette
fois le long de 2-sphéres propagées le long de surfaces isotropes.

Une des questions majeures dans la théorie des espaces-temps asymp-
totiquement plats vides ou vérifiant la condition d’énergie positive (i.e.
T(v,v) < 0 pour tout vecteur v du type temps) a été de décider si la masse
était nécessairement une quantité positive. Ce probléme a été résolu par
Richard Schoen et Shing Tung Yau en 1978 (pour un rapport, cf. [26]).

THEOREME (de la masse positive [40], [41]).— Si une variété rieman-
nienne (M,g) de dimension 3 asymptotiquement plate est ¢ courbure

scalaire positive, alors mg > 0 et my = 0 si et seulement si (M,g) est

isométrique a (R3,e).

La preuve contenue dans [40] et [41] s’appuie sur un raisonnement
par ’absurde utilisant les résultats récents sur ’existence de surfaces
minimales stables dans les variétés de dimension 3 & courbure scalaire
positive ou nulle. Dans [45] (rigorisé dans [36]), une preuve constructive
est donnée. Il y est montré que la masse peut s’identifier & 1’énergie (i.e.
l'intégrale de Dirichlet) d’'un champ de spineurs vérifiant des conditions
asymptotiques convenables.

Une conséquence trés importante de ce théoréme est I’impossibilité
d’imposer & un espace-temps vide des conditions de platitude & I’infini

trop fortes sans le réduire a ’espace de Minkowski.

4.3. Suite a4 ’équivalence, habituelle en Relativité, entre énergie et masse,
mgy est quelquefois appelée une énergie ce qui est justifié par les con-
sidérations suivantes.

Il est possible de définir, de fagon analogue & mgy, un moment d
Uinfini P, pour tout espace-temps vide asymptotiquement plat, vivant

naturellement dans le dual de ’algebre de Lie du groupe des déplacements

336



(740) STABILITE DE LA METRIQUE DE MINKOWSKI

de (R3,e), en posant pour tout champ de Killing X
P,(X) = lim 8% /S (*k = (Tre($*k)) €)(N, X) a .

L’existence des limites est une conséquence directe des hypothéses
de décroissance mises dans la définition d’un espace-temps asymptotique-
ment plat, et de la transformation de la différence des intégrales prises sur
des spheres de rayon différent en une intégrale de volume dont I'intégrand
est contrdlé par les équations de contrainte (3.8).

Il est traditionnel de distinguer dans ce moment a l’infini sa partie
linéaire P,f (qu’on évalue contre les champs de vecteurs constants dans R?
qui engendrent les translations) et sa partie angulaire Py (qu’on évalue
contre les rotations infinitésimales de (R3,e)). On regroupe alors m, et
Pf en un quadrivecteur aprés s’étre assuré que les définitions que nous
avons données qui semblent dépendre du choix d’une carte euclidienne a
Pinfini n’en dépendent en fait pas a cause des hypotheses de décroissance
alinfini*. Il est & remarquer que les conditions de décroissance n’excluent
pas des comportements oscillatoires de g et k£ & I'infini & condition qu'’ils
ne soient pas trop forts.

On montre, en utilisant la formulation d’évolution (3.8) des équations
d’Einstein, que dans un espace-temps vide asymptotiquement plat les
conditions de décroissance a l’infini persistent sur les hypersurfaces M;

et que my et P, sont conservés.

4.4. Dans [15], Christodoulou et Klainerman introduisent la définition

suivante.

DEFINITION.- Des données d’espace-temps (M, g, k) sont dites forte-
ment asymptotiquement plates s’il existe un nombre positif m et un dif-

féomorphisme ¢ du complémentaire d’un ensemble compact dans M avec

* Une formulation mathématique intrinséque nécessiterait 'introduction de
champs de vecteurs sur M asymptotiquement de Killing.
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Pextérieur d’une boule euclidienne dans (R3, e) tel que, pour tout champ
de vecteurs constant X dans R3,

. . 2 .
(Lx)'Y*g = (Lx)' ((1 + Tm) e) -I-o(r‘g'_') pour tout 7, 1 <3< 4,

(Lx)p*k = o(r_%_j) pour tout j, 1< j<3.

Il suit trivialement de la définition que, pour des données forte-
ment asymptotiquement plates (M, g, k), alors my et P, (ou v désigne le
développement de (M, g, k)) sont bien définis et que m, = m et P,f = 0.
En fait cette derniére condition distingue un feuilletage temporel maximal

dont la signification physique est d’étre un systéme “ centre de gravité
fixé”.

5. LA GEOMETRIE CONFORME

5.1. Dans cette section, nous rassemblons un certain nombre de faits
ayant trait a des propriétés de la géométrie des espaces-temps qui ne
font intervenir que la classe conforme de la métrique. Ces propriétés
sont importantes du point de vue physique & cause de D’interprétation
d’invariance dimensionnelle des quantités invariantes conformes.

Nous avons déja remarqué que la partie de la géométrie qui n’a
trait qu’aux cones de lumieére ne dépend que de la classe conforme de
la métrique lorentzienne.

Dans les espaces-temps asymptotiquement plats, il est devenu tra-
ditionnel depuis les travaux de Penrose d’ajouter & l’infini une com-
pactification conforme qui pour étre réguliere a ’inconvénient d’exiger
une décroissance de la courbure qui semble plus stricte que ce qu’il est

raisonnable de demander.

5.2. Une partie de la courbure de Riemann-Christoffel R” d’une métrique
7 ne dépend en fait que de la classe conforme de cette métrique.
Pour I'introduire, il est commode de commencer par des considéra-

tions de pure algebre linéaire. Sur un espace vectoriel fixe V de dimen-
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sion n lorentzien (ou euclidien), que nous identifions bien sir & I’espace
tangent en un point d’une variété riemannienne ou lorentzienne, on con-
sidére ’espace RV des tenseurs vérifiant toutes les symétries algébriques
d’un tenseur de courbure. A cause des antisymétries de la courbure et
de la premiére identité de Bianchi, il est maintenant devenu classique
de voir RV comme l'orthogonal de A*V* dans S2A%V*, et donc de con-
sidérer la courbure de Riemann-Christoffel comme un endomorphisme sur
Pespace des 2-formes. Sous I’action du groupe orthogonal (ou de Lorentz),
RV se scinde en trois sous-espaces irréductibles (dés que n > 4), d’ou
la décomposition du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel R” en
R"=8"4+27"+W" ou

i) S7 désigne la composante correspondant & la représentation triviale
qui est la courbure d’un espace & courbure constante ayant méme
courbure scalaire que R, donc un multiple de Idzy ;

il) Z7 désigne la composante correspondant & une représentation iso-
morphe & I’espace S3V des tenseurs symétriques & trace nulle de V
et qui est complétement déterminée par la partie a trace nulle de la
courbure de Ricci (identiquement nulle si la dimension est 2) ;

iii) W7 désigne la composante “restante”, i.e. celle qui est dans le noyau
de la contraction envoyant la courbure de Riemann-Christoffel sur la
courbure de Ricci, appelée courbure conforme de Weyl. Les éléments
de cet espace sont appelés des tenseurs de Weyl. Cette composante
n’existe pas en dimensions 2 et 3.

En conséquence, on peut donc dire que dans un espace-temps vide,
la courbure de Riemann-Christoffel se réduit a la courbure de Weyl.

Le point de vue précédent ne permet pas de voir pourquoi W7 mérite
le nom de courbure conforme*. Pour cela il faut faire un changement de

métrique conforme, i.e. remplacer la métrique v par la métrique a? 7,

* 11 est & noter qu’'Hermann Weyl avait introduit le tenseur qui porte son
nom lors d’une tentative (cf. [44]) d’unification de la Gravitation et de I’Electro-
magnétisme en généralisant la Géométrie Lorentzienne, cadre de la Relativité
Générale, & une Géométrie Lorentzienne Conforme. Cette tentative a avorté.
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ou a est une fonction positive, et constater que W = W , calcul
qui suppose d’évaluer un certain nombre de dérivées et n’est donc pas
purement algébrique*. Notons que cette formule n’est valable que pour
la courbure de Weyl naturellement définie, qui est de type (3,1), et non
pour ses variantes obtenues en contractant avec la métrique ou son in-
verse ; des puissances de a apparaissent alors. De cette propriété découle
évidemment le fait qu’en dimension 4 ou plus, une métrique v est lo-
calement conforme & une métrique plate si et seulement si sa courbure
conforme W7 est identiquement nulle.

5.3. Dans un espace vectoriel orienté V de dimension n muni d’une
métrique lorentzienne 7, une autre quantité géométrique a d’intéressantes
propriétés conformes : c’est I’opérateur de Hodge *., : A¥V* —s AP—FY*
défini, pour @, 3 € AFV* | par

a A (4,8) =77*(a, B) vy .

Lorsque la dimension est 4, %, est un automorphisme orthogonal de
A?V* de carré —Id, donc y définit une structure complexe. (Pour une
métrique euclidienne, * est au contraire une involution qui permet de
définir les notions de 2-forme positive et négative fondamentales dans les
théories de jauge sur les variétés de dimension 4.) En fait |52y« ne
dépend que de la classe conforme de 7.

I1 est possible de définir les tenseurs de Weyl en dimension 4 comme
les éléments de S2A%V* A trace nulle qui commutent & x., , toutes condi-

tions invariantes conformes.

5.4. Il y a une autre fagon de considérer les tenseurs de courbure reposant

encore sur l’exploitation de leur symétries : on peut en effet plonger RV

* Un raisonnement purement algébrique permet cependant de prévoir le

2 . ,
résultat. En effet la fonction a devrait étre présente dans W? 7 par 'intermé-
diaire de son 2-jet qui appartient & S2V, or il n’existe pas d’application équiva-

riante sous le groupe orthogonal entre S2V et espace des tenseurs de Weyl.
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dans S252V* en associant & R € RV I’endomorphisme R : h — R(h)
qui sur deux vecteurs v et w vaut R(h)(v, w) = Z?J=l Rﬁ-kj Bim gF™ v* w?
(cf. [10]).

De cette approche, nous tirons les deux constructions suivantes utiles
pour la preuve du théoréme de Christodoulou et Klainerman (a partir de
maintenant, nous identifions V avec I’espace tangent d’un espace-temps).

Si f est un vecteur tangent (pris du type temps orienté vers le futur
pour représenter le vecteur d’univers d’un observateur), toute 2-forme
w (modélisant un champ électro-magnétique) se décompose en ses par-
ties électrique E et magnétigue B définies respectivement par E* = 1w
et H¥ = if(*w). Par extension, on définit la décomposition électro-
magnétiqgue d’un tenseur de Weyl W relativement a f comme la paire
de tenseurs symétriques 3 trace nulle (EW, HW) avec EV = W(f ® f)
et HY = (xW)(f ® f). On vérifie facilement que f est dans le noyau de
EW et de HW, que ’on peut voir comme portées par 1’espace normal 2
f ; par ailleurs ces formes déterminent W.

A tout tenseur de Weyl W, il est possible d’associer son tenseur de
Bel-Robinson Q%W défini (cf. [4]) par

QW=%(W0W+?W0W).

On voit facilement que Q% € S*V et est & trace nulle comme il est
montré dans [14]. De plus, pour tous vecteurs f; et f» du type temps
futur, on a QW (f1, f2, f1, f2) > 0. Il est & noter que la construction qui
3 un tenseur de Weyl W associe son tenseur de Bel-Robinson Q% est
complétement analogue & celle qui & une 2-forme extérieure w associe
son tenseur d’impulsion-énergie T (cf. 1.3), et cette analogie sera ex-
ploitée ultérieurement ; de plus, si W est pris de variance (3,1), cette

construction ne dépend que de la classe conforme de la métrique.

5.5. La courbure de Riemann-Christoffel RY d’une métrique v quel-
conque vérifie aussi une identité différentielle, la deuziéme identité de
Bianchi, qui s’écrit

dP’R" =0,
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ot dP” désigne la différentielle extérieure des 2-formes & valeurs dans
les 2-formes. Rappelons qu'’il est nécessaire d’avoir choisi une dérivation
covariante pour que cette notion ait un sens (d’ou I’exposant D7), et
notons que d°” n’est pas un opérateur de cobord exact puisque son carré
fait intervenir la courbure de la métrique 7.

Il suit des équations d’Einstein du vide que
d®" (x,R") =0.

Comme la codifférentielle 67 sur ’espace des 2-formes différentielles ex-
térieures s’écrit 67 = — x, od o %, cette condition, combinée avec la
deuxiéme identité de Bianchi, dit que la courbure d’un espace-temps vide
est harmonigue. Elle n’implique pas en général les équations d’Einstein*.
Elle a cependant un double avantage sur elles : elle est un analogue
non-linéaire des équations de Maxwell du vide (qui expriment que le
champ électromagnétique w vérifie dw = 0 et d(*w) = 0) ; elle suit de
dP"W? = 0, car un champ de Weyl W fermé en ce sens est automa-
tiquement cofermé (cf. [7]), ce qui équivaut & dire que x,W est aussi
fermé.

Cette formulation souligne I'importance dans notre contexte de I’opé-
rateur dP” intervenant dans la deuxiéme identité de Bianchi dont Klain-
erman et Christodoulou se servent abondamment. Ils s’appuient notam-
ment sur deux propriétés des champs de Weyl fermés (pour d” 7), liées
aux changements conformes de métriques :

— si W est un champ de Weyl fermé, alors Q" est & divergence nulle

(i.e. 57Q% =0);

— si W est un champ de Weyl fermé, et si ¢ est une transformation
conforme de (X, v) telle que ¢*y = a?y, alors a=! ¢*W est un champ
de Weyl fermé (noter que la dépendance non-linéaire de ’opérateur

dP” par rapport 3 7 intervient ici).

* mais, dans le cas riemannien, elle lui est quelquefois équivalente sous des

hypothéses topologiques globales (cf. par exemple [7]).
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5.6. De plus les conditions de contrainte (3.7) pour des données initiales
(M, g,k) sont conformément covariariantes au sens suivant : pour toute
fonction b positive sur M, § = b*g, k = b=2k sont solutions des deux
preiniéres équations de contrainte exprimées avec DY ; cela permet de
satisfaire la troisieéme, & partir de données initiales qui ne la satisferaient

pas, en prenant b solution de I’équation scalaire
1 -
AIb + gScalgb— |k|§b 5=0,

en prenant des conditions asymptotiques sur b qui garantissent que la

métrique reste asymptotiquement plate.

5.7. Il est aussi utile de voir les champs de 2-tenseurs symétriques comme
des 1-formes & valeurs dans le fibré tangent. Ainsi, sur une hypersurface
M du type espace, il est classique de considérer la 2-forme sur M a
valeurs dans TM, appelée tenseur de Bach, B9 = dP” (Ric? — %Scalg 9),
qu’il est commode de voir (comme M est de dimension 3) comme une
2-forme bilinéaire symétrique. Cette forme est en fait a trace nulle a
cause des conséquences sur la courbure de Ricci de la deuxiéme identité
de Bianchi. La nullité de B9 caractérise les métriques g conformément
plates sur un espace de dimension 3. Ce champ est un autre exemple
de champ conformément covariant, ce qui implique par exemple que le
champ de Bach B9t des métriques induites sur les sous-variétés M, par
une métrique de Schwarzschild €5 s’annule & un ordre beaucoup plus

élevé a l’infini que les dérivées de g;.

6. LES LOIS DE CONSERVATION APPROCHEES

6.1. Le théoreme d’Emmy Noether affirme que toute symétrie d’un
systéeme dont les équations de champ expriment qu’une fonctionnelle est
extrémale donne lieu a une loi de conservation.

En Relativité Générale, un premier exemple d’application de ce théo-

reme (donné par Einstein, cf. [17]) se présente ainsi : I'invariance par
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difféomorphisme du potentiel de gravitation 7 — J5 Scal” v, implique
(6.2) §7(Ric” — % Scal”7) =0 .

Cette propriété (qui suit aussi de la deuxiéme identité de Bianchi) traduit
I'inclusion de I’espace tangent a 1’orbite d’une métrique sous les difféomor-
phismes dans le noyau de la différentielle du potentiel de gravitation sur
’espace des métriques puisque 287 est 1’adjoint de I’opérateur X — £ X7
qui décrit I’action infinitésimale des difféomorphismes.

D’apres les équations d’Einstein, (6.2) implique que le tenseur d’im-
pulsion-énergie T est lui aussi & divergence nulle. Il est possible d’exploi-
ter ce fait ainsi : si X est un champ de Killing de la métrique 7 (i.e. vérifie
Lx7v = 0 ou, ce qui est équivalent, a la partie symétrique de sa dérivée
covariante nulle), alors la 1-forme différentielle i x T est & divergence nulle,
ce qui implique que, si M; désigne le développement d’une hypersurface
de Cauchy M, fM: *g,(ixT) = fM¢ T(X,F)vg, est indépendant de t.
Cette loi de conservation permet une estimation en fonction des données
initiales. C’est précisément de cette fagon, en prenant pour X le champ
de Killing conforme I;, que les estimées L? de décroissance des ondes
électromagnétiques, solutions des équations de Maxwell dans 1’espace de
Minkowski, ont été obtenues par Cathleen Morawetz (cf. [35]). Ce point
de vue est systématiquement employé pour les équations linéaires dans

[14]. Le projet est ici d’en faire une extension non-linéaire.

6.3. Comme nous étudions des espaces-temps vides (i.e. nous prenons
T = 0), les considérations précédentes ne s’appliquent pas telles quelles.
Une des idées importantes de Christodoulou et Klainerman est de sub-
stituer & T le tenseur de Bel-Robinson QW d’un champ de Weyl W fermé.
Ils utilisent la nullité de sa codifférentielle pour déduire des estimations
sur le champ étudié. Pour produire une 1-forme différentielle dont le dual
(par I'opérateur de Hodge) est intégrable sur une hypersurface, il faut le
contracter avec trois champs de vecteurs. Le fait que Q" soit & trace
nulle permet d’utiliser des transformations infinitésimales conformes X,

encore appelées champs de Killing conformes, (i.e. telles que Lx+ est un
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multiple de v ce qui équivaut & annuler la partie & trace nulle de D7X).
Par suite, pour tout champ de Weyl W fermé, et pour tous champs de
Killing conformes X1, X2 et X3, [ M, *ot (tx,1x,ix,W) est indépendant
de t. De plus, si les X; sont de type temps futur, il suit des propriétés de
positivité de QW que l'intégrale sera positive.

Pour mettre en ceuvre ces résultats dans notre probleme, sont encore

nécessaires deux idées supplémentaires que nous introduisons maintenant.

6.4. Il faut d’abord engendrer suffisamment de champs de Weyl fermés
pour obtenir les estimations souhaitées. Christodoulou et Klainerman
ont recours & une modification de la dérivation de Lie £ augmentant sa
compatibilité avec une métrique . Ils donnent de cette dérivation de Lie
métrigue L7 une définition calculatoire*. La propriété fondamentale de
L" est de préserver toutes les quantités intrinséequement définies par la
métrique 7 : ainsi, pour tout champ de vecteurs X, L7y =0, L7*, =0,
L commute aux contractions faisant intervenir v, etc. Il suit que £}
préserve I’espace des champs de Weyl (qui est défini par des conditions
de symétrie et de nullité de contraction) pour tout champ de vecteurs X

ce qui n’était pas le cas de la dérivation de Lie ordinaire Lx.

6.5. Nous pouvons aussi exploiter la covariance conforme de ’espace des
champs de Weyl fermés, mentionnée en 5.6, en remarquant que, si W
est un champ de Weyl fermé, alors L3 W est encore un champ de Weyl
fermé des que X est un champ de Killing conforme. En présence d’un
grand groupe de transformations conformes, ceci permet d’engendrer un
grand nombre de champs de Weyl fermés a partir d’'un. Ainsi sur un
espace-temps vide (X, ), pour tous champs de Killing conformes X1, ...,
X, L',}l ....C}Q W? est un champ de Weyl fermé. On trouve ainsi un grand

nombre de quantités conservées en suivant le développement de données

* mais une définition géométrique conceptuelle s’appuyant sur un procédé

universel de comparaison des bases orthonormées de deux métriques se trouve
dans [9].
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initiales, par exemple
R . . L'Y C'I W‘7
/ *g,lelelX;,Q X477 X5
M,

ou les X; (i =1,2,3,4,5) sont des champs de Killing conformes.

6.6. L’espace-temps vide (X, y) que nous voulons étudier n’a aucune rai-
son d’avoir un groupe de transformations conformes non trivial, mais nous
supposons qu’il est une perturbation de ’espace de Minkowski (R*, €) qui,
comme nous I’avons vu, a un groupe de transformations conformes de di-
mension 15. Ceci garantit que, si nous parvenons a définir sur (3,7) des
champs qui soient proches des champs de Killing conformes X de 1’espace
de Minkowski, leur tenseur de déformation L£x+y sera suffisamment petit.

Il reste alors & remarquer que toutes les considérations que nous
avons développées précédemment en supposant que les champs étaient
des champs de Killing conformes, donc solutions d’une équation ho-
mogene, peuvent &tre étendues sous formes d’estimations & des champs
dont le tenseur des déformations est contrélé. Les lois de conservation
établies auparavant deviennent des lois de conservation approchées, qu’il
convient peut-étre d’appeler des lois de comportement, controlant les
intégrales sur des hypersurfaces du type espace de certaines 1-formes
déduites d’un champ de Weyl W par contraction de son tenseur de Bel-
Robinson avec des champs X approximativement de Killing conformes
en termes d’intégrales dans ’espace-temps de quantités quadratiques en
W et linéaires en Lx7. Il faut trouver des champs dont le tenseur des
déformations décroit suffisamment vite & I'infini pour que les quantités
dont nous étudions le comportement au cours du temps aient leur crois-

sance controlée par leur propre taille.

7. LA GEOMETRIE ISOTROPE

7.1. Pour des raisons physiques évidentes, la structure causale d’un

espace-temps (X, ) est fondamentale. Un sous-ensemble S C ¥ définit
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un sous-ensemble d’influence futur I*t(S) formé de toutes les courbes
causales orientées vers le futur issues de points de S. De la méme facon,
on définit I~(S) le sous-ensemble d’influence passé. Les bords des sous-
ensembles d’influence d’une sous-variété sont des hypersurfaces isotropes
qui sont les surfaces de niveau d’une fonction optique. Les sous-ensembles
d’influence d’un point p € ¥ représentent les cones de lumiere C? issus
de ce point. Si ¥ est feuilleté par des hypersurfaces du type espace M;,
alors, si p € My,, pour t voisin de ¢y, CPUM, est une sphere différentiable.
Inversement, & partir d’une sphére S dans M;, on peut construire les hy-

persurfaces isotropes qui coupent M; suivant S.

Nous avons vu dans ’espace de Minkowski que les notions introduites

précédemment sont définies par des équations algébriques.

7.2. L’approche la plus facile & mettre en ceuvre consiste a travailler avec
les hypersurfaces de niveau d’une fonction optique u et de considérer le
feuilletage de ¥ par des surfaces S;, définies par les deux fonctions ¢ et
u. Ce feuilletage remplace les spheéres euclidiennes, qui étaient les orbites

de Paction de SO3 dans 1’espace de Minkowski.

L’outil de base pour développer la géométrie isotrope est le choix
d’une base du fibré normal a S;, apres avoir constaté que la métrique
sur le fibré normal est de signature (—+). On prend une base de vecteurs
isotropes (J, K) de ce fibré dont les composantes suivant F' (le gradient

de t par rapport & vy) soient 1.

Il devient des lors possible de définir les ingrédients fondamentaux
pour contréler les solutions de ’équation des ondes par analogie avec ce
qui se passe dans ’espace de Minkowski, a savoir la fonction distance r
pour laquelle on pose r = aire(S;,,)/47, une deuxiéme fonction optique
v définissant les cones du passé en posant v = u+ 2, et deux champs de
vecteurs trés importants : ’analogue du champ de Liouville dans I’espace
de Minkowski engendrant les dilatations L = 1(v J+u K), et I'inverse des
translations temporelles I; = 1(v?J + u? K). Pour mémoire, le champ
de vecteurs engendrant les translations temporelles F est relié & J et K
par F = 3 (J + K).
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7.3. On peut aussi raffiner la décomposition de la courbure R” adaptée au
feuilletage de ¥ par les hypersurfaces M; en une décomposition adaptée
aux sous-variétés Sy ,. En contractant R” avec les vecteurs J et K, on
peut définir deux champs de formes bilinéaires symétriques portées par
I’espace tangent & S; , (qui sont & trace nulle & cause de la nullité de la
courbure de Ricci), deux 1-formes différentielles tangentes & S; ,,, et deux
fonctions.

Toutes ces quantités peuvent étre reliées aux expressions de la cour-
bure adaptées au feuilletage M;. L’importance de ce raffinement dans
la décomposition tient aux taux de décroissance & infini différents que

présentent ces différentes composantes.

8. LE THEOREME DE CHRISTODOULOU ET KLAINER-
MAN

8.1. La stratégie de Christodoulou et Klainerman pour prouver leur
théoréme consiste a se donner les instruments de comparaison avec ’espa-
ce de Minkowski, donc & construire
— un feuilletage par des hypersurfaces du type espace maximales,
— les cones de lumiére dans la direction du futur comme surfaces de
niveau d’une fonction optique,
— des champs approximativement de Killing conformes pour déduire
des estimations sur la courbure.

Une fois ces instruments construits, la preuve s’appuie alors sur une
méthode de continuité : apres avoir établi un théoréme d’existence lo-
cale en temps mais globale en espace, on suppose que ’espace-temps
a été défini jusqu’a un temps to, au-deld duquel il ne peut étre pro-
longé sans que des estimations sur certaines quantités géométriques soient
violées. Christodoulou et Klainerman montrent qu’il n’en est en fait rien
en établissant que les intégrales temporelles de quantités faisant inter-
venir le tenseur de Bel-Robinson de dérivées bien choisies de la courbure
R" peuvent étre controlées en fonction de leur valeur pour ¢t = 0 ce qui

produit une contradiction.
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Des difficultés de plusieurs sortes apparaissent dans la mise sur pied
de ce programme. Nous les passons en revue dans les paragraphes qui

suivent*.

8.2. Evoquons d’abord la difficulté liée a la nécessité de travailler
dans des systémes de coordonnées particuliers pour rendre le probleme an-
alytiquement bien posé. L’approche la plus naive consisterait a chercher
a étendre la construction de solutions locales par résolution du probléme
de Cauchy hyperbolique dans des coordonnées harmoniques faite dans
[11] en une construction locale en temps mais globale en espace le long
d’une hypersurface. Malheureusement, Choquet-Bruhat montre dans [12]
qu’une telle approche conduit & une instabilité parmi les espaces-temps
asymptotiquement plats proches de ’espace de Minkowski.

Christodoulou et Klainerman ne travaillent pas dans un systéme de
coordonnées particuliers mais fixent seulement une fonction de type temps
t dont les hypersurfaces de niveau M, sont maximales. Ils adoptent alors

le point de vue des équations d’évolution développé dans la section 4.

8.3. La courbure de Riemann-Christoffel d’un espace-temps vide (X, y) se
réduit & sa courbure de Weyl W7 qui est donc fermée. Si nous possédons
des estimations de W7, les données initiales (g, k, ¢) sur ’hypersurface

(M, g) peuvent s’en déduire par le biais du systeme elliptique

Ric? — k.gk =EW’

dP’k =Hg"Y’
(8.4)
89 =0
Trgk =0

combiné avec I’équation satisfaite par la fonction de décalage ¢. Christo-

* Bien évidemment pour les surmonter, des calculs explicites, longs et (pour
certains d’entre eux) fastidieux, sont indispensables. Il n’est pas possible de
méme en donner une idée dans un rapport comme celui-ci. Le lecteur devra
donc se reporter a [15].

349



J.-P. BOURGUIGNON

doulou et Klainerman établissent les estimations elliptiques sur les varié-
tés de dimension 3 nécessaires pour déduire du controle de W7 celui
des conditions initiales sur (M, g). Ainsi il est possible de contourner le

probléme du choix des coordonnées.

8.5. Pour obtenir les estimations nécessaires sur W7, Christodoulou et
Klainerman s’appuient sur ’analyse détaillée du comportement asympto-
tique des solutions des équations de Bianchi dans ’espace de Minkowski
qu’ils ont faites dans [14], qui est la version linéarisée du systéeme qu’il
faut étudier.

Pour cela il faut disposer d’une action d’un groupe analogue au
groupe de Poincaré conforme. On fait les constructions mentionnées dans
la section 7 sur la géométrie isotrope en partant de I’hypersurface M;_
supposée terminale. Grace a la fonction optique qui doit vérifier des es-
timations treés strictes (dont la vérification prend plus de 70 pages), on
peut construire a partir d’une spheére & 'infini une action du groupe SOj;
dont les orbites sont les intersections des hypersurfaces M; et les cones
de lumieéres orientés vers le passé s’appuyant sur cette sphére qui sont les
surfaces de niveau de la fonction optique, puis finalement étendre cette
action sous la forme d’une action du groupe de Poincaré conforme. Cette
action n’a aucune raison d’étre isométrique ou conforme.

Le contréle des tenseurs des déformations des champs des vitesses
associés a cette action se ramene au controle de la géométrie des hyper-
surfaces M; et C,. C’est 1a qu’apparait une des difficultés techniques
majeures (mais dont la signification physique est considérable), a savoir
la divergence logarithmique des cénes de lumiére. En effet, alors que dans
I’espace de Minkowski, la variable r liée a l’aire des spheéres orbites du
groupe des rotations reste a distance bornée de t sur le céne C,, dans une

perturbation fortement asymptotiquement plate de masse m, nous avons
r—t=-2mlogt+ O(1) .

Ce phénomene est particulier a la dimension 4. Il est directement lié au
fait que le flux d’énergie qui est rayonné a l’infini est non nul. Ce flux

peut se mesurer par la non-ombilicité des surfaces Sy .
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8.6. Les quantités dont la croissance doit étre contrélée font inter-
venir de fagon fondamentale les idées développées dans la section 6 sur
les lois de conservation approchées. La courbure R” de ’espace-temps
vide est un champ de Weyl fermé, et donc le champ de Weyl L3 W"
a une norme controlée par les tenseurs de déformations de X que nous
prenons comme champ de Killing conforme approché. La 1-forme dont

I’estimation s’aveére cruciale est la 1-forme P définie par

. . B LIWY . . . LYLOIWY
P=—i54rin4+rirQ " —if4Fif+FipQ o~ a

LLLLWY 1LIWY

. . . . . . C
— i+ FiL+FiFQ — U+ Fi+Fi+FQ

. . . LYLLTWY
— i+ P4+ FiL,+ FQTFF"

ou 2 désigne un champ de vecteurs défini par ’action de SO3.

\

Les deux quantités numériques cruciales a estimer dans la bande
d’espace-temps étudiée sont Ey = sup, [, *¢, P et By = sup, [ *g,P.
Il est possible de montrer que ces quantités peuvent étre controlées par
une fonction affine d’elles-mémes dont le terme constant est déterminé
par les conditions initiales. Si ce terme est pris suffisamment petit, alors

on arrive a une contradiction.

8.7. Mais il faut aller plus loin et tenir compte du fait que le systéme
étudié est vraiment non-linéaire. En particulier les estimées, qui donnent
la décroissance des ondes dans 1’espace de Minkowski, font maintenant
intervenir des termes d’erreur qui dépendent linéairement des tenseurs de
déformation des champs de Killing approchés et quadratiquement de la

courbure et de ses dérivées.

L’annulation cruciale qui se produit alors est liée & la non-linéarité
tres particuliere des équations d’Einstein qui a pour effet de faire dis-
paraitre les termes a priori dominants (qui demeurent dans d’autres
équations comme celles de I’Elasticité non-linéaire ou celles des Fluides

compressibles). Ce calcul est analogue & des calculs se trouvant dans [27].
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8.8. Terminons cet apercu de la preuve par quelques détails sur la con-
dition de petitesse des conditions initiales (M, g, k) qu’utilisent Christo-
doulou et Klainerman. Elle contient la norme uniforme (& poids) de la
courbure de Ricci, 1a norme H? sur M & poids de la partie seconde forme
fondamentale k de la donnée initiale, et la norme H! sur M (& poids)
du tenseur de Bach BY de la partie premiére forme fondamentale g. Ces
diverses normes sont prises en privilégiant un point p € M et une unité de
longueur particuliers. La mesure finale de la donnée initiale est faite en
prenant la borne inférieure de ces normes sur ces parameétres particuliers,

ce qui fournit une quantité sans dimension.

9. PROBLEMES OUVERTS ET CONSEQUENCES PHYSI-
QUES

9.1. Tres modestement, Klainerman et Christodoulou disent dans l’in-
troduction de [15] que le résultat qu’ils obtiennent est d’une difficulté tres
relative si on le compare aux conjectures qui ont trait a la distribution

des singularités dans un espace-temps.

La notion de singularité ne va pas de soi en Relativité Générale
(cf. [21] et le chapitre 8 de [22]). Un espace-temps peut présenter divers
types d’incomplétude, et il n’est pas slir que les singularités du type
“trou noir” ou “trou blanc” soient les seules qu’il faille répertorier. Le
point de vue intrinséque est suffisamment établi aujourd’hui pour que
les singularités du seul systéme de coordonnées ne soient plus prises en
compte (cf. 2.4). Un critére pour avoir une vraie singularité peut étre
le fait que certaines quantités scalaires formées avec la courbure tendent

vers l’infini.

Méme en se limitant & des singularités “géométriques”, il est néces-
saire de comprendre comment celles-ci apparaissent dans 1’espace-temps.
Stephen W. Hawking et Roger Penrose ont donné des criteres assurant

I’existence d’une singularité, desquels nous extrayons le suivant.

352



(740) STABILITE DE LA METRIQUE DE MINKOWSKI

THEOREME (cf. [23]).— Dans un espace-temps vide globalement hyper-
bolique, toute surface du type espace dont les vecteurs noTmaur isotropes
déterminent une évolution future qui n’accroit pas l’aire a une géodésique

causale incompléte.

Du théoréme précédent suit notamment la persistance de singularités
par perturbation alors que ’on avait cru un moment qu’elles étaient liées

a une trop grande symétrie provoquant une focalisation vers celles-ci.

9.2. Obtenir une description de la fagon dont les singularités apparaissent
en Relativité Générale (classique) est considéré comme un des probléemes
majeurs du sujet. Il existe de nombreuses versions de la conjecture dite
de la “censure cosmique” (cf. [3], [37], [46]), nom générique donné & di-
verses formulations de I’hypothése selon laquelle ce qui a été constaté
sur les métriques de Schwarzschild serait en fait un comportement uni-
versel dans les espaces-temps vides (ou non vides & condition que les
interactions “physiques” qui s’y passent vérifient certaines conditions de
positivité physiquement raisonnables). Nous en formulons une version

dont le contenu géométrique est facile a appréhender.

CONJECTURE (de la “censure cosmique”).— Tout espace-temps vide
présentant une singularité admet une perturbation dans laquelle cette sin-

gularité est entourée par un horizon apparent.

Il n’est pas possible d’énoncer cette conjecture sans laisser la possi-
bilité de perturber ’espace-temps considéré car la métrique de Taub-NUT
(décrite dans [22] pages 170-178) a une singularité “nue” que la conjecture
exclut. Cette métrique est spatialement homogene, et ce haut degré de
symeétrie est censé étre responsable de la singularité de cet espace-temps

vide.

9.3. Une autre partie de [15] a trait au rayonnement de I’énergie gravi-
tationnelle dans les perturbations de I’espace de Minkowski construites.

Cette question est d’un intérét physique fondamental car on ne dispose
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encore aujourd’hui que de trés peu d’expériences mettant en évidence des
phénomenes qui pourraient étre considérés comme de bons tests de cette

théorie. Les tests dont nous disposons sont :

- 'avance du périhélie de Mercure (expérience qui a joué un grand
role dans la reconnaissance de la théorie par un public plus large
que celui des spécialistes),

- la déviation des rayons lumineux dans le champ de gravitation

d’une étoile massive,

- la déviation vers le rouge du rayonnement de certaines étoiles
s’éloignant de notre galaxie.

La détection des ondes gravitationnelles qui sont prévues par la
Théorie de la Relativité Générale (cf. [6]) en serait une vérification sup-
plémentaire. Cette théorie prévoit que ces ondes se déplacent & la vitesse
de la lumiére, et sont transversales et portées par un champ de formes
bilinéaires symétriques a trace nulle. La dualité onde-particule ameéne 3
associer une particule a ces ondes, le graviton de spin 2 (en effet, en dimen-
sion 4, le complexifié de 'espace S2R* des formes bilinéaires symétriques
a trace nulle sur R* est isomorphe au complexifié de ATR* ® A~R*,
or ATR* ®g C = §25% ou S* désigne I’espace des demi-spineurs). La
recherche de ces ondes a fait I’objet de plusieurs tentatives jusqu’ici in-
fructueuses (cf. [16] et [43] pour des rapports sur ces tentatives). Le fait
de pouvoir embarquer du matériel expérimental & bord de satellites offre
évidemment de nouvelles perspectives. Il est donc trés important de pou-
voir disposer d’une bonne prédiction de ces ondes. H. Bondi a développé
une théorie sur leur propagation que Christodoulou et Klainerman jus-
tifient dans le cas des espaces-temps vides qu’ils considérent. Dans [13],
Christodoulou donne des arguments s’appuyant sur [15] pour justifier
que les effets non-linéaires doivent étre suffisamment importants méme
a grande distance pour ne pouvoir étre négligés devant les effets d’une
théorie linéarisée ce qui souligne une nouvelle fois la nature fortement

non-linéaire des équations d’Einstein.
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