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Séminaire BOURBAKI Novembre 1990
43éme année, 1990-91, n° 733

HOMOLOGIE ASSOCIEE A UNE FONCTIONNELLE
[d’aprés A. FLOER]
par Jean Claude SIKORAV

INTRODUCTION

Commencons par rappeler une présentation de la théorie de Morse sur
une variété M de dimension finie :

1) Toute fonction f : M — R peut étre perturbée pour n’avoir que des
points critiques non dégénérés.

Si M est compacte, les points critiques sont alors en nombre fini et
l’'on peut construire un complexe donnant I’homologie de M, de la facon
suivante :

2) C; est engendré librement sur Z par les points critiques d’indice 3.

3) L’opérateur bord 0 : C; — C;i_; est défini par da = Y, m(a,bd) b, ot
a est un point d’indice ¢, b décrit les points d’indice i — 1 et 7(a, b) compte
algébriquement le nombre de lignes de gradient descendant de a & b pour
une métrique générique.

L’existence du complexe est die & R. Thom en 1949 [Th] et la des-
cription du bord a S. Smale en 1960 [S], mais sa compréhension a été
renouvelée en 1981 par E. Witten [Wil], motivé par des considérations
physiques. Ce dernier fait jouer le premier réle a lespace M(a,b) des
lignes de gradient descendant de a & b. C’est génériquement une variété de
dimension ind(a) —nd(b), ce qui se voit classiquement en I’écrivant comme
intersection de la variété stable W*(a) et de la variété instable W*(b). Mais
Witten le considere comme un sous-ensemble de I’espace B(a, b) des chemins

7:R — M reliant a a b, formé des minima de ’énergie E(y) =
fj:: [I7(£)]2 + |V £ (4(t))|?] dt. Ces chemins sont aussi appelés “instantons”.

S.M.F.
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S.P. Novikov [N] a indiqué une généralisation de cette construction
pour une fonction a valeurs dans S! (ou plus généralement pour une forme
fermée non exacte). L’anneau de base du complexe est alors un complété
convenable de Z[t,t™*] (pour tenir compte des différents relevés des points
critiques sur le revétement d’intégration).

La présentation de Witten ouvrait la voie & une généralisation de ce
complexe de “Thom-Smale-Witten” a la dimension infinie, pour des fonc-
tionnelles dont les points critiques ont un indice et un co-indice infini. C’est
ce qu’a fait Floer en 1986-87 dans deux cas particuliers, intéressants a deux
titres tres différents : la fonctionnelle d’aire (ou d’action) en géométrie
symplectique [F2], dont nous dirons quelques mots au §6 (elle mériterait
beaucoup plus !), et la fonctionnelle de Chern-Simons, qui donne naissance
a l’homologie d’instantons [F3], & laquelle cet exposé sera essentiellement
consacré.

Dans les deux cas, l'indice d’'un point critique est d’abord défini de
facon relative (différence d’indices entre deux points) en utilisant la notion
de flot spectral de [APS III). Un phénomeéne nouveau par rapport a la di-
mension finie apparait : cette différence dépend de la donnée d’une classe
d’homotopie de -chemins entre les deux points (voir 1.5 et 6.1). Pour la
fonctionnelle de Chern-Simons, qui est en fait & valeurs dans S*, ceci im-
plique que le complexe est défini sur Z (a la différence de I’homologie de
Novikov), mais qu'il est gradué sur Z/8Z.

Le point sans doute le plus intéressant de la théorie est 'interprétation
des lignes de gradient. Pour la fonctionnelle de Chern-Simons, elles s’inter-
prétent comme des connexions (modulo jauge) autoduales sur R x M (voir
1.4). Une ligne de gradient joint deux points critiques si la connexion
associée est asymptotiquement plate. La fonctionnelle d’énergie est celle
de Yang-Mills : E(A) =[5, |F(A)>. Rappelons que cette équation
d’autodualité, considérée sur une variété W* fermée, est & la base des
travaux de Donaldson [D1] [D2] [D3]. Son étude sur une variété ouverte a
été commencée par Taubes [Tal].

C’est cette généralisation de I’équation des lignes de gradient qui va
fournir les propriétés les plus intéressantes de I’homologie d’instantons, no-

tamment les propriétés de “Topological Quantum Field Theory” en dimen-
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(733) HOMOLOGIE ASSOCIEE A UNE FONCTIONNELLE

sion (3+1) : voir [At1],[At2] et [Wi2].

Dans le cas symplectique, ’équation des lignes de gradient s’interprete
comme celle des courbes pseudo-holomorphes au sens de M. Gromov [Gr]
(voir 6.1).

On se contentera ici d’exposer quelques résultats de cette théorie et
de donner une idée des démonstrations. La seule référence publiée pour
celles-ci reste I'article [F'3], mais nous avons aussi utilisé des préprints de
Jones-Rawnsley-Salamon [JRS] et de Fukaya [Fu]. Signalons que ce dernier
donne une extension des résultats de Floer pour une variété de dimension

trois quelconque.

1. LA FONCTIONNELLE DE CHERN-SIMONS

1.1. Rappels sur les connexions et ’action du groupe de jauge (cf.

[FU], [DK])

Soit M une variété et P — M un G-fibré principal, oi G est un groupe
de Lie. L’espace A(P) des connexions sur P est affine sur Q' (M, ad(P)).
On notera Q'(M,ad(P)) = Qi ,(M) ou @}, s’il n’y a pas de risque de
confusion. La connexion a donne une dérivation covariante d, : szd —
Qi’;l. Le composé d, o d, est la multiplication (en utilisant le crochet dans
I'algebre de Lie) par la courbure F(a) € Q2,. Le groupe d’automorphismes
de P ou groupe de jauge, noté G(P), agit naturellement sur A(P). Son
algébre de Lie s’identifie & 22, et la différentielle de a — g.a est d, (en
prenant I’action a droite). On note B(P) = A(P)/G(P) le quotient : il
est séparé, et est une variété prés des classes de connexions irréductibles.
L’espace tangent Tj,)B*(M) est Q. ,/ im d,.

Soit ¢ une métrique riemannienne sur M. En utilisant le produit
scalaire naturel sur su(2) on peut définir 'opérateur de Hodge *, : 2, —

de_i et I'adjoint L%,d* = *d,*, ce qui permet d’ identifier
Tiq)B*(M) = ker d, C QL.

Le plus souvent, P sera trivial. Le choix d’une trivialisation permet
alors d’identifier A(P) = Q'(M,g) et l'on a dyw = dw + [a,w]. Le groupe

117



J.-C. SIKORAV

G(P) = G(M) est formé des applications de M dans G, et il agit sur
A(P) = A(M) par: g.a = g~ 'dg+g~'ag. De plus, on supposera G = SU(2)
ou SO(3) de sorte que : a irréductible & G, = Z(G) (ou G, = {g € G(M) |
g-a = a} est le groupe d’isotropie et Z(G) le centre) & ker(d,) = 0.

Remarque.— 1l faut travailler avec des espaces de Sobolev pour avoir des
variétés banachiques auxquelles on peut appliquer le théoreme des fonctions
implicites. Par exemple on peut prendre pour A(P) des formes de classe
L? (une dérivée dans LP) et pour G(P) des applications de classe L}, avec
p> -zl-dim M pour que G(P) soit formé d’applications continues. Au §2 on

aura besoin de prendre p > dim M pour que A(P) soit formé d’applications
continues.

1.2. Fonctionnelle de Chern-Simons [CS] [APS)

On suppose maintenant M de dimension trois, fermée, orientée, et
G = SU(2). La courbure définit alors une 1-forme sur A(M) : a(a)-u =
Jy tr(F(a) Au). Cette forme est fermée car da(u,v) = Jytr(da(uAv)) =
Jap d(tr(un v)). Comme A(M) est un espace vectoriel, elle a une primitive
préférée qui est par définition la fonctionnelle de Chern-Simons. Si le fibré

est trivial, on trouve en utilisant la formule pour la courbure :
1 1
CS(a)= [ tr(zaAda+ aAaAa).
M2 3

En utilisant Stokes, on trouve la définition originelle, issue de la théorie des

classes caractéristiques secondaires :

esa) =3 [ (R F4),

oﬁAEQ}ld(MxI),esttellequeA]Mx{O}=0etA|M><{1}=a.
La courbure étant équivariante sous l’action du groupe de jauge, des-
cend en une 1-forme fermée sur B(M). Elle n’est alors plus exacte. Plus
précisément, en considérant un fibré convenable sur M x S, le fait que
a7tr(F(A) A F(A)) est Uintégrande donnant la deuxiéme classe de Chern

implique
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(733) HOMOLOGIE ASSOCIEE A UNE FONCTIONNELLE

CS(g-a) = CS(a) + 4n’deg(g).

Donc, si 'on note G,(M) C G(M) la composante connexe de id, formé
des automorphismes de degré 0, et B(M) = A(M)/G,(M), on obtient un

diagramme commutatif

o CcSs
B(M) — R

.

CS
B(M) — R/4n’Z

Remarque. — Les espaces B(M) et B*(M) ont le type d’homotopie faible du
classifiant B(G(M)/{+id}), donc mB(M) = ,(G(M)/{£1}) = Z, donné
par le degré, et B(M) est le revétement universel de B(M).

1.3. Points critiques

Par définition, les points critiques de C'S sur A(M) sont les connexions
plates. L’ holonomie donne une identification canonique entre 1’espace des
connexions plates modulo jauge et I’espace R(M) = Hom (7r1 M,SU(2))
/conjugaison. Cet espace a été étudié par de nombreux auteurs, en parti-
culier c’est lui qui figure dans la définition de linvariant de Casson [AM]
[Ma]. Notons qu’il est compact puisque 7, M est de type fini. On note
de méme R*(M) correspondant aux connexions plates irréductibles, ce qui

équivaut a l'irréductibilité de la représentation d’holonomie.

1.4. Lignes de gradient

Si M est munie d’une métrique riemannienne, on peut considérer
*oF(a) € Qg 4(M) comme le gradient L? de C'S sur A(M). Par passage au
quotient, on obtient une section V,CS : B*(M) — TB*(M), ou TB*(M)
est un complété convenable du fibré tangent.

Soit ¢ + a(t) un chemin dans A(M). Notant A la connexion {a(t)} €

Q. ,(R x M) (A est “en jauge temporelle”, c’est-a-dire sans terme dt),on a

F(A) = {F(a(t))} + 0a/dt A dt.
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On en déduit que I’équation des lignes de gradient descendantes da/0t +
*,F(a(t)) = 0 équivaut & l’équation d’autodualité

F~(4) = 3 (F(4) = +F(4)) =0,

ol A est la connexion {a(t)} € Q},(R x M) et la métrique est le produit
dt? xo. Notons quetoute connexion sur Rx M est équivalente modulo G(R x
M) & une connexion A = {a(t)} sans terme dt, ou “en jauge temporelle”.
En effet, posant A = {a(t)} + {b(t) A dt}, il suffit de résoudre ’équation
différentielle ordinaire g~* %ﬂ- + ¢~ 'bg = 0. Ceci prouve en fait qu’on a une

identification naturelle

B(R x M) = A(R x M)/G(R x M) = C®(R, A(M))/G(M)

A fortiori un élément de B(R x M) définit un chemin dans B(M). No-
tons que le caractere elliptique de ’équation d’autodualité modulo jauge
implique qu'il n’y a pas de solution locale & partir d’une condition initiale
arbitraire. Ceci est bien sir lié au fait que le gradient L? n’est pas un vrai

champ de vecteurs.

1.5. Indice d’un point critique [F3] [APS III]

Si M est munie d’une métrique riemannienne, le hessien de C'S en un
point critique [a] € R*(M) s’ identifie & H, = *d,|ker dj. Cet opérateur
est Fredholm d’indice 0 si on le considere de L? vers L3. Considéré comme
opérateur non borné sur L}, il est auto-adjoint a spectre discret et non
borné dans les deux sens.

Ceci empéche de définir 'indice d’un point critique comme le nombre
de valeurs propres < 0 du hessien, mais si [a(t)] est un chemin entre deux
points critiques, on peut définir le flot spectral SF(H, a(¢)) comme le nombre
algébrique de valeurs propres qui passent de (< 0) a (= 0). 11 ne dépend
que de la classe d’homotopie du chemin et pas de la métrique.

En fait, on aura besoin de traiter aussi les connexions plates réducti-
bles, ot B(M) n’est plus une variété. Pour cela, on remplace H, par le

“hessien équivariant”

D, € End(Q2° @ Q'), (u,v) — (dyv,dou + *dav).
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Un calcul simple montre que si a est plate on a ker D, = ker(daIQO) &)
ker Hp,). On définit ainsi SF(a, b) € Z pour a, b plates quelconques, nombre
ne dépendant que des classes de a et b dans R(M )-

En revanche, SF(a,b) n’est défini que modulo 8 sur R(M). Plus

précisément :

PROPOSITION [APSIII].— Si a est plate et g € G(M) on a SF(ga,a) =
8 deg(g).

La preuve de cette proposition repose sur 'identification de SF(ga,a)
avec l'indice de I'opérateur d’autodualité sur le SU(2)-fibré P, — S* x M
défini par g. Rappelons que 'indice sur une variété fermée vaut 8cy(P) —
3(1=b,(W)+ b, (W)) [FU] [DK].

On peut maintenant définir I'indice d’une (classe de) connexion plate

en utilisant la connexion triviale privilégiée 6 :

DEFINITION.— $i a est une connezion plate on pose ind([a]) = SF(a,b).
Ceci définit ind(a) € Z si o € R(M) et ind(a) € Z gz si a € R(M).

Précisons l’effet d’un changement d’orientation de M. Comme
CS(—M,a) = -CS(M,a)ona SF(-M,a,b) = SF(M,b,a)—dim ker(D,)+
dim ker(Dy), d’ou

ind(—M,a) = —ind(M,a) — dim ker(D,) + dim ker(Dy) .

Notations Si a,b € R(M), on note B(a,b) € B(R x M) le sous-espace
correspondant aux chemins de a ‘a b dans B(M). Ses composantes connexes
B(a,b;i) sont paramétrées par les entiers : dans la classe modulo 8 de
ind(a) — ind(d) (valeurs du flot spectral).

1.6. DEFINITION.— Un point critique [a] € R(M) est non dégénéré s
ker H[a] = 0.
(C’est la notion naturelle pour une fonctionnelle équivariante.)

Cette propriété s’écrit ker(d,) N ker(d}) = 0 soit H*(2*,d,) = 0 par
théorie de Hodge. Orona H'(Q*,d,) = Hiy (M, s5u(2)) = H, (w1, M, su(2))

cohomologies a coefficients tordus par [a] : 7y M — SU(2) (définie modulo

conjugaison). L’espace Hi, (mM, su(2)) est 'espace tangent de Zariski a
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R(M). Donc si [a] est non dégénéré il est isolé dans R(M). Comme R(M)
est compact, il sera fini si tous ses points sont non dégénérés. Notons que,
si a est plate, on a ker(D,) = 0 si et seulement si a est irréductible et non
dégénérée.

La connexion triviale est non dégénérée si et seulement si H'(M;su(2)) =0
soit si M est une sphére d’homologie rationnelle. On a alors dim ker(Dg) =

dim ker(dg) = 3, donc'si a est un point critique non dégénéré on a :
ind (—M,a) = 3 —ind(M,a) — dim G,.

Si M est de plus une sphére d’homologie entiére, le seul morphisme réductible
m M — SU(2) est trivial : en effet, il prend ses valeurs dans un S C SU(2),
et Hom(m M,S*) = H'(M,S") = 0.

2. PERTURBATIONS [Ta4]

2.1. Espace des perturbations

On fixe une 2-forme wq sur D?, & support compact, positive ou nulle et
d’intégrale 1. Pour un plongement S* x D?* — M, on définit 7, : B(M) —
R:

7y(a) = /;)2 tr(ha(z))wo

ol hy(z) est Pholonomie de a le long des v(S* x {z}). Une perturbation
sera de la forme 7 = Y, v;7,, ot v; € R. On définit ainsi un espace II
paramétré par (I',v) ot I' est une famille (y1,---,yn) et v € RY. Ona

alors la

PROPOSITION.— 1) La fonctionnelle perturbée a les mémes propriétés
que CS (perturbation “compacte”). En particulier 'ensemble critique reste
compact et chaque point critique a un indice dans Z/87Z.

2) §i M est une sphére d’homologie entiére, il eziste 1, -, YN tels que

pour presque tout v € RN les points critiques de C St , sont non dégénérés.

Démonstration.— 1) Clest essentiellement parce que 7, (donc 7), a un
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gradient L? qui est un vrai champ de vecteurs sur.B(M). Il est donné par :
Vo7y(@) = he - (*owo(2)) sur v(S' x D?), 0 ailleurs.

2) L’hypothése sur M fait que [f] € R(M) est non dégénéré et R*(M) =
R(M) — {[6]}. De plus, la régularité elliptique donne la compacité de

I’ensemble (que l'on veut rendre vide)
K= {(a, [u]) € TB*(M) |[a] € R*(M),Hy-u=0 et [ulzs = 1}.

Comme un élément de B(M) est défini par la trace de ’holonomie de tous les
lacets S — M ayant un vecteur tangent fixe a l'origine, la compacité de K
implique qu'’il existe 71, -+, N tels que, si 'on pose 7 = (7(,)) : B(M) —
RN, alors d7 : TK — RY est injectif sur toute fibre de K. Il en résulte
que lapplication (v,[a]) — V(CS+ < v,7 >) (la]) de RN x B* dans
TB* est transverse a la section nulle, son hessien par rapport a la seconde
variable définissant un opérateur Fredholm d’indice N. Le théoréme de

Sard “classique” permet de conclure (pas besoin de Sard-Smale).

2.2. Interprétation de ’invariant de Casson en théorie de jauge

Rappelons la définition de l'invariant de Casson A(M) pour une sphere
d’homologie entiere de dimension 3 (¢f. [AM], [Ma]) : si M = M, Usg M, est
un scindement de Heegaard de M, c’est la moitié du nombre d’intersection
R*(My) - R*(M3) ou R*(M;) C R*(X) sont les espaces de représentations
non triviales de 7, dans SU(2) (modulo conjugaison). Notons que R*(M;)N
R*(M;) = R*(M).

Pour une perturbation 7 € II générique au sens de 2.1, ’ensemble
R = crit (CS + 7| B*(M)) est fini. De plus a chaque point est associé un
indice indx([a]) € Z/sz, de sorte que (—1)"4=() est bien défini.

THEOREME.— [Tad4] Lo “caractéristique d’Euler”

n(my= 3 (1))

[a]eRy
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ne dépend pas de m, et est égale & 2\(M). Dans le cas ot R*(M) est
non dégénéré, on a en fait Uénoncé plus précis (R*(My) - R*(M,))
(_1)ind(a)“

[a] —

2.3. Le gradient de CS, donne naissance & une application F, : A(R x
M) — Q¥ (R x M) qui est une perturbation équivariante de F~. Pour
a,b dans R, on note My(a,b) C B(a,b) 'espace des modules de solutions

qui donnent un chemin de @ & b. Il se décompose en M,(a,b;i) pour
i = ind(a) — ind(b) mod. 8.

3. HOMOLOGIE D’INSTANTONS

3.1. Soit M une 3-sphére d’homologie entiére, munie d’une métrique rie-
mannienne o. Les objets introduits au §2 permettent maintenant de d’éfinir
I’homologie associée & la fonctionnelle de Chern-Simons. Pour cela, con-
sidérons les espaces M(a,b;i) = Myx(a,b;1) et M(a,b;i) = M(a,b;1)/R.
ou a,b € R: et i = ind(a) — ind(b)(mod.8). Si a = b on suppose 1 # 0.

THEOREME 1.— Pour une perturbation = € I générique on a les pro-
priétés sutvantes :

a) L’espace M(a,b;i) est une variété lisse orientée de dimension 1.
Donc M(a,b;1) est une variété orientée de dimension ¢ — 1.

b) Si ind(a) — ind(b) = 1 (mod 8), la variété orientée de dimension
zéro M(a,b;1) est compacte, donc on peut définir son nombre algébrique
de points m(a,b)
€z

c) Siind(a) —ind(b) = 2 (mod 8), la variété orientée de dimension un

M(a, b;2) se compactifie de fagon orientée par

OM(a,b;2) = UM(a,c; 1) x M(e, b; 1),
ot ¢ décrit les points d’indice ind(a)—1. Le bord algébrique étant nul, on a
3=, m(a,c)m(c,b) = 0. Donc si lon définit Cy,i € Z/8Z, comme le groupe

abélien libre engendré par les a € RX: d’indice 1 et 0 : C; — Ci—1 par la
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formule 8a = Y, m(a,b)b, on a &0 8 = 0. Done (C.,0) est un compleze,
dont Uhomologie est notée H(o, ).
d) §i (o,7) et (o', 7') sont deuz choiz admissibles on a un 180MoT-

phisme canonique de H(o,n) sur H(o',n').
Ceci rend licite la

DEFINITION.— On appelle homologie d’instantons de M, et Uon note
I, (M), le groupe abélien Z/sz—~gradué H(o, ).
On déduit immédiatement du résultat de [Ta4] (cf. 2.2) la

Propriété. La caractéristique d’Euler ELO (=1)irg Li(M) est égale au
double de linvariant de Casson AMM).
La dépendance de I'indice envers l'orientation (1.5) donne immédiate-

ment la

Propriété. I,(—M) est dual ¢ Is_ (M) c’est-i-dire engendré par un com-
pleze dual. On a donc un accouplement I.(M) ® I (-M)— Z.
(Cette dualité n’est pas celle de Poincaré mais de la forme de Killing sur
SU(2).)

Dans le reste de cette section on donne quelques indications sur la

preuve du théoreme 1.

3.2. Propriété de variété

Pour prouver le a) du théoreme, on définit d’abord des espaces con-
venables B(a,b). Choisissant des représentants lisses a,b et une connexion
lisse Ay quelconque valant a pour t < —1 et b pour t > 1, on pose
A(a,b) = Aq + L1(QL,) (ou Qg = (R x M)). Cet espace admet une

action lisse de

G(Rx M) =
{9 € L3 1oc (R x M, 5u(2)) | 3¢ € LA(Q2,) tel que g = exp(€) si |t| > 1}.

Comme dans le cas fermé, le quotient B(a,b) = A(a, b)/G(R x M) est une

variété, d’espace tangent TiaB = ker d (remarquer que A est toujours
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irréductible). Il est clair qu’il ne dépend que des classes dans R(M) et est
la réunion des B(a, b;1).

Ensuite, l'application F,. : A(a,b) — Qz:i_ passe au quotient par
G(R x M) pour définir une section F : B(a,b) — L(a,b) d’un certain fibré
de fibre Qib_° La dérivée covariante DF‘[ 4+ TlgB — L4 s’identifie a la

restriction a ker d¥ de la différentielle dF,, : QL, — Q2.

PROPOSITION.— [APSIII] L’opérateur DF[A] est Fredholm, et son
indice est i« sur la composante B(a,b;1).
Pour le démontrer supposons pour simplifier 7 = 0. Alors DF‘[ A] @ mémes
noyau et conoyau que 0/t 4+ D,(;) sur un espace de chemins de a & b.
Comme D, et Dj sont non dégénérés l'indice vaut SF(Dg(y) (fait général).
On acheve la preuve du a) (sauf lorientation) en montrant que pour
7 générique l'opérateur DF'[ 4] est surjectif, ce qui se fait de facon analogue
a2.2.
En fait, on doit aussi considérer le cas a ou b sont réductibles, et
pour cela utiliser la théorie de [LM] pour les opérateurs elliptiques sur une
variété non compacte. Celle-ci fait intervenir des objets a décroissance

exponentielle vers les bouts. On obtient alors :

PROPOSITION.— Génériguement M(a, b;1) est une variété orientée s

st a ou b est irréductible, de dimension

dimM(a,b;1) = —dim Gy.

COROLLAIRE. On a M(a,b;1) =0 st i —dim Gy < 0 sauf s1 ¢ = 0 et
a=b.
(Le corollaire vient de I'action de R.)

On fixe maintenant une perturbation générique en ce sens. En fait
pour simplifier on supposera que m = 0 convient.

Disons quelques mots de 'orientation. L’orientabilité se prouve comme
dans [D1] : il suffit de voir que le fibré déterminant det(ker DF} sj®@coker DF} 4)
est trivial sur B(a,b). En stabilisant de SU(2) & SU(3), on montre que c’est
la restriction d’un fibré sur B(SU(3),a,d) (analogue de B(a,b) ou l'on a

remplacé SU(2) par SU(3)). Or ce dernier espace est simplement connexe,
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d’ou le résultat. Pour faire un choix “cohérent” pour les orientations des
divers espaces, on doit utiliser les constructions de recollement définis en

3.5.

3.3. Le gros morceau de la preuve est la compactification des M(a, b;1).
Celle-ci fait intervenir deux phénomeénes distincts :

1) Interprétant les éléments comme des lignes de gradient non paramé-
trées de a a b, celles-ci peuvent “accrocher” des points critiques intermédiai-
res : une suite de telles lignes peut converger vers une réunion finie ¢4, ...4,
ou £; joint ¢; a ¢i4+1, avec ¢g = a et ¢, = b. En dimension finie, c’est la
seule possibilité. Une construction de recollement de trajectoires permet
alors de décrire le complémentaire d’un compact dans M(a,b) comme la

réunion disjointe d’ouverts
O(G,Cl, ...,Cn_l,b) = M((l, Cl) X R+ X M(CI,CQ)... X R+ X M(Cn_l,b)

Les cas particuliers ou la différence d’indice est zéro ou un permettent de
définir le complexe de 'Introduction. Pour une fonctionnelle équivariante
on a des résultats analogues sur le quotient en tenant compte des groupes
d’isotropie des c;.

2) Revenant a M(a, b) et interprétant les éléments comme des (modules
de) connexions autoduales, on a le phénomene d’apparitions de “bulles”,
ou instantons découvert par K. Uhlenbeck [U2]. Pour une variété fermée,
Taubes et Donaldson ont montré que ceci suffit & décrire la compactification.
Sur une variété ouverte, il s’agit d'une compactification faible (convergence
sur tout compact).

Nous allons d’abord préciser le 2) puis montrer qu’il ne se produit pas
si dimM(a, ) < 8. Pour cela, on considére ’espace M C B(R x M) onnées
par les connexions autoduales dont I’énergie e(A) = f(Rx M) |F(An)]? est
bornée. Cela équivaut a dire que sur la ligne de gradient associée la varia-
tion de C'S(a(t)) reste bornée (rappelons que |F(A)[* = 2(d/dt)(CS(a(t))).
Donc M contient les M(a,b).

PROPOSITION.— 1) Soit [A,] une suite dans M telle que lénergie

e(An) reste bornée. Alors, quitte & passer d une sous suite, il eziste un
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nombre fini de points xy,---,zr € R x M, des entiers positifs ny, - ,ny et
un élément [B] de M tels que, en prenant des représentants convenables,
on ait :

a) A, — B dans C* sur tout compact de R x M — {zy, -+, 2%}

b) En x; apparait un instanton sur R* d’énergie 87%n;.

k
¢c) e(B) + 4n? Zn]- < limsup e(An).

i=1
2) On a M = Uy M(a,b). De plus, la topologie de chaque M(a,b;1) est

donnée par la convergence sur tout compact (convergence faible).

Démonstration. 1) Le lemme de compacité d’Uhlenbeck [U2] affirme 'exis-
tence de e > 0 tel que, si U C Rx M est un ouvert ot [, |F(A,)|* < ¢, alors
(en passant & une sous-suite et dans une jauge convenable) A, converge
dans C' sur tout compact de U. En particulier |F(A,)| est uniformément

borné sur tout compact de U. Disons que x € R x M est un mauvais point

si lim inf/ |F(A,)|* > ¢ pour tout r > 0. Il est clair qu’il y a au
B(z,r)

n-—oo
plus [g] tels points ou e est la borne sur ’énergie. Soient z,---,z ces
mauvais points. Alors sur R x M —{z,-++, 2}, |F(An)| est uniformément

borné sur tout compact donc [U1] implique l'existence de B € A(R x M —
{1,-+-,zk}) tel que a) soit vérifié. De plus on a e(B) < e < oo donc [U2]
implique que B se prolonge a R x M, et est clairement auto-duale.

Enfin, choisissons des boules disjointes By, - - -, Bi centréesen &y, -, Tk.
La courbure |F(A,)| reste bornée sur chaque bord 0Bj, et on a M, =

sup |[F(A,)| — 400 quand n — oo. Soit ¢, € B; un point ou |F(4,)|

J

est maximum, alors une “renormalisation” convenable transforme
An|B(Zjn,€jn) en une connexion Cj, sur B(0,Rj ) C R*, avec Rj, —
oo et |F(Cjn)| < |F(Cj4)(0)] = 1. De plus Cj , est autoduale. Donc [U1]
et [U2] impliquent le b). Le c) est évident.

2) Considérons une suite 4 + t, ot t, — +oo. D’apres le 1), le
fait que I’énergie tend vers zéro sur tout compact implique quune sous-
suite converge faiblement vers une connexion B qui est nécessairement

plate, donc donne un chemin dans R(M ). Comme R(M) est discret d’apres
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I’hypotheése de non-dégénérescence, ce chemin est constant. On en déduit

, liin a(t) = a € R(M). La propriété sur la topologie se prouve par “boot-
—+o00

strap” elliptique (cf. [FU]).

3.4. PROPOSITION.— On suppose a ou b irréductible et : < 8. Alors
st [A,] une suite dans M(a,b;i) on a les propriétés suivantes en passant
@ une sous-suste. Il existe cg = a,cy,cq,..,cn = b et des lignes de gradient
Ye € M(cisciqr) tels que [an(t)] s’approche uniformément de la réunion
des lignes de gradient im(vy,) dans B(M). Sii < 4 les cg sont irréductibles
pour 1 <1< n—1.
Démonstration. L’énergie est bornée puisque e(A4,) = C'S(a) — CS(b) pour
des relevés dans A(M) convenables, qu'on peut prendre fixes puisque i
est fixe. Donc on peut appliquer 3.3 ainsi qu’a toutes les suites translatées
[An+tn]. Considérons toutes les limites [B] € M non triviales. En utilisant
la finitude du nombre de valeurs critiques dans [C'S(b), CS(a)), il est facile
de trouver une sous-suite ayant un nombre “maximal” de telle limites. Plus
précisément, pour une telle suite les limites se rangent en une suite finie
[Be] € M(ce,ce41), 0 < £ < n—1, avec fy = a et b, = b. De plus on
peut choisir les relevés ¢, de sorte que ¢g = a et ¢, = ¢gb pour un certain
g € G(M).

Il faut aussi considérer tous les instantons sur R* qui apparaissent pour
les suites translatées : la borne sur 1’énergie fait qu’il y en a un nombre fini
c1, - ck. Notons ny,---,n; leurs ”charges”. Comme on a pris toutes les

limites possibles on a la formule d’énergie

n—1 k
CS(a) - CS(b) =) (CS(ce) — CS(ce—r)) + 4n? > n,.
£=0 Jj=1

En utilisant les formules CS(ga) — CS(a) = 4n’deg(yg), ind(ga) —
ind(a) = 8 deg(g) et ¢ = ind(a) — ind(b) — dim Gy, il vient la formule
d’indice

n—1 n—1 k
i=) e+ Y dimGe, +8Y nj,
£=0 =1 J=1
ou iy = ind (c¢) —ind (cey1) —dimG,,. Or d’aprés 3.20ona i, > 1 donci < 8

ona k = 0. La convergence de an(t) est alors diie au fait qu’on apris toutes
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les limites possibles (raisonner par ’absurde). Si i < 4 lirréductibilité de
¢¢ résulte de la formule d’indice.

Remarque Notre le role capital joué par la proportionnalité entre la différence
d’indice et la variation de la fonction (“monotonie”, pour employer le lan-
gage de [F4]). C’est ce qui fait que chaque bulle “coiite” de l'indice, donc
peut étre évitée sous certaines hypotheses.

3.5. Faisant ¢ = 0 dans la proposition 3.4, on a forcément n = 0 donc la
proposition 3.3.(2) donne la compacité. Pour prouver le ¢) du théoreme,
et plus généralement pour donner une description de l'infini de M(a, b)
analogue & la dimension finie (cf. 3.2), il faut définir une construction de

recollement de trajectoires donnant un difféomorphisme local (dans le cas

de deux trajectoires)
(*) M(a,c;i) x Ry x M(c,b;5) = M(a,b;i+ j).

Ceci se fait par une construction analogue a celle de Taubes [Tal] [Ta2] en
définissant d’abord une connexion “presque” autoduale puis en en utilisant

le théoreme des fonctions implicites pour la rendre autoduale.
3.6. Preuve du d)

Pour prouver 'indépendance de I’homologie par rapport aux choix, on
construit un morphisme C(o,7) — C(o’,7') en considérant une métrique
¥ sur R x M qui vaut o pour ¢t < 0 et ¢’ pour ¢ > 1. Supposant pour sim-
plifier 7 = m' = 0 on définit 'espace de modules M,(a,a") des connexions
autoduales reliant a a @', ou a,a’ € R*. 1l se décompose en Mgx(a, a';7) ot
i est un relevé de ind (a) —ind (a').

Des raisonnements tout & fait analogues aux précédents montrent que
Ms(a,a’;i) est génériquement une variété orientée de dimension z, qui
est compacte si i = 0. Notons qu'il n’y a plus d’action de R, de sorte
que Msx(a,a’;0) n’a pas de raison d’étre vide. Ceci permet de définir
mg(a,a’) € Z et le morphisme ¢x : C(0) = C(d") par ¢(a) =
3. ms(a,a)od’.

Reste a montrer :
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1) C’est un morphisme de complexes, soit 8 0 v, — pw © 9" =0. Ceci

résulte de la compactification de Myx(a,a’;1) par

OM(W,a,a’;1) = | | M(a,b;0)x Mx(b,a')— | | Ms(a,d)xM(¥,d").

bERY b ER?,

2) Le morphisme induit en homologie est indépendant du choix de .
Pour cela, on considére une famille & un parametre ¥x,0 < A < 1 reliant ¥

a Y, et 'on pose
M(a,d') = {(4,)) | A € Mz, (a,d’)} C B(R x M) x [0,1].

Cet espace se décompose en M(a, a';i). Génériquement M(a,a';i). est une
variété orientée de dimension i + 1, compacte si i = —1. Donc M(a,a’; —1)
permet de définir un morphisme H : C — C’ de degré —1, de plus la
compactification de /\;i(a,a'; 0) donne une homotopie de chaines entre les
morphismes associés a ¥ et ¥'.

3) C’est un isomorphisme : ceci vient d’une formule de composition
Ysp = Pyes pour une métrique Lr qui vaut %(t + R) pour ¢ < 0 et
Y'(t + R) pour t > 0, R étant assez grand.

Remarques 1) En dimension finie cette méthode est nouvelle (me semble-t-
il) : d’habitude on prouve que I’homologie est celle de la variété sans com-
parer directement deux choix. Il serait intéressant de décrire le morphisme
en termes d’accidents (naissance ou mort de points critiques, attachement
d’anses). Elle devrait pouvoir s’appliquer a I’homologie de Novikov.

2) Cette construction se généralise pour associer a un cobordisme entre

deux spheres d’homologie un morphisme de I, (M) vers I.(N) (voir 4.2).

4. THEORIE DE JAUGE SUR UNE VARIETE OUVERTE DE
DIMENSION QUATRE [At1]

4.1. Espaces de modules

Soit W* une variété ouverte orientée connexe. On supposera toujours

que W est 'intérieur d’une variété compacte, de sorte que le “bout” de W
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a la forme cow =0, +00[x W, ott W est une réunion finie de variétés M?,
1 < j < N. On la munit d’'une métrique ow qui est un produit sur le bout.
On dira que la variété est “a bouts cylindriques”. Notons que Taubes [Ta3]

utilise la notion plus générale de variété a bouts périodiques.

On peut définir un espace Iy de perturbations G(W)-équivariantes
Fr: AW) — Q% (W) de l'opérateur d’autodualité qui étendent les per-
turbations déja définies sur les bouts. La construction est analogue a celle

de 2.3.

On va étudier I'espace des solutions de Fr(A) = 0 modulo 'action de
G(W). Pour avoir une théorie intéressante, c’est-a-dire trouver des espaces
de dimension finie, on se restreint aux solutions d’énergie finie. D’apres
3.3, cela revient & exiger que sur chaque bout le chemin de connexions

associé tende vers un point critique de C'Sy;. On définit ainsi des espaces

de modules

M(W,a) = M(W,ay,---,an)

ot aj € Ry;. Variante. Il est souvent conceptuellement important de
diviser le bout ooy en une partie positive oof; =]0,+0o[x0TW et une
partie négative ooy, =] — 00,0[xd~ W., commme on 'a fait pour R x M.
En particulier si W et 07 W sont non vides et connexes, W — oow est
alors un cobordisme de 8~ W & 8TW. On définit alors de fagon évidente
les espaces M(W,a~,a"). Notons que §~ W est munie d’une orientation

opposée a celle habituelle.

On suppose dorénavant que les ensembles critiques Rr; sont non dégéné-
rés. Rappelons que si les M; sont des spheres d’homologie entiere cette
propriété des m; est générique. D’un autre coté, elle implique que les M;
sont des sphéres d’homologie rationnelle. Notons b;(W) = dimH (W;R)
et by (W) lindice de la forme d’intersection sur H?(W;R), qui est bien

définie dés que OW est une réunion de sphéres d’homologie rationnelle.

PROPOSITION.— On suppose que les Ry, sont non dégénérés et que
Pun des a; est irréductible. Alors pour une perturbation myw étendant (m;)

et générique, lespace M(W,a) se décompose en variétés lisses orientées
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M(W,a;1) de dimensions

N
dmM(W, a;i) = i+ 3(N = 1+ by(W) - b5 (W)) = Y dimg,,
j=1
oui=— E;\;l ind(a;) mod. 8.
Si 'on distingue un bout positif et un bout négatif, il faut pour trou-
ver la dimension se rappeler que les M. j sont des sphéres d’homologie ra-
tionnelle, de sorte qu’on a ind(—Mj,a;) =3 —ind(Mj, a;)). En particulier,

si "W et 0t W sont non vides et connexes, on a
dimM(W,a™,a%;1) = 3(by(W) — by (W) — dim G,..).

Notation. On note M(W,a); la partie de dimension i de M(W, a) si elle

existe.

4.2. Définitions d’invariants. Foncteur sur les cobordismes

Des raisonnements tout a fait analogues a ceux du §3 donnent le

THEOREME 2. On suppose que les M; sont des sphéres d’homologie
entiére. Alors pour (ow,mw) générique on a les propriétés suivantes :
a) Chaque M(W,a)y est compacte. On peut donc définir m(W,a) € Z.
b) Chaque M(W,a), peut étre compactifiée comme variété orientée en

luz ajoutant

OM(W,a) = | | M(W,b)g x M(b,a),,
b

ot b = (b;) décrit [, Rn; et M(b,a)y = [1; M(bj,a;).. Donc Uélément
2(W) de ®j:iv C(n;) défini par

2(W) = Z m(W,a)a; @ ... @ ay

a

est un cycle.
¢) La classe d’homologie de z2(W) ne dépend pas de ow, .
On définit ainsi z(W) € L(0W) = j:iv L.(Mj). Si les homologies

I,(M;) sont sans torsion (on n’a aucun exemple ot ce n’est pas le cas, cf.

133



J.-C. SIKORAV

le §5), on ne perd rien par rapport au théoreme. Si 'on distingue un bout
positif et un bout négatif, la classe z(W) permet de définir un morphisme
ow : L(0"W) — I, (0"W). Si les deux bouts sont connexes, il est de degré
3(by(W)—=b; (W). Une construction de recollement convenable donne alors :
THEOREME 3.— L’application W — ow est fonctorielle pour la com-
position des cobordismes : s W =UV on a pw = pvyu.

4.3. Relations avec les variétés fermées

Considérons une variété fermée W* simplement connexe, admettant
une décomposition W = U Ups V ot M est une sphere d’homologie entiere.
Un théoréme de Freedman et Taylor [FT] donne une telle décomposition
différentiable pour toute décomposition algébrique de la forme d’intersection.
Par ailleurs, un théoréme de Freedman dit qu’on a toujours (sous ’hypothese
algébrique) une décomposition topologique en somme connexe le long d’une
sphére. Donaldson [D4] a défini des invariants qui donnent une obstruction
3 Dexistence d’une décomposition différentiable. Dans un travail en cours
(décrit par Atiyah dans [At1]), il raffine ce résultat en décomposant ces
invariants dans ’homologie de Floer de M.

Les invariants sont toujours obtenus en comptant le nombre de points
d’un espace de modules de dimension zéro. Décrivons le plus simple, que
nous noterons z(W) (c’est 'extension naturelle du cas & bord). Pour cela,
rappelons que si P — W est un SU(2)-fibré, espace M(P) des modules de
connexions autoduales est génériquement une variété orientée de dimension
n(k) = 8k — 3(1 + b; (W)) [FU] [DK]. S'il existe k tel que n(k) = 0, elle
est compacte ce qui fournit z(W) € Z qui est un invariant de W. Sinon on
pose z(W) = 0.

Le résultat suivant (implicite dans [F'4]) se démontre sans doute comme
le théoréme 4 : si W* (fermée simplement connexe) est la réunion U Upm Vv

le long d’une sphére d’homologie entiere, on a
2(W) =< z(U),2(V) >

ot I'on utilise la dualité entre I, (M) et L.(—M).
En général, Donaldson décrit un moyen de trouver des espaces de mo-

dules de dimension zéro en imposant des conditions supplémentaires sur
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les connexions. Il obtient ainsi, sous '’hypotheése que b; (W) est impair
et > 1, des polynémes pw g : Hy(W;Z) — Z, de degrés d assez grands.
Pour une variété dont le bord est une sphére d’homologie, on obtient des
polynémes pw,q a valeurs dans I,(OW). Pour une décomposition W =
U Upm V comme ci-dessus (et sous certaines conditions supplémentaires a

préciser), le résultat annoncé dans [Atl] est alors :

PW,d = Z PW,¢ - PW,d—¢,
¢

en utilisant la décomposition Ho(W) = Ha(U) @ Ha (V).

5. AUTRES RESULTATS [FS] [01] [F5]

5.1. Pour l'instant, les seules variétés pour lesquelles I.(M) a été calculé
sont les spheres d’homologie qui sont des fibrations de Seifert [F'S] [O1] :
pour ces variétés,la fonctionnelle C'S|B*(M) est non dégénérée au sens de
Bott, donc R*(M) est une réunion finie de variétés connexes compactes. De
plus toute fonction de Morse f sur R*(M) permet de construire une pertur-
bation 7 telle que les points critiques de C'S,|B*(M) sont non dégénérés,
en bijection avec ceux de f, avec une formule explicite reliant les indices
des points critiques des deux fonctions : cette formule est de la forme
indx(a) = inds(a) + (entier pair). (la preuve repose sur [APSIII]). Enfin
on peut montrer par diverses méthodes que R*(M) admet toujours une
fonction de Morse n’ayant que des points d’indice pair. En mettant ensem-
ble ces résultats, on obtient que I,(M) est concentré en les indices pairs
et est libre sur les points critiques. De plus tout est algorithmiquement

calculable.

5.2. Récemment Floer [F'5] a indiqué une méthode qui semble donner un al-
gorithme de calcul de I, (M) sur le modéle de celui qui existe pour ’invariant
de Casson, c’est-a-dire en décrivant M comme obtenue par chirurgie sur
un entrelacs dans S3. En tout cas ses constructions expliquent de nou-
veau pourquoi la caractéristique d’Euler est paire, c’est-a-dire pourquoi

l'invariant de Casson est entier.
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L’idée de départ est de décrire le morphisme @w : [[M) — L(N) si N
est obtenue par chirurgie sur un nceud K C M. Floer décrit un diagramme

commutatif exact

L(M) _ L(N)

L(M - K)

Dans ce diagramme, M — K est Punique variété ayant I’homologie de
S x S? que I'on peut obtenir en recollant un tore solide au complémentaire
du nceud. Le groupe I'(M — K) est une homologie d’instantons obtenue
& partir du S0(3)—fibré non trivial sur M — K. La construction de cette
derniere utilise I'inexistence de connexions réductibles. Elle est graduée sur
Z /47 ( = 2Z/8Z dans le diagramme), ce qui implique la conservation de
la parité de la caractéristique d’Euler.

6. HOMOLOGIE SYMPLECTIQUE

Soient (V,w) une variété symplectique et L, L' C V deux sous-variétés
lagrangiennes. L’étude de l'intersection L N L' est motivée par les conjec-
tures faites par V.I. Arnold dans les années 60 (voir [Ar]). L’une d’elles
énonce qui si L et L' sont fermées et hamiltoniennement isotopes et sous
certaines hypotheses supplémentaires, par exemple [w] | m2(V, L) = 0 cette
intersection a au moins autant de points qu’une fonction sur L a de points
critiques : #(L U L") > ¢(L). En particulier, si (P,w) est une variété sym-
plectique compacte et ¢ € Diff(P,w) un difféomorphisme hamiltonien,
Arnold conjecture que les points fixes de P, qui sont en bijection avec
ApN(tdxp)(Ap) ou A, C Px P est lagrangienne pour la structure w®(—w),
vérifient : #Fiz(P) > ¢(P). Les travaux de Floer [F2] et [F4] donnent &
ce jour les résultats les plus généraux connus sur ces questions. Comme
on va le voir, ils sont basés sur la définition d’une homologie sur le modele
mentionné dans 'Introduction. L’analogue de ’équation d’autodualité est

celle des courbes pseudo-holomorphes de M. Gromov [Gr].
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6.1. Définissons d’abord la fonctionnelle d’aire, dont les points critiques
seront les points de LN L'. En fait on va voir qu’on a en général une 1-forme

fermée, qui sous certaines hypotheéses admet une primitive a valeurs dans
R ou dans S*.

L’espace fonctionnel B = B(V, L, L') est celui des chemins v : (1,0,1) —
(V,L,L'"), et la 1-forme annoncée est définie par a(y) - § = fol w(&,7)dt.
Un vecteur tangent £ € T,B est bien sir un champ de vecteurs sur V' le
long de 7. Cette 1-forme est fermée car elle admet une primitive locale
()= wa ou R est un petit rectangle quelconque entre vy et v : la prim-
itive est bien définie car w est fermée et L, L' lagrangiennes. Pour voir
si a est exacte, notons que le groupe fondamental de B est isomorphe a
[S* x I,58' x 0,5 x 1;V, L, L'], le morphisme [a] : 718 — R étant donné
par lintégration de w. On en déduit par exemple que a est exacte si L' est

hamiltoniennement isotope & L et si [w] | m2(V,L) = 0.

Les zéros de a sont les chemins constants dans LN L'. Si LN L' est
discret, ce qui est le cas si L et L' sont transverses, on a donc une bijection
crit(a) «— LN L'. De plus on peut toujours munir (V,w) d’une structure
presque kahlérienne, c’est-a-dire d’une métrique <,> et d’une structure
presque complexe J telles que w(X,Y) =< JX,Y >. 1l est alors clair que
le gradient L? est V(y) = —J4. Donc une ligne de gradient u — 7, est
donnée par ’équation 07, /0u = —J 4., ce qui s’écrit OT'/8t = JOI'/Ou en
notant v, (t) = I'(u,t). Autrement dit, I'(u +it) est pseudo-holomorphe sur
R +:¢[0,1) C C.

L’indice d’un zéro de a est encore donné par le flot spectral du hessien.
Cette fois il s’exprime en termes homotopiques : un chemin entre deux
points critiques donne naissance & une application D? — V qui envoie
le bord inférieur dans L et le bord supérieur dans L'. On obtient donc un
fibré symplectique sur D? muni de deux sous-fibrés lagrangiens sur les deux
moitiés du bord. Dans cette situation, on peut définir un indice de Maslov

[V] qui est justement le flot spectral [F1].

Par une construction analogue a celle exposée dans 1'Introduction,
Floer construit une homologie I,(V,L,L') sous certaines hypotheses [F2]

[F4]. Par exemple :
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THEOREME [F2).— Si L' est hamiltoniennement isotope & L et s1
7o(V,L) =0, I.(V,L,L") est bien défins et est isomorphe d H.(L).

Remarque. Floer n’énonce ses résultats qu’avec des coefficients Z/2Z mais

il n’y a sans doute pas de difficultés & orienter les espaces de modules pour

avoir des coefficients Z.

6.2. Il y a une relation entre ’homologie d’instantons et 1’homologie
symplectique, expliquée par Atiyah dans [Atl]. Si M3 est une sphére
d’homologie avec un scindement de Heegaard M = M, |Js M3, on a vu
au 2.2 que R(M) = R(M;) N R(M;) C R(X). Or le fait que ¥ est une
surface implique que R(X) est une variété symplectique, non singuliére
prés des connexions irréductibles [Go]. De plus les R(M;) sont deux sous-
variétés lagrangiennes. Donc ’homologie d’instantons est basée sur les
points d’intersection de deux sous-variétés lagrangiennes (en supposant
pour simplifier que cette intersection est transverse). Le probléme est que
ces variétés sont singuliéres, et que si l'on enléve la singularité elles ne sont
plus compactes. Atiyah demande si I’homologie symplectique peut malgré
tout étre définie, et donner ainsi une nouvelle interprétation de ’homologie
d’instantons. Notons que les fonctionnelles de Chern Simons et d’action

symplectique ont les mémes points critiques mais que leurs lignes de gra-

dient sont différentes.
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