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Séminaire BOURBAKI Novembre 1989
42e année, 1989/90,n°717

TRAVAUX DE KOLYVAGIN ET RUBIN
par Bernadette PERRIN-RIOU

Soit F un corps de nombres. Le théoréme de Dirichlet détermine le rang

du groupe des unités & de 'anneau des entiers de F . Construire effectivement

des unités est un probléme beaucoup plus difficile. Cela est possible dans deux
cas particuliers. Lorsque F est une extension abélienne de @ ou d’un corps qua-

dratique imaginaire K, on construit un sous-groupe T des unités (appelé grou-

pe des unités cyclotomiques dans le premier cas et groupe des unités elliptiques
dans le second cas) dont 1'indice est fini et & peu prés égal au nombre de classes

de F, c’est-a-dire au cardinal du groupe des classes Cr de F. Onpeut alors se

demander quel est le rapport entre les deux modules galoisiens eF/cF et CF .

Soit E une courbe elliptique sur @Q paramétrée par des fonctions mo-
dulaires (conjecturalement, c’est toujours le cas). Grace au théoréme de Mordell-
Weil, on sait que le groupe E(F) des points de E rationnels sur F est de rang
fini. Mais le calcul du rang est beaucoup plus difficile. Cependant, Birch (en re-
prenant une idée de Heegner) a construit de maniére systématique des points sur
E rationnels sur certaines extensions abéliennes d’un corps quadratique imagi-
naire (soumis a des conditions supplémentaires). Engendrent-ils un sous-groupe
d'indice fini et si oui cet indice est-il relié au cardinal du groupe de Shafare-

vich-Tate qui est dans cette situation 1'analogue du groupe des classes d’idéaux?

S.M.F.
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B. PERRIN-RIOU

Rappelons que jusqu’aux travaux de Kolyvagin et Rubin, aucun exemple de courbe

elliptique ayant un groupe de Shafarevich-Tate fini n‘avait été trouvé.

Les travaux de Kolyvagin et Rubin apportent une réponse aux problemes
qui viennent d’étre évoqués. |1s permettent aussi de redémontrer de maniére élé-
mentaire la conjecture principale d'lwasawa sur @ (démontrée par Mazur et
Wiles [38]) et de prouver la conjecture principale de Coates-Wiles sur un corps
quadratique imaginaire. Disons seulement pour l'instant que ces conjectures re-
lient 1"arithmétique des extensions abéliennes de @ avec les fonctions L p-a-

diques construites par interpolation de valeurs de fonctions L complexes.

Nous allons d‘abord donner un résultat de formulation aussi simple que
possible pour chacune de ces trois situations. Puis, aprés un bref historique,
nous parlerons des conjectures principales et des conséquences sur les courbes
elliptiques sur @ en direction de 1a conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.
Nous essaierons ensuite de donner quelques idées des techniques de démonstra-
tion utilisées.

Notations. Soit @ la fermeture algébrique de @ dans C; tous les corps de nom-
bres considérés sont supposés contenus dans @ . Si F est un corps de nombres,
onnote Cp son groupe de classes d'idéaux et & le groupe des unités de 1'an-
neau des entiers de F. Si G est un groupe abélien fini, si M est un ZG]-module
fini et si X est un caractére de G, on pose

M(X):[mel"l@bll[x] tel que gm=y(g)m pour geG)
oU Z[x] est I"anneau engendré par les valeurs de X .Si p est un nombre premier,

on note M(p) la composante p-primaire de M. Soit Vs le groupe des racines

n-iémes de 'unité.

1. Présentation des résultats.
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(717) TRAVAUX DE KOLYVAGIN ET RUBIN

1.1. Premiers résuitats.

Regardons d‘abord le_cas cyclotomiqgue. Soit F une extension abélienne
réelle de @.Le groupe des unités cyclotomiques de F est défini de 1a maniére
suivante: si L est une sous-extension de F cyclique sur Q de conducteur f
soit ¥  le sous-groupe de L™ engendré par les conjugués de N'D(Ur”L( 1-C¢) ou G
est une racine de 1'unité d’ordre f.Le groupe des unités cyclotomiques de F est
défini par

Te= & N(TT%,)

ol L parcourt les sous-extensions cycliques de F/Q.

Théoréeme 1.1. Soient F une extension abélienne réelle de @ et Y un caractére

de Gal(F/@Q) . Alors, pour tout nombre premier p ne divisant pas 2[F:Q],
2((8:/8)P) )= (C ()™,

Pass,ons au cas elliptique. Soient K un corps quadratique imaginaire.

On suppose pour simplifier que ’anneau des entiers OK de K est principal. On
peut alors trouver une courbe elliptique E définie sur K et a multiplication
complexe par OK . Soit

y2 +a,xy+a3y=x3+a,‘,><2+a4x+a6
une équation minimale de E sur Oy et A(E) son discriminant. On considére 1a

coordonnée x comme une fonction rationnelle sur E . Soit C=(x) un idéal de K

premier a 6.0n sait [45] que A(E)V*!

est une puissance 12-iéme dans K. On
considéere la fonction rationnelle sur E

0y (2,&)= A(E)(N“'1)”20('1]"[beEu_{o}(x(z)—x(b))'s

(elle est définie a une racine de 'unité de K prés). Soit y le caractére de Hecke

de K associé a E et &F son conducteur. Si M est un idéal de K , on note
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I(M)=(idéaux entiers de K premiers & 6F M},
Jo (MI=(u: (M) »Z , y(@) = O pour presque tout €, Y p(@XNE-1)=0).

Pour pedy (M), on pose

Oz 0)=TT O (2,

Si L est une extension abélienne de K de conducteur M, premier 2
6F, on note O le sous-groupe engendré par les NL(Eym),L(OO(a,u)) pour
VeJy(M) et a un point de FM -torsion. Enfin, si F est une extension abélienne
de K, on definit le groupe des unités elliptiques G comme étant e groupe des
unités de F engendré par les Q'L‘ pour toute sous-extension cyclique L de F/K

et par le groupe des racines de l'unité de F.

Théoreme 1.2. Soient F une extension abélienne de K et ¥ un caractére de
Gal(F/K) . Alors, pour tout nombre premier p ne divisant pas [F:Q] et tel que F
ne contienne pas Yy

2((8/B (P M)= 2 (Cp (o)™,

Enfin, introduisons le cas modulaire : une courbe elliptique E définie
sur @ est dite de Weil [35] i1 existe un entier N et un morphisme non nul
de X,(N) dans E qui envoie lapointe oo de X,(N) sur l'origine de E.Soit K
un corps quadratique imaginaire tel que les facteurs premiers de N se décom-
posent dans K. Choisissons un idéal . de lI'anneau des entiers ® de K tel que
O/N=Z/NZ . Alors, 'isogénie cyclique de degré N

/O >/
définit un point de X,(N) qui est rationnel sur le corps de Hilbert K(1) de K. Soit
T, sonimage par ¢ dans E(K(1)).Onnote T, latrace de K(1) a K de T,. Le

sous-groupe de E(K) engendré par T, et par le sous-groupe de torsion de E(K)

est indépendant des choix faits, on 1’appelle groupe des points de Heegner de

E(K). D'autre part, le groupe de Shafarevich-Tate m(E/K) est défini comme le
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sous-groupe de H'(Gal(T(/K),E(R)), noyau des applications de localisation
H' ((Gal(R/K),ER)) - TT, H'((Gal(R, /K ),ER,)) .
Soit SE 'ensemble suivant de nombres premiers : si E n’est pas a
multiplication complexe, peSg <> p=2 ou le groupe de Galois de (D(Ep)/(D est dif-
férent de GL,(Z/pZ) ; si E amultiplication complexe par un ordre @, PESE <=

p=2 ou p divise le discriminant de & ou p divise le cardinal du sous-groupe
de torsion de E(K) ou le groupe de Galois de (D(Ep)/(D est différent de (€&/p@)*

Théoréme 1.3. Supposons T d’'ordre infini dans E(K) . Alors,

(i) le groupe E(K) est de rang 1 et m(E/K) est fini;
(i) si p ¢ S, Lordre de m(E/K)(p) divise [E(K):ZIK]2 et [E(K)ZT,]

annule mw(E/K)(p).

Remarques. a) Le théoréme 1.3 démontre une partie de 1a conjecture suivante. On

note mp le nombre de Tamagawa de E/Q en p[SS]et ¢ est le rationnel positif

défini de la maniére suivante: si w est I'unique forme différentielle de £ sur Q@

telle que y*w soit la forme différentielle Zanq"dq/q associée a une forme

modulaire normalisée (a1 =1), cw estune forme différentielle de Néron sur E .

Conjecture 1.4. Supposons que T¢ est d’ordre infini dans E(K). Alors

(1) le groupe E(K) est de rang 1 ;
(1) le_groupe de Shafarevich-Tate m(E/K) est fini et 'on 2

a(E/K)= (EKIZT Y T, m )2,

Cette conjecture est 1'analogue dans le cas modulaire des théorémes 1.1
et 1.2 pour le caractére trivial. On peut énoncer une conjecture plus générale
pour un caracteére de Gal(K(n)/K) d‘ordre premier a p .

b) Soit L(E/@,8)= 2. a,n™ lafonction L complexe de E/Q et
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L(E/K,s) Ta fonction L complexe de E/K. Gross et Zagier [26] ont établi une for-
mule liant la dérivée de la fonction L de E/K avec la hauteur de Néron-Tate de
T¢ - Enparticulier, ils montrent que si L'(E/K,1) est non nul, le point T est
d’ordre infini.

c) Rappelons enfin 1’énoncé de la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer pour une courbe elliptique E définie sur Q [55]

Conjecture 1.5. La fonction L(E/@,s) aun zéroen s=1 de multiplicité 9@ é-
gale au rang de E(Q).Le groupe de Shafarevich-Tate est fini et on a

(gE(Q))

L (E/Q,1)= (]—[dep)a(m(E/Q))Rm(E)Qm

ou R_(E) est le volume de E(Q) pour la forme bilinéaire de Néron-Tate et ou

Q,, &stlapériode réelle positive de E.

1.2. Intermede.

En s‘appuyant sur des calculs numériques, Gras[19] a conjecturé que les

facteurs de Jordan-Holder des modules galoisiens &./T; et Cr d‘ordre premier

a 2[F:Q] sont les mémes et ont 1a méme multiplicité, ce qui équivaut au théorée-
me 1.1. En reprenant une idée de Ribet [43], Mazur et Wiles [38] ont montré ce
théoréme en utilisant 1a géométrie des courbes modulaires pour construire des
extensions non ramifiées d’extensions cyclotomiques de F(up) dans la partie -
du groupe de classes et en utilisant la théorie d'lwasawa (voir plus loin). Dans
[56], Thaine montre que n((GF/CF)(p)(’O) annule CF(p)(") de maniére directe et
élémentaire. Rubin [S0] adapte sa démonstration au cas elliptique; il peut alors
montrer la finitude du groupe de Shafarevich-Tate pour les courbes elliptiques a
multiplication complexe définies sur le corps de multiplication complexe telles
que L(E/@,1) est non nul (paragraphe 1.5).

D’autre part, des calculs numériques ont permis a Birch et Stephens [4]
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de suggérer une forme de la conjecture 1.4 . Celle-ci a été ensuite écrite sous
une forme définitive par Gross et Zagier [26] a 1a lumiére de leur travail sur la
dérivée de la fonction L de E/K et de la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer. Kolyvagin démontre d'abord une partie du théoréme 1.3 ([31][32)) et trouve
un annulateur d’une partie du groupe de Shafarevich-Tate. |1 se rend alors compte
que sa méthode et celle de Thaine sont de fait similaires et une itération de cet-

te méthode permet & Kolyvagin de démontrer les trois théorémes.

L’idée est 1a suivante. Dans tous les cas précédents, les sous-groupes

spéciaux de GF ou de E(K) n’arrivent pas tous seuls. A tout entier n sont asso-
ciés une extension abélienne K(n) de @ ou de K et un élément spécial T, (unité

cyclotomique, elliptique ou point de Heegner) de "niveau n", défini sur cette ex-
tension . Ces points sont reliés entre eux par des formules. C’est ce que Kolyva-
gin appelle un systéme d'Euler. L'utilisation de ce systéme d’Euler permet de
trouver des relations dans le groupe des classes ou le groupe de Shafarevich-Ta-
te. L'idée fondamentale de Kolyvagin est alors de construire 4 partir d'un systé-
me d'Euler d’autres systémes d’Euler qu'il appelle systémes d’Euler dérivés para-

métrés par des suites de nombres premiers t,,..,t, et qui fournissent dautres

S
relations dans le groupe des classes d'idéaux ou dans le groupe de Shafarevich-

Tate. Le théoréme de Cebotarev permet de choisir les {, de maniere a avoir le

plus de relations indépendantes possibles. On obtient ainsi une divisibilité de
I’indice par le cardinal de la y-partie du groupe de classes. L'égalité est alors
obtenue en utilisant la formule donnant le nombre de classes de F .

Kolyvagin expliqgue de plus comment 1a connaissance du systéme d’Euler
des unités cyclotomiques ou elliptiques détermine complétement 1a structure
des groupes de classes en tant que groupe abélien et en particulier son rang.

Les théorémes 1.1 et 1.2 admettent des généralisations a des caracté-
res de conducteur une puissance de p, que 1’on appelle conjectures principales

cyclotomique et elliptique. La conjecture cyclotomique d'lwasawa a été démon-
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trée par Mazur et Wiles[38] L'utilisation des systémes d’Euler dérivés de Koly-
vagin et les techniques de la théorie d'Iwasawa ont permis a Rubin de redémon-
trer la conjecture principale dans le cas cyclotomique [34] et de 1a démontrer
dans le cas elliptique [SO] On obtient ainsi une démonstration élémentaire de ces

conjectures dont nous allons maintenant rappeler ’énoncé.

1.3. Conjectures principales (cas cyclotomique et elliptique)

On fixe ici un nombre premier p impair. Onnote @Q_ 1'unique sous-
corps de QY ,,) tel que M=6al(@,_ /@) =2, etpourtout n, @ lasous-exten-
p
sion de @, /Q de degré p".Soit F une extension abélienne réelle de @ de degré

premier a p; on pose A =Gal(F/Q), F_=FQ_ , G, =Gal(F /@) et

G, =6Gal(F_ /@)= xA . On choisit une cldture algébrique @D de @, contenant Q.
Fixons un caractére de A dans @Qp" .Si M estun Zp[[A]]—module, on note
l"l(")z[meM®lpr[x] tel que gm=x(g)m pour geA}

Soient CFn le groupe des unités cyclotomiques de F_ et AFn le p-
groupe de Sylow de CFn . Soient an et %Fn les séparés complétés de GFn et
an pour la toplogie p-adique. On note AFoo (resp. EFOO, resp. EFOO) la limite pro-
jective des AFn (resp. an, resp. f:Fn) relativement aux homomorphismes induits
par 1a norme. Tous ces Zp—modules sont de maniére naturelle des Zp[[Gm]]—modu—
les. L'anneau Zp[[GN]](X) s‘identifie a Z,[X)["] (qui est isomorphe a Z[x1TD.
Rappelons que, pour tout module M de type fini et de torsion sur B:Zp[x] [r7 Cou
plus généralement un anneau local complet régulier), il existe des éléments non
nuls f,,.,f, de B et unhomomorphisme injectif de B-modules de ®1sisdB/(fi)
dans M dont le conoyau est fini (resp. annulé par un idéal de hauteur >2) ; 1'idéal
de B engendré par f,..fy ne dépend que de M, c’est 'idéal caractéristique de

M.Les Zp[x] [F1-modules (A; Y et (EF /ﬁF ™ sont de type fini et de torsion

oo
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([29][34], 1e second est méme monogéne a un groupe fini preés).

Théoréme 1.6 (conjecture principale pour @). Les idéaux caractéristiques de
(% 7 ¥ ;
(A )™ elde (& /B )™ sont égaux

D’habitude, ce théoréme est énoncé en faisant intervenir les fonctions
L p-adiques. Si ) estun caractére de Dirichlet p-adique primitif non trivial,
on notera de la méme maniére le caractére galoisien associé. La fonction L

complexe attachée a x est L(y,s)= an(n)n's . Soit W le caractére de Teich-
muller (en tant que caractére galoisien, il est donné par l'action sur up). Soit v
le caractére de Gal(@Q_/@) dans | +pr tel que wv donne 1'action du groupe de
Galois sur upoo . 11 existe [28] une unique fonction Lp(x,s) continue pour seZp

telle que pour tout entier k >1
k-
Ly (X T=K)=(1 =X, (PP LY, 1-K)
ou ¥, estle caractére primitif associé a xw'k .C’est 1a fonction L p-adique de

Kubota-Leopoldt (si yx est impair (i.e. X(-1)=-1), elle est identiquement nulle).

On peut de plus lui associer un unique é1ément Gp(x) de Zp[x] [FD: un élément de

cet anneau peut étre considéré comme une fonction sur le groupe Hom_ . (T, (E;)
(ou (Ep est la complétion de @p) et Gp(x) est caractérisé par
Gp(x)(\)k):Lp(x,l—k) pour tout entier k>1.

Soient MFn la plus grande p-extension abélienne de F, nonramifiée au
dehors de p, MFm la réunion des MFn et XFM le groupe de Galois de MFm/F‘>o 4
C’est encore un Zp[[Gal(Fm/tD)]}—module de type fini. La théorie du corps de clas-
ses permet de construire une suite exacte

0-Up /& X A 0.

ou UFm est 1a limite projective relativement aux normes des unités semi-loca-

lesen p de Fn congrues a I modulo les places au dessus de p . On peut donc
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relier les idéaux caractéristiques des x-composantes de XF VAR Ue /’t‘:F et

oo (=]

EF /TSF . D’autre part, Iwasawa a montré qu’une série caractéristique de
L=}

0o

(Ue /T ¥ est G,(X) si X estnon trivial [34, Th. 5.2] Le théoréme 1.6 est a-

lors équivalent au théoréme suivant.

Théoréme 1.7. Soit X un caractére de Gal(F/Q) non trivial Alors, 1'idéal carac-
s s (v .
téristigue de XFQO est engendré par Gp(x) .

Donnons-en une derniére formulation. Supposons maintenant que F est

une extension abélienne de @ contenant Yy de degré premier a p (c’est donc une
extension quadratique imaginaire d'une extension réelle). Soit QFW la limite in-
ductive des AFn et '(’AFOO :Homzp(QFw, Q,/Z,) son dual de Pontryagin. En utilisant
la théorie de Kummer, Iwasawa a montré [29] qu’il existe un homomorphisme in-
jectif a conoyau fini de AFoo dans (&Fw)' (1e point indique que 1'action de

Gal(F /@) est modifiée par y.m:y'1m)); de plus, si ¥ est un caractére pair non
trivial, Xéi et HomZp(QFoo ,ppm)(") sont des Zp[x] [FI-modules de torsion iso-

/

morphes.

Théoréme 1.8. Si Y _est un caractére impair de Gal(F/@) différent de w™', li-
déal caractéristique de ﬁé") est engendré par la fonction oG, (XWX(vo).

La conjecture principale (maintenant théoréme) dans le cas elliptique
s’énonce de maniére analogue. Soient F une extension abélienne de K de degré

premiera p, Ko une Zp— ou Zg—extension de Ket F_=K_F.Onremplace uni-

tés cyclotomiques par unités elliptiques. Rubin a annoncé le théoréme suivant
[50] :

Théoréme 1.9 (Rubin). Les idéaux caractéristiques de (A, Y™ et de (&, /T, ¥
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sont égaux dans chacun des cas suivants
(1) lorsque p=P®* se décompose dans K et que K, estla Z -extension de K

non ramifiée en dehors de ®, pour tout caractére x de Gal(F/K),
(ii) lorsque p se décompose dans K, que K, est l'unique Zs- xtension de K et

que, soit Yy n’est pas contenu dans F, soit ¥x%=w pour tout g€ Gal(ﬁp/(Dp),
(11i) lorsgue p est inerte dans K.

Ce théoréme a une traduction en termes de fonctions L p-adiques
lorsque p se décompose dans K ([13][60][54]). Nous ne rappelons ici que le cas
ou Koo €st 1'unique Zﬁ—extension de K. Soit E la courbe elliptique utilisée pour
construire le groupe des unités elliptiques. Soit L(y,s) la fonction L du carac-
tére de Hecke y de K associé @ E.La fonction L de E/K est donnée par

L(E/K,s)=L(y,s)L(y,s).
Si E est définie sur @, lafonction L de E/Q est donnée par L(E/@,s)=L(y,s).

Choisissons un idéal premier ® de K au dessus de p.Soit W l’anneau
des entiers du complété de l'extension maximale non ramifiée de Kg . Rappelons
([12],[14], [30], [61] qu’il existe un unique élément Gp(X) de W[[Gal(Foo/F)]] tel
que pour tout caractére p d'ordre fini de Gal(F_ /F)

Gp(X)(P)/Qp(p)=(1-yp(®)/p)(1 —E(?*)o“(’d"*)/p)L(wp,l )/Q,_(p)
(ici, Q_(p) et Qp(p) sont des périodes respectivement complexes et ®-adiques

attachées a ¢ et a p que 1'on peut explicitement décrire).

Soit MF la plus grande p-extension abélienne de Fn non ramifiée en
n

dehors de ® , M laréunion des MF et Xg  le groupe de Galois de Me /F
(=) n [o<]

oo

Grace au théoréme de Coates-Wiles[14] et de Yager [60], le théoréme 1.9 (ii) est

équivalent au théoréme suivant.

Théoréme 1.10. Soit X un caractére de Gal(F/K)._On suppose gue F_ne contient
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pas v, ouaue Xx®=w pourtout geGal(®@,/@,) . L'idéal caractéristique de X ¥
dans WIM] est engendré par Ggp(y).

1.4. Courbes elliptiques sur Q.

Les résultats qui précédent (a la fois dans le cas elliptique et modulai-
re) permettent d’avancer en direction de la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer. Nous aurons besoin des deux résultats suivants sur les fonctions L com-
plexes attachées aux courbes elliptiques de Weil.

Théoréme 1.11. (i) Supposons L(E/Q,1)=0. 11 existe une infinité de caractéres
gquadratigues imaginaires X fels que Y(®)=1 pour ¢IN et L(E/@,Y,1)=0.

(i1) Supposons L(E/@,1)=0. |1 existe une infinité de caractéres guadratiques i-

maginaires X lels gue x()=1 pour ?IN et que L(E/Q,%,s) aun zéro dordre 1
en s=1.

La partie (i) a été montrée par Waldspurger (citée dans [S7)). La partie
(i1) vient d’étre montrée indépendamment par Bump, Friedberg et Hoffstein [8] et
par M. Ram Murty et V. Kumar Murty [39] Si E est une courbe elliptique de Weil
sur @, on obtient alors le théoréme suivant.

Théoréme 1.12. Si L(E/@Q,1) est non nul, alors E(@Q) et m(E/Q) sont finis. Si
L(E/@Q,s) aun zéro simple en s=1, E(Q) est derang 1 et m(E/Q) est fini.

Démonstration. La valeur propre € de lI'involution d’Atkin-Lehner Wy sur f
vaut -1 si L(E/Q,1)=z0 (resp. +1 si L(E/@Q,s) aun zéro simple en s=1). Soit K
le corps quadratique imaginaire associé a un caractére ¥ donné par (ii) (resp.
(1)) du théoréme 1.11. Alors L(E/K,s) aun zéro simple en s=1. Grace au résultat

de [26]rappelé dans 1.1, T, est un point d'ordre infini et si ¢ est la conjugai-
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son complexe, on a 0T =€Ty modulo torsion. |1 n“appartient donc pas (resp. ap-

partient) @ E(@Q) modulo torsion. On déduit alors le résultat du théoréme 1.3 .

Supposons maintenant que E est une courbe elliptique a multiplication
complexe par 'anneau des entiers ® d‘un corps quadratique imaginaire k et est
définie sur k. Soit w, €(2,4,6} le nombre de racines de 1'unité de k. Les résul-
tats dans le cas elliptique (avec K=k) permettent d’obtenir des résultats plus

précis sur la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

Théoréme 1.13.Si L(E/k,1)=z0, alors E(k) et m(E/k) sont finis et la conjecture

de Birch et Swinnerton-Dver est vraie a8 multiplication par une unité de O[l/wk]

pres .

Théoréme 1.14. 5 L(E/k,1)=0, soit E(k) est infini, soit la composante ®-pri-
maire de m(E/k) est infinie pour tout idéal ® de k ne divisant pas Wy .

La démonstration de ces deux théorémes utilise des techniques de des-
cente. Lorsque p se décompose dans k, on utilise [40] et le théoréme 1.10 (Ko-
lyvagin-Rubin + Coates-Wiles). Lorsque p est inerte dans Kk, Rubin utilise de

plus la loi explicite de réciprocité de Wiles [58]

Théoréme 1.15. Si E est définie sur @ et si L(E/Q,s) a.un zéro simple en s=1,
alors E(@ estderang 1, m(E/Q) gst fini;si p estpremier 3 w, etsedé-
compose dans k , la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer est vraie a multi-
plication par une unité de Zp pres.

Démonstration. On utilise dans 1a démonstration 1a fonction L p-adique LD(E/(D)

construite par Mazur et Swinnerton-Dyer [37] qui coincide avec une spécialisa-

tion de la fonction L p-adique attachée au caractére de Hecke ¢ (paragraphe
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1.3). Soit X un caractére quadratique imaginaire tel que X()=1 pour tout ? di-
visant Net L(E/Q,%,1)=0.0n déduit de [26] et de [42] que 1a fonction L p-adi-
que Lp(E/(D) de E/Q aun zéro simpleen 1 .Le théoréme 1.10 implique qu’il en
est de méme de la série caractéristique du dual de Pontryagin du groupe de
Selmer S(@Q_) (ona une suite exacte

0~ E@,,)ez G,/Z, > S@, ) > mE/Q,, )P) - 0;
voir [40] pour le lien avec XFW) . Le corollaire 1.9 de [42] (qui dépend lui-méme du

théoreme de Gross-Zagier, de son analogue p-adique et de [40]) implique alors le
théoréme.

Ainsi, ces théorémes relient un invariant analytique (1’ordre du zéro de
la fonction L complexe) avec un invariant arithmétique (le rang de E(@)). Le
premier résultat dans cette direction a été celui de Coates et Wiles [13]dans le

cas des courbes elliptiques a multiplication complexe: si E(Q) est infini, alors
L(E/@Q,1) est nul.

Théoreme 1.16. Le groupe E(Q_) est un Z-module de type fini (conjecture de

Mazur).

En effet, Rohrlich [46] 2 montré que 1a fonction L p-adique Lp(E/(D) est
non nulle. On en déduit par le théoréme 1.10 que le dual de Pontryagin du
Zp[[Gal((Dw/@]]—module S(@,) est de torsion (voir démonstration du théoréme
1.15), ce qui permet de conclure [40]

Par manque de place, nous avons choisi de ne pas donner la démonstra-
tion des conjectures principales. Nous donnons dans le paragraphe 3 une idée de
la démonstration des théorémes 1.1 et 1.3 en suivant Kolyvagin [33] (des modi-
fications ont été faites dans [25] et dans 'appendice de [34]). Dans le paragraphe

2, nous parlerons d'un outil essentiel de 1a démonstration de Kolyvagin, les sys-
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témes d’Euler.

2. Systemes d'Euler.

Dans la suite, p est un nombre premier fixé et M, M',.. désigneront des
puissances de p. Si L/F est une extension galoisienne, on note
HY(L/F,a)=H(Gal(L/F),u) et H(F,u)= H(Q/F,u).
Si x estunélément de H(a/a, Cy) et si M'IM, on note x(M) 1'image de
x dans Hi(-/.,CM.) par Vapplication induite par 1a multiplication par M/M’. Si x

€ H‘(F,-) et si v estuneplace de F, onnote X, 'image de x dans H‘(Fv,-).

En suivant Kolyvagin, nous allons construire a partir d'unités des fa-
milles d’é1éments de F*/F™ qui sont des unités en dehors d’un ensemble fini de
places et dont on peut décrire la valuation. On fait une construction analogue
dans le cas modulaire (cas d‘une courbe elliptique). Le résultat utile pour la dé-
monstration des théorémes 1.1 et 1.3 (démonstration esquissée dans le para-
graphe 3 ) est le théoréme 2.1 . On explique ensuite dans ce paragraphe la manié-
re dont Kolyvagin I'obtient. Pour ne pas alourdir d’avantage le texte, nous ne con-
sidérerons que le cas de représentations p-adiques sur @ (dans le cas ellipti-
que, la représentation p-adique associée a la situation est une représentation de
Gal(@/K), i1 faut remplacer les nombres premiers { de @ par des idéaux pre-

miers...).
2.1. Représentations p-adigues.

Donnons quelques définitions relatives aux représentations p-adiques
aussi générales que possibles bien que les applications que nous ayons en vue

soient le cas des modules de Tate Zp, Zp(l) et Tp(E) de (DD/Zp U, etde E .
P P
Soit Tp(X) un Zp—module libre de type fini de dimension d muni d’une

action linéaire et continue de Gal(@/@). On note X le groupe p-divisible (au
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sens des groupes abéliens) associé (X,= TD(X)/MTD(X))‘ On considére le groupe p-
divisible X' défini par
Tp(X’) :Homlp(Tp(X), Z,(1)).

On suppose que Tp(X) est une représentation de de Rham en p[15]. Soit
N le produit (supposé fini) des nombres premiers de @ ou TD(X) a mauvaise ré-
duction (si t ne divise pas p (resp. t=p), Tp(X) a bonne réduction en t sil'ac-
tion du sous-groupe d'inertie en ¢ est triviale (resp. si TD(X) est cristalline en
p[15]). Si ¢ est un nombre premier ne divisant pas p, soit P, le polyndome
caractéristique du Frobenius (arithmétique) Fr, sur Tp(X) . Si L une extension
de @ et v une place de L, onassociea TD(X) un sous-groupe H:(LV,XM) de
HL, Xy) défini par Hg(Lv, XM)=H1(L3r/Lv, Xy) si v nedivise pas fp (ou L)
est la plus grande extension de L, nonramifiée) et en utilisant les méthodes de

Greenberg et Bloch-Kato en général ([6],[23)].

Exemples. Si X=y _, H1(LV,XM) = L:/L:M par la théorie de Kummer et HfI(LV,XM) =
p

U(LV)/U(LV)M (o U(L,) est le groupe des unités de L, ); si X:(Dp/Zp, H'(LV,XM) =
Homg (Gal(T, /L), Z/MD) et Hf‘(Lv,xM):Hommeal(LC"/LV), ZMD). ST X=E
H;(LV,EM) est 1'image réciproque de H1(L3r/Lv, E(L\':r))M dans H1(Lv, EM) etonala
suite exacte

1 1, nr nr
0 = E(L, I/ME(L, ) > He (L, E D> HULET/L, BT 5 0.

L’accouplement naturel [=,u},: X, xXy, =Yy, induit un accouplement local
non dégénére <m,m>,
1 1 p 2 ,
HU(L,, Xy)x H (L, Xyp) = HE (L, 0)=2Z/MZ ;
Si x (resp. y) estun élément de H’(L,XM) (resp. H1(L,X;4)), on a

(2.1 2, <xy>, =0.
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Les sous-groupes H;(Lv, Xy ) et H:(LV, Xy) sont exactement orthogo-
naux ([6], [52]). On en déduit un isomorphisme
HY(L,, X{)7H, (L, X)= HomZD(Hf‘(LV, Xy DoUyy)-
Soit v une place de L au dessus de t premiére @ Np totalement décomposée
dans L(X\)/L et nonramifiée sur @ de degré résiduel f.Choisissons une racine
de unité Cmy d'ordre M. L’application de HQ(LV,XM) dans X, donnée par
XHX(FFI) est un isomorphisme. On en déduit un isomorphisme Gv de

H1(Lv, X’M)/Hf‘(Lv, X'y sur X', (dépendant de Tyy) Caractérisé par

[><(Fr{f ),Gv(y)]Msz,fX'y)v .

Remaraue. Si X=E _ , 1"accouplement de Weil permet d’identifier X et X’ (on le
P

note encore [.,-]M). L’accouplement <.,.>, induit alors l'accouplement local de

ord,,(y)
Tate E(L,)/ME(L,) x H'(L,, Ey)> Z/MZ . Si X=Z, et X=U o 0N 3 8, (=Ty, ’

si ord, estlavaluationde L, normalisée par ord, (L,)=Z .

Si T estunensemble fini de places de L, on note ST(X/L)(M) =

ST, 00/0™ 1e sous-z,-module de H'(L,X,) formé des éléments dont I'image
dans H’(LV,XM) appartient a H;(Lv, XM ) pour toute place v de L ne divisant au-
cune place de T.O0n pose S(Tp(x)/L)(M): S(X/L)(M)z SQ,(X/L)(M) . C’est le "groupe de
Selmer”. Lorsque X:Epw, on retrouve le groupe de Selmer classique attaché a la
courbe elliptique E.On vérifie facilement que S(ZP/L)(M):HomZp(AL , Z/MZ) ou
A_ est le p-groupe de Sylow du groupe C_ des classes d'idéaux de L.Si T est
un ensemble de places finies, SAY y/L)M =6L'T/63{‘4‘T ou & p estle groupe des

T-unités de L .

2.2. Théoréme clé.
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On se donne maintenant une extension abélienne K de @ , un ensemble
fini de places Sy et pour chague entier m non nul, une extension abélienne
K(m) de K vérifiant les propriétés suivantes:

(1) si nim , alors K(n)cK(m) ; K(NNK(m)=K(pgcd(n,m));
KK(m)=K(ppcm(n,m));

(ii) pour t premier, K(®)/K(1) est de degré premier a ¢;

(iii) K()/K est nonramifiée en dehors des places au dessus de ¢ et de
S -

En fait, nous ne considérerons que 1'un des deux cas particuliers sui-

vants:
(2.2) (i) si qupoo ,onprend K=Q et Q(m)=Q(y,); (i1) si X=Epoo , K estun
corps quadratique imaginaire tel que tout nombre premier divisant le conducteur
de E est décomposé dans K ; K(m) est Vextension de K associée par le corps
de classes a l'ordre O, de O, deconducteur m .

On se fixe un entier T, divisible par 27 et par les nombres premiers

ramifiés dans K/Q.On suppose désormais que tous les nombres premiers ?
considérés sont premiers a TN, - Onnote M, laplus grande puissance de p di-

visant [K(2):K(1)] telle que les é1éments de Xy sontrationnels sur K oU v est
une place de K au dessus de ¢.

On définit inductivement ! un ensemble ?(k) de l'ensemble des k+1-

uples [m;t1,...,{k] ou m est un entier et ou les ti sont des nombres premiers dis-

tincts : ® V= ([m]men),

(k-1)

est 'ensemble des [m;ty,...8] oulm;t,,..6 4] estun

élément de ® et ou ¢, est unnombre premier ne divisant pas Noympt,.

A
inerte dans K, totalement décomposé dans K(mt1.4.tk_1 )/K et tel que si

Mo(m, 8,4 1) est le ppcm des annulateurs de X _ (K(m¢t, . ,)) et des
p

1 Une méthode 1égérement différente permet d’enlever certaines des conditions
techniques de 1a définition de cet ensemble, voir [49] [ S0] et article en préparation
de Kolyvagin.
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X oo(K(mtr.tk_z/tj ),) pour j=1,.,k-2 et pour toute place v au dessus de tj ,
r‘1o(m,t1,...,tk_1)M{k_1 divise M(k .

Dans le cas (2.2),(i), pour tout entier m, on choisit des racines de 1'uni-
té ¢, d'ordre m vérifiant cnmzcr:" .Onpose T _=1-C .Dans le cas (2.2),(ii),
rappelons la définition des points de Heegner de niveau quelconque. Si m est un

entier positif, notons O ‘ordre de ® de conducteur m . Fixons un idéal . de

O tel que O/N=Z/NZ.La classe d'isomorphismes de 'isogénie cyclique de degré
N
-1
C/0, »C/(RNO ).

deéfinit un élément de X,(N)(K(m)). On note T_ son image dans E(K(m)) ou dans

E(K(MNe,Z,.

Théoréme 2.1(Kolyvagin). Supposons (2.2). On se donne un entier m , un entier
k>1, une puissance M _de p. Alors, il existe pour j=1,..,k des nombres pre-
(M{ )
) 14 1
miers tj et des éléments t[m;t,.<.<,tj] de 5“1"“’{j](X/K(m)) avec T =T,
tels que MIM, ,[mt;,..t] € P* et tel que pour tous j<i etpour v, unepla-
bl
cede K(m) audessus det;, on ait (2.3)
. dy .-1,.d
t:vtj(t[m;{1’..V'(i](f"1))_Fr{j (‘tcj([m;“ '._"{iD(M)(Fr(j)_Fr{ ; (Frtj— 1 )(tcj([m;l1 ,...,ci])(M)/M)
De plus, une fois trouvés 8oty el les éléments t[mi‘w»-"j] pour
j<k-1, 81 M est une puissance de p divisible par M{k : , 81 L est une exten-
sion finie de Km)(Xy.) et si h estunélément de GaI(L/K(m)(XM.)), on peut

choisir tk tel que h:Fr{k‘

On indique dans les paragraphes 2.3 et 2.4 une idée de 1a démonstration

de Kolyvagin.
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2.3. Construction auxiliaire: 1a corestriction de Kolyvagin.

La situation générale est la suivante. Soit G un groupe , H un sous-
groupe distingué de G tel que G/H est cyclique d’ordre fini D .On choisit un
générateur 6 de G/H.Si C est un G-module discret, on note Hg(H,C) le noyau
de I’'homomorphisme de corestriction

cory g H' (H, C)» H' (G, C) .
Soit ¢ unentier tel que cD annule C et tel que cCl (-1 o4 (par
exemple tel que cCG est nul). On définit alors un homomorphisme
cory; 6 Hg (H,C) » H' (G, ¢C)
de 1a maniére explicite suivante. Soit & unrelévement de & a G.Soit ¢ un
cocycle représentant x.La corestriction de x est représentée par 1'unique co-
cycle 9, de G avaleursdans C vérifiant
P (=207 8'p)N) si heH et o, (B)=p(8®)
Si x€ Hé(H,C), il existe donc un é1ément e de C tel que y,(g)=(g-1)e pour
tout g €G . Considérons le polyndme P(X) vérifiant
X X2 4 aX4 1=(X=1)P(X)+D

Le fait que cD annule C implique qu’il existe un et un seul cocycle y
de G avaleurs dans cC tel que

y(h)= cP(8)Xh) si heH et y(B) =ce .
La condition imposée sur CG implique que la classe coresg ’G(x) dans

H’(F,CC) ne dépend pas du choix du relévement B de 6, dureprésentant ¢ de

X, ni duchoix de e.

Remarque. Lorsque c® est nul, Hi(L/F, CH):O pour i=1,2; larestriction
H' (F.C) SH! (L,C)GaI(L/F)
est alors un isomorphisme. |1 est d’autre part clair que P(8)x est un élément de

H'(L,C)Ga'(L/F) . Donc, cores;, ¢(X) est alors simplement 1'image réciproque de
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P(8)x dans H'(F,C) par la restriction.

Nous appliquerons cette construction au cas ou G=Gal(Q/F) avec F un
corps de nombres, oU H = Gal(@/L) avec L/F une extension cyclique de degré

divisible par M et ou C=XcM (on a cXtM = XM). On écrira alors corl’/F .Onala

proposition suivante.

Proposition 2.2. Soit F un corps de nombres, L/F une extension cyclique de de-
gré D . Soit Ram(L/F) l’ensemble des places de ramification de L/F.QOn suppose
aue M est un diviseur de D et que c=c(F) est un entier tel que cXcMGaKF/F)zo,
Si T estunensemble fini de places de F et si x _appartient & 1'intersection de
HQ(L,XcM)M ST(X/L)(CM) , alors cor{, (x) appartient a STURam(L/F)(X/F)(M),

2.4 gystémes d'Euler.

Plagons-nous de nouveau dans la situation (2.2). Pour tout ¢, on se
donne un é1ément y, appartenant a 1'algebre de groupe du groupe de Galois sur @
de 1a plus grande extension non ramifiée en ¢ contenue dans UK(m) : si K est
différent de Q(v-3) et de Qv -T1), on prend

Vo= Fro (KOKD)+ (-1 PFr. )

(¢ est au dessus de ¢ dans K ;si { estinerte dans K, ye=a, si X=k _ et
p

Ye= I—Fr{‘1 si X=p )
p
Soit T un ensemble fini de nombres premiers. Une famille d’Euler non

ramifiée en dehors de T est la donnée pour tout entier m premier a T d'une

puissance de p, éventuellement infinie, M(m) et d’un élément tmz(tm(M))Mm(m)
de 1lim proleM(m)ST(X/K(m))(M) vérifiant pour ¢ premiera T et a Nob , nonra-
mifié dans K(m)/K et pour M divisant M(m) et M(m?)

coresy ymykim{ Tam M=y, T (M.

Un systéme d’Euler d’ordre k est la donnée pour toute suite [£1,...,£k] de
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nombres premiers distincts d'une famille d’Euler (M(m;t,,...,tk),tm'[(11"'14k])m non
ramifiée au dehors de (t,,..,4 ).

Si m=[m; t,,.“,{k], on notera tn:tm,[q,‘...tk]’ MO=M(m;¢,,...4). L'entier
m est le niveau de 1 et de T, - On pose t.n:[tm;t1,...,£k].

On fixe désormais pour tout nombre premier ¢ un générateur &, du

groupe cycligue Gal(K(8)/K(1)) . Pour tout entier n premier a ¢, il détermine un

générateur (noté toujours &,) de Gal(K(nt)/K(n)) grace a l'isomorphisme

Gal(K(nt)/K(n)) » Gal(K(®)/K(1)) . Les applications cor’ seront définies a 1'aide
de ces choix. Le groupe des points d’ordre une puissance de p contenus dans

X(K(m)) pour n premier a p est fini. On note son cardinal cp(m) .
Soient k>1et T un systéme d’Euler dordre k-1 .Remarquons que Si

T est de niveau m , lorsque la place de K au dessus de { se décompose totale-

ment dans K(m) et que Mcp(m) divise M,, on a coresmm)m(m)(tm(Mcp(m)))=O ;
cores,}“m)m(m)(tm) est donc définie dans H‘(K(m), Xy) - Si 4., sont tous
distincts, inertes dans K et totalement décomposés dans K(m)/K , posons
Uit ;41T = SO me k) Tty 1,41

pour M divisant Mﬁ/cp(m) et M(m;tz,.,.,tk)/cp(m). Sinon, posons M(m;t,,..,4 )=1
et t[m;t1,<...tk]:0‘ On obtient*ainsi un systeme d’Euler d'ordre k tel que si t,,..,4
sont inertes dans K et totalement décomposés dans K(m)/K,

Mm;L, .8 )ngcd(M(1 /¢, (m), MAm; L, ... 4 )/ ¢ (m),Mim;L,,.. 8 )/c (m).

En étant plus soigneux, on peut en fait prendre

Mm;Ey .08 );pgcd(l"l41 , Mim; ¢, ,...,tk)/cp(m),M(m;t2 ,...,tk)/cp(m)).

Théoréme 2.3. Soit T une famille d'Euler non ramifiée vérifiant M(m)=p> .
Alors, | ion précédente itérée fournit un systéme d’Euler d’ordre k
vérifiant

M(m;tp...,tk);pgcd(M“, M(tm;tz,...,tk)/cp(m),l"\(m;t‘z,...,tk)/cp(m)).
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Si de plus, L vérifie pour tout ¢ premier a pmT,,
-1
(2.4), t{m,w:Fr{' ('Cm’v)
pour toute place v de K(m) au dessus de ¢ (' étant la place de K _au dessuys de

t et w lunigue place de K(tm) au dessus de v ) et si m=[m;¢, vl € P , alors
M(ﬂ)zM{1 et pour toute place v, audessus de 4, I'image Trve (M) de Tt (M) par
J Y

localisation en v, appartient 3
j
HomZp(Gal(K(tjm)V{j/K(m)v{j ), XM(K(m)V{ ))

]
et est donnée par 1a formule

-1
(25 Ty 8= R Tyt

(MXFre )=Fry (Frf 1)t (M)/M)
) ) J

Cj(l'(),V{j
QU & (M=mty, otk b

Remarquons que si L’/L est une extension totalement ramifiée en v et
v’ laplace de L’ au dessus de v, larestriction induit un isomorphisme de
Hf1(Lv, Xy) sur Hf1(L\’”., Xy) et que le Frobenius agit sur ces modules, ce qui donne
un sens aux conditions (2.4). Les conditions imposées dans la définition de ?P(k)
impliquent que les applications de Kolyvagin locales cor\’, pour v divisant tj

sont bien définies et que des relations du type (2.4)( sont vraies pour le systé-
j

me d’Euler d’ordre k . Cela permet de faire le calcul local de T, et de montrer

(2.5).
On démontre le théoréme 2.1 3 partir du théoréme 2.3 en appliquant le
théoréme de Cebotarev. En effet dans les deux cas particuliers envisagés, on a

exhibé une famille d’Euler non ramifiée (M(m)=p>°) vérifiant les relations (2,4){.
11 s’agit des (T)m avec T =1 -C,, (systéme des unités cyclotomiques: il est en

fait non ramifié en dehors de ¢ si m est une puissance de ¢ mais cela se cor-

rige lorsque 1'on prend les X-composantes) et T, point de Heegner de niveau m
dans le cas modulaire (systéme des points de Heegner). Pour passer de la formule

d
(2.5) ala formule (2.3), on choisit CMvzcéf -M - comme racine de 1'unité d’or-
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ire M intervenant dans la définition de & ou CS( est la racine de 1"unité d'or-
re -1 corespondant a &, par I'isomorphisme d’Artin.

Enfin, remarquons que le théoréme 2.3 peut se généraliser a une repré-
sentation p-adique comme en 2.1. 11 ne resterait plus qu’a exhiber une famille

FEuler non ramifiée vérifiant M(m)=p™, ce qui est beaucoup plus difficile.

3. Démonstrations des théorémes 1.1 et 1.3,
3.1. Généralités.

Commengons par donner 1'idée générale commune aux démonstrations
des théoremes 1.1, 1.3 (et 1.2). Soit TD(X) une représentation p-adique comme en
2.1.0n désire étudier le groupe de Selmer S(X/L)™ . 11 est facile de construire
des caractéres de ce groupe: si v est une place de L au dessus de & nonrami-

fiée sur @ de degré résiduel f et totalement decomposée dans L(X\)/L , si e
est un élément de X, , on note g, I'é1ément de Homlp(S(X’/L)(M),pM) défini par
Ev‘e(x):[e, xV(Fr: )}y - La formule du produit (2.1) permet d’associer a tout élément
de ST(X/L)(M) une relation entre les caractéres g, :choisissons une base (e
de Tp(X) et soit efM) laprojection de e, dans Xy, ; choisissons une racine de 1'u-
nité T d'ordre M et posons (CM'V)UV:Q (u, estuneunite de Zp); si T estuné-

1ément de ST(X/L)(M), posons GV(I):Z dE .(t)ei(M) ;on aalors

i=1-v,ji
u,, E, (D)

(3.1) ﬂig1]—[veT(€v,ei) )

Nous allons utiliser les éléments fabriqués dans le théoréme 2.1 pour

Vi

=1.

un choix convenable de k. En reprenant les notations du théoréme 2.1, on a ain-

si une suite croissante d’ensembles'Ts:[t,,m,ts} et des éléments ’E[m',{““,g ]
€3¢ (X/K(m))(M) pour s<k .En choisissant bien I’é1ément h du théoréme 2.1, on
S

peut prendre Ev{ i(t[m;h.m,fs]) de valuation p-adique minimale. Remarquons que
i s
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les T et T, peuvent étre divisibles par p dans ST(X/L)(M).; c’est ce qui fait

intervenir 1'indice que 1’on trouve dans les théorémes du paragraphe 1 .

3.2. Cas cyclotomiaque.

Soit X un caractére pair non trivial de conducteur f ; pour simplifier,

on suppose qu’il est & valeurs dans Z; et on note e, le projecteur associé. On

X
peut d‘autre part supposer que F est le corps (réel) fixe par le noyau de Y . Ko-

lyvagin démontre alors 1a proposition suivante.
Proposition 3.1. (A®™) divise [6{*:Z,e (No),e(1-T))

Ici, Nﬂ((f)/F( 1 -Cf))ﬂ” est 1a norme sur F d'un point du systéme d’Euler
que 1'on a décrit. On peut facilement voir que ZpeX(NQ((f)/F( 1-T¢)) est égal a céx).

Pour montrer le théoréme 1.1, c’est-a-dire 1'égalité dans la proposition 3.1, on
utilise la formule du nombre de classes que 1'on rappelle dans le cas ol p ne
divise pas 2[F:Q][34]

Proposition 3.2.0na #(Ag)=TT, 4 [Sé"): C;") ] ou le produit est pris sur les ca-
ractéres x de Gal(F/@) non triviaux.

Dans le cas elliptique, 1a formule analogue est montrée dans [18]

Revenons a 1a démonstration de 1a proposition 3.1. Le choix d’une racine
de 1'unité T permet d’identifier Hom,, (S(ZD/F)(M), Uy) et A =Cp(p) (si v est u-
o]

ne place de F, laclasse [v] de 1'idéal associé & v correspond au caractére Ev( ).

0 0 0

n
Soient p ! v P les invariants de Ag avec n,(x)z...;nr(x) et soient CyrCp

1k (x o ni (0 »
des éléments de A™ tels que ¢; soit d'ordre p dans Ag /ch1+A..chi_1 . Si
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X appartient a Fe/pM ,onnote J(x,M) lannulateur de x et
JxM)=(a€Z, tel que alx,McMZ,) .
Pour M assez grand et xeF™, lavaluation p-adique C(x) de J'(x,M)
est le plus grand entier C tel que )eF®" Lorsque xe8™ Vindice de Z,x dans

&™) est ¢gal a pt .

,,(x)

On définit o, (x)EZ/MZ par (Ty,) ¥ =(1-Fr{')(x/M). 11 s'agit mainte-
nant d’appliquer plusieurs fois le théoréme 2.1 en faisant un choix convenable de
’é1ément h qui assure les propriétés désirées de [v{k] et de la valuation p-
adique de O(Vk(extrrk)‘ Nous ne le faisons pas en détail ici et donnons simplement
la suite logique de la démonstration. On choisit M divisible par = (Ag), M=M> et
k=r.

On choisit ¢, tel que ex[v”] =c, ettelque

ordn(oc\,{1 (e, TN=Cley =4 Co (X)
et on pose m, =[f;t,] et C, =C(ext“1). On adonc C,<Cy(X) et larelation dans
(W, A00M _ (W
AR TA = AL
-4
p 0(\,1_(extf)ex[v{1 1=0,

d'ou 1"inégalité C,(X)-C,>n,(X). Supposons choisis {,,.,t;,_, comme dans le théo-
réme 2.1 tels que ex[v{j]zcj et Cj_1—,Cj>nj(x) avec njz[f;tpu.tj] et Cj:C(eXt“j).

On choisit ¢, tel que ex[vts] = ¢, et tel que ordp(av{s(ext"s_1)):Cs_1. On pose

C,=C(e, T, ,). On aalors dans Al

¥y F /ch1+,..+Zc

p-s-1

_Cs

¥ _
p O(V(S(ext"sq )[v{s]‘ =0
d'ou C,_,-C,>n(X) . On en déduit que Co(x)>n1(x)+‘,+nr(x):n(Aé")).

Kolyvagin caractérise un certain sous-ensemble de suites [f;t1 ,...,tr] a

partir desquelles on peut déterminer le rang et les invariants du groupe abélien

A,(:X) . Ce sous-ensemble est construit par récurrence en méme temps qu’une suite
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d’entiers Coy(X)>..> C.(X) . L'entier C,(x) est celui déja défini. Choisissons M
suffisamment grand (>3Cy(X) par exemple). Supposons construits les C,(x) et
les & pour i<s.Onnote m=[f;t,,.t] Pour tout nombre premier ¢ ne divisant
pas pft,.t, totalement décomposé dans F(yy), on pose
C(n, 0= ordp(J’(ext[ns,ﬂ(l"l),M)).
On montre qu’il existe un nombre premier ¢ totalement décomposé dans Flyy et
tel que
ordp(ocv‘(ext“s(M))):Cs(x) et ordp(o<v((ext“j(M)))>Cj(x) pour O<j<s-1.

Onnote C_ ,(X) laborne inférieure des C(m_,t) pour ¢ vérifiant ces

conditions et on choisit pour ¢, n‘importe lequel des nombres premiers { pour

lesquels la borne inférieure est atteinte. Nous avons alors les propriétés sui-
vantes
(1) Cq, 1 (X<C,00;

(i) si Cg,,(X)<C (), alors ng , (x)=C,(0-Cg, {(X)

s+1

(iii) si Cg,,(X)=C,(X), alors s est le Z/pZ-rang de Aé")/Aé")p (s=r)et l'on a

N, (X)=Co(X)-C,(X), N, (X)=C, (X)-C, (), Ng(X)=Cy_; (X)-C,(0);
’
De plus si v, estune place de F au dessus de t. , 'hnomomorphisme
1
r - Ar(:x)
(04,00 ) P 20K, ex[v{'J
n n
a comme noyau p 1Zx...p Z et est surjectif pour s=r. Enfin, on peut écrire

)
ext“.(M)zyf dans F*/F™M et les Yq1-Y,. sont linéairement indépendants dans
1

F*/F*®

3.3. Démonstration du théoréme 1.3.

Soit c=a(E(K),. ). Soit t, lap-partie du nombre de Tamagawa. Si P

est un point d’ordre infini de E(K), soit C(P) le plus grand entier qui divise P
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dans E(K)/E(K),. - Lorsque E(K) est derang 1, C(P)est l'indice de ZP dans
E(K)/E(K)

tors -

Lemme 3.3. |1 existe un entier a tel que, pour tout nombre premier p et pour

Lous entlers n et m, legrowe H'(K(E /K, E ) estannulé oar a. Ll existe
un entier b” tel gue b’A est nul pour tout sous-module galoisien A de Epn tel
que (0+1)A=0 ou (0-1)A=0 (on posera b=2b").

La démonstration utilise la théorie de la multiplication complexe et le
résultat suivant di a Serre [53] si E n’est pas a multiplication complexe, le

groupe de Galois de (D(Ep)/@ est isomorphe @ G1,(Z/pZ) pour p suffisamment

grand. Les facteurs premiers de ab appartiennent a Sg(th.1.3).

Rappelons que le groupe de Selmer s(FYM - S(TP(E)/F)(M) est l1ié au
groupe de Shafarevich-Tate par la suite exacte
0 - E(FI/MEF) » S(OM » m(E/F)y- 0,
On note S(K)(M)(*), m(E/K)(*) les espaces propres relatifs a 1 pour la conjugai-

son complexe o de S(K)(M) et de m(E/K).On choisit une base e, de 2Tp(E) tel-
le que ge,=te, et on note eiM) leurs projections dans E;. Si ¢ est inerte dans

K totalement décomposé dans K(E,)/K, onnote E_, (pour oe€(+,-]) le caracte-

re E{‘e pour e=e(_:f)€EM défini dans le paragraphe 3.1 (on a ici f=2):

(M)()
EﬂeHomZp(S(K) ,

).
LJM
Plus généralement, si x est un élément de H‘(K,EM), on pose pour
e +,-)
« 2 (M)
M, GO=[x,(Fry), e ]M .
)(M)(t)

" Larestriction de T]f a S(K est donc E,,.Onnote E, le caractére trivial.

Soient ¢,,..,4,_, des nombres premiers inertes dans K totalement dé-
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composés dans K(Ey,)/K. On note Yty ,.t _y) le sous-groupe de

) Eo

Hom (S(K)(M)“'”k°) ) engendré par les caractéres E E
ZD ) UM g p (] (—1)kt'f1’

(-1)k€ (k—‘l
et on pose

(MY(-1)Ke)
AV C ST S )=Homzp(S(K) U4 V(PR P}

k
Si £ estun élément de Hom, (s(r)MU=1e) Up), ON note
p

ord P )(E) la valuation p-adique de 1‘ordre de & dans ZyQ@y, b )
k-1 -

D,ZM(fP-n,
Enfin, donnons quelques propriétés des points de Heegner et du systéme

d’Euler associé. Si T est de niveau I, T, est défini sur K(1).Si ¢ est lacon-

jugaison complexe et si ¢ est la valeur propre de 1'involution d’Atkin-Lehner a-
gissant sur la forme modulaire f associée & E, on a

o(coresy k(T N=(-1 )kecoresK“)/K(t“) modulo torsion
ou m =[1 4,4 ] (le cas des points de Heegner est bien connu [24], 1e cas d’ordre
quelconque s’en déduit par récurrence en revenant a la définition de ‘E"). Le point
t"’K=(0+(—l)ke)coresK“)/K(tn) est défini sur K et vérifie
0T, =(-1 )ket"’K ‘

En particulier, T, k=T« €st un point de E(K).

Théoréme 3.4. On suppose gue le point de Heegner T,¢ &st dordre infini Fixons
un entier r.Soit M=p" une puissance de p telle que

n;ordp(C(t,'K))w ordp(abc)+2ordp(2c)+ 1.
|1 existe des nombres premiers ..., inertes dans K totalement dé-
5 . (r) 3 .
composés dans K(Ey)/K Lels aue [1;¢;,..,L.J®" et M t,IM,, eldesentiers n,
Arifi

Ny = ordp(C(tLK)), O<n, <n, —ordp(abc)snk_,—nk pour kx1
I i inégalité

(3.2) O< ord (exposant(Zy(t,,t,,..,4 _;)))-ord )sordp(ab)

(
PIM(Ly. .ty 1) E(_1)"uk
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(3.3) ordp.lm“w-ik-x)(E(-nkstk)g Ny_1~Ny +20rd (2abc).
Lordre de Ty, k(M estegala M/p'd et il existe un élément
Tty M g8 S, (0™ telaue

(3.4) Ty gk ™ = P T, g O

ettelque 7

/ ) : : ’ P b A ’ b
(-1)""ctk(t [ty ] (M)) soit une racine de 1'unité d’ordre p* avec

(3.5) n—ordp(abc)sbsn—ordp(c).

On déduit facilement du théoréme 3.4 les résultats annoncés.

Corollaire 3.5. Si le point de Heegner Tk est d’ordre infini m(E/K)(") est fini

et annulé par -4(ab)3c2C-(1:1 K) -

Jemonstration. On utilise le théoréme 3.4 avec r=1.Le groupe Z,,= S(K)(M)('c)

. no-"1 32 32 o
est annulé par 2p (ab)”c® et donc par 2(ab)’c C(t, ). On en déduit que
4(ab)3c2 C(I,IK) annule m(E/K)(‘c) . Comme m(E/K)(") est de type fini sur Z, il

est donc fini.

Corollaire 3.6 . Si le point de Heegner T, est d’ordre infini, E(K) est derang I,
m(E/K) est fini et annulé par 4d(ab)®c?C(t, ).

Démonstration. On utilise ici le théoréme 3.4 avec r=2 afin de contrdler

nq-n
m(E/K)? . Ainsi 20 2(a)’c? (donc 2(ab)*c® (T, ) annule Z,(t)=

)(M)(:)

Homzp(S(K »UM)/(Xet1) et donc ker EC(1. Mais EH1(I'1) est d'ordre p* avec

n-ord,(abc)<y<n-ord,(c). On en déduit que s(K)MNe

/<ker E‘H’ t’1 > est un groupe
cyclique annulé par abc et que 2(abc)(ab)4c2(:(t1 k) annule S(K)(M)/<t’1 > . Donc

S(K)(M)c est de rang 1 .0nvoit (lemme 3.8) qu'il existe TEE(K) tel que cr:t’1
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et on a alors E(K)=E(K),, +ZT . Donc SKKOM/<T> +E(K),, est égal & m(E/K),, .

tor

Ainsi, 4(ab)5c3(:(t1 g) annule w(E/K) qui est en particulier un groupe fini.

Corollaire 3.7. Supposons gue p ne divise pas 2abc. Si le point de Heegner Tk
est d'ordre infini, le cardinal de m(E/K) divise C(t, )%

Démonstration. On applique le théoréme avec r supérieur a 2 fois le rang sur
Z/pZ de w(E/K)E.
On peut déduire du théoréme 3.4 une estimation du cardinal de m(E/K)

pour les nombres premiers p divisant 2abc.

On démontre facilement le lemme suivant qui est en fait le cas r=0 du

théoréme.

Lemme 3.8.Si n> ordp(cC(t1'K))+ 1, Yannulateur de T, mModulo p"E(K) est de
valuation p-adigque n-ord,(C(t,,)), clest-a-dire que ny=ord (C(t,)). L1 existe
un point t; de E(K) tel que crIsznot]‘

Commengons la démonstration du théoréme 3.4 en supposant p impair.

Elle se fait par récurrence sur r. Supposons le théoréme vrai pour r-1.0n pose
M._y=[1;4,,..,t._4] et lorsque t_ sera choisi, n.=[1;4,,.,8]. 11 s’agit de bien choi-

sir le h duthéoréme 2.1.11 est facile de vérifier que T, 1(M) est d’ordre
r-

-ord_ (c) n-ord,(c)
2] =p P )

On définit un sous-groupe S, de 3((1 . 1}(K)(M)(t) par
.

Mp

- M=o

s =Z,T, (M) et's

(-nr=1, (-1"¢
On pose YM,rzyM(ti""'tr-l) et ZM'r=ZM(t1,...,tr_1).

On choisit un entier M assez grand (tel que l“|3tp (resp.
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Mo(m,tv,..!k)M{k) divise M sir=1 (resp. r>1)).

Soit S; 'image de S, dans H'(K(EM.), Ey) par I'homomorphisme de
restriction. Comme M divise M’, ce dernier groupe est isomorphe
Homy, (GaI(R/K(EM.)), Ey). Soit F, laplus petite extension de K(Ey) telle que S|

P
soit contenu dans Homy (Gal(F, /K(Ey)), Ey) . On pose
p
F=F,F_, H,= Gal(F,/K(Ey)) , H= Gal(F/K(Ey.)) .
On a donc
'S, C Homzp(Ht,EM) c Homlp(H En).
On définit un homomorphisme o : H > Homy (S,uy) par
p
9 (MOO=[x(hh®),e M

Soit y, le composé de g, avec 'nomomorphisme induit par la restric-

tion
Homzp(S;,UM) - Hom,, D(S:'UM)'

Le lemme suivant utilise le lemme 3.3.

Lemme 3.9.9,(H) Db Homlp(S’i,uM) et ab annule HomZD(St,uM)/Lpt(H) .

Lemme 3.10. |1 existe un é1ément 1 de H tel gue 'ordre de Y, 1)rc(n) (resp.
n H) (cesp. dans (H)) soit égal a
q’(-1)“‘.;“])) dans "’(-1)%('_1)/\(”'r l"(_1)%( ) (rese.dan Yenr-1e

l'exposant de sD. .
np(_”rc(H)/YM'rﬂ ‘V(_”rt(H) (resp. de ‘4’(_1)r-1€(H))

Pour montrer 'existence de 1, on utilise la propriété que 1a réunion de

deux sous-groupes de H distincts de H est strictement contenue dans H.

Corollaire 3.11.Qn a les inégalités

n-ord,(abc)< ord (ordre q;(_1)r_1c(n))<n—ordp(c)

ordp(exposant Zer)—ordp(ab)s ordp’ZM'r(w(_”rc(n))
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Fixons maintenant un tel 7 et posons h=7m0. Choisissons un nombre

premier { comme dans le théoreme 2.1 tel que le Frobenius de t. dans F/Q

soit h.Comme 1]1]“:(1]0)2 =Fr‘(2 (0 est d’ordre 2),y (et g coin-
(-1"e (-Dfet,

cident et on a
(t, ).

(-0r=tet, Mo

¥ 1;(’])“:%-1 )=1

(-1)F-

]

L'ordre p° de ce dernier é1ément vérifie donc

n—ordp(abc)sﬁsn—ordp(c) :
Cela montre les propriétés (3.2) et (3.5).
n
L’ordre de T, (M) est par définition M/p .11 est facile de voir que
r
n n -Nn
T, (M) est divisible par p " dans H1(K,EM.) T, M)=p T (Mp 7). On vérifie
r r r
que par projection dans H‘(K,E ), T, (M) appartienta S (K)(M) .
M . ((1v~{j}

Nous allons maintenant montrer que n__, -n.>-ord (abc). Rappelons que

1'on a

CEe2 (M)
" 1£(TJ)(X)—[(Fr‘(r I)(x/l‘1),e(_1rc]M

(-1r-
pour tout x appartenant au sous-groupe engendré par "C:rr_1(l‘1) et que d’aprés le
corollaire 3.11,
n-ord,(abc)< ord,(ordre q;(_1)r_1€(n))<n—ordp(c).
On en déduit que (Frfr— 1 )(t;‘r-1(M)/M) est dordre p® avec
n—ordp(abc)< Bsn—ordp(c).

En utilisant les relations (2.3) du théoréme 2.1 et le fait que Fr{r et 1a
conjugaison complexe coincident sur K, on trouve que si v, estlaplace de K
au dessus de ¢

p"fevr(t;?(m):(- Dlep " Frf <1ty /M)

(M)

Les deux termes sont des multiples de e( I

_y - On en déduit que
€
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n
n.<n._;+n-g (car p " divise M). D’ou N._y~N.=-ord (abc). La relation précédente

devient alors

g, (abct,'}(M))=(— 1 )’s(Fr‘zr— abep 1 Tt

.
Si 1’on pose

r$‘_1(F’I)/l"l).

Gvk(athW(M))z Eke(_l)l,_1£ )

ona ord,(E )< (n._y-n)+20ord (abc). La relation (3.1) pour t=abct, (M) devient

l'(r
r ukEk
=1
Tt & (-1)ruk)

et on en déduit que Ordp'zM((i'”"{r-1)(E(-ﬂrs{r)s N._y~N.+20rd (abc) (relation

(3.3)). Cela termine 1a démonstration du théoréme 3.4.
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