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Séminaire BOURBAKI Mars 1989
41¢me année, 1988-89, n° 707

FEUILLETAGES RIEMANNIENS
par André HAEFLIGER

Un feuilletage ¥ sur une variété M est dit riemannien s'il existe sur M une métrique
riemannienne telle que les feuilles soient localement équidistantes (la définition précise est donnée
en 1.2). Cette classe de feuilletage a été introduite en 1959 par B.L. Reinhart [31] qui en a établi les
premiéres propriétés (cf. § 1). Vers la fin des années 70, P. Molino a démontré un théoréme de
structure (cf. § 3) pour les feuilletages riemanniens ¥ qui associe notamment 3 ¥ une algebre de
Lie g (dite algebre de Lie structurale de ¥). Ce théoréme est trés utile car il permet de ramener
I'étude des propriétés qualitatives de ¥ A celles des G-feuilletages de Lie (cf. 2.1), od G est un
groupe simplement connexe d'algebre de Lie 4.

Le livre "Riemannian Foliations" de Molino [28] constitue une excellente introduction ; il est
complété par des appendices écrits par divers auteurs et qui donnent un apergu sur les
développements plus récents.

Dans cet exposé, les variétés, feuilletages, métriques riemanniennes et applications seront
supposées indéfiniment différentiables.

1. DEFINITION DES FEUILLETAGES RIEMANNIENS
Nous commengons par quelques remarques préliminaires.

1.1. Submersions riemanniennes

Une submersion f d'une variété riemanienne U dans une variété T est dite riemannienne si
les fibres de f sont équidistantes. Autrement dit, il existe une métrique riemannienne sur T telle
que les restrictions de la différentielle df de f aux sous-espaces orthogonaux aux fibres sont des
isométries sur les espaces tangents 3 T ; cette métrique sur T est unique si f est surjective.

Pour une telle submersion, toute géodésique orthogonale en un point 2 une fibre est
orthogonale aux fibres en chacun de ses points. En effet, si g est un segment géodésique de T et
si g' estunrelévementde g dans U orthogonal aux fibres, alors g' réalise le minimum de la
distance entre ses points ; c'est donc un segment géodésique. Il en résulte quesi U est une variété
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A. HAEFLIGER

riemannienne complete, alors f est une fibration (Hermann [22]) : une trivialisation locale
au-dessus d'une petite boule géodésique D centrée en t, dans T est obtenue en faisant
correspondre a (x,y) € D x f'l(to) I'extrémité de la géodésique issue de y orthogonale a f'l(to)
et se projetant sur le rayon géodésique reliant ty 2 x .

Réciproquement, on peut montrer que si les géodésiques dans U orthogonales 2 une fibre

en un point sont orthogonales aux fibres en chacun de leurs points, alors la submersion f est
riemannienne.

1.2. Rappelons qu'un feuilletage ¥ de codimension q sur une variété M peut étre défini de la
manigre suivante. On se donne un recouvrement ouvert {Ug}ge A de M, une variété auxiliaire
T de dimension q (appelée vari€té transverse) et des submersions fo : Uy — T2 fibres connexes
compatibles dans le sens suivant: pour o, € A, il existe un difféomorphisme h“B de f3(Uq,
NUg} sur fo{Ug N Up) tel que fo =hopfp . Les feuilles de la restriction de F a Ug, sont
les fibres de fyy .

En supposant que la réunion des images des fg est T, le pseudogroupe d'holonomie de ¥
associ€ 2 la transversale T est le pseudogroupe engendré par les hop .

DEFINITION 1.- Un feuilletage F sur une variété M est dit riemannien s'il existe une métrique
riemannienne sur M pour laquelle les feuilles sont localement équidistantes, c'est-a-dire que les
projections locales fy : Uy — T définissant le feuilletage sont des submersions riemanniennes.

DEFINITION 2.- Un feuilletage F sur une variété M est dit riemannien s'il peut étre défini par
des submersions locales fy : Uy — T dans une variété riemannienne T telles que les
difféomorphismes locaux de transition hop sont des isométries locales de T .

L'équivalence des ces deux définitions est évidente. D'aprés la derniere remarque de 1.1,
elles équivalent a dire qu'il existe sur M une métrique riemannienne pour laquelle toute géodésique
orthogonale 2 une feuille en un de ses points est orthogonale aux feuilles en chacun de ses points.

Un feuilletage ¥ est dit riemannien complet s'il existe sur M une métrique riemannienne
compléte verifiant les conditions de la définition 1. Dans ce cas, il résulte facilement de la remarque
qui précede (cf. Reinhart [31]) que les feuilles ont alors des revétements d'holonomie communs.

1.3. Remarque

Soit M une variété avec une métrique riemannienne donnée. Un feuilletage sur M est dit
métrique s'il est riemannien pour cette métrique donnée. L'étude de ces feuilletages est trés
intéressante (voir par exemple Gromoll-Grove [19] qui considérent le cas ot M est la sphére
euclidienne). Le point de vue présenté dans cet exposé est trés différent, car on ne s'intéresse ici

184



(707) FEUILLETAGES RIEMANNIENS

qu'aux propriétés différentiables d'un feuilletage ¥ sur M découlant de l'existence d'une
métrique quelconque qui le rend riemannien .

2. EXEMPLES
2.1. Feuilletages riemanniens de codimension 1 transversalement orientés

Ce sont les feuilletages donnés par une 1-forme fermée @ partout différente de zéro. Un tel
feuilletage sur une variété compacte M existe si et seulement si M fibre sur le cercle (remarque de
Tischler [39] : il suffit d'approcher @ par une forme fermée 2 périodes rationnelles ; le feuilletage
correspondant est une fibration sur un cercle).

Le probleéme de la classification de tels feuilletages est déja trés difficile en général (cf. par
exemple Sikorav [36] , Thurston [38]).

2.2. Les G-feuilletages de Lie (¢f. Fedida [15])

2.2.1. Soit G un groupe de Lie l-connexe. Un G-feuilletage de Lie ¥ sur une variété connexe M
est donné par des submersions locales f : Uy — G telles que les difféomorphismes de transition
haB soient des restrictions de translations 2 gauche de G . Un tel feuilletage est riemannien
(définition 2).

Par un argument classique d'Ehresmann, il existe un revétement galoisien connexe
T:M—o Mde groupe de Galois I' , une injection de T' dans G et une submersion
I'-équivariante D : MG (appelée le développement) telle que 7*(%) est le feuilletage défini par
la submersion D ( M est une composante connexe du revétement galoisien de groupe G formé
des germes des submersions locales fo, composées avec les translations a gauche par les éléments
de G).Le sous-groupe I" de G est appelé le groupe d’holonomie de F.

Les feuilletages de 'exemple 2.1 donnés par une 1-forme fermée sont les R-feuilletages de
Lie. Le groupe d'holonomie est le groupe des périodes de la forme.

2.2.2. Si M est compacte et si on choisit une métrique riemanienne pour laquelle ¥ est
riemannien (ou plus généralement si M est complete pour cette métrique ), alors M est une
variété riemannienne complete et D est une submersion riemanienne, donc une fibration (cf. 1.1)a
fibres connexes. Reeb [30] avait déja démontré ceci dans le cas des R-feuilletages de Lie.

Si de plus le groupe d'holonomie I' est dense dans G , alors les feuilles sont denses dans
M . Soit f un difféomorphisme de M préservant ¥. Alors f se releve suivant un
difféomorphisme de M qui se projette par l'application de développement sur une application h
de G dans G de la forme h(g) = o(g)u, ol u est un élément fixé de G et o un
automorphisme de G appliquant T" sur I". On voit donc que la paire (G,I) a automorphisme
pres est attachée intrinséquement au feuilletage F.
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2.2.3. Voici un procédé pour construire des G-feuilletages de Lie sur des variétés compactes. Soit
G un groupe de Lie connexe contenant un sous-groupe discret cocompact f:, etsoit D un
homomorphisme surjectif de G surun groupe de Lie simplement connexe G . Les fibres de D
sont les feuilles d'un feuilletage sur G invariant par les translations a gauche. En passant au

quotient par l'action & gauche de r ,on obtient sur M =1\G un G-feuilletage de Lie avec groupe
d'holonomie I' = D(f‘) .

2.2.4. Etant donné un groupe de Lie 1-connexe G, un probléme fondamental est de déterminer
les sous-groupes I', de type fini qui apparaissent comme groupe d'holonomie de G-feuilletages
de Lie sur des variétés compactes. A part le cas od G est compact ou nilpotent (pour lequel tout
sous-groupe de type fini convient via la construction précédente), on ne sait presque rien sur ce
probleme (cf. le travail [17] de Ghys qui contient des résultats partiels intéressants). En utilisant
des constructions arithmétiques, on peut montrer que tout groupe G semi-simple admet de tels

sous-groupes I" denses, mais il est probable que certains groupes résolubles par exemple n'en
admettent aucun.

2.2.5. Pour terminer, donnons un exemple (cf. Meyer [25]) d'un G-feuilletage de Lie sur une
variété de dimension 3 étudi€é par Ghys-Sergiescu [18] et Carriere [4] et qui a joué un rdle
historique important. Soit A un élément de S1(2,Z) de trace > 2 ; l'automorphisme linéaire
correspondant de R2 a deux sous-espaces propres Vg et V,; de dimension 1. Soit A(t) un
sous-groupe & un paramétre de SI(2,R) tel que A(1)=A et préservant Vg et V. Soit Gle
groupe de Lie produit semi-direct RZxR, ot te R opere sur R2 par A(t) . Le sous-groupe
T'=72xZ estdiscret cocompact et le quotient I\G est une variété TX de dimension 3 qui est
un fibré en tores sur le cercle. Soit N le sous-groupe 2 un parametre de G égala Vgx0.11 est
invariant dans G etle quotient G/N est isomorphe au groupe G des transformations affines de
la droite. Le feuilletage sur G dont les feuilles sont les classes modulo N se projette sur un
G-feuilletage de Lie sur T ,i =1\G dontle groupe d'holonomie est I'image de T dans G.Les
adhérences des feuilles sont les tores fibres.

2.3. Flots riemanniens sur les variétés compactes orientables de dimension 3

Suivant la terminologie de Y. Carriére, un flot riemannien est un feuilletage riemannien
orient¢ de dimension un. Voici la liste (2 difféomorphismes prés) de tels feuilletages
transversalement orientables sur les variétés compactes M de dimension 3 d'aprés Carriére [5] :

a) M estletore T3 et ¥ estun feuilletage linéaire,

b) M est obtenu en recollant deux tores pleins le long de leur bord (ainsi M est un espace
lenticulaire ou $2 x S1). Soit Tq le tore solide D2 x S1 muni du feuilletage quotient du
feuilletage sur D2 xR donné par la projection sur D2 par la relation d'équivalence engendrée par
(x,t) = (p(o)x,t+1) , ol p(a) est la rotation d'angle 2o . Sur le bord on obtient un feuilletage
linéaire du tore de pente « . On peut recoller Ty et TB le long de leur bord par un
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automorphisme linéaire appliquant le feuilletage de pente o sur le feuilletage de pente B (c'est
possible si B =ao + b/co +d, ol a,b,c et d sont des entiers tels que ad - bc=1). Si a est
irrationnel, il y a deux feuilles compactes qui sont des cercles et les adhérences des autres sont des
tores concentriques.

¢) M=TA muni du feuilletage décrit 2 la fin de 2.2,

d) M est un fibré de Seifert feuilleté par les fibres.

3. LE THEOREME DE STRUCTURE DE MOLINO ([27], [28])

3.1. Le passage au fibré des repéres orthonormaux

Soit ¥ un feuilletage riemannien de codimension q sur-une variété riemannienne compléte
M donné par des submersions riemaniennes locales fo : Uy — T dans une variété riemannienne
T de dimension q, les difféomorphismes de transition hgp étant des isométries localesde T .

Pour étudier les isométries de T, il est classique (¢f. par exemple Kobayashi [24]) de
considérer leur prolongement au fibré O(q)-principal T des repéres orthonormaux sur T, caril
est muni d'un parallélisme naturel : il existe des champs de vecteurs Xj,...,.XN sur T formant en
chaque point une base de l'espace tangent (donc N = dim T ) qui sont invariants par les
prolongements 2 T des isométries locales de T .

Soit alors p : M- M le fibré O(q)-principal des reperes orthonormaux du fibré NF
normal aux feuilles. Le feuilletage ¥ se reléve suivant un feuilletage Fsur M de méme
dimension défini par les submersions locales f’a : p'l(Ua) >T qui sont les prolongements des
fo, aux reperes orthonormaux. Les feuilles de ¥ sont les revétements d'holonomie des feuilles de
¥ etle feuilletage  est invariant par l'action 2 droite de O(q) .

1l existe sur M des champs de vecteurs Xj,...,.XN qui se projettent par les projections
locales sur les champs  X{,.... XN ; toute combinaison linéaire 2 coefficients constants des Xj
engendre un groupe global 2 un paramétre d'automorphismes de 7. Il en résulte que le groupe des
automorphismes de ¥ opere transitivement sur M , donc que’ F est trés régulier.

3.2. Théoreme de structure de Molino

Soit F un feuilletage riemannien complet sur M connexe et soit F le Seuilletage
correspondant sur le fibré M des repéres orthonormaux du fibré normal aux feuilles. Alors

a) les adhérences des feuilles de F sont les fibres d'une fibration différentiable %: M — W ,

on W est une variéié différentiable munie d'une action de O(q) pour laquelle T est équivariante.

Les adhérences des feuilles de F forment aussi une partition de M en sous-variétés.
L'espace W des adhérences des feuilles de F est le quotient de W par l'action de O(q) etona
le diagramme commutatif
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M
T l n

w
b) La restriction fo de F a l'adhérence 7-1(w) d'une feuille est un G-feuilletage de Lie
(dont le groupe d’holonomie T est dense dans G ) ; si U est un voisinage contractile de w ,

alors il existe un difféomorphisme de 7-1(U) sur U x t-1(w) transportant la restriction de ¥ a

n-1U) surle produit de fo par le feuilletage par points de U . L'algébre de Lie de G est
appelée l'algébre de Lie structurale de F.

w

Remarquons que I'algebre de Lie structurale de ¥ est réduite 2 zéro si et seulement si toutes
les feuilles sont compactes, c'est-3-dire si ¥ est une fibration de Seifert généralisée [13].

Esquisse de la démonstration.- Soit C> l'espace vectoriel des fonctions C* sur M constantes
sur les feuilles de ¥ (donc sur leurs adhérences) ; il est stable par différentiation dans la direction
des champs X; du parallélisme transverse.

On vérifie d'abord, en utilisant le fait que le groupe des automorphismes de F est transitif
sur M , qu'il existe une variété différentiable W et une fibration différentiable T : M — W telle
que les €léments de G sont les composés de 7 avec les fonctions sur W .

Ona (Xi.Xj] = z cli(j Xk modulo l'espace des champs tangents aux feuilles, ou les
cij€ G°, donc proviennent de fonctions sur W .

Aprés un changement de base a coefficients constants, on peut supposer que les champs
X1,....Xp sont tangents en un point d'une fibre donnée -1 (w) de T, et que Xr+1o-XN s€
projettent sur un base de I'espace normal a cette fibre.Les champs X1,..., X sont alors tangents 2
la fibre 7-1(w) en chacun de ses points, donc aussi leurs crochets, et les cij(w) sont nuls pour
k>ret i,j<r

Ainsi les cjj(w) pour 1<ijk <r sont les constantes de structure de l'algebre de Lie g4
d'un groupe de Lie simplement connexe G . Il en résulte que la restriction %, de F ala fibre
7-1(w) estun G-feuilletage de Lie, avec groupe d'holonomie T ; les projections locales de ce
feuilletage appliquent les X;, 1<i<r, sur une base des champs invariants & gauche sur G . Il reste
a montrer que n'l(w) est I'adhérence d'une feuille, autrement dit que I'" est dense dans G . Sice
n'était pas le cas, 'adhérence de I' serait un sous-groupe de Lie H de G et G/H serait une
variété de dimension positive. L'existence d'une fonction différentiable non constante sur G/H

impliquerait l'existence d'une fonction dans Q’)" non constante sur i'l(w) , d'oui contradiction.
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3.3. Le faisceau de Molino

Soit ¥ un feuilletage sur une variété M . Un champ de vecteurs sur un ouvert U de M est
projetable si le sous-groupe local 2 un paramétre qu'il engendre est formé d'autormorphismes du
feuilletage & restreint 3 U . Les champs de vecteurs tangents aux feuilles sont évidemment
projetables. Par définition un champ de vecteurs transverse 3 ¥ sur U est un champ de vecteurs
projetable sur U modulo les champs tangents aux feuilles. L'image par les projections locales
fo : Ug = T du feuilletage d'un champ de vecteurs transverse est un champ de vecteurs sur un
ouvertde T.

THEOREME - Soit ¥ un Jeuilletage riemannien complet sur une variété M connexe comme dans
le théoréme 3.2. 11 lui est associé un faisceau G sur M en algébres de Lie de germes de champs

de vecteurs transverses @ F tangents aux adhérences des feuilles, appelé le faisceau de Molino de
¥ . Ce faisceau est localement constant de fibre isomorphe a I'algébre de Lie structurale gde F
(cf. 3.2,b)) ; en tant que tel, il est déterminé abstraitement par une représentation (monodromie) de
n1(M) dans Aut(g) ; l'image de cette représentation contient la représentation adjointe de T et est
contenue dans le sous-groupe Aut(g,I') formé des automorphismes de g qui sont les

différentielles des automorphismes de G préservant T .

Ce faisceau peut étre décrit de la manigre suivante (cf. [20] et [33]). Soit %/ le pseudogroupe
d'holonomie de ¥ associé a la transversale T (cf. 1.2). L'adhérence de #{ dans la Cl-topologie
est un pseudogroupe # d'isométries locales de T . Les €léments de G sont les germes de champs
de vecteurs transverses qui se projettent par les fy sur les germes de champs de vecteurs
engendrant des sous-groupes locaux contenus dans # (cf. E. Salem [33]).

Par exemple si ¥ un G-feuilletage de Lie i feuilles denses sur une variété compacte M,
alors le pseudogroupe d'holonomie #f est engendré par les translations a gauche par les €léments
de T', et 7 est engendré par les translations a gauche par les éléments de G . Le faisceau de
Molino est formé des germes de champ de vecteurs transverses qui se projettent par les fy sur les
germes de champs de vecteurs invariants a droite sur G, c'est-a-dire ceux qui engendrent les
translations & gauche par les éléments de G . La représentation de n1(M) dans Aut(g) estle
composé de la surjection de m1(M) sur I" et de la représentation adjointe de T sur I'algebre de
Lie gde G.

Pour le feuilletage # sur le fibré M des repéres orthonormaux, la restriction du faisceau de
Molino é a un ouvert ?t'l(U) =Ux ﬁ’l(w) (comme dans 1'énoncé 3.2.b), est 1'image inverse
par la projection sur #-1(w) du faisceau décrit ci-dessus. Molino décrit G comme le faiceau des
germes de champs de vecteurs transverses & ¥ qui commutent avec tous les champs de vecteurs
transverses globaux ; pour cette raison, il appelle é le faisceau central. Le fait que la représentation
de m1(M) dans Aut(g) définie par la monodromie de G prend ses valeurs dans Aut(g,I") découle
de 2.2.2.

Le faisceau G sur M est invariant par l'action de O(q) ; il se projette par p: M — M sur le
faisceau de Molino de ¥.
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3.4. COROLLAIRE.- Si ®1(M) est trivial (resp. nilpotent ou résoluble), I'algébre de Lie
structurale est abélienne (resp. nilpotente ou résoluble).

Cela résulte immédiatement du fait que la représentation de 7t1(M) dans Aut(g) contient la
représentation adjointe du sous-groupe I' dense dans G .

3.5. Remarque. Le sous-groupe Aut(g,I') de Aut(y) dépend en général des propriétés
arithmétiques de T . Par exemple si g est l'algebre de Lie du groupe additif R etsi I est un
sous-groupe de génération finie de R alors le groupe Aut(g,I') est formé des homothéties de R
induisant un automorphisme sur I". Une telle homothétie est la multiplication par une unité d'un
corps de nombres algébriques et ne pourra étre différente de + 1 que si I' est somme
d’homothétiques de sous-groupes du groupe additif des entiers algébriques.

Par exemple dans le cas du G-feuilletage de Lie sur Tﬁ décrit dans 2.2.5, l'algebre de Lie
structurale est I'algébre de Lie de R et I'image de la représentation de n1(M) dans Aut(R) est
engendrée par la multiplication par la valeur propre de la matrice A associée au sous-espace V.
Cl'est une unité du corps Q(Wd), d=Tr2A-4;1e groupe I' est un sous-groupe du groupe des
entiers de Q(\/a).

4. COHOMOLOGIE BASIQUE

Une forme différentielle @ sur M est dite basique si, pour tout champ de vecteurs X
tangents aux feuilles, la dérivée de Lie Lx et le produit intérieur ix® sont nuls. Cela revient a
dire que si fo : Ug — T est une projection locale du feuilletage, alors ® restreinte 3 Uy est le
pull back par fy d'une forme différentielle sur T .

Les formes basiques forment une algebre fermée pour la différentielle ; la cohomologie de
cette algebre est appelée la cohomologie basique de M et notée H’;(M;R) . Si les feuilles sont les
fibres d'une fibration de M sur B, alors la cohomologie basique est 1a cohomologie de B .

Reinhart avait démontré en 1959 ([32]) un théoréme de finitude et de dualité pour la
cohomologie basique d'un feuilletage riemannien en utilisant la théorie de Hodge. Cependant
Carriere a remarqué en 1981 (¢f. [5] que la dualité était fausse dans le cas du feuilletage sur TX
décrit en 2.2.5. On a donc été amené a repenser 1'énoncé et la démonstration du théoréme de
Reinhart. La situation a été complétement clarifiée via le théoréme de structure de Molino (cf. [11],
[12], [23] et [34]).

Nous énongons ici le théoreme général de dualité en suivant essentiellement la formulation de
Sergiescu dans [34] (voir aussi [20]).

La définition des formes basiques s'étend au cas ol I'on considere des formes différentielles
a valeur dans un faisceau localement constant D en espaces vectoriels sur R de dimension finie,
et la cohomologie des formes basiques pour ¥ a valeur dans D sera désignée par Hp(M;D) .
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Soit G le faisceau de Molino (cf.3.3) dont la fibre est une algebre de Lie g de dimension
p . Désignons par IAPGl la valeur absolue de la puissance extéricure p-¢me de G : il est déterminé
par le composé des représentations

n1M) > Aut(g) > R*

Appelons faisceau dualisant le faisceau localement constant D sur M de fibre R quiestle
produit tensoriel de IAPGl par le faisceau O de fibre R tordu par l'orientation transverse de ¥.

THEOREME - Soit F un feuilletage riemannien de codimension q sur une variété compacte M
et soit D le faisceau dualisant. Alors Hi;(M;R) est de dimension finie et on a un accouplement
naturel :

k
Hy(MR) x H, (M;D) — H\(M,D) ~R.
qui donne un isomorphisme de Hll)((M;R) sur le dual de Hg-k(M;m) .

En particulier H%(M;R) # 0 si et seulement si D est trivial et dans ce cas H‘I:(M;R) est
isomorphe a Hg'k(M;R).

5. LES FLOTS RIEMANNIENS

Rappelons qu'un flot riemannien est un feuilletage riemannien orienté de dimension un. Un
flot isométrique sur M est un feuilletage dont les feuilles sont les orbites d'un sous-groupe 2 un
parametre d'isométries de M . Un flot isométrique est évidemment riemannien ; le feuilletage sur
T.,i décriten 2.2.5 est un flot riemannien qui n'est pas isométrique.

Le théoréme remarquable suivant a été démontré par Carriere ([5]) (cf. aussi Caron-Carriére
[3]) en partant d'une idée de Thurston [36].

THEOREME.- Soit F un flot riemannien sur une variété compacte M . Alors I'adhérence de touse
JSeuille est un tore et le feuilletage restreint a cette adhérence est conjugué @ un flot linéaire. En
particulier l'algébre de Lie structurale de F est abélienne.

De plus (cf. Molino-Sergiescu [29]), ¥ est isométrique si et seulement si le faisceau
localement constant de Molino est globalement trivial ou encore si la cohomologie basique en degré
maximum est non nulle.

Carriere démontre d'abord le théoréme dans le cas d'un feuilletage de Lie (cf. [3] et Epstein
[14]) et se rameéne au cas général en utilisant le théoréme de structure de Molino.

Pour une revue des résultats connus sur les flots riemanniens et une bibliographie sur ce
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sujet, voir l'excellent survol de Y.Carriere dans [8]. Almeida et Molino ([1]) ont donné une
description des flots riemanniens sur les variétés de dimension 4 compactes.

6. FEUILLETAGES RIEMANNIENS SUR LES VARIETES 1-CONNEXES

Soit M une variété compacte simplement connexe munie d'un feuilletage riemannien 7.
Alors il résulte du théoréme de structure de Molino (¢f. 3.4 ) que l'algebre de Lie structurale de
est abélienne et que le faisceau G de Molino est globalement trivial. Un feuilletage riemannien
vérifiant cette propriété est appelé feuilletage de Killing par Molino.

E. Ghys a montré dans [16] qu'un tel feuilletage pouvait étre approché par un feuilletage
riemannien dont toutes les feuilles sont compactes (fibré de Seifert généralisé). Il en déduit
notamment que si M est une sphére d'homologie rationnelle, alors ¥ est soit un fibré de Seifert
généralisé soit un flot isométrique.

Dans [21], on précise les résultats de Ghys en montrant qu'a tout feuilletage de Killing
sur une variété compacte M est associée une action d'un tore TN sur un orbifold X compact , et
un sous-groupe de Lie contractile L dense dans TN opérant localement librement sur X . De
plus il existe une application f, au sens orbifold, d¢ M dans X tel que ¥ soit l'image
réciproque par f du feuilletage Fx sur X dont les feuilles sont les orbites de L . Au type
d'homotopie rationnelle pres, f est une fibration de M sur X dont la fibre est le revétement
d'’holonomie commun F des feuilles.

Il en résulte que si M est simplement connexe, alors dim M > dim X et la fibre F a une
homologie de type fini . On peut en déduire que si M est simplement connexe avec caractéristique
dEuler-Poincaré non nulle, alors ¥ est une fibration de Seifert généralisée.

Lorsque M est simplement connexe, on conjecture dans [21] que M est un fibré de Seifert
généralisé de base X, le feuilletage ¥ étant I'image inverse par la projection de ¥ .

7. FEUILLETAGES RIEMANNIENS A CROISSANCE POLYNOMIALE

7.1. Soit ¥ un feuilletage sur une variété compacte M . Choisissons une métrique riemannienne
sur M.

On dit que ¥ est a croissance polynomiale de degré <d si pour toute feuille il existe un
polynome P de degré <d tel que le volume de toute boule de rayon r contenue dans cette feuille
(pour la métrique riemannienne induite) soit majoré par P(r) .

On dit que ¥ est Folner (Carriere-Ghys [9]) si dans toute feuille il existe une suite K, de
sous-variétés 4 bord, de dimension égale a celle des feuilles, telles que Vol(dKy)/Vol (Kp,) tend
vers zero quand n tend vers l'infini.

Ces définitions sont indépendantes du choix de la métrique riemanienne sur M .
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Yves Carri¢re a démontré le résultat remarquable suivant qui est I'aboutissement d'une série
de résultats non triviaux sur la dynamique des actions de groupes.

7.2. THEOREME (Car [7]).- Soit ¥ un feuilletage riemannien sur une variété compacte
connexe. Alors ¥ est @ croissance polynomiale ( resp. Folner) si et seulement si l'algébre de Lie
structurale de ¥ est nilpotente (resp. résoluble).

Nous ne pourrons donner ici qu'un plan de la démonstration. Tout d'abord, Carriére montre
que, via le théoréme de structure de Molino, il suffit de montrer le théoréme dans le cas o ¥ est
un G-feuilletage de Lie a feuilles denses.

La condition de croissance polynomiale ou de Félner peut se lire sur le groupe d'holonomie
I' dans G de 7.

7.3. De maniére plus générale, pour un sous-groupe I' d'un groupe de Lie connexe G,
introduisons les notations suivantes. Si U est un ouvertde G et 7y un élémentde I', on note
YU 1a restriction 2 U N y1(U) de la translation a gauche par y . Le pseudogroupe de
transformations de U engendré parles YU, ye I', sera désigné par T'U .

DEFINITION.- L'action de T sur G (sous-entendu par translations @ gauche) est dite de
génération compacte si pour un ouvert relativement compact U rencontrant toutes les orbites de T,
il existe un ensemble fini S d'éléments de T tel que TU soit engendré par les YU , ye S (cette
définition est un cas particulier de la définition donnée en [20]).

On vérifie facilement que si cette condition est vérifiée pour U, elle I'est aussi pour tout
ouvert V relativement compact rencontrant toutes les orbites de I' . De plus les éléments de S
engendrent I.

Pour x € U, désignons par B(x,n) l'ensemble des points de U de la forme
(yll-I YIZJ yll-c])x , ol Y€ SU S-1 et k <n. Pour un ensemble fini K dans l'intersection de U
avec une orbite de I", on désigne par dK 1'ensemble des éléments x de K tel qu'il existe
ye SUS1 avec YWxe K.

On dira que l'action de G est a croissance polynomiale de degré <d si, pour tout xe U,
il existe un polynome P de degré <d tel que le cardinal de B(x,n) soit <p(n) pour tout
ne N.

L'action de T sur G est Félner si dans toute orbite de I' dans U, il existe une suite
d'ensembles finis K, telle que Card(dKp,)/Card(Kp,) tende vers zéro lorsque n tend vers
l'infini.

On vérifie que ces conditions sont indépendantes du choix de U et du systéme fini de
générateurs de T'U .

Enfinsi T est le groupe d'holonomie d'un G-feuilletage de Lie ¥ sur une variété compacte
M, alors I'actionde I' sur G est de génération compacte et ¥ est A croissance polynomiale de
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degré <d ou Folner si et seulement si c'est le cas pour l'actionde ' sur G.
Le théoréme 7.2 sera donc une conséquence du théoréme suivant.

7.4. THEOREME.- Soit T un sous-groupe dense d'un groupe de Lie connexe G telle que
l'actionde T sur G soit de génération compacte. Alors

1) l'actionde T sur G est Félner si et seulement si G est résoluble ;

2) l'actionde T sur G est polynomiale si et seulement si G est nilpotent.

11 est facile de voir que si I'action de T sur G est A croissance polynomiale, alors elle est
Folner. 11 suffit de prendre pour K, les boules B(x,n) . Il est connu (cf. C. Series [35], R.
Brooks [2]) que si l'actionde I" sur G est Félner, elle est aussi moyennable (pour une définition
de moyennable, voir R. Zimmer [41] et Carri¢re-Ghys [9]). La réciproque est aussi vraie (cf.
Carriére-Ghys [9]).

L'assertion 1) découle alors d'un théoréme de Zimmer [42] affirmant que si ' est un
sous-groupe dense dans G , alors l'actionde T sur G est moyennable si et seulement si G
est résoluble.

Ce théoréme avait été conjecturé par Connes et Sullivan et indépendamment par Carriére et
Ghys qui I'avaient démontré dans un cas particulier ([9]). La démonstration de Zimmer utilise 2
fond les techniques développées par Margulis et exposées dans [41] pour établir la superrigidité.

Supposons maintenant que l'action de T' sur G est 2 croissance polynomiale. Fixons un
ensemble fini S de générateurs de G . Pour tout ouvert relativement compact U de G, notons
H(U,S) le pseudogroupe engendré par les YU, ye S . Alors le type de croissance de ce
pseudogroupe (calculé avec le systéme de générateurs S ) est dominé par le type de croissance de
T'U, donc est polynomial. On voudrait pouvoir en déduire que la croissance de I" est elle-méme
polynomiale ; il suffirait alors d'appliquer un théoréme de Tits [40] et de Wolf [43] pour en
conclure que G est nilpotent. Malheureusement un grand détour est nécessaire pour arriver 2 cette
conclusion.

En utilisant le théoréme de Zimmer et le fait que la croissance polynomiale implique la
moyennabilité, Carri¢re se rameéne au cas oi G est résoluble. Par un argument trés délicat, il
montre que si " estdense dans G résoluble, et si pour tout ouvert relativement compact U de
G, la croissance de #(U,S) est polynomiale (o S est un systéme fixé de générateurs de I'"),
alors le centre de I est non discret. Par récurrence sur la dimension de G, il en déduit que G
doit étre nilpotent.

8. REMARQUES FINALES

Grice au théoréme de structure de Molino, on a vu plus haut que beaucoup de propriétés
qualitatives des feuilletages riemanniens sont relativement bien comprises.
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En revanche, le probléme de la classification des feuilletages riemanniens 2 difféomorphisme
pres est beaucoup plus difficile (comme le montre par exemple le cas des 1-formes fermées, cf.
2.1). On peut cependant se proposer (voir [20]) un but moins ambitieux, a savoir la classification a
équivalence différentiable prés des pseudogroupes d'holonomie des feuilletages riemanniens
complets. Par exemple, si l'algébre de Lie structurale est réduite a zéro, il s'agit de classer a
difféomorphisme prés les orbifolds. On a une réponse assez complete dans le cas ou toutes les
feuilles sont denses (voir [20]) et aussi dans le cas ou la codimension des adhérences des feuilles
est petite et 1'algebre de Lie structurale abélienne (voir [1] et les références dans [21]). Cependant,
le probléme de la classification des pseudogroupes d’holonomie des feuilletages riemanniens sur
des variétés compactes reste essentiellement ouvert lorsque 1'algébre de Lie structurale n'est pas de
type compact ou nilpotente (cf. 2.2.4).
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